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1 Prefazione

Questo volume raccoglie i testi e lo svolgimento di numerosi eser-
cizi presentati dagli stessi autori durante i corsi di “Fondamenti di
Elettrotecnica” della Laurea triennale in Ingegneria Elettronica ed
“Elettrotecnica ed Elettronica” della Laurea triennale in Ingegneria
Informatica dell’Universita degli studi Roma Tre. A essi si aggiunge
una selezione di temi di esami proposti negli appelli degli ultimi anni.
1l presente lavoro & pensato per fornire un supporto allo studio che
serva soprattutto a evidenziare 'approccio pratico all’analisi dei circui-
ti, a fornire gli strumenti idonei per superare con successo I'esame e
soprattutto a preparare al meglio lo studente per i successivi corsi. Il
volume affronta esclusavemente I'analisi di reti lineari tempo-invarianti,
suddividendo i problemi in quattro classi principali: reti puramente
resistive, reti dinamiche del primo ordine, reti dinamiche del secondo
ordine e reti in regime permanente sinusoidale. In quest’ultima classe
verranno considerati anche problemi tipici dell’Elettrotecnica come lo
studio e il rifasamento di sistemi trifase simmetrici ed equilibrati. Infine,
ma non da ultimo, si desidera ringraziare i professori Alessandro Salvini
e Salvatore Coco per i preziosi e fondamentali insegnamenti umani e
scientifici, di cui gli autori hanno avuto la fortuna e il privilegio di fare
tesoro.

Roma, 30 Settembre 2016

Antonino Laudani e Francesco Riganti Fulginei



2 Reti resistive

2.1 Esercizi svolti

Fsercizio 1 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 26
gennaio 2016)

Nel circuito di figura 1, calcolare la potenza erogata dai generatori
indipendenti.

Rl — R2 = R3 = 1Q, R; = 1\'CQ, n = 2, "_;1 = 101‘;, Igg — 2;4.1

;ng‘{n g L

Figural

Si osservi che il circuito contiene un generatore indipendente di
tensione, un generatore indipendente di corrente in serie ad un resistore,
ed un generatore di tensione pilotato in tensione e complessivamente
presenta 3 anelli e 4 nodi principali.

Si noti che scegliendo come nodo di riferimento il nodo “0” in
figura 2, grazie alla posizione del generatore pilotato, si ha la possibilita
di esprimere tutte le grandezze una volta determinato il valore del
potenziale sul nodo “17: infatti questo coincide con v,, mentre €3 = Vo
¢ ¢4 = juv,. Scriviamo pertanto la LKC al nodo “1” (positive le correnti

| In questo esercizio Ne: sta per il numero di caratter del cognome.

=

entranti): 5 ™
= 61 /gl - 61
Rl RQ 92
da cui, numericamente,
] [ )
€ ="Y2= 4 (Vi — Ig2) =0.5- (10 — 2) = 4V 2)

A questo punto ¢ subito possibile calcolare la corrente nel generatore
indipendente di tensione Iy, (convenzione del generatore), come

N o Viig— ) -
Iy, = ‘glR V= , 9! Rg‘“’ = (10—4)+(10—-8)=84 ()

da cui, la potenza erogata da V;; vale Py, = Vi - Iv,, = 10-8 = S0W.
In maniera altrettanto semplice & possibile calcolare la tensione sul
generatore indipendente di corrente Vi, (convenzione del generatore)
come

Vi,, = Ralgs + ppox — vz = Ne-242-4—4=4+Nc-2V (4

I2-Vi, =2-(4+Nc-2) =

da cui, la potenza erogata da [ 5 vale Pr,, = 1

8+4-NcW.




Esercizio 2 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 12
febbraio 2016)

Nel circuito di figura 3, calcolare le potenze dissipate dai resistori R,
R, Rzed R,.

R, = Rz = Ry = 10, Ry = Nef, g = 28, Vo = 9V, Vyp = 10V,
Vyg == ;’\75"/.‘

Figura3

Si osservi che il circuito contiene tre generatori indipendent di
tensione, un generatore di corrente pilotato in tensione, e 4 resistori
lineari, per un numero complessivo di 4 anelli e 5 nodi principali.

Sinoti che scegliendo come nodo di riferimento il nodo “0” in figura
4, grazie alla disposizione dei generatori indipendenti, anche i nodi “1”,
“2” e “3” risultano a potenziale fissato: in particolare e; = V3, €3 = Vo
ed 3 = V. Non solo, ma anche la tensione di comando del generatore
pilotato & fissata, in quanto v, = e; — e3 = Vo — V;; = 1V. L'unico
potenziale incognito & quindi quello relativo al nodo “4”, che si ottiene
scrivendo la LKC al nodo stesso (positive le correnti entranti):

€1 —€4 €3—E€
+

4 —
R, g Ja—ea)=0 (5)

! In questo esercizio N5 e Ng stanno rispettivamente per la quinta e la sesta cifra del proprio numero di
matricoln (+1 se zero)

-F ——

( + ) ’/-l_\) A +
Vs \=/Vp gl\l/
0

Figura 4: Scelta potenziali di nedo

da cui, numericamente,

e . L - .
ey = 5("&31“% —2(Vez — Vo)) = 5'(‘\’6+10_2):1\%/2+4‘/

(6)
A questo punto & subito possibile calcolare la potenze dissipate sui
resistori, notando che p = v -i = v*/R, ossia

_(64_61)2_ 7 NS _ 1, r 2 7
Py, = S (Ne/244— Neg)' =(4—Ng/2)’W (D)
1
— 2 : ;
Pg, = (6_136—2) = (Mg — 10)* = (Ne — 10 W (8)
2

-
Po =970 _ (N2t d4_ 107 = (Ne/2—62W  (9)

' Rs
(62 = 83)2 (10 = 9)2 1
3 = = _ W 10
Fr. R. Ns A 1o




2.2 Esercizi proposti

Esercizio 3 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 24
giugno 2018)

Nel circuito di figura 5, calcolare la potenza erogata dal generatore
indipendente. Rl = Rg = R;; = R4 = R' = IQ,/L = 2 ‘”gl =N 1‘-
[Soluzione: P\’g; = 12.5W. ]

AN AN AN

bz B b

Figura 3

Esercizio 4 (dal compito di “Elettrotecnica ed Elettronica” del 9
settembre 20106)

Nel circuito di figura 6, calcolare la tensione v, e la potenza Pg-
dissipata dalla resistenza R*. Tutte le resistenze hanno valore pari 2 0.5
Q, I, = 1A. [Soluzione: v, = —1/3V, Pg. = 1/18W]

Uy

5T 53

Figura 6

! In questo esercizio Ny € I'ultima cifra del proprio numero di matricola (+1 se zero)

- <

Esercizio 5 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica’ del 14
Luglio 2016)

Nel circuito di figura 7, calcolare la potenza erogata dai generatori
indipendend.

Ri= Bs— R = Bi—Rs = 1Y, Vi = Vig = 10V, :g-—55.
[Soluzione: Py,, = 300W, Py, = —200W; V; assorbe e non eroga
potenzal

v

j\’/\ R
C)Vgl

Figura 7

Esercizio 6

Nel circuito di figura 8, calcolare la potenza erogata da ciascun genera-
tore indipendente.

Ri =Ry =Ry = Ry =R =10, V;; =2V, V5 =10V. [ Soluzione:
Py, = 110W, Py,, = —20W; V; quindi assorbe € non eroga potenza

]




Figura 8§

Esercizio 7

Nel circuito di figura 9, calcolare, usando sia i potenziali di nodo sia
le correnti di anello, la potenza erogara dal generatore di corrente
Igg. Rl — 109. Rg — Rg = R_; = R5 = IQ, Lfgl — 10"’, Igg = 1A.
[Soluzione: P;, = 18.6W1.

Figora 9

Esercizio 8

Nel circuito di figura 10, calcolare la potenza dissipata in ciascun
resistore. By = 1Q, Ry = 1/2Q, R; = 1Q, Ry = 1/2Q, 0 = nyfns =
10, ";ﬂ = 101’-, Ig-g =1A.

F/ \,R;v\—
|

Figura 10

Esercizio 9

Nel circuito di figura 11, calcolare la potenza dissipata nel resistore R.
RI — RQ = R4 = 1?5 = ].Q. Rg = l/ZQ,g — 15, 1,91 = 10": Igg =14
[Soluzione: Pg, = 9W ]

RB R-}

Ry

-
>
=

[

g2

Figura 11




Esercizio 10

Nel circuito di figura 12, calcolare, usando sia i potenziali di nodo
sia le correnti di anello, la potenza erogata dal generatore di ten-
sione. R1 = Rg = R_; = R4 = R5 = R{; = R; = Rg = 3/20,
Rg = R[g — Rll =3JL ‘*;; = 101".[SOhJZiOHEI P‘g = 21;3511']

R> R3

Figura 12

Esercizio 11

Nel circuito di figura 13, calcolare in maniera letterale il rapporto
(14+gmrz)Rp
T . v [RslRp +r=)(Rp i Rs
Vi /Vs. [Soluzione: S e )__l’iLi)].
2 RsliRg+=  Rgp ' Ro

Figura 13

Esercizio 12

Nel circuito di figura 14, calcolare in maniera letterale il rapporto
Ve /1.

Rp

Figura 14

Esercizio 13

Nel circuito di figura 15, calcolare in maniera letterale il rapporto
Ve /Va.



ImUx

Figura 15

Esercizio 14

Nel circuito di figura 16, calcolare la potenza erogata dal generatore
indipendente. R, = Ry = 1/2Q, R3 = 4Q,a = ny/ny = 2, I, = 104,
= 1/2. [Soluzione: P;, = 2PW]

Ry

Figura 16

Esercizio 15

Nel circuito di figura 17, calcolare in maniera letterale il rapporto
Ve / V... [Soluzione: {& = —g,, R||Re g2z

Figura 17




3 Reti dinamiche del primo ordine

3.1 Esercizi svolti

Esercizio 16 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica’” del 26
gennaio 2016)
Nel circuito di figura 18, calcolare la risposta all’impulso i, (¢). R; =

Ry =R; =19, 9= 35, I, = 6(t)A, L = NyH.(Nx numero dei
caratteri del proprio nome)

Figura 18

Per calcolare la risposta all'impulso basta notare che essa ha la
forma:
Heqt
L u

in(t) = in(0H)e " u(t) (11)
dove R,, ¢ la resistenza equivalente ‘vista” dall'induttore, e i.(07) =

L0y ()dt.

Per determinare le resistenza equivalente facciamo uso del circuito in
fig. 19. Evidentemente la tensione v, si puo subito calcolare tramite la
formula del partitore di tensione

Ry
v

1.:—-: 12
R]+R21p (12)

\/’.i/\ E ig
gtvr¢é d—>

Figura 19: Circuito per il calcolo della R. 4 tramite generatore di prova

per cui semplicemente con la LKC al nodo del generatore di prova
determiniamo ,,

ip =Up/Rs+ gu; + 'Up/(Rl + Rs) =

L 1 " R, N 1 _
- P R3 gRl +R2 I R‘2+R1 3
=vp-[14+3/24+1/2] = 3u, (13)

ossia R.q = vp/t, = 1/3Q. Per il calcolo della v, (2) per t = 0, notiamo
che 'induttore si comporta come un generatore di corrente con corrente
nulla, ossia come un circuito aperto. Pertanto il circuito da analizzare
e quello di fig. 20. Si noti che 1a tensione v (0) cercata coincide con la

vr(0)

Figura 20: Circuito per il calcolo della vy (0).

€2, mentre v, = e;. Scriviamo il sistema di due equazioni ai nodi:

{LKC’nodol : I;—ey/Ri+ (ea—e1)/R =0 (14)

LKCnodo2: (e —e3)/Ry —gey —ea/R3 =10

18




Calcoliamo direttamente la tensione ¢; con Cramer:

I -2 —4(t)
\ =F 0 —25(1)
vr(0) = e = - = z?m =—4(t)/3 (15)
| <2 1
<9 -5

A questo punto si pud passare al calcolo della i, (07) che risulta:

s

1 : 1
e = 3()dt = —— |
10 37 - [ ) 3L (16)

ossia la risposta all’'impulso cercata &

= —é%e_ﬁu(t) e () (17)

3Ny

Esercizio 17 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 12
febbraio 2016)

Nel circuito di figura 21, calcolare ['andamento temporale della v (%)
per ¢ > () assumendo che all’istante ¢ = 0 il circuito sia a regime.
Rl = R—g = R4 = Q.Q, R3 = GQ,IgI = ;\’75‘4, Ig-z = ;\‘kll(t) .4, = 1/3
f s

Il circuito presenta un unico elemento a memoria (il capacitore)
quindi la risoluzione pud farsi attraverso la costruzione di un equivalente
alla Thevenin ai capi dello stesso. Del resto la presenza di generatori
costanti ed a gradino suggerisce che I'andamento temporale della
tensione sul capacitore v¢(t) per ¢ > 0 sara:

vel(t) = (ve(0) — ve(oo)) T ve(oc) (18)
dove v¢(0) & la tensione sul condensatore all'istante t = 0, v(oc) € la

tensione che il condensatore assume a regime, e R;; € la resistenza alla
Thevenin vista dal condensatore.

L
I\/)Ig"’
R>
I \j,\,/\—
gl \ ‘ N
s |C
i | B1 N
L t\ i é Ry
\ P
[
.—/\/\/’\_—}
Ry
Figura 21
R)Ig'_) R

Figura 22: Circuito leggermente modificato per il calcolo dellz Re;. della v (0) e della ve(oc)

Una semplice elaborazione del circuito, che prevede la sostituzione dei
due gruppi alla Norton (1,1, R;) € (2. R>) nei corrispettivi equivalenti
alla Thevenin (R;[,1. Ry) (Ral,. Ro), permette di ottenere il circuito
di fig. 22. A questo punto ¢ facile ottenere i valori di v(0) e ve(o0) in
quanto basta sostituire il capacitore con un circuito aperto e considerare
che per t = 0 ¢ attivo solo il generatore R,l,, mentre per t — oo
sono attivi entrambi i generatori, che di conseguenza si sommano.
Applicando la formula del partitore di tensione si trova:

. RgRllgl 12} '5 -
v = — — = LRTE, /

ve(0) = v, (0) TR S T = 5V (19)
- R3 (R]Igl + RQIgQ) 4. 12N; + 12N;
_R1+R2"—R3+R4— 12

= ‘;\75 -+ ‘Nvﬁ ‘/
(20)

vc(00) = vp,y(00)

! N5 e Ng sono la quinta e la sesta cifra del numero di matricola




In maniera estremamente semplice la R, si trova come il parallelo tra
3 elaserie B; -~ R + R, ossia

_Rg(R1+R2+R4)_ 6-6

- = =31 21
R3+R]+RQ+R4 6+2+2+2 1)

Ren

Quindi in definitiva abbiamo che I'andamento temporale di v¢(t) per
t> 08 (RaC=3-1/3=1)

l:C(t) = (‘\—3 — ‘Vs = x\},) E_' + .7\‘»5 4= 5\76 = i\‘a -+ .\rﬁ (1 = 6*’) V' (22}

Esercizio 18 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 24
giugno 2016)

Nel circuito di figura 23, calcolare la risposta all'impulso i (f). R, =
R: =10, Ry =1Q,9=1/25, V. =8(t)V, L = Ny H.

Per calcolare la risposta all'impulso anche in questo caso basta
notare che essa ha la forma:

in(t) = i (0%)e 2 u(t) (23)

dove R,, & la resistenza equivalente "“vista” dall'induttore, e iy,(0%) =
q qu

1 o

7 Jo- vi(t)dt.

Per determinare le resistenza equivalente facciamo uso del circuito in
fig. 24. Considerando che la corrente I, attraversando i due resistori in

1

e

D

Figura 24

parallelo determina la tensione v, = —(R,||R.)I, & possibile scrivere
la seguente LKT che ci permette di valutare la relazione tra V}, e I;;:

| | R\||R;
1';,=Rr.>up+gvz)+(R11|Rr)IP:R'3(1_Q(RIHR’”)+ 11!9 )1,,
(24)

ossia B
) 7= ilp (25)

N | =

) L)
Lp:1(1—§-§+

quindi la R,, vista dall'induttore & pari a 2Q).
Per quanto riguarda il calcolo della tensione a vuoto vy, all’istante t = 0
e utile riferirsi al circuito in fig. 25

R’y
UL
Vs R, Ty R
gy
Figura 25

La tensione v, anche in questo caso si calcola immediatamente
tramite il partitore di tensione e risulta

At
- [ (26)
R, + R, 2

Uy



A questo punto la tensione sul circuito aperto che sostituisce I'induttore
¢ (ricordiamo che istantaneamente per la sua legge di lato I'induttore
si comporta come un generatore di corrente costante, ma visto che in
questo caso la sua corrente i, (07) = 0, il generatore di corrente ha
corrente nulla, ossia equivale ad un circuito aperto):

vp(0) =v, —Ry-g-v, = (l- 1%) 1',=¥ (27)

A questo punto si pud passare al calcolo della i, (07) che risulta:

e =i
0" =57 | S(t)dt = 7 (28)

ossia la risposta all'impulso cercata &

ir(t) = Ee’ﬁu(t) = ¢ Thn u(t) (29)

4 J\YJI\

Esercizio 19 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 14
luglio 2016)

Nel circuito di figura 26, calcolare 'andamento temporale della tensione
sul capacitore vc(t) pert > 0. By = Ry = Ry = 19, V; = 10V,
I = 5u(t)A, C = N F.(u(t) ¢ il gradino unitario).

v

J\/ V™ \ l

IR"

Figura 26

In questo circuito si noti 1a presenza di due generatori indipendenti
(uno costante ed uno za gradino). Questo comporta due diversi circuiti
da analizzare per ¢t < 0 e per £ > 0. Essendo interessati alla risposta
per f > 0 possiamo comunque considerare solo la soluzione a regime
costante della parte per ¢ < 0, ossia quando il capacitore ormai
completamente carico si comporta come un circuito aperto. Questo
ci permette di dererminare la condizione v (0) facendo riferimento al
circuito in fig. 27:

| J = Figura 27

L ¢ e

| 0) = vre — v = =" Vo — 0 =5V (30)
R, ‘/lc(\od

/e RS

Figura 28

Con procedimento analogo e facendo riferimento stavolta all figura
28, ¢ possibile calcolare la tensione sul capacitore per t — +oq,
ve(00).
R; . .
UC(OO) =URp; —Vp, = ﬁ gl Rglgg =5—-5=0V (31)

21



Essendo il circuito del primo ordine basta la conoscenza di queste due
grandezze e della costante di tempo 7z per scrivere I'andamento nel
tempo della tensione sul capacitore:

ve(t) = (ve(0) — ve(oo0)) e re +ve(oo) V (32)
Per determinare la costante di tempo, conoscendo C' = Ny, F, bisogna
calcolare la resistenza vista ai capi del capacitore quando sono stati
spenti i generatori indipendenti, ossia fare riferimento al circuito in fig.
29.

R, R3 R>

Figura 29

Risulta immediato notare che R, = Ry||R3+ Ry = 1/2+1 = 3/200.
Quindi per ¢ > 0 si ha

volt) = 5e T V. (33)

3.2 Esercizi proposti

Esercizio 20

Nel circuito di figura 30, calcolare I'andamento della corrente nel-
I'induttore per t > 0 e I'energia immagazzinata a regime, ipotiz-
zando nulla Penergia iniziale (ossia all'istante ¢ = () immagazzi-
nata nel circuito. R; = R, = R; = Ry = Rs = Rz = 1/2Q,
R; = R; = Ry = Ry =19, L = 1H, V, = 10V. [Soluzione:
i) =5(1—e), Er(oo) = 2J]

R‘Z Rs

Figura 30

Esercizio 21

Nel circuito di figura 31, calcolare 'andamento della corrente nell’in-
duttore per t > 0, ipotizzando che all’istante t = 0 il circuito sia a
regime. R] = RQ = R3 = R4 = R5 = ]..Q, L=1TH I’;ﬂ = 10"”,
Vo2 = u(t)V ! [Soluzione: iz (t) = 2e75' + 2

! Si ricordi che u(t) é il gradino unitario.




1
g R]
R, L
R a2 Rs
W\—
Figura 31

Esercizio 22

Nel circuito di figura 32, calcolare I"'andamento temporale della tensione
v.(t) per t > 0 e I'energia immagazzinata a regime, ipotizzando che
all’istante ¢ = 0 il circuito sia a regime. R, = Ry, = R3; = Ry =
Rs = 1Q, C = 1F, g = 18, Vy = 10V, iy = u(t)A. [Soluzione:
ve(t) = e~ 3 + 4V, Ec(oo) = 8J]

gVkg,
Ry

cl| | Vi
‘h‘ < Rl R4

24

i_

Esercizio 23

Nel circuito di figura 33, calcolare la risposta all'impulso relativa alla
corrente iz(t). L = 1H Ry = 19, Ry = 1/2Q, Rs = 19, Ry = 1/29,
a = TL]/n-z — IO, .lgg == 5(1)44.1

I ny mno .
I L

Figura 33

Esercizio 24
Nel circuito di figura 34, calcolare la risposta all'impulso relativa alla

corrente iy (t) nell'induttore L = 1H, Rg = R, = 10kQ, r, = 100012,
gm = 0.15, Rs = Rc = 10009, V; = 6(t)V [Soluzione: ir(t) =

__ 10000 —%1031]
R, iL(t)
Rc E

231 ©

Vi

! Si ricordi che 4(¢) é I'impulso.

25



Esercizio 25

Nel circuito di figura 35, calcolare la risposta all'impulso relativa alla
tensione v.(f) sul capacitore. Rg = 10k, r, = 10001, g,, = 0.1S,
Rs =Rz = Ry, =1000Q,C = 1F, V, = 3(t)V.

C |
. | U [:t) RL

Ur

R< - =
Tn
i ImUs
Vs R Rp
Figura 35
Esercizio 26

Nel circuito di figura 36, calcolare la risposta all'impulso relativa
alla tensione v.(t). C = 100uF, Rg = R, = 10k, r, = 10004,
gm = 0.1S, Rs = Rc = Ry, = 10009, V, = 8(t)V

Ue
Rs A/I\
ImUx R I
V. < C
g Rp Tx Ux Rc R

Figura 36

Esercizio 27

Nel circuito in figura 37, calcolare 'andamento della tensione sul ca-
pacitore per ¢ > 0, ipotizzando 'energia immagazzinata nel capacitore
all'istante t = 0 paria 0.5 J. C = 1F, Rg = R, = 1kQ, r, = 100012,
gm = 0.1S, Rs = 10000, I, = 5(t)A

[Soluzione: ve(t) = (1 + ) e~ 55 V]
Rg
ImUx
vr o
el  c
Rg I,
Figura 37




4 Reti dinamiche del secondo ordine

4.1 Esercizi svolti

Esercizio 28 (dal compito di “Fondamenti di Eletirotecnica” del 26
gennaio 2016)

Nel circuito di figura 38, calcolare 'andamento temporale della tensione
vz, sapendo che all’istante t=0 la tensione sul capacitore vale 1 V e
energia immagazzinata nell’induttore & nulla.
R1 = Rg — IQ, Ig = iVC‘*il, dy= 1H,C= 1E.

\‘ 1
I'L'L 0

-

2 e, R?% L

Figura 38

—

"\@,\Z/} =

Dovendo determinare la vy () per # > 0 in questo circuito del
secondo ordine, in cui il capacitore e Pinduttore non sono connessi né
in serie né in parallelo, & conveniente fare uso delle equazioni di stato
per ricavare ir(t). vy viene poi calcolata usando la legge di lato del-
I'induttore v, = Ldifi‘l('). Per ricavare le equazioni di stato procediamo
immaginando di conoscere v¢(t) ed i.(t) e sostituiamo il capacitore e
I'induttore rispettivamente con un generatore di tensione indipendente
ed un generatore di corrente indipendente, come rappresentato in fig.
39.

Essendo questo circuito “sostitutivo” puramente resistivo possiamo
procedere senza difficolta alla scrittura delle equazioni ai nodi, anzi
all'unico nodo incognito “1” (potenziale ¢, = v,), in quanto lo scopo

28

Ve

ol
1¢$
\
0

Figura 39: Circuito per la determinazione delle equazioni di stato.

¢ quello di ricavare la tensione v, e la corrente i !:

Vo — € —€; L
—ir+1,=0
Rl R2 iy, g (34)
da cui, numericamente,
vo —ip + 1
V=€ = % (35)

Sl noti che questa € la prima equazione di stato cercata visto che

- LdlL(t) | £ equaZlone per o= Cde(“ ¢ invece la seguente
) e — ve ve —ip + Ig =up—25F ]9
RS . — Vo = (36)
(& R] 2 c 2

per cui abbiamo (sostituendo i valori numerici di C e L) le seguenti
equazioni di stato:

el — —ve(t)/2 - ir(t)/2 + 1,/2

' - (7)
20 — ve(t)/2—ir(t)/2 + I, /2

Sebbene si possa procedere risolvendo direttamente il sistema delle
equazioni di stato a partire dalla condizioni iniziali date (v-(0) = 1V
eir(0) = 0A?), preferiamo ricavare Pequazione differenziale nella sola

! Si ricordi che bisogna comunque usare le convenzioni degli utlizzatori su L e €', nonostante al momento
siano rappresentati come generatori
? Questa seconda dovuta all’'energia nulla nellinduttore
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variabile 7,. Per fare ci6 ricaviamo vo(t) dalla seconda equazione di
stato e la sostituiamo nella prima.

)= 2di§t“) i)~ 1, (38)
per cui
d [ dig(t)
3 [ vt 1] -
_— [2‘1'%?) g = IQJ [2—i@®2+ 1,2 (9

che riordinata diventa

dFir(t)  _dig(t)
2— 2
“aB @ "

Abbiamo pertanto il seguente problema di Cauchy

2240 1280 1 iy (1)~ I,

80| =02~ 02+ L2=1/24 Nef2 4D
=

i1 (0%) = 0A

Il polinomio caratteristico 2A*+2\+1 = Oha radici \; » = —1/2+51/2
complesse e coniugate e quindi la soluzione di tale problema & del tipo

ig(t) = Kie "?cos(t/2) + Kae ' ?sin(t/2) + Loar (42)

dove I,,, = I, = N, mentre K, e K, si determineranno sostituendo
le condizioni iniziali. In particolare i.(0) = K; + Ne = 0 implica
K, = —N¢, mentre la condizione sulla derivata &

i, (t 1 1
d"l‘f(’) =T (—3) +Koz = No/2+ K> 2 = Ne/2+1/2 (43)
ar 4

=0+

da cui K, = 1, ossia la soluzione completa &

ir(t) = Ne(1 — e 2cos(t/2)) + e“"’%in(t/?) (44)
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per cui
NC—I-I
2

J’VC =

e Peos(t/2) + 2Lt P2gint/)  45)

v{t) =

Esercizio 29

Nel circuito di figura 40, calcolare la risposta al gradino di ampiezza
N relativa alla corrente iz (#)
Ry =20, Ry=1Q,9=1/25I, = Nsul(t) A, L = 1H, C = 1F.

| |C
Bt el
Ve

Figura 40

L’esercizio richiede il calcolo della risposta al gradino di ampiezza
N;. Essendo il collegamento tra i due elementi 2 memoria né in
serie né in parallelo, ricorriamo alle equazioni di stato per la scrittura
dell’equazione differenziale in iy (t). Prendiamo quindi in esame il
circuito in fig. 41, in cui abbiamo sostituito il capacitore con un
generatore di tensione ideale v(t) e I'induttore con un generatore di
corrente ideale i (7).

Essendo questo circuito “sostitutivo” puramente resistivo possiamo
procedere senza difficolta alla scrittura delle equazioni ai nodi (essendo
presenti molti anelli), ricordando che il nostro fine & quello di ricavare
la tensione v;, e la corrente i!. Considerando che v, = v + v L e

! Si ricordi che bisogna comunque usare le convenzioni degli utlizzatori su L e €, nonostante al momento
siano rappresentati come generatori



|

]g '+ 99Uz

Figura 41: Circuito per la determinazione delle equazioni di stato.

possibile scrivere la LKC al nodo in basso (questo & I'unico sui cui non
incide un generatore di tensione):

—I,+v:/Ry +gu, + v /Ry +1i, =0 (46)

ossia
—I;+ve /Ry + v /Ry + gue + gop, + v /Re+ip =0 (47)

da cui

dig(t) _ o5 () — i+ (g+1/Ri)ve — 1,
dt 1/Ri+1/Ry+g
= —ir/2 —ve/2+ 1,/2 (48)
da cui !

dl;it) =—ip —vo+1, (49)

che € la prima equazione di stato cercata. La seconda equazione si
ricava da una LKC che coinvolge la corrente i.:
dl( (t)
dt

C(i) == _vx/Rl + Ig

1
= —'vc/2—§(—‘l’-1_/2—*170/2-{—[9/2)—1-[9: (50)
= —ve/d+ir/4+31,/4
da cui la seconda equazione di stato

lec([)
di

= —l‘c+‘iL+3Ig (51)

dZL(ll

Ricaviamo vc(t) dalla prima delle due, v () = —ip(t) —
sostituiamo nella seconda

! (—LLH) ) +Ig) = (—iL(t) k) +Ig) +ig + 31,

Fdg. €

dt dt dt
(52)
da cui
dig(t) Pig(t)  dl, . dir(t) , .
— +d_t_”(t)+ & () + 20 (53)
d2i,
"L(t)+2d”(t)+2u(t)_—2l -3 (54)

dt? dt dt
A questo punto € possibile completare il problema di Cauchy per¢ > 0
aggiungendo le condizioni iniziali. Poicheé lo stato iniziale era zero
avremo vc(07) =0e#,(07) = 0 da cui
Pild) | ol | 94, (1) = —2N;
4L g+ = —iL(0+ ) —ve(0%) + 1,(0%) = N; (55)
1 L(0+) 0

11 polinomio caratteristico sara A + 2\ + 2 = 0 che ha radici complesse
e coniugate pari a A\;» = —1 + jl. Considerando che la soluzione
particolare sara del tipo I» = — N5 avremo la soluzione completa pari a

ir(t) = Kie 'cos(t) + Kee 'sin(t) — N5 (56)

da cui, sostituendo le condizioni iniziali troviamo:

ir(0Y)=0= K, — Ns .
dtL(t) e = (57)
(O )—17\’5——[(1"‘[\2—1\5
da cui, numericamente, K, = N5 e K, = 2N, ossia
ip(t) = Ns (e 'cos(t) + 2e 'sin(t) — 1) A (58)




Esercizio 30 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotec-
nica” del 24 giugno 2016)

Nel circuito di figura 42, calcolare I'andamento temporale della tensione
ve(t) per t > 0, sapendo che all’istante t=0 il circuito si trova a stato
zero.

Bi=R=1Q,V,=NyV,L=1H,C =1F, a=n[n; =

R

=
g
B2

Figura 42

In questo circuito del secondo ordine si pué immediatamente notare
che il capacitore C e I'induttore L si trovano connessi in parallelo. Di
conseguenza il problema puo ricondursi alla soluzione di un RLC
parallelo dopo aver trasformato la rete vista ai capi del parallelo C — L
in un equivalente alla Norton. Per calcolare la corrente di cortocircuito
Inorton basta riferirsi alla rete in fig. 43. Essendo il secondario del
trasformatore cortocircuitato v; = 0 e quindi »; = 2v, = 0. Risulta
pure VRQ = v — v = 0 e quindi al primario del trasformatore si ha
4 = —9- . In definitiva

n V r
I.Vort.on =—iy= _(__221) = = (59)
nq 2
Per quanto riguarda il calcolo della Ry, bisogna riferirsi invece al
circuito di fig. 44. Vista la presenza del trasformatore si rende necessario

Ry
A /\ AN
R] vV
/-\ A\
vV \
ny n»
7\, 3 o
{ |Vq N I\mmn
Figura 43

I'uso di un generatore di prova. E piu conveniente scegliere come
generatore di prova un generatore di tensione, in quanto collegandosi
direttamente al secondario del trasformatore ne fissa la tensione, v, =
V}; questo implica anche che v; = 2v; = 2V, ed infine vp, = vy — vy =
2V, — V, = V},. Visto che sono note tutte le tensioni & possibile scrivere
le relative correnti di lato:

l] 2‘/;, =
= % _ oy
iR, = T 4 (60)
. ¥ -
iR, = RF; = VP (61)
=y, — g =00 62)
o= Sy
i = mz’ = 21p (63)
3
Ip:ig—'[}32:§‘/;, —1’ /2 (64)

e quindi Ryorton = V5/I, = 290.

I problema & adesso descritto dal circuito equivalente R — L — C
parallelo di figura 45. Per tale circuito & immediato scrivere il poblema
di Cauchy risolvente in i ():

LCinL(t) + L AU = 2 7L(f) =3 I;\’orfon

R’\m‘«)n di
dzL(O+) = ’LL/() ) - 1'C$)+} — 0 (65)

I-L(O+) =0



Figura 44

1 Norton
Norton

| |52

__ |Vc

Figura 45

Il polinomio caratteristico sara quindi 2A? + A + 2 = 0 e le frequenze
naturali complesse e coniugate

~1+1-16 _

Az = 2

(66)

1 V15
_ij_b
4 4

La soluzione avra quindi espressione:

¢ 15 1 1 N,
ir(t) = Kie icos (gt) + Kse isen (\/—4_5-1‘) + ‘)N (67)

F4

Per determinare K e K> basta sostituire le condizioni iniziali: i, (07) =

0 implica K; + Ny/2 = 0 ossia K; = —Ny/2; ‘% 0" = 0 implica

—K/4+ \/TE;I(2/4 = 0, ossia K, = K,/V/15 = —% La soluzione

S—— ——— _—

richiesta dall’esercizio si otterra infine derivando I'espressione trovata

dig (i
ve(t) = L t(th ) —
d Ny ¢ V15 Ny ¢ V15
e [—72—6 4cos( n t) — 2\/ﬁe sen (Tt>] (68)

I restanti calcoli li lasciamo al lettore sicuri che sappia come procedere.

4.2 Esercizi proposti

Esercizio 31 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 14
Luglio 2016)

Nel circuito di figura 46, calcolare 'andamento temporale della tensione
ve(t) per t > 0, sapendo che all’istante t=0 il circuito si trova a stato
zero.

R=1Q,V,=NyV,L=1H,C=1F,a =n /na =1/2.

Figura 46



Esercizio 32

Nel circuito di figura 47, calcolare 'andamento della tensione v.(¢)
per t > 0, supponendo che all'istante ¢ = 0 I'energia immagazzinata
nel circuito sia nulla. R1 = Rg = 1Q, R3 = R4 = 1/4_(2, E =31,

C = 1F,V,; = 5V, I, = 1A. [Soluzione: v,(t) = 2—2¢~3cos (%g) 4

2 i ¥3) v
e 2.:en(2 v

v T Te ‘
Iy C ——)l “

Figura 47

Esercizio 33

Nel circuito di figura 48 calcolare usando le equazioni di stato la
tensione v.(t) per t > 0. Si ipotizzi che lo stato sia zero all’istante
t =0 B =158 Ry =1%, Rg:=1/20%; Ry =10, L= 1H, C=1F,

Vj =10V, I, = 1A,
_> v.(t)

Ry

Figura 48

Esercizio 34

Nel circuito di figura 49, calcolare 'andamento della tensione v, (%)
per t > 0, assumendo che all’istante ¢ = ( I'energia immagazzinata nel
circuito sia nulla. R; = 1009, R, = 10092, R3; = 602, Ry = Rs = 31},
L=1H,C=1/2F, V;; =10V, I,=5A.

[Soluzione: v.(t) = 25/2 + 25/2e=2% — 25¢~t V]

Figura 49

Esercizio 35

Nel circuito di figura 50, calcolare ’'andamento della tensione v.(t) per
t > 0, assumendo le seguenti condizioni iniziali: v (0) = 1V, i (0) =
0A. R =10, Ry = 1/2Q, B3 =10, L =1H,C = 1F, V,;; = 10V.

[Soluzione: v.(t) = % [5 — 56_%COS'(L2§-17) + %e'ésen (@1‘)] V]



Figura 50

Esercizio 36

Nel circuito di figura 51, calcolare la corrente nell'induttore i, (¢) per
t > 0, supponendo il circuito a regime all’istante t = 0. R, = 1/5%2,
Ry = 1/5Q, Ry = 1/30Q, Ry = 1/30Q, 1, = 1/30Q, L = 1/6H,
C = lF, Vrgl = 5‘/, 192 — ‘ll,(t)fl.

R, L = ]
1L 2R4

0"
g
VAV

Figuras1

Esercizio 37

Nel circuito di figura 52, calcolare la tensione v.(t) per £ > 0, supponen-
do a regime il circuito nell’istante £ = 0 in cui l'interruttore si chiude.
Determinare inoltre 'energia immagazzinata in ciascun componente a
memoria all’istante t = 0 e per t — +oc. Ry = 49, R, = 4Q, R3; = 2Q,
L=1H,C=1F,Vy =4V, [, =1A.

[Soluzione: Ec(0) = 8J, EL(0) = 3J, Ec(co) = 0J, Er(c0) = 8J,

v.(t) = e 2cos (‘/751) + %e_%sen (%51‘) V]

R3

VA

ﬂ/\R/l\/zo)(

z | [ I
- @ i CT i

= ve(t)

+

Figura 52

Esercizio 38

Nel circuito di figura 53, calcolare I'andamento della tensione v.(t) per
t > 0, supponendo che all’istante ¢ = 0 il circuito si trovi a regime.
Ri-=Rs = Ry = Re =20, L =1H, C-=1F, V; = 8u(t)V,
If)'l = 2A

[Soluzione: v.(t) = 4 — 4e™* — dte™* V]



Figura 53

Esercizio 39

Nel circuito di figura 54, calcolare andamento della tensione sul
capacitore per t > 0, supponendo che la rete si trovi a regime all’istante
t = 0. Calcolare inoltre I'energia immagazzinata nell'induttore per
t—r4o0 RBy=Ry—R; =10 L= 1H, C = 1F, V3 = 1V,
1, 2= ll(t),‘l.

Figura 54

Esercizio 40

Nel circuito di figura 55, calcolare la risposta all’impulso relativa alla
rensione t’c(t). R1 = RQ = R3 = lQ, L= ].H, G'= IF, “;gl = 5(t)‘/

Vo
j Ry

L R>

el
2 ¢ |u

Figura 55

Esercizio 41

Nel circuito di figura 56, calcolare la corrente nell'induttore i (¢) per
I = 0, supponendo che all’istante iniziale t = 0 'energia immagazzinata
nei componenti amemoriasianulla. Ry = Ry = R; = 1Q,a = ny/ny =
|, L=1H,C = 1F, Vy, = 2V, I,, = 1/2A.




5 Retiinregime permanente sinusoidale (prima parte)

5.1 Esercizi svolti

Esercizio 42 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 26
gennaio 2016)

Nel circuito di figura 57 in regime sinusoidale, determinare |'’andamento
temporale della corrente i(t). Ry = Ry = R3; =1Q,C = 1F, L = 1H,
Va1(t) = Necos(t)V, Io(t) = Ne¢ - cos(t + 7 /2) A.

I Ry
—A—
R, Ry
— W VWA
R L
&
Figura 57

Il testo chiede di determinare I'andamento temporale in regime
sinusoidale della corrente i(¢) che scorre nel generatore indipendente
di tensione (seppur con riferimento dell'utilizzatore). Non essendo
richiesto il calcolo di potenze, non & necessario lavorare con i valori
efficaci e di conseguenza useremo quelli massimi. Riferendoci al circuito
trasformato rappresentato in fig. 58, possiamo scrivere:

(69)

P

w = lrad/s

1
Z,__'__.—_
C ] J
Zp=jwl=j

T

g 1 i Y
|| Zg, Zpy | |

| i(t)

| ,’ 3 1’_\

\ Ly A ,
Zol - ;l S Zr

1

Figura 58

A questo punto ¢ semplice risolvere il problema con il metodo agli
anelli. Infatti si possono scrivere due equazioni indipendenti ciascuna
in una sola incognita (J3 = Iy):

ZC'jl + ZR2 (J_l — ng) + ‘7_(;1 = (70)
ZR3 (jQ — fg?) e ‘791 + ZLJ2 — 0
da cui
o= Znlp—Va _jNe=No . (71)
Y g Ao 1—j
- Zplp+ Vg _JNc+Ne _ N (72)
e ot 1+ .

¢ di conseguenza, essendo I = J; — Jo = —2Ng, risulta i(t) =
-2N¢cos(t) A.




Esercizio 43 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 12
febbraio 2016)

Nel circuito di figura 59 in regime sinusoidale, determinare 'andamento
temporale della tensione v(#), nonche la potenza istantanea dissipata
dalla resistenza R;. R, = R, = 1Q, C = 1F, L = 1H, Vau(t) =
Nscos(t) V, Vga(t) = Ng - cos(t +7/2) V.

Figura 59

Il circuito in regime sinusoidale del quesito si presta ad una sem-
plice risoluzione mediante il metodo dei potenziali di nodo. Infatd,
riferendoci alla figura 60, in cui abbiamo sostituito le impedenze alle
corrispettive resistenze, induttanza e capacita, & immediato notare che
solo il nodo *“3” & incognito, in quanto assumendo il nodo “0” come
riferimento avremo £, = V,; = N; e B, = Vy2 = Ngel™?2 = jNg !

La scrittura della LKC al nodo “3” permette di ricavare E; (Vo =
—E3):

_;1—53+—E3+ I_’;;:)—E‘:s
1 == /]

=0 (73)

! Stiamo usando i valori massimi in quanto non siamo interessati al calcolo di potenze attive e reattive, ma
potenze istantanee, ossia nel dominio del tempo.

Figura 60: Circuito per I'analisi fasoriale

ossia B - B . )
Voo —E3—JE3 —jVp +jE3 =0 (74)
E3=Vy —jVee=Ns—j-(jNs) = N5+ N (75)
Di conseguenza v (t) = —( N5 + Ng)cos(t) V. .
Per quanto riguarda la potenza istantanea dissipata da R;, questa si
puo determinare immediatamente considerando che la tensione ai suoi
capi € nota’

() _ g 2w (76)
Pr(t) = R (Nscos(t) — Necos(t +m/2))" W

Esercizio 44 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 26
gennaio 2016)

Nel circuito di figura 61 in regime sinusoidale, calcolare la potenza
attiva e reattiva erogata dai generatori indipendenti. Verificare inoltre
il teorema di Boucherot. R=1Q0,C =1F,L, =L, =1H, M = 1H,
;1 = I = Nysin(t)A.

''Si noti che (N5cos(t) — Ngcos(t +w/2)) = R(Nselt — jNgelt) =
: Ng _ i
R(eI[NZ + N2 5)) = | /N2 + NZcos(t — arctg(e2).



Figura 61

Si osservi che, sia per la presenza di generatori di corrente indipen-
denti in ogni anello (che determinano la corrente dell’anello stesso) sia
per la presenza di induttori mutuamente accoppiati, il metodo preferi-
bile per la soluzione & quello delle correnti di anello. Riferendoci alla
figura 62 osserviamo quindi che I'unica corrente di anello incognita &
Js, mentre J; = I;; = Ny/V2e J, = Igg = NN/\/_ (stiamo usando i
valori efficaci); si noti ulteriormente che J; = .J;.

(=)
il

i Z\EE/ .‘TV]*,E 2

Figura 62: Riferimenti correnti agli anelli.
Per determinare J; basta scrivere la LKT relativa all’anello 3:

1

Ju,C (J5— J1) +jwly (J3 —

Ja) — jwM (Jy — J2) + RJ3 =0 (77)

- A0

che numericamente diventa

—j B+ 3Nx/VE+§Ts— Ny /V2~j (Nx/V2 = Nx/V2)+1Js =0

(78)
ossia J5 = 0. Per il calcolo della potenza complessa (attiva e reattiva)
erogata dai generatori indipendenti basta notare che le tensioni V7,
V1, sono entrambe nulle, in quanto:

B o _
Vi, = jwLy (In — Ip) — jwM (J3 — Ip) — i (G —Ta)
= j (Nn/V2 — Ny/V2) +iNy/VZ—iNx[V2=0  (9)

da cui Ay, = 0V A, ed analogamente
Vlgg = jwlLe (I—go = j3) + jwM (jgl f ) (80)
+ jwLy (Ipp — Ipn) + jwM (J5 — 1)
=i (Nw/v2—0) +i (Nx/V2Z— Nx/V2)+ (8D
+Jj (NN/ V2 — Ny/ \/i) +j (0 — Ny Nﬁ)
=-{)

(l'd cui Ajgz =0V A.
Per verificare Boucherot, basta notare che

Ap =10
A, =0
Ap=Pr=R-|K|"=0

Asry =V Iy, +Viar I = =
= [Ju)LQ (I_gg - j&) +]O.)AI (Igl = Igg)] I;z =
N{

= jWLQTQQ I: g2 = =] |Ig2| = QLle - VAR

= T = ) N2
AC:"‘]'E|IQQ_J3I_ = Qc——_NV‘LR

49
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Esercizio 45 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 12
febbraioc 2016)

Nel circuito di figura 63 in regime sinusoidale, calcolare la potenza
attiva e reattiva erogata dai generatori indipendenti. Verificare inoltre
il teorema di Boucherot. Ry = Ry = 10, L; = L, = 1H, M = 1H,
Vor = NsV/2sin(t) A, Iz = 2sin(t + 7/4) A.

M

Figura 63

Essendo il circuito in regime sinusoidale utilizzeremo i fasori. Nel

caso specifico avremo w = lrad/s ed utilizzando i valori efficaci

- = /4 V2/245V2)2 -
avremo: Vg1=N5e192=25’\/§ =2 /:,’5 2 — 1+j. La

presenza degli induttori mutuamente accoppiati suggerisce I'utilizzo di
un approccio alle correnti agli anelli [J;, J5, J] (vedi fig. 64). Del resto
la presenza di un generatore indipendente di corrente nell’anello 3 ci
permette di ridurre di una le incognite effettive (J; = 7).

Scriviamo pertanto le due LKT agli anelli 1 e 2:

LKT anello1: jwLiJ, — jwMJy+ Ry(Jy — Is) + Vg1 = 0
ERKT anello 2 : —‘7;] -+ RQ(jQ == I_g‘z) +ij2j2 —]’LUAIJI =0
(82)

Figura 64: Riferimenti correnti agli anelli.

0ssia numericamente

—jh+(1+j5)=Ns+1+j

Applicando Cramer

(1-Ns)+j —j ‘

(1+Ns)+j5 1+3
N

—j 143

(I-Ns+j)-(1+7)+5-Q+Ns+7)

(-5 11g)-+1
1-Ns+j+3—gNs—1+j+jNs—1 —(1+Ns)+3j _
B 14-%5—1+1 = 1+2j

T_ IN-

- %(5 — Ny) +jé(5+2N5) =1+j— % +J“1;° (84)




—3 1+ M)+

' 1+ (’1—1\'5)+j'

R T
=3 147
1+ Ns+j45+7Ns—143j—jNs—1
B 1+ 2j
J\i5—1+3j 1 il 1
=———=_(54+ N —(5—2N;) =
1+2] 5(3+ 5)+]5(5 la)
N; 2Nj5
ol DB 3
+5+ = (85)

A questo punto per il calcolo della potenza complessa (attiva e
reattiva) erogata dal V,; abbiamo

A‘gl_"gl (jQ—J]) (86)
. Ny 2N; . N5 2N\
Ns - |1 - conie N 5 70 =
15[+]+5 g (+J 5+]5)]
2N; 4N;\* 2N2  4N2
:N — 7 = = 2 2 8
5( 5 5 ) 5 73 (87)

ossia Py, = Ea WeQy, = “" —= VAR. Mentre la potenza sul
generatore dl corrente sara data da:

A, =Vi, - Iy = [Ry (Lp — }) + Ry (I —4)] - I =
= (R1+ Ry) |L|* = (Roo+ Ry Jy) - Iy =

) N 2N:
—92.9_ = F s il I ¢
(1+J 5 - 5 (1-3)
=4+(2+2)A—j)=4—2(1+j)(1—j)=0W (88)

A, =V, h + Vi, Jo =

Per quanto riguarda gli altri componenti abbiamo

. Ny 2N\ PP

= =2
P, =R |lp— 4| = =

7\” 4N2 ;\-
—;5 1¥g I;;r__ 3

W (89)

N; 2N;
Pp, Rz|1g—sz_'1ﬂ—(1+J+——J )

2 72
- ;54—\5 W= VS W (90)

(le _'Jj2) ¥ jl]k > (]J_Q —le) - jzx =
=j| AP +i|B] -k & —jd - =

2N; N2 20 N2\ . 10N§)
_if9 ol ! T N =
j (2+ =ty ) J (2 5 ) 7 25

[2 4'\7‘Z
= ] (%ATE% s EN"?) Ji = QLle = ~VAR o1)
]

5

E immediato verificare il teorema di Boucherot.
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5.2 Esercizi proposti

Esercizio 46 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica del 24
giugno 2016)

Nel circuito di figura 65 in regime sinusoidale, calcolare la potenza
attiva ¢ reattiva erogata dai generatori indipendenti. Verificare inoltre
il teorema di Boucherot. R = 1Q, L, = L, = 1H, M = 1H,
I = Ip = Nysin(t)A.

2
-

o~

Ll L2 [gl
R§ '

Figura 65

Esercizio 47 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 14
luglio 2016)

Nel circuito di figura 66 in regime sinusoidale, calcolare la potenza
attiva e reattiva erogata dai generatori indipendenti. Verificare inol-
tre il teorema di Boucherot. R = 10, L = L, = 1H, M = 1H,
I41 = Iy = Nysin(t)A.

L,

' u
Mi
(=000
IgQ L2 Igl

0 S

Figura 66

Esercizio 48 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 24
giugno 2016)
Nel circuito di figura 67 in regime sinusoidale, determinare 'andamento

temporale della corrente i(t). Ry = R, = 1Q, C = 1F, L = 1H,
V,1(t) = Nascos(t)V, Vya(t) = Ny - cos(t +a/2)V.

Va2

)

el

=<



Esercizio 49 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica’ del 14
luglio 2016)

Nel circuito di figura 68 in regime sinusoidale, determinare 'andamento
temporale delle correnti i.(t) edic(f). R, = 1/2Q, Ry = 1Q,C = 1F,
= I/ZH, ";(t) = ..r\':\{COS(t)V.

[Soluzione: i (t) = Naugcos(t) A, ic(t) = %cos(t +x/4) Al

R L

_Yo >R,

cl

Figura 68

Esercizio 50

Il circuito di figura 69 si trova in regime permanente sinusoidale.
Calcolare la potenza complessa sul bipolo composto dalla serie di R,
€ L, sapendo che la frequenza dei generatori vale f = 50Hz e i valori
di picco sono V.., = 5V e 1y maz = 2A (si suppongano le fasi nulle).
Inoltre si ha che Ry = R, = 19, L, = L, = 2H, C = 1F. [Soluzione:
potenza attiva P, = 5 uW, potenza reattiva Q = 3.18 mW ]

LI R1 Lz

Figura 69

Esercizio 51 (dal compito di “Elettrotecnica ed Elettronica” del 22
febbraio 2016)

Nel circuito di figura 70 in regime sinusoidale, determinare ’'andamento
remporale della corrente e il valore della potenza attiva erogate dal
generatore di tensione V() = 3cos(wt). Le resistenze hanno tutte lo
stesso valore paria 10, C = 2F, L = 8H, w = 0.25 rad/s. [Soluzione:
i = 3cos(wt), potenza attiva P, = 4.5 W ]

' Esercizio 52

[I circuito in figura 71 si trova in regime permanente sinusoidale.
Calcolare il rapporto tra il fasore corrente del generatore di tensione
¢ il fasore tensione del generatore di corrente, I /V, sapendo che la
Irequenza dei generatori vale f = 50H z e i valori di picco dei generatori
SO0 V oz = 10V € I 1p0r = 1A (si suppongano le fasi nulle). Inoltre
sihacheR1 :R2=R3:].Q,L1=LQ=2H,C= 1F.




Esercizio 53

Il circuito di figura 72 si trova in regime permanente sinusoidale.
Determinare: 1) il circuito equivalente Thevenin che il carico R,
‘vede’ tra i punti A e B; 2) la corrente i(¢) che scorre sul carico
Ry. La pulsazione dei generatori vale w = 1rad/s e i valori di picco
dei generatori sono Vj, ;par = 10V, Voomaz =0V Lo =24 {si
suppongano le fasi nulle). Inoltre si ha che C = 1F, R, = 10,
Ry, =20,L=1H.

R> C

1, .l
A
Ryr
Vos
B
Figura 72

Esercizio 54

Il circuito di figura 73 si trova in regime permanente sinusoidale.
Calcolare la potenza assorbita dal carico R;, sapendo che la frequenza
del generatore vale f = 50Hz e il valore di picco del generatore
indipendente di tensione V... = 5V (si supponga la fase nulla).
[noltre si ha che g,, = 0.5S, C = 100uF, R, = 10k, r, = 10009,
L=1H, R, = 1Q, R; = 101).

SO




Esercizio 55

I circuito di figura 74 si trova in regime permanente sinusoidale
a frequenza di 50 Hz. Calcolare lo sfasamento tra le correnti dei
generatori V,, e V,, (ognuna presa in convenzione dei generatori)
sapendo che Vj, (t) = cos(t +m/4) e Vg, (t) = Vi, (¥) = 2co0s(t — 7/2).
Inoltre sihache Ry = Ry = R3; = Ry = R; =10, L, = L, = 2H,
C, = 1F, Cy = 10mF. [Soluzione: sfasamento ¢;,, — ¢;,, = 4.45 rad

]

e
| | /W
Vo, R, Vo . G
Sonsa
= + = +
i \/
! £H Vos
Rs Rs
L
Figura 74
Esercizio 56

Nel circuito di figura 75 in regime permanente sinusoidale: 1) de-
terminare la potenza attiva e reattiva erogata da ciascun generato-
re indipendente; 2) verificare il teorema di Boucherot. R; = 112,
R2 = QQ, L] = Lg = QH, M = ].H, = lF, Igl(t) — 3se~n(t)_4,
I5(t) = 2cos(t — 7 /2)A.

Figura 75

Esercizio 57 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 24
giugno 2016)

Nel circuito di figura 76, calcolare il valore della capacita C che rende
nulla la potenza reattiva erogata dal generatore indipendente, nonché il
valore della potenza attiva erogata in queste condizioni. R; = Ry = 111,
L. =1/2H, V,(t) = Nacos(t)V.

[Soluzione: C' = 1F]

Figura 76
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6 Reti in regime permanente sinusoidale (seconda
parte)

6.1 Esercizi svolti

Esercizio 58 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 26
gennaio 2016)
Nel circuito di figura 77, calcolare il valore dell'impedenza di carico Z;

affinche sia massimo il trasferimento di potenza, nonche il valore della
suddetta potenza. R = r, = 19, X¢ = —19, X =20, V, = NyZ0V.

Figura 77

Non essendo diversamente specificato & possibile assumere che il
fasore della tensione V, sia espresso in valore efficace. Di conseguenza
sara necessario ricavare I'equivalente alla Thevenin (V,,, Z;) visto
dall'impedenza di carico Z; ed una volta fatto cio risultera Z; — VAd
(ossia il coniugato di Zy;,) mentre la potenza sul carico risultera Py =

= 12
Vi s 4 : . . =
—4!,“';‘,' - Il circuito per il calcolo dell'impedenza equivalente & mostrato

in fig. 78, dove viene anche indicata I'impedenza equivalente al parallelo
tra Zc e Zg,.

La corrente 7. & immediatamente determinabile e vale i =vp/R. A
questo punto anche la tensioner, i, — r-vp/R = v,, per cuila corrente
sull'impedenza equivalente Z-||Z, = —2j vale I = 2v,/(—27) = jv,.
A questo punto & possibile scrivere la i, come segue

ip = Up/R+ ju, (92)

- -~

Figura 78: Circuito per il calcolo della Z;;, e semplificazione del parallelo tra Z¢ e Z;..

da cui immediatamente Z,;, = %;1 = ﬁ = 1—;-1, e, di conseguenzala Z;
- . . . . . 1+7

che assicura il massimo trasferimento di potenza risulta Z; = L.

Passiamo ora al calcolo della V. Si consideri il circuito in fig. 79. Si

possono scrivere le seguenti due LKT agli anelli (si noti che i, = .5, e

('he "/th =R- jg) .

Figura 79: Circuito per il calcolo della V35

LKT anello 1 : —V; +jXCj1 +]XL(j1 = jg) =0 (93)
LKT anello2: jXp(Jo—J) +r:Jo+ R =0




Calcoliamo direttamente la corrente J> con Cramer:

’ +j Ny
= —2" D .2.‘\‘r '3 2 \Tl {
oS B 5| NN .. SECRSIRNEN. .. (94)
i . = (27 4+2)—2-25 -2+2j+4
—2j 2§+2

ot e r Nall=4 & . "
da cui Vi = R%‘é = —‘%—ll La potenza assorbita dal carico in

condizioni di massimo trasferimento di potenza sara quindi

M2 _N
PL—4_1/2— 1 (95)

Esercizio 59 (da! compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 12
Febbraio 2016)

Nel circuito di figura 80, calcolare la matrice delle ammettenze [Y]
del circuito nel riquadro. Inoltre determinare il valore dell'impedenza
di carico Z; affinché sia massimo il trasferimento di potenza, nonché
il valore della suddetta potenza. R = 1Q, X¢ = —1Q, X = 19,
ny/ns = 1, V; = N5+ jNsV.(V5 e Ng sono la quinta e la sesta cifra del
numero di matricola).

I8

La prima parte dell’esercizio prevede la determinazione della ma-
trice delle ammettenze di corto circuito [Y]. Per fare questo riferiamoci
al circuito mostrato in figura 81, in cui ricaviamo la dipendenza delle
correnti I; ed I, dalle tensioni V; e V5. Notiamo che la presenza del

Figura 81: Circuito per il calcolo della matrice delle ammettenze [Y].

peneratore di tensione collegato alla porta 2 del trasformatore fa si che
cntrambe le tensioni del trasformatore siano fissate, il che permette
i ricavare immediatamente il valore della corrente [, in quanto i
potenziali dei nodi risultano tutti noti

(Fi=V, o=V, Ba=2Va=Ta).

. Ei—-E V-V
I:l 3:1 ‘2

_ — = Vi — jVs (96)
1 Xc =]

dacuiyy =jeya=—j.

Per déterminare I basta notare che coincide con la corrente del

trasformatore alla porta 2, ossia

o= _m2y. — _(EicEa _ B3 B\ _ Vi,V Vo W g

ly=der=—"1p= ( s % R) b e R
L=—jVi+ Vs (97)

da cui Y21 — —] € Yoo — 1[:
|.a matrice [Y] cercata alla pulsazione w = 1 & pertanto

Y:[j. ‘j] (98)




Per quanto riguarda la seconda parte dell’esercizio, svogliamolo fa-
cendo uso del risultato ottenuto prima, ossia partiamo dalla conoscenza
della matrice [¥']. Possiamo riferirci al circuito in fig. 82, dove il doppio
bipolo & stato disegnato come un unico blocco.

Figura 82: Circuito per il calcolo della Vyy, e della Zy,.

Notiamo subito che la Z,;, cercata non & altro che I'impedenza alla
porta due quando la porta 1 & cortocircuitata, ossia Zy;, = é = 10.
Notiamo a questo punto che, essendo Z,;, puramente resistiva, anche
Zy, dovra esserlo, perché si abbia il massimo trasferimento di potenza,
anzi sara Z; = Zy, = 1Q. Per quanto riguarda la Vj,, questa ¢ la
tensione alla porta 2 quando quest’ultima & aperta ed alla porta 1 &
collegato V,, ossia

L=0=wV,+ynVi (99)

da cui h Yo -
Vo == 2V, =~ (Ns+ V) = No—jNs (100)
2

La massima potenza trasferita sara quindi (assumendo che V, espresso

. : N2+N2
in valore efficace) P, = ~£576 = 1 (N2 + N2) W.

Esercizio 60 (dal compito di “Fondamenti di Elettrotecnica” del 14
luglio 2016)

Nel circuito di figura 83, calcolare il valore della impedenza Z;, affinché
sia massimo il trasferimento di potenza su di essa, nonché la potenza

- (44

assorbita da Zj, in queste condizioni. R; = R, = 1Q,C = 1F,L = 1H,
lql (t) = A{wCOS(t)L’.

D
u"gl

Vv

R,

La risoluzione di questo esercizio richiede il calcolo dell’equivalente
di Thevenin (Vpy, Zrp) ai capi dell'impedenza incognita Z,. Una volta
determinato questo circuito equivalente il massimo trasferimento si avra
per Zy, = Zz,. Per il calcolo della Zy, facciamo riferimento alla figura
84. Da questa si puo notare la presenza del nodo “c” che permette di
semplificare notevolmente il circuito e di ridisegnarlo come in figura
85.

nodo “¢”

=




R,
LA/
V
Figura 85

£\
N7

Figura 86

A questo punto 'induttore si trova in parallelo alla resistenza R e
la capacita alla resistenza Ry, e questi gruppi sono a loro volta in serie
tra loro (w = 1rad/s):

1
Zry = jwL||Ry + R =1|lj —jll1=
Th = JwL|| Ry IijC' [l7 = 3ll
j ] 1-j) 435 5,1 j 1
—ed o G0 g § 1 G L .
145 1—j 2 2 2 22
(101)

Essendo.Zr;, puramente reale I'inpedenza Z;, sara anch’essa reale & pari
ad 1 Q. Per quanto riguarda il calcolo della potenza trasferita in queste
condizioni facciamo riferimento al circuito in figura 86. Per il calcolo
della tensione V7, tra i morsetti “a” e “b” basta applicare due volte il
partitore di tensione:

68

1

- . E Ry - WC 17
Vo =Vo.—Voe—m— = &r & x5 (102)
Th ‘/Rz C Rz-f-](.o‘L gl jJC'f‘R] gl
_ 1__ —J.ZI—J_—JU"‘J):O (103)
1+7 1—3 1) 9

i conseguenza la potenza trasferita in questo caso sara nulla.

6.2 Esercizi proposti

-sercizio 61

Il circuito di figura 87 si trova in regime permanente sinusoidale.
Determinare il valore dell'impedenza Z; affinché questa assorba la
massima potenza possibile dal circuito. La pulsazione vale w = 1rad/s
¢ i valori di picco dei generatori sono Ve = 1V € I mar = 0,254
(si suppongano le fasi nulle). Inoltre si ha che R, = R, = R = 20,
i=1H. G="1F;

[Soluzione: Z; = %]

Figura 87
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Esercizio 62

Il circuito di figura 88 si trova in regime permanente sinusoidale.
Determinare il valore dell'induttanza L e della resistenza R, affinché
Pimpedenza Z;, assorba la massima potenza possibile dal circuito.
La frequenza vale f = 50Hz e i valori di picco dei generatori sono
Vomae = 10V € I, 1.0, = 1A (si suppongano le fasi nulle). Inoltre si ha
che R, = R; =20, C = 1F.

Ry

Figura 88

Esercizio 63

Nel circuito in regime sinusoidale di figura 89, detrminare: a) la
matrice ibrida [H] del doppio bipolo racchiuso nel riquadro; b) il valore
dell'impedenza Z alla porta 2-2” affinché risulti massimo il trasferimento
di potenza su questa impedenza, nonché il valore di tale potenza in
questa condizione. L; = L, = 2H, M = 1H, R, = R, = Ry = 10,
p=2,C=1F, I,(t) = 2sin(t)A.

Esercizio 64

Nel circuito in regime sinusoidale di figura 90, determinare: a) la
matrice di circuito aperto [Z] del doppio bipolo racchiuso nel riquadro;
b) il valore dell'impedenza Zs affinché risulti massimo il trasferimento
di potenza sull’impedenza Z;, vista alla porta 1-1". X1, = X5 = 19,
.\"\1 = lw, Rl = 29, R;) = R;; = 1Q, = 1, "; = IOS’Ul(l‘)fl

Figura %0




Esercizio 65 (dal compito di “Elettrotecnica ed Elettronica” del 17
dicembre 2015)

Nel sistema trifase di figura 91, calcolare il modulo della corrente i sul
condensatore centrale. 1l generarore trifase & costituito da una terna
simmetrica inversa con valore efficace della tensione pari a 220 V e
pulsazione w = 314 rad/s. Inoltre si ha che R, = 100mQ, Ry = 1kQ,
C = 32 F. [ Soluzione: 2200 A ]

R

R

Figura 91

Esercizio 66

Il sistema trifase simmetrico di figura 92 ¢ alimentato da una terna diretta
di tensioni. Sapendo che il valore efficace della corrente i & paria 5 A,
determinare: 1) la tensione stellata sul taglio T; 2) la potenza complessa
assorbita a valle del taglio T. R, = 5Q, R, = 0.1kQ, X; = 50,
Ne = —30Q. [Soluzione: valore efficace della tensione stellata 57.8 V,
potenza attiva assorbita 150 W, potenza reattiva assorbita —247 VAR |

Ry

V™

AT

—— 0™

§2.9% R
a0 A=t
j.\—,A Rl , Rz
— PO\ AN—

X iXe iXe

Figura 92




Esercizio 67

Nel sistema trifase simmetrico di figura 93, determinare Pespressione
della tensione v sul resistore R; a cavallo tra la linea 1 e la linea 3.
Il generatore trifase & costituito da una terna simmetrica inversa di
valore efficace V,.;; = 220V e frequenza f = 50Hz. Inoltre si ha
che Rl = QOQ, Rg = IOQ. Rg = 1,8kQ, Ll - SOmH, L2 = 300mH.

[Soluzione: v = 172.62cos(wt)]

Esercizio 68 (dal compito di “Elettrotecnica ed Elettronica” del 22

lebbraio 2016)

Nel sistema trifase di figura 94, progettare un banco di condensatori
per rifasare (idealmente cos(®5) = 1.0) il carico indicato nel circuito.
l.a frequenza ¢ pari a 50H 2 e inoltre Z;, = 27 + j36 Q. [ Soluzione:
banco di condensatori a stella con C = 170 uF ]
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Figura 94
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Esercizio 69

Nel sistema trifase di figura 95, progettare un banco di condensatori per
rifasare (idealmente cos(®;) = 1.0) il carico indicato nel circuito. La
frequenza & pari a 50H = einoltre R; = 1509, Ry = 2009, L = 800mH.

[ Soluzione: banco di condensatori a stella con € = 2.91 pF1]
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Figura 95
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Esercizio 70

Una terna simmetrica diretta, con valore della tesione concatenata
" = 380 V, alimenta il sistema trifase di figura 96. Calcolare i valori
delle potenze visualizzate nei wattmetri W; e W5 e il valore efficace
della corrente 2. Rifasare, inoltre, il carico trifase al taglio 7' con un
latrore di potenza pari a 0.9. Dati: P = 10 kW, Q = TkVAR, R = 1
k2, f = 50 Hx.

|Soluzione: W, = 3.20 kW, W, = 7.23 kW, Lsr = 19.09 A, tre
condensatori ognuno di capacita C' = 14.40 uF, montati a triangolo sul

taglio T']
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