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INTRODUZIONE
Alla seconda edizione del testo

Le modifiche introdotte nella versione presente sono state
suggerite sia da esigenze didattiche degli autori, maturate nell’am-
bito del settore dell'informazione, sic. dai cambiamenti tecnologici
piit significativi intervenuti successivamente alla stesura iniziale. Le
prime hanno suggerito una ripartizione diversa degli argomenti gia
trattati, leliminazione di altri ed un'illustrazione pii completa
tramite esempi. Le seconde hanno spinto a dare maggiore spazio
all’aspetto numerico, giad presente nella versione iniziale. Tale
aspetto interessa particolarmerite il settore dell’ informazione, in cui
ha un'uguale importanza il comportamento del circuito dal punto di
vista dell’energia e dell'informazione. Il comportamento del circuito
da quest'ultimo punto di vista & quello di un elaboratore di segnali e

~la suacaratterizzazione richiede nozionicircuitall specifiche

Lo sviluppo tecnologico ha reso fondamentale la discretizza-
zione dei segnali nel tempo e nell’'ampiezza. Per seguire tale sviluppo
occorre estendere la nozione di circuito introducendo una nuova
categoria: quella dei circuiti digitali. Tale estensione & effettuata nel
testo solo a livello introduttivo e finalizzata alla valutazione com-
plessiva degli errori determinati dai metodi alle differenze finite
nell’ambito dell'analisi automatica dei circuiti. Un maggiore appro-
fondimento di tale argomento esula dalle finalita del testo, rivolto
solo alle nozioni di base della teoria dei circuiti.




- gl

o5



PREMESSA : L'approccio circuitale.

La complessita dei fenomeni naturali richiede, per una loro
valutazione quantitativa ed una loro utilizzazione pratica, l'impiego di
procedimenti che siano nello stesso tempo sufficientemente generali,
semplici ed accurati.

Per quanto riguarda la semplicitd, essa viene ragg:unta usual-
mente mediante una suddivisione del problema d'interesse in sub-
problemi parziali. Tale suddivisione ha il vantaggio sia di rendere piu
facili 1 singoli passi del procedimento, sia di non perdere di vista Fobiethi-
vo principale, cid che potrebbe accadere senza la suddetta organizzazione.
A titolo di esempio basti pensare a cid a cui si andrebbe incontro se
volessimo descrivere il funzionamente di un televisore direttamente
mediante le equazioni di Maxwell.

Le auspicate caratieristiche di generalitd e semplicita sono
possedute in larga misura dall'approecic circuitale alla valutazione
gquantitativa del comportamento di una struttura fisica ed al suo propor-
zionamento finalizzato ad uno scopo pratico assegnato. Tale approccio

—prevede la riduzione dela-struttura fisica-ad una-connessione di-elementi— ~— - ——

idealizzati di pochi tipl. Quindi sono presenti in questo approccio due
nozioni fondamentali: la connessione, definita tramite un grafo e le re-
lazioni costitutive degli elementi componenti. E interessante osservare
che molte proprietd della struttura fisica in questo modo derivano
semplicemente da vincoli di natura topologica legati al grafo. Del resto cid
non deve meravigliare in quanto nel grafo confluiscono in forma intuitiva
parte delle leggi che caratterizzano la struttura fisica d'interesse. Ad
esempio, nel caso delle strutture elettriche, l'idealizzazione della struttura
nel senso circuitale comporta la sostituzione delle leggi di Kirchhoff a
quelle di Maxwell e le leggi di Kirchhoff non sono altro che vincoli
topologici. La rimanente caratterizzazione della struttura fisica confluisce
nelle relazioni costitutive dei pochi elementi idealizzati che emergono dal
modellamento della struttura stessa.

L'operazione di modellamento si basa sulla possibilitd di caratte-
rizzare i fenomeni d'interesse mediante coppie di grandezze di due tipi
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diversi. Il primo tipo corrisponde a grandezze che in via di principio od ef-
fettivamente richiedono una misura tra due punti (grendezze .agli
estremi). L'altro tipo corrisponde a grandezze che richiedono una misura
su un solo punto (grandezze attraverso). Nel caso di elementi definiti da
una sola coppia di grandezze, le relazioni costitutive che si trovano in
natura sono quattre, implicando sia il legame diretto tra’'i due tipi di
grandezze sia il legame con i relativi integrali nel tempo. In particolare
per i vari tipi di strutture fisiche sia le grandezze in questione, sia tali
integrali, corrispondono a ben note grandezze (tabb. 1 e 2).

Integrale Integrale
Grandezze Grandezze grandezze grandezze
Struttura attraverso agli estremi attraverso agli estremi
B P Q P
L)
Elettrica Corrente Tensione Carica Flusso
Fluido Flusso di Pressione Volume }Iomex}to
corrente ) di pressione
Reazione Velocita Affinita Avanzamento -
chimica di reazione reazione
Meccanica Coppia Velocita Quantita Spostam.
(rotazione; angolare di mote angolare

Tab. I - Grandezze usate nelle varie strtture.

Helazioni costitutive Caso elettrico

¢ (E. =0 Resistore
P, (B, Py= 0 Induttore
Dy (B, Q)= 0 Condensatore
@4 (E, P)= 0 Memresistore

Tab. 2 - Relazioni costitutive nel caso elettrico.

E interessante sotfolineare che una conseguenza importante
dell'approccio circuitale & 1a possibilita di trattare in modo unificato campi
diversi dalla fisica e di travasare quindi nozioni e proprieta tra di essi. La
generalita dell'approecio permette inoltre di modellare anche strutiure
non fisiche, quali ad esempio I'elaborazione dei segnali. Tale possibilita &
particolarmente utile per lingegnere, in quanto lo rende capace di
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riversare la propria esperienza, maturata nel contesto specifico della sua
specializzazione, in altri contesti, anche non fisici. Un esempio importante
di tale possibilita si ha nel caso dell'elaborazione dei segnali, quando si
utilizzano i eircuiti digitali per il suo modellamento. Estendendo, infatti,
ai circuiti digitali le nozioni, le proprieta e le tecniche dei circuiti elettrici,
& possibile risolvere problemi di notevole difficolta, utilizzando il grande
bagaglio culturale disponibile per questi ultimi.

E infine importante tenere presente che la caratterizzazione
circuitale di una struttura fisica & valida solo se sono soddisfatte condi-
zioni particolari. Tali condizioni sono quelle che rendeno possibile la
sostituzione dei legami differenziali esistenti tra le grandezze fisiche con
legami algebrici. Quando tale situazione non & accettabile, occorre
ricorrere all'approccio alternativo dei campi. Questa necessitda pud
riguardare tutte e tre le dimensioni spaziali, oppure in casi pit semplici,
una o due dimensioni soltanto.
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CAPITOLO 1

INTRODUZIONE Al CERCUETE A COSTANT! CONCENTRATE -
Di TIPC ELETTRICC

I.1 - Grandezze fisiche considerate.

Nei limiti d4i validith che verranno discussi in dettaglio nel
par. 1.7, una struttura elettrica pud essere caratterizzata tramite le
grandezze corrente e tensione. Tali grandezze sono variabili reali di-
pendenti dal tempo, appartenenti rispettivamente: la prima alla
classe delle grandezze «attraverso», cicd a guelle grandezze che ri-
chiedono per la loro misura l'inserzione di uno strumento opportuno
in un «punte» della struttura; la seconda alia classe delle grandezze
«agli estremi», eiod a quelle grandezze che richiedone l'inserzione di
uno strumento opportunoc tra due «punti» della struttura.

e L lunitd-di-misura-dela-corrente -&-Heampere» - (simboloA)--om-

molto spesso i suoi multipli e sottomultipli, come il kilo-ampere (sim-
bolo kA: valore 1000 A) nei sistemi di potenza o il milli e micro-ampere
(simboli mA e pA: valori 1072 e 10°® A} in elettronica, Nella rappre-
sentazione grafica, la corrente viene indicata con una freccia che pre-
cisa, sia il «punto» della struttura in cui viene considerata, siail verso
da considerare come positivo.

L'unita di misura della tensione & il «volt»‘?! (simbolo V) o
moito spesso i suoi multipli e sottomultipli, come il kilo-volt (simbolo
kV: valore 1000 V) nei sistemi di potenza ed il milli e micro-volt (sim-

{1} - L'ampere & definito come il valore di quella corrente che, percorrendo inmode con-
corde ¢ contemporaneo due conduttori filiformi, rettilinel, parallell, infinitamente lun-

hi, posti ael vuoro a distanza di un metro,provoca una forza d'accrazione tra di essi di
5‘ 1077 newton per metro di condutrore.

{2} - I volze definito come il valore di tensione che sl misura agli estremi di una scrue-
tura elettrica accessibile solo in corrispondenza a questi due estremi, quando in essi
fluisce una corrente di 1A e la potenza assorbita & di 1 W,

G. MARTINELLI-M. SALERNG: Fondamenti di Elettrotecnica, 1
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boli mV e uV: valori 10°% e 107® V) in elettronica.Nelld rappresen-
tazione grafica la tensione viene rappresentata con una freccia oppure
con una coppia di segni —+, che individuano i due «punti» tra cui es-
sa viene definita e precisano anche il verso con cui considerarla. Pre-
cisamente il punto con il + oppure verso cui punta la freccia va consi-
derato a tensione positiva rispetto all'altro.

1.2 -  ¢ircuito elettrico.

Il modello di struttura elettrica che viene definito come circuito
@ costanti concentrate € costituito dalla connessione di elementi ideali
privi di dimensioni geometriche e caratterizzarti da opportuni legami tra
tensione e correate ad essi applicate, Clascuna connessione éconsidera-
ta a tensione costante e priva di dimensioni geometriche; di conseguenza
non ha importanza la sua lunghezza e forma. Per comodita dirappresen-
tazione gli elementi sono indicati con un rewangolo da cui emergono
due o pil terminali filiformi, ciascuno dei quali ha per estremo un punto
(morsetto). Per quanto detto, non ha importanza la dimensione del ret-
tangolo ¢ la posizione e lunghezza dei terminali.

L'elemento fondamentale del circuito & quello a due terminali o
bipolo. Per caratterizzatlo dal punto di vista elettrico sono sufficienti
la tensione tra i suoi morsetti e ia corrente che lo attraversa. Tale cor-
rente & univocamente definita in quanto, come vedremo successivamente,
la corrente entrante in corrispondenza ad un morsetto del bipolo & ugua-
le e contraria a quella entrante dall’altro morsertto.

I versi positivi con cui considerare la corrente e la tensione ap-
plicati al bipolo possono essere scelti arbitrariamente. E usuale perd,
per comoditd, di sceglierli coordinati in modo tale che il loro prodotto,
che rappresenta una potenza‘l) coincida con la potenza elettrica assor-
bita dal bipolo. Tali versi coordinati sono mostrati in fig I.2.1 e se non
é detto il contrario verranno presupposti nel seguito della trattazione,

+ i i
Fig.i.2.1 - Versi coordinati della -
corrente e dellatensione applica-
te ad un bipolo. v I

{1) - Tenere presente che la definizione di tensione ricordata nel paragrafo precedente
& tale che moltiplicandola per una corrente si ottiene una potenza.
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E importante osservare che la scelta coordinata dei versi positi-
vi della tensione e della corrente non ha in sé.alcuna implicazione fisi-
ca. In alre parole se scegliessimo la convenzione contraria, avremmo
come risultato di ottenere con il prodotte v i una potenza ceduta
dal bipolo. Di conseguenza, se, ad esempio, il bipolo effettivamente as-
sorbe 1 watt, nel caso coordinato aveemmo v i = 1 W e nell'altro caso
vei=-1W,

Csserviamo che, anche nell'ambito de[la caratterizzazione ester-
na che stiamo facendo degh elemeati bipolari, & possibile differenziarii
dal punto di vista energetico. Precisamente, come vedremo successiva-
mente in dettaglio, si possono avere tre comportamenti diversi,eventual-’
mente presenti in modo combinato in uno stesso bipolo:

1) trasferimento irreversibile di energia elettrica.in questo caso il bi-
polo assorbe ['energia elettrica trasformandola in un altro tipo, peresem-
pio calore. Si tratta di un processo irreversibile, nel senso chetale ener-
gia esce dal circuito;

2) trasferimento reversibile vincolato di energic elettrica. Il bipolo as-
sorbe o cede energia, accumulandola in base agli scambi energetici con
il resto del circuito, partendo da un valore iniziale noto di energia. La
quantita di energia contenuta nel bipolo & percio definita in ogniistaate
ed in particolare & vincolata a non scendere al di sotto del valore zero,
in quanto valori negativi implicherebbero cessione di energia interna,
non ricevata dal bipolo con gli scambi con il resto del circuito;

3) trasferimento reversibile senzo vinecoli di energia elettrica. Il bipolo

—assorbe-o-cede-energia-senza-aleun-vincolo-Cidimplica che-internamen-—

te al bipolo si ha un accumulatore di energia di capacita infinita, nel
senso cioé che non & modificata dagli scambi energetici con il resto del
circuito.

}.3 - Le leggi di Kirchhoff.

Le tensioni e correnti presenti in un circuito elettrico debbono
soddisfare due leggi fisiche, che prendono il nome di leggi di Kiechhoff.
Tali leggi sono approssimazioni di quelle di Maxwell nell’ambito dei cir-
cuitl a costanti concentrate e la loro validita & connessa alla validita
dell’ipotesi di «costanti concentrate », che verra discussa in dettaglio
nel paragrafo 1.7, L'approssimazione & dello stesso tipo che si presenta
in altri rami della fisica; ad esempio si ha una situazione simile a quel-
la della meccanica in cul la legge di Newton & un'approssimazione di
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‘quelle della meccanica relativistica, Occorre ricordare che, anche se ta-
li leggi (Newton e Kirchhoff) sono approssimazioni della realta, esse
possono essere applicate con successo alla soluzione 'di moltissimi pro-
blemi di grande interesse pratico e teorico. E importante tenere sempre
" presenti le ipotesi di validita di tali leggi, perché altrimenti si possono
.commettere errori. Cid verrd chiarito nel § 1.7, a cui si rimanda.

1.3.1 - Prima legge di Kirchhoff (iegge delle cgrrem‘i).

«Lacorrente che cowlesszvamente esce da unasuperficig chiu-

sa é ugum che vi entray. 'applicazione di tale 1egge ad un
circuito, implica 1'utilizzazione di una superficie chiusae finita che ta-
gl gli elementi solo in comspondenza ai terminali. Infarti, come detto
nel paragrafo precedente, 1'elemento & privo di dimensioni ed il rettan-
golo con cui lo rappresentxamo ha solo uno scopo di aiuto visive. Inol-

tre r\r\;r“iﬂé ] nrecentiamn 1 r‘lfﬁ!llf‘! < un hiano 1 nf'!]k'?’?ﬂ’?!nnﬂ dpi la

~
WL, puell ST ThRGRIGT AbALA Sk aad R H N FE B I XA RS S i L}

legge precedente viene praticamente effettuata facendo riferimento ad
una linea chiusa di dimensioni finite. A titolo di esempio, consideriamo
if circuiro di fig.1.3.1. La legge delle correnti per la linea tratteggiata
{chiusa e di dimensioni finite) & con i simboli di figura:

(1.3.1) Py tig =i, Fig +i,

Fig.l.3.1 - Esempio di applicazione delle leggi di Kirchhoff.
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Mal;igfolare I’ appllcazmne della legge deile correnti ad una

superf;c:xe che raccﬁm“a‘e un e SHTE chewentra

. AtV A

T AT AT

nell” altro ».
=" Ricordando che la carica elecmca é l'integrale della corrente, la
legge delle correnti :mpl;ca che non si pud accumulare carica entro una
superficie chiusa'di un circuito a costanti concentrate,

1.3.2 - Seconda legge di'Kirchhoff (18gge delle terisioni).

<tE nmﬂw somma algebnca delle tensioni, che s'incontreno m
un circullo spostandoa.r,«l'urzgo una linea chwsaeﬁ,mtamze tensioni van~
Echoncordt cot il verso. ae"l”[o sposf"amhto
negative nel caso contrario» L' apphcazmne di tale Teggead Circui-
Wi”’ﬁ‘ﬁflzzazmne di una linea chiusa e finita chetagli i compo-
nenti solo in corrispondenza ai loro morsetti. Infatti siai rettangoli che
i terminali degli elementi sono privi di dimensioni ed hanno solo scopo
di aiuto visivo. A titolo di esempio applichiamo la legge delle tensioni
alla linea chiusa che tocca successivamente i morsetti AB C D Adel
circuito di fig.1.3.1; si ha, indicando con V,, Vy, V., V, le tensioni
dei morsetti rispetto ad un riferimento qualsmsr ‘

(L3.2)  (Vg-V)+(V-V)+(V, -V +(V,-V) =0

che equivale a:

(L33) o vtvervatve=0

Osservazione.

Le equazioni che esprimono le leggi di Kirchhoff sono lineari e omogenee nel-
le correnti e nelle tensioni degli elementi del circuito. Esse non dipendano dalla natu-
ra degli elementi, ma solo dal loro aumero e dal modo in cui sono collegati, cioé dalla
stopologia del circuitos. '

1.4 - Elementi a pil di dve terminali. Definizione di porta.

Gli eleménti che compon gono ua _circuito possono avere p;u da
due terminali_ In questo_cas si ayranno, tante co?r"'é“r?ff‘q:“uanu song.i.ter-

P e

s P AT AT

. avendo preso un riferimen-

mzna?“”‘“’

P 83
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to qualsiasi per le rensioni, Le leggi di Kirchhoff, ruttavia, stabilisco-
no dei vincoli tra queste grandezze. Precisamente, considerando una li-
nea chiusa attomo all'elemento e tale-da interessare solo t suoi termi-
nali, si ha per la legge delle correnti che & nulla la sommadelle corren-
ti entranti nell'élemento. Cid significa che & sufficiente conoscere le
correnti di M -1 termipali, se M & il numero complessivodei terminali
dell'elemento, per conoscere tutte le correnti., Analogamente, la legge
delle tensionl applicata ad una linea chiusa, che tocchisuccessivamen-
te i morsetti dell'elemento (e solo questi), implica che & sufficiente co-
noscere le tensioni di M-1 morsetti, per conoscerle tutte.

Quanto detto suggerisce per gli elementi a pilt di due terminali
il seguente tipo di descrizione:

scegliere un morsetto come riferimento;

) definire le tensioni dei rimanenti morsetti nspetto a questo, localiz-
ando su questo il segno «meno»;

Per ragioni di comodita, conviene poi scegliere coordinati i ver-
si positivi delie correnti e tensioni. Cié si ottiene considerando positi-
ve le correnti entranti nell'elemento ed il segno «meno» delle tensiont
localizzato sul morsetto di riferimento. In fig [.4.1 siriporta un esempio
di elemento a cinque terminali.

~ E chiaro che con la scelta
fatta, & possibile conoscere latep-
sione di qualunque morsetto rispet-
to ad un alero. Per esempio, latea-
sione del morsetto 3 rispetto al
morsetto 1 vale v, - v,

l.a scelta fatra per le ten-
sioni e correntl, atte a descrivere
l'eiemento, non éovviamente 'uni- Fig.l.4.1 - Esempio di elemento acin-
ca possibile. In alcur?i casi, i{lfat" ' i‘e“etet:;‘l‘(‘j;‘laé‘ 1‘:&"20‘;5;3;‘?0""1‘“““ per
ti, & utile procedere in modo diver-
so, come quando, per il modo parti-
colare di accesso ail’elemento, sono presenti coppie di morseuti che co-
stiturscono deiie unita a se stanti. E il caso in cui neli’eiemento si crei-
no delle « «porte ».

efinisce come «porta» di un elemento o pilt in generale di un
ey T e Iy )

gircuito una coppxa di mors€tti per 1 quali Sussiste Jas seguente condizio-

g,_wlawco‘gente entr&ﬁf@w{wm*o"—e’zfgﬁale eérﬂpposza aWa entrante
nell’altro E -

.
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Da questa definizione risulta che per una porta & completa-
mente definita la corrente e ia tensione; si ha cioé una situazione del
tutto simile a quella di un bipolo. In particolare, un bipolo pud essere
considerato come un elemento o circuito aceessibile solo da una porta.
Utilizzando i versi coordinati di fig. 1.2.1 per la tensione e corrente di
porta, & possibile esprimere la potenza entrante nell'elemento o
circuito accessibile da N porte rappresentato in fig. 1.4.2 mediante la

formula: -

TR I
(14.1) aj P=3 vk

: e
Ritorneremo nal cap. VI in dettaglio sulla nozione di porta.

.y
e
N v
N
Fig.l.4.2 -Elemento o circuite i
‘N-porce coil versi delle corren- s ta
ti e delle tensioni di porta co- o 2 v
ordinati. —© -
i
1 v
o "1
Osservazione.

Il legame tra le tensioni e le correntl di un elemento a pif rerminali & rappre-
sentato analiticamente tramite equazioni. Tali equazionidipendorio, oltre che dallepro-
priera fisiche dell'elements, anche dal morsetts scelto come riferimento. Pereid tale

~morsetto-di-riferimento-va-sempre-precisatoAd-esempioy-nel-casodelle-specifiche-del———

le case costruttrici di transistorl, & sempre chiaramente precisato se il morserto di ri-

ferimento & I'emertitore, oppwe la base o il collertore.

1.5 - Proprietd generali dei componenti e dei circuiti.

Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato della rappresentazione
grafica degli elementi che compongono il circuito € del modo di sceglie-
re ed orientare le grandezze elettriche che ne definiscono lo stato. Un
passo ulteriore nella caratterizzazione di questi elementi e quindi dei
circuiti elettrici riguarda l'introduzione di alcune proprietd molto gene-
rali che essi possono possedere. Si tratta della linearita e della perma-
nenza. Teali proprietd si supporranno possedute da tutti gli elementi e
circuiti che verranno considerati nel seguito.
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Verrad anche dato un breve cenno di altre proprieta di tipo
generale e del legame che intercorre tra esse. Alcune proprietad ver-
ranno formulate in termini di causa ed effettd, senza precisare la loro
natura fisica, che nel caso del componente o del eircuito, corrisponde
ad una tensione oppure una corrente. Si presuppone che i circuiti
considerati siano bidirezionali nel senso che le due grandezze di porta
possono svolgere indifferentemente il ruolo di causa ed effetto. Ve-
dremo successivamente una categoria di circuiti (unidirezionali) in
cui tale ipotesi non vale,

[.5.1 - Linearita.

«Il componente o il circuitoelineare se !’ effeﬁto dovuto ad una
e e e ettty ettt e e S it
qualsiasi cousa ¢ propor

ionale all stessan, Unaconséguenza immedia-
ta di questa proprieta € il principio

;ldmappouzwne degli effetti che
stabilisce che «l’effetto dovuto a pia cause che agiscono contempora-
neamente & esatiomente la somma degli effetti dovnti @ ciascuna cousa
considerate come se agisse da sola»,

La proprieta di linearita implica che le equazioni costitutive de-
gli elementi componentt il circuito sono lineari ¢ che le rappresentazio-
ni dei circuiti sono costituite da equazioni lineari. '

[.5.2 - Permanenza.

« Il componente o il circuito é permanente.fovvero con altra..di-
zione «anva,mnf“'ﬁ‘é‘l tempoy) se | "ffeiio non di fistan
blicaston®della causavQuesta PISPHErE"Si pud espriméré Semplice-
mente nel Seguenfé“modo. Supponiamo che e(t) sia l'effetto dovuto al-
la causa c{t); allora se consideriamo la nuova causa c(t -§-c0),1'effet~
to e uguale a e(t+c ).

La proprieta 31 permanenza, associata a quella di linearitd im-
piu:a che i coefficienti delle equazioni lineari costitutive degli elemen-
ti e delle rappresentazioal dei circuiti sono indipendenti dalla variabile
tempo, ‘ '

L'importanza delle due proprietd di linearita e permanenza risul-

terd chiara saccessivam\,nte; fin da adesso si pud aanticipare che tale
1mnnrrﬁn79 & ]Poqrn alla nncc:!uhrq As :mmpcarﬁ mPrnH| A4t analisi mal-

to potenti e semplxcx per i circuiti che gociono di queste due proprieta.

1.5.3 . Reciprocita.

La reciprocita & una proprieta generale dei circuiti o elementi che
riguarda 'interazione di due eccitazioni sul circuito stesso. Una misu-




i : Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di‘tipo elettrico ) . 9

ra intuitiva di questa interazione si ottiene considerando la potenzaen-
trante nel circuito o elemento, supposto accessibile da N porte,come in-
dicato in fig.1.4.2, in due situazioni diverse di eccitazione e poi quan-
do tali eccitazioni agiscono contemporaneamente, Si ha:

N N
- (1) : . - (0502 .
(I.5.1) P, kZMIv 1 : P, k.?;lvk iy ;
N
P,= (v(”"i"v(m)(i (D4i(2)=p 4P, + 5 i+
k=1l =
N
+ 5 v{z}l(l}
k=1 K
[ termini:
S ol (2) ;¢ ‘
T oyld)jl2 e . vl '
k=1 & K k=1 5 K

rappresentano l'interazione tra le due eccitazioni. Se la rete & reciproca
tali interazioni sono uguali, cioé:

N N " “"’i
(L5.2) ) vmigf)m kz_ivgc inf
- ety s e e =t

In cid COHSiS{e la legge de recaproczta di Lorentz, che pud enun-

T

cate rispettivamente Con 1 € &
e[emento O CLFCULLY, accessz

(Z:§ ) se esso”é

E 1mportante sottolineare it fatto che le due eccitazioni consi-
derate in precedenza debbono agire esclusivamente all'esterno
dell'elemento o del cireuito considerato,

FeTd

1.5.4 - Passivita.

Da un_gl.m.tomdlw.wxs:a intuitivo _posmamo defimre come  passivo
un c1rcu1to od.un elemento pe per il quale ["éftetis a1
di bre eve durata tend '

questo caso di un circuito od eletien . Una
definizione pil tenue, molto ;mporcante dal punto da vista delle sempli-

ficazioni che permette di introdurre, & la seguente «!’effetto di unaqual-
siasi causa di breve durata si_ mantiene lamuato a,l passare a’ei .tem.po»
last causa g oreve s

sciarsi come seguet « Considerate due situazioni eletcrwhe dwerse .',ndr.v-fﬁuwi'—'k I
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Vedremo nel Cap.IV le conseguenze della passivita ed in particolare
della definizione intuitiva precedente. :

Un'altra definizione di passivita, anch'essa intuitiva, & l'impos-
sibilitd per un circuito od elemento passivo di fornire epergia, Cid ov-
viamente non significa che tale circuito od elemento non possa erogare
energia per ua limitato intervallo di tempo, ma che tale energia sia infe-
riore od al massimo uguale a quella accumulata in precedenza,

A quest'ultima definizione sipudassociare unadefinizione quan-
titativa della passivitd. Supponiamo che I'elemento o il circuito consi-
derato sia accessibile da N porte e che tensione e corrente di porta
siano definiti nel modo coordinato precisato in precedenza. La potenza
elettrica entrante ad un generico istante vale:

'

N
(1.5.3) pl) = ka v {t) i, (1)

Il componente o il circuito si dice passivo se:

(15.4) f p(0)de 2 0

&

per ogni- t e per ogni tipo di eccitazione. E da notare che l'inserimento
di -® pell'integrale, equivale a considerare il componente o il circuito
a partire da un istante remoto, prima del quale si ammette che il circui-
to sia a riposo, cioé che non agiscano eccitazioni di alcun genere.

1,5.5 - Causalita,

«ln qualsiasi istante ty, ('effetto dipende solo dai valori della
causa per ¢ S ty» Tale proprieta potrebbe essere violata dal circuito
solo per l'inadeguatezza dei modelli usati. Analiticamente, questa pro-
prietd si puo enunciare nel seguente modo. Sia ¢,(t) ed e (t) unapar-

ticolare coppia causa-effetto per @ <t < +®. Sia inoltre ¢, {1} ed
¢,(t) un'altra coppia; supponiamo che:

(L.5.%) c,(t) =c, (0 per t < g
allora,qualunque siano cz(t) e cl(t) per t > t,, siha:

(1.5.6) e, (e =e, (0) per t<r, .
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Una forma pit semplice di enunciato & possibile nel casoche ¢'in-
teressa di elementi e circuidl lineari. L'enunciato & il seguente: «L'ef-
fetto ¢ nullo per t <ty se é nullalacausaper. £ $ty». >

E faciie rendersi conto che i due enunciati sono equivalenti nel caso lineare
Supponiamo dapprima che sia valido il secondo e facciamo vedere che ne consegue il
primo. A guesto scopo, con ciferimento alle eccitazioni e cause considerate nelle
(1.5.5) & (1.3.6}, consideriamo la causa el = € oty » ¢ 1 (&Y. Per definizione:

(15.7) - | c(t) =0 | per ¢ <y

Poiché il circuite o elemento ¢ lineare, 1'effette di ¢ () & uguale a e(t) =e2(t)-

- e;(x). In base al secondo enunciato risulta:
(1.5.8) e{t) =0 per t £ ty

Dalla {1.5.8) consegue la (1.5.6) e quindi la validita del prime enunciare. Inver-
samente supponiamo che sia valido il primo enunciato e facciamo vedere chene conse-
gue il secondo. Come nel caso precedente, consideriamo la causa c (s} = ¢ 2{t)-c1(t).
L'effetto che gli corrisponde &, poiché il circulzo & lineare, e (t) = ez{t) - e (0. Inba-
se al primo enunciato e quindi alle (1.5.5) ed (1.5.6) si ha che < (o) ed e{r) soddisfanc
alle {1.5.7) ed (1.5.8), cioé al secondo enunciato.

YR

. oo, .' .
Osservazione. ‘

)

Come detto in precedenza, la violazione della proprietd di causalita da
parte di un cireuito od elemento & solo conseguenza dell'inadeguatezza del

modellT usati. Tale inddepidteyza riguarda | casi pit complessi, Infatfi, nel

caso dei circuiti passivi lineari & facile dimostrare che essi sono necessaria-
mente causali. A questo scopo consideriamo per semplicitd un bipolo lineare e
passivo e siano vy {t), i;{t} e vy{t}, iy(t) due coppie causa-effetto definite per
2830 per -o<t<oo, Bia inoltre per t 5 ¢,
vi(ty=0 , vo (020
Consideriamo guindi come causa agente sul bipoio:
v =mv{t)+ vy (1}

con ma costante arbitraria. Per la linearita, a tale causa corrisponde l'effetto:

i)=mi B +iy® .




’
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Per la passivita, deve essere per ognit:
t -
j w(ntydr=z0. .
In particolare per. t g t,, I'espressiove precedente diviene:
1 . 1 .
J vy(T}ig{T)dT + m] vo(T}ig(t) dt 20

11 primo integrale & non negativo per la passivita del bipolo. Il secondo
termine pud assumere qualsiasi valore in gunanto m & arbitraria e vy(t) # 0.
Percid la relazione 2 soddisfatta solo se tale termine ¢ nulle. Tale condizione
deve essere verificata per ogni t e quindi:

i {t)=0 per t <ty

1.6 - Relazioni costitutive degli efementi bipolari lineari e per-
manenti.

Gli elementi ideali a due terminali (bipoli) che compongono il
circuito elettrico a costanti concentrate lineare e permanente sono di
pochi tipi, che definiremo di seguito, e scaturiscono dal modellamento
di componenti reali. E interessante osservare che gli elementi ideali che
si considerano sono buone approssimazioni dei corrispondenti compo-
nenti reali, Tale situazione & completamente diversa .da quelia che si
verifica per gli elementi ideali a pid di due terminali, che vedremo nel
paragrafo successivo,

1.6.1 - Resi store.

cos t; tutwa

(161) v(t)wRi(th)Y
con R reale e costante, a cui si da il nome dz resistenza, [l simbolo u-
sato & gquello di Eg.l.6.1s

Fig.l.6.1 - Simbolo del JAUUTEIY, \, P—

resistore.

La resistenza si misura in ohm {simbolo Q) o spesso nei suoi
muldipli (1k 7 = 1000 ; 1MQ = 1.000.000 Q) e la suva inversa, che
prende il nome di conduttanza in Q1.



I Introduzione ai circuiti-a costanti concentrate di lipo elettrico ] 13

(1.6.2) = i(c) Gv{t) ®

stulta percm
&

Il resistore passivo & quello per cui R € una quantitd non negativa e cor-
risponde con buona approssamamone al componente reale comspondem
te. Il resistore passivo & un puro dissipatore di energia; infatti .in _qua-
lunt?ﬁ“e“‘i'ﬁ"férvml”iq ditem enza mai restituirla,

Lche fa potenza eleccraca assorbita:

(1.6.3) p.(t) =i2()-R

{7t s A o g,
& sempre non negativa. In esso ha luogo un trasfertmemo1rrever31b1le ch
en€tgla, T T
Shelgia

Il componente reale che corrisponde al resistore passivo & carat-
terizzato dal valore della resistenza (valori commerciali comuni da qual-
che Q alle decine di M(1), dalla precisione con cui & realizzato, dal-
la potenza che pud dissipare senza alterarsi (potenza elettrica che si
trasforma in calore),

Il resistore attivo € caratterizzato da una resistenza negativa.
Percid esso fornisce sempre energia al circuito. Il componentereale che
gli corrisponde & usualmente rappresentato bene da tale modello solo en-
tro limiti piuttosto modesti delle ampiezze di tutte le grandezze elettri-
che ad esso applicate e quando non interessi il comportamento completo
del componente reale. In particolare & facile dimostrare che il resistore
attivo facilmente da origine a circuiti a cui sono associate assurditad di
c1po fiSICO

1.6.2 - Condensatore.

«H condens atore. zdeale

un elememo arat.!enzzato dalla relo-

év(c)

164 Ho=c5

con C costante reale, a cui si da il nome d:, cap acr,ca H sambolo usato

£ qaeﬂ 3:, FET.6.2 T

g,

Fig.l.6.2 - Simbolo del con- cJ.__,__,” o

densatore.
‘ C

e s e

S

la capacita si misura in farad (simbolo F) ousualmente nei suot
sottomultipli (micro-farad = 10°8F, simbolo u F; nano-farad = 10-° F,




14 Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di tipo eletirico I

simbolo nF; pico<forad = 10-12 Fl simbolo pF). Ledimensionidella ca-
pacita si deducono dalla (1.6, 4} cioé:

S e
‘: Ea

(1.6.5) Vfarad = Secondo
\ ohm

\_Mm
Il condensatore passwo ¢ quello per cui .C ¢ posmva e rappre-

senta con buona approssimazione il comspondente componente reale, E
facile vedere che il condensatore passivo trasferisce energia in modo re-
versibile con il vincolo di cedere Energia al circuitoacui é collegato in
quantitd minore o uguale a quella immagazzinata in precedenza. Il valo-
re dell'epergia immagazzinata € facilmente deducibile, partendmla
I i e =
- {1.6.4); infact1: , i

{1.6.6) &@m/ p('f‘)drl"f E(T)v('r}d7=

«w ©0

S

H

: dv (7 Jr"l“‘/ '
cf v(7) —— dr 5= C v2(r)
-0 d'T 7&“*
nell'ipotesi che, nell'istante remoto , indicato con t =.w, il condensato-
re fosse a riposo, cioé senza energm imma gazzinata. E chiato quindi
dalla (1.6.6) che il condensatore & passivo nelcasodi capacitapositiva. .

La (1.6.4) puo inoltre interpretarsi come legame tra tensione €

carica elettrlca cioé: e SR
-y pt i f

(L6.7) q!\u/ iNdr=v()
At -® ‘;‘: ia

. S |

e la capacitd rappresenta in questo caso 11 coefficiente nella relazione
costitutiva di semplice proporzionalita tra carica e tensione,

Il componente reale che cofrisponde al condensatore passivo &
caratterizzato dal valore della capacita (valori commerciali comuni da
qualche pF a millesimi di F), dalla precisione con cui & realizzato,
dal valore di tensione che pud sopportare senza dannt,

Il condensarore attivo» & caratterizzato da un valore negativo
di capacita. L'uso di tale elemeato ideale & limitato e riguarda circuitd
[_mrri_r‘n‘:ar;, 11 rampn Al walidird del modella & enrra inrervalli modesti

delle grandezze elettriche applicate.

1.6.3 . Indutiore.

induttore Ldemle e un elemento caratlerizzato dalla relazione
S R

postuutwa
ety
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:‘ s --—ﬁ,}

' I di(t
(16.8) Mm~Liq
: dr ¢
. i
con L costante reale, o cui si da il nome. d
to ¢ quello di fig.1.6.35.

T e + i
Fig.l.6.3 - Simbolo dell'induttore. o—ommn § 0 4 G °

induttonza. [l sim b‘olo‘ usas

L'induttanza si misura in henry (simbolo H) ousualmente anche
con i sm&fﬁ“m“uﬁl"ph {milli=henty = 10-* H, simbolo mH; micro-henry =
= 10-¢ H, simbolo wH). Le dimensioni dell’induttanza si deducono dal-
la (1.6.8), cioé:

(1.6, henry = ohm - sec}ondo

B

Il componente passivo & quello per cui L & positiva e rappresen-
ta con buona approssimazione il corrispondente componente reale, E fa-
cile vedere che 3 mduttore passxvo trasferisce e,ne;gxa m modo“ reverSL-

IS

FaTe ¢ Wazzmata faczlmenf'e deducxblle partendo daila (1.6.8);

infatti: R

I t
(1.6.10) E(t) mf p{7) dT”—"‘f v(r)i(rydr =

” @ )

¥

f :
folmdM?h%%Lmﬁ.

@ £

E chiaro quindi dalla (1.6.10) che l'induttore & passivo nel caso d'indut-
tanza positiva,

La (1.6.8) pud inolire interpretarsi come legame tra flusso d'indu-
zione magnetica e corrente, cioé:

(1.6.11) p (B) =ft v{inydr=Li()

&

e l'induttanza rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione
costitutiva di semplice proporzionalita tra flussod'induzione e corrente.

i componente reale che corrisponde all'induttore passivo viene
realizzato utilizzando i circuiti magnetici.

L'induttore «attivo» & caratterizzato da un valore negative di
induttanza. L'uso di tale elemento ideale € limitato e riguarda circuiti
particolari. Il campo di vaiidita del modello & entro intervalli modesti
delle grandezze elettriche applicate.
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1.6.4 - Il generatore indipendenie di tensione.

«ll generatore indipendente di tensione é un elemento caratteriz-
zato dalla relazione costitutiva: :
(1.6,12) . v(t) = v, (t)

USRS T .u_«)«w;....w o

con v, ana funzwue del tempo assegnata, eventualmense cosmnte Al

mmo & quello di fig 1.6.4a). N’E:k @50 d

e

gioé vo(t) =k, viene > spesso usato al szmbolo”&ﬁ fig e 6 46)»

st

,.mm.».,w g A T I i

Fig.l.6.4 - Simbolo del
generatore indipenden-
te di tensione.

+ 5 /}F
b et Vi
ArE

Il generatore indipendente di tensione rappresentacon buona ap-
prossimazione il corrispondente componente reale, quale ad esempio una
batteria, la rete di distribuzione dell'energia elettricain corrispondenza
ad una presa. E facile vedere che il generatore indipendente di tensione
& sede di un trasferimento reversibile non vincolato di energia; infatti
la corrente che esso eroga dipende dal circuito a cui & connesso e per-
cioé la potenza istantanea che esso eroga pud assumere qualsiasi valore
e segno, Cid significa che idealmente tale elemento & collegato ad un
accumulatore di energia di capacita infinita, cio@ non perturbabile dagli
scambi di energia. Il generatore indipendente di tensione costituisce u-
no dei due modi in cui si pud intervenire dall'esterno su ua circuito. Co-
me vedremo nel $1.6.7, si possono avere degli inconvenienti,usando ta-
le modello, in quanto esso non rappresenta in modo completo il corri-
spondente componente reale.

1.6.5 - Il generatore indipendente di corrente.

(1.6.13) () =i,

con i, una funzione del tempo assegnata, eventualmente costante. [l
simbolo usato é quello di fig.].6.5.

iy

Fig.1.6.5 - Simbolo del gene-
ratore indipendente di  cot- H——@-————o

rente,

5

et AT
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I generatore indipendente di corrente, a differenza di quello di
tensione, ha pil importanza come ingrediente di circuiti equivalenti di
componenti reali che come modello di un unico componente reale. E fa-
cile vedere che tale elemento & sede di un trasferimento reversibile non
vincolato di energia; infatci la tensione che si stabilisce tra i suoi mot-
setti dipende dal circuito a cul & connesso e percid la potenza istanta:
nea che esso eroga pud assumere qualsiasi valore e segno. Quiadi, co-
me per il generatore indipendente di tensione, si pud pensare che quello
di corrente sia collegato idealmente ad un accumulatore di energia di ca-
pacita infinita.

i due generatori indipendenti costituiscono i due modi in cui si
pud intervenire dall’esterno sul circuito. Nel § 1.6.7, metteremo in evi-
denza alcune incongruenze a cui i modelli dei generatori indipendenti
danno luogo.

1.6,6 - Corto-circuito e circuito aperto,

¢ll corto-circuito é un elemento caratterizzato dallarelazione co-
stitutivao: ’ :

(1.6.14) V() =0

ed il simbolo con cui viene rappresentato € mostrato in fig.l.6.6a)».

T
Fig.l.6.6 - Simboli del
corte~circuito a) e del |

'-""*circujto-ﬂpertof:b}. i R "

a) b}

Tale elemento ideale & di grande uso nei circuiti, anche se non
corrisponde ad alcun componente reale. Si pud pensare come un caso li-
mite del generatore di tensione. In particolare, & interessante notare co-
me un generatore indipendente di tensione che vengadisattivato,cioé la
cui tensione impressa sia messa a zero dall’esterno del circuito, si ri-
duca proprio ad un corto-circuito. Tale osservazione verrd utilizzata suc-
cessivamente in varie occasioni.

«fl circuito-aperto é un elemento caratterizzato daolia relazione
costitutiva:

(1.6.15) ity =0

ed il simbolo con cui viene rappresentato & mostrato in fig.[.6.6 b)». Ta-
le elemento ideale & di grande uso nei circuiti, anche se non corrispon-

G. MARTINELLI~M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 2
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A

de ad alcun componente reale, Si pud pensare come ua caso limite del

generatore di corrente. In particolare, & interessante notare come un ge-

neratore indipendente di corrente, che venga disattivalo, cioe la cui cor- .
rente impresse sia messe o zero dall’esterno del circuito, siriducapro-

prio ad un circuito aperto.

1.6.7 - Incongruenze associate agli elementi ideali e circuiti equivalenti
dei bipoli reali.

Gli elementi introdotti nei paragrafi precedenti sono ideali. La
«storia» che ha portato alla loro definizione non & usualmente fonda-
mentale, ma pud alutare a capire se hanno un significato fisico. Nel ca-
so dei bipoli il significato fisico & sempre presente, in quanto, a parte
per il generatore indipendente di corrente, la definizione dell'elemento
ideale € scaturita da un processo di «idealizzazione» di qualche compo-
nente reale di uso comune, :

L'idealicznzione, perd, a volie pud essere stata eccessiva, con
il ché possono insorgere in un circuito (ideale) delle incongruenze. Ac-
cenniamo in fig.1.6.7 alle pill macroscopiche ed evidenti, discutendo in
dectaglio i caso a) dei due generatori indipendenti di tensione. E evi-
dente che se le due tensioni impresse v, e v, sonodiverse,il circui-

. 1 2 : ,
to di fag.1.6.7 a) non ha senso. D'alera parte se v, =y risulta indeter-

2?

j“ijy 0 i,

vy (o) . v, {0 °—®—-°—®—°

a) : by

Fig.1.6,7 - Due esempi di incongruenze che possono verificarsi connet-
tendo elementi ideal: bipolari.

minata la corrente erogata da ciascun generatore, Inambedue i casi si &
in una simarzione «non fisican D'altra parte che 'incongruenza sia do-
vuta all'idealizzazione & evideate, in quanto & chiaramente ideatificabi-
te la siruavione rhe =i verrehbhe ad avere con dye generatori At tencinne
reali. Cié mette in evidenza che il componente reale richiede di essere
caratterizzato con un circuito equivalente che contiene oltre ail'elemen-
to ideale corrispondente, anche altri elementi ideali. Ad esempio, gia la
presenza di un resistore elimina !'inconveniente difig.1.6.7 a), come mo-~
strato in fig.}.6.8, dove entro le zone tratteggiate sono riportati i circui-
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ti equivalenti dei generatori indipendenti di tensione reali. Ovviamente
il circuito equivalente di fig.1.6.8 noa & sufficiente a tenere conto di al-
tri comportamentidel componente reale, come ad esempio la capacita di
seguire rapidamente le variazioni di carico. Sara necessario per questo
scopo e per aleri possibili arricchire il circuito equivalente adoctato.

Fig.l.6,8 ~ Rimozione dell'incon-
gruenza di fig.L.6.7 a} mediante
un circuito equivalente opportu-
no per il generatore indipenden-
te di tensione reale.

Il modellamento dei bipoli reali non incontra incongruenze di
base nel caso lineare passivo. L'elemento ideale rappresenta bene il
componente reale nel caso del resistore, mentre occorre usare due
componenti, come indicato in fig. 1.6.9 nel caso dell'induttore e del
condensatore. I resistort ideall aggiunti agli elementi ideali corri-
spondenti sono usualmente definiti tramite un coefficiente di merito
del componente reale, che misura 'effetto del resistore aggiunto.

Fig.t.6,9 - Circuiti equivalenzi degli induttori e condensarori reali che
tengono conw delle perdite associate,

I1 modellamento & invece notevolmente complesso nel caso dei
componenti reali non-iineari attivi. Infatti, quando si cerca, attraver-
so V'operazione di linearizzazione, di rappresentarli con un circuito
equivalente lineare, si introducono facilmente incongruenze. I circuiti
a cui si perviene possono non soddisfare proprieta fisiche importanti,
quali: la causalitad, la riduzione del contenuto dell'informazione
trasmessa nella propagazione di un segnale attraverso un circuito.
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1.6.8 - Generatori reali di tensione e di corrents.

Come accennato nel paragrafo precedente; il modo pil sempli-
ce di considerare generatori reali, consiste nell'associare dei resistori
al generatori ideali e precisamente in serie a guelli di tensione ed in
parallelo a quelli di corrente, come indicato in fig. 1.6.10.

i i

b)

D

b rraeeCp

=
© +
P
;U%
<
< +
2
-
" 2o
S~
Y
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Fig. 1.6.10 - Schemi equivalenti semplificati di generatori reali di
tensione ¢ di corrente.

Si pud dimostrare che i generatori reali cosl introdotti sone
fra loro equivalenti, nel senso che possono essere sostituiti I'uno
all'altro sotto certe condizioni. Infatti per il generatore reaie di ten-
sione si ottiene: ‘

(1.6.186) v=v, - R, i
mentre per il generatore reale di corrente si ha:

(1.6.17) i=iy- G v .

ove G; = I/R,. Entrambe le relazioni (1.6.16) e {(1.6.17) possono essere

rappresentate con il grafico di fig. 1.6.11, ove v, e i, sono
rispettivamente la tensione a vuoto e la corrente di corto circuito del

bipolo considerato.

Fig. 1.6.11 « Caratteristica
tensione-corrente per i ge-
neratori reali di tensione e
di corrente.

Tali grandezze assumono i seguenti valori:

Tipo di generatore Vea ige

i di tensione
Generatore ideale di o YolRy

Generatore ideale di corrente in R .
1o ™ ip
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L'equivalenza si ottiene imponendo per i generatori reali la
medesima carattestica tensione-corrente e cioé:

{1.6.18) . vo= iy Ry , v,/R,=
da cui'si ottengono le seguenti condizioni di equivalenza:
(1.6.19) Ry =R, = vy/ i,

B interessz;nte confrontare il comportamento dei generatori
reali rispetto a quelli ideali nei confronti della potenza erogata. Con
riferimento al generatore ideale di tensione, la potenza erogata & pari
a:

(1.6.20) p=vi=(vy-R,1)i
: e
L'andamento di p in funzione della corrente i & indicato in fig.

I.6.12,

Fig.l.6.12 . Andamento
delia potenza erogata in
funzione deila corrente
in un generatore reale
B di tensione.

corrlspendente al generatore 1dea§e dt tensmne Sl vede che mentre
nel easo ideale la potenza erogata & illimitata, nel caso reale essa ha
un valore massimo in corrispondenza alla corrente i = i, / 2 che vale:

(1.6.21)  Pm=VEI{4R,)

D'altra parte, considerato che il generatore ideale v, nello
schema di fig. 1.6.10 eroga una potenza po vy i, & possibile definire
un rendimento 1 pari a:

(1.6.22) m=p/py=1-R,i/v,

il cui andamento & rappresentato in fig. 1.6.13.
Esaminando gli andamenti delle figg. 1.6.12 ¢ 1.6.13, & possi-
bile distinguere due casi d'interesse:
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Fig.1.6.13 - Andamento
dei rendimento di un
generatre reale di ten-
sione in funziome della
corrente erogata.

¥

a) Circuiti nei quali interessa ottenere un eievato valore del rendi-
mento. In questi casi & opportuno far erogare al generatori reali di
tensione correnti molto pil piccole di ic; / 2 , ottenendo potenze
inferiori a quella massima ottenibile. Tali casi corrispondono alle
applicazioni in cui sono utilizzati elevati valori di potenza (eircuiti

per il trasferimento dell'energial.

b) Circuiti nei quali interessa ottenere la massima potenza possibile
dal generatore, indipendentemente dal rendimento. In questi casi i

mmmmmmmm icc e,
ottenendo un rendimenc pari a n = 1/2 . Tali casi corrispondono alle
applicazioni per piccole potenze, in cui occorre perd evitare degrada-
zioni delle forme d'onda d'interesse (circuiti per il trasferimento di

segnali).

I.7 - Derivazione del modello di circuito a costanii concen-
trate e suoi limiti di validita.

7.1 - introduzione.

La generica struttura elettrica & costituitada unaregione di spa-
zio, contenente corpi di diversa natura e che diviene sede di fenoment
elettromagnetici, quando in essa si verificano sollecitazion: esterne
coincidenti usuaimente con trasformazioni di energia non elettrica in e-
lettrica. La caratterizzazione quantitativa del fenomeno elettromagnetico
richiede 1'uso di grandezze appropriate, la conoscenza delle leggi fisi-
che che vincolano tali grandezze e la definizione di opportune guantitd
atte a precisare il comportamento dei vari corpi presenti nella regione
d'interesse. Le grandezze in questione sono:

E campo elettrico: & una grandezza vettoriale la cul ampiezza si misu-
ra in volt su metro (LMT-2Q-1) 1)

(1) ~ Le unita di misura seono quelle del sistema MKSQ, cioé metro, kilogrammo-massa,
secondo e coulomb.
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—

D induzione elettrica: & una grandezza vettoriale la cuiampiezza si mi-
sura in coulomb su metro quadrato (QL%);

—

H campo magnetico: & una grandezza vettoriale la cui ampiezza si mi-
sura in ampére-spire su metro (L1 T-1 Q);

—r

B induzione magnetica: & una grandezza vettoriale la cui ampiezza si
misura in weber su metro quadrato (MT-1Q-1);

p

] densitd della corrente di conduzione: & una grandezza vestoriale, la
cul ampiezza si misura in ampére su metro quadrato (M-2T-1Q),

Le quaﬂma che precisano il comportamento dex _vari corpi pre-
seati nella regione, sono:

v conducibilita: grandezza scalare che si misura in mho su metro (L°3

M-t Q2 T)'

€ costante dielettrica: grandezza scalare: che si misura in farad su me-
tro (L3 M1 Q2 T2,

i permecbilitd magnetica: grandezza che si misura in henry su metro
LMQ?);

£ densitd volumetrica di carica: grandezza scalare che simisuraincou-
lomb su metro cubo (123 Q).

l.e grandezze precedeati sono In generale funzioni del punto e
del tempo e sono legate fra loro in base alle equazioni di Maxwell,cioé:

(I.7.1) rot E =+« —
L
s . 2D
(1.7.2) rot =] + o,
(1.7.8) div B =0
(1.7.4) div D= p

Esistono inoltre altre relazioni che legano le grandezze prece-
denti e che dipendono dalla natura dei corpi presenti nella regione d'in-
teresse. Tali equazioni seno, nei vari casi possibili:

(1.7.5) D=¢E
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(1.7.6) B=uH
(L.7.7) =y (E- gg) + i,

in cul EQ e }O sono le grandezze elettriche impresse, direttamente le-
gate alle sollecitazioni. Occorre notare che, nello scrivere le equazioni
(1.7.5), (1.7.6) e (1.7.7}, & stata fatta l'ipotesi che i mezzi che occupano le
‘regioni d'interesse siano isotropi (cid comporta che le quantita € u, ¥
siano coincidenti con grandezze scalari); nel seguito tale ipotesi- verra
mantenuta, insieme alle ipotesi di linearita, permanenza e omogereitd
(cid comporta che le quantita €, p, v siano indipendenti dallo stato e-
lettromagnetico presente, dal tempo e dal punto).

La conoscenza della forma e natura dei corpi contenutinella re-
gione d'interesse e delle sollecitazioni impresse rende possibile i'indi-
viduazione delle grandezze elettriche in ogni punto della regione. Tale
individuazione & molto complessa e pud essere notevolmente semplifi-
cata nel caso in cui la strurtura eletwrica in'esame sla  rappresentabile
mediante il modello circuitale a costanti concentrate, L'ipotesi che sta
alla base di questo modello & che le dimensioni dellaregione d'interes-
se siano sufficientemente piccole da poter essere trascurate. L'ipotesi
di «assenza di dimensioni» & del tutto equivalente a quella di «velocite
di propagazione del fenomeno elettromagnetico infinita» oppure a quella
di «tempo nullo di trasmissione del fenomeno elettromagnetico dawn pun-
to all'altro della regione dlinteressen», '

Le tre formulazioni precedenti dell'ipotesi di costanti concen-’
trate permettono di approfondire sia i limiti di validita dell'ipotesi stes-
sa {§1.7.2), sia la derivazione del modello di circuitoa costanti concen-
trate nella sua forma globale e nelle sue componenti (§§ [.7.3 e L7.4).

1.7.2 - Limitl di validita deli'ipotesi di «costanti concentrates.

La formulazione dell'ipotesi di «costanti concentrate» che pii
si presta ad una verifica di validita, & quella che riguarda il tempo im-
piegato dal campo elettromagnetico per spostarsi da un punto ali'altro
della regione d'interesse. Tale tempo deve potersi trascurare, nel sen-
so che esso deve essere molto piccolo se confrontato con l'entita delle
variazioni temporali delle grandezze elettriche tipiche dell'applicazio-
ne considerata. Sappiamo infatti che in ogni applicazionedelle strutture
elettriche & completamente fissata la larghezza dell'intervallo di fre-
quenza in cui cadono gli spettri delle grandezze elettriche. Alla frequen-
za massima f di questo intervallo & legato in modo semplice il mi-
nimo intervallo di tempo che & possibile apprezzare, cioé:




I . Introduzione ai circuiti a costanti concertrate di tipo elettrico 25

1
(1.7.8 t o= —
) ) ‘ min 2 f

max
Il tempo impiegato dal campo elettromagnetico per propagarsi da
un punto all'aliro del circuito risulia sempre:

(1.7.9) t < L/c

dove L & la dimensione massima della regione d'interesse e ¢ é&la ve-
locita di propagazione nello spazio libero. ‘
- Quindi la verifica da effettuare & che sia:

i

: 1
(1.7.10) L/c << i OVVEro - 2—f <<
R zf e max

T Mmax

Poiché in ogni applicazione, oltre a f__ . & nota anche la mas-
sima dimensione che pud avere la struttura elettrica d'interesse, la veri-
fica suggerita dalia (1.7.10) & molto semplice da farsi, come messo in evi-
denza in tab. 1.7.1, che si riferisce a due applicazionitipiche ed al valore
di ¢ ugualea 3-10% m/sec. '

Tabellal.7.1 - Controllo della validita dell’ipotesi di «costanti concen-
trate» in due applicazioni tipiche. Nel case dell'applica-
zione relativa alle microende, si & consideroto per Frae
valore pit basso delle frequenze utilizzate in tale campo;
tale condizione & ovviamente la pit favorevele ali'accet-
tabilita dell’ipotesi. -

Intervalle Dimensione Risultato del
Applicazione frequenze massima L | 2 c_ fmax controlle
{meeri)
Riproduzione so- | < 20 kHz 1 1,341074 Ipotesi accerta- |
aora (alta fedelia) bile
Microonde > 1 GHz 0,1 0,66 Ipotesi nen ac-
cettabile

1.7.3 - Conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentrates: suddivisione in
regioni tipiche della struttura elettrica.

Per effetto dell'ipotesi di «costanti concentrate » & possibile in-
dividuare a priori quali sono le caratteristiche salieati della regione di




26 Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di tipo elettrico I

interesse. In particolare & facile vedere che si possono avere solo po-
chi tipi di regione, compatibili con l'ipotesi suddetta, caratterizzabili
facilmente a partire dalla formulazione basata sulla velociti infinita di
propagazione del campo elettromagnetico. Cid implica, infatti, che sia
nullo il prodotto € u, che, come & noto, & inversamente proporzionale
al quadrato della suddetta velocita. Di conseguenza la regione d'inte-
tresse pud essere costituita solo di pam aventi nulla o la cosrante die-
lettrica € o la permeabilita magnetica u oppure ambedue contempora-
neamente. Ciascuna di queste parti ha caratteristiche ben determinate
che vanno esaminate in dettaglio.

- Regione di tipo 1.

La regione di tipo 1 & carapterizzata dall'avere nulle sia € che
. Di conseguenza le grandezze B e D sono entrambe nulle e pertan-
to in tale regione non c¢’é energice eletirica o magnetica immagezzinate,
ricordando che si ha:

E‘I“l

densita di energia eletrica = — D+

N

(1.7.11)
B-

densita di energia magnetica =

|
e}

Poiché D & nullo,dalla (1.7.4)si deduce che deve essere nulla

la densita di carica elettrica; cid implica che non si pud avere accumu-
lo di cariche elettriche nella regione € percid la corrente di conduzione
entrante deve essere uguale a quella uscente, ricordando che con cor-
‘rente di conduzione si intende la quantitd di carica che attraversa nel-
['unita di tempo la superficie che racchinde la regione. Questorisultato,
d'altra parte, consegue 1mmed1atamente dalla (1.7.2), osservando che, se
D =0, risula:

— w—p
(1.7.12) ] =rot H
e quindi:
— e
(I.7.13} div ] —divrot H =0

Inoltre I'annullarsi di B comporta dalla (1.7.1) che:
(1.7.14) tot E =0
il che significa che il campo elettrico & conservativo e pud quindi farsi

derivare da una funzione potenziale. E pertanto possibile parlare senza
ambiguita di differenza di potenziale tra due punti.
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Le ulteriori proprieta della regione di tipo 1 sono legate alla
forma che assume la sua relazione costituriva e cioé la (L.7.7). In parti-
colare ¢io che influisce & il valore della conducibilitd v ‘e l'eventuale
presenza delle grandezze impresse Eo e fo‘ Si possono avere i se-
guenti casi:

- Regione di tipo 1A.

La caratteristica di questa regione & l'assenza di E e ], nella
(1.7.7y ed il valore nullo di . Di conseguenza non c'é corrente, cioé si
ha:

(L.7.15) J=0

La (1.7.15) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione dienergia mi-
surati da:

— —

(1.7.16) ]-E

Le proprieta messe in evidenza dimostrano che la regione di ti-
po 1A coincide con il «vuoton.

~ Regione di tipo 18.

—

Si ottiene questa regione nel caso che siano assenti E, e ],
nelia (I.7.7) e che sia v = ©. Il valore infinito della conducibiiita impli-
ca che sia:

-

(1.7.17) E =290

——Quindi-il-potenziale-delia regione di-tipo. . IB & costante tn tubti b SUOL o e

unti. :
’ La (1.7.17) implica l'assenza di fenomeni di trasformazione di e-
nergia, misurati dalla (1.7.18).
E evidente dalle proprietd messe in evidenza che la regione di
tipo 1B coincide con un «conduttore perfetio».

- Regione di tipo 1C.

Nel caso che siano assenti EQ e J, dalla (I.7.7) e che v abbia
un valore finito diverso da zero, si ha la regione di tipo 1C oregione re-
sistiva. Tale regione & caratterizzata da una trasformazione irreversibi-
le di energia elettrica in un'altra forma di energia. Quantitativamente si
ha una dissipazione di potenza per unita di volume data dalla (1.7.16), che
nel caso presente diviene: '

(1.7.18) y |E|2
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La regione di questo €ip0 ¢ il costituente fondamentale del com-
ponente del circuito a costanti concentrate che prende il nome di resi-
store.

- Reg:one dr fipo 1D.

- In questo caso si ha ¥ = 0, E = 0 ] # 0. La regione risul-
tante & sede di una trasformazione reversxbzle ch energia non elettrica
in elettrica, tramite un fenomeno che impone la distribuzione della den-
sita di corrente }0 L'entita della potenza trasformata per unitd di vo-
jume &, dalla (1.7.16), pari a:

A

(1.7.19) | 7, E

La regione di questo tipo & é il costituente essenziale del componente del
circuito a costanti concentrate, che prende il nome di generatore indi-
- pendente di corrente.

- Regione di tipe 1E. _

In questo caso si ha: y=®, E #0, ], =0. Laregione risul-
. tante & del tutto simile alla 1D e coincide con il costituente essenzia-
le del componente del circuito a costanti concentrate che prende il no-
me di generatore indipendente di tensione.

- Regione di tipo 2..

La regione di tipo 2 & caratterizzara da un valere nullo della
costante dielettrica € ed un valore diverso da zero della permeabilita
magnetica . Di conseguenza risuita nulla sia I'induziene elettrica B
sia l'energia elettrica immagazzinata, in base alla (1.7.5) ed alla
{1.7.11). Risulta percid presente solo l'energia magnetica, misurata
per unita di volume dalla seconda delle {1.7.11).

La regione di tipe 2 & il costituente essenziale dei componenti
del circuito.a costanti concentrate che preadono il nome di induttore, in-
duttori accoppiati € trasformatore.

‘La regione di tipo 3 & caratterizzata da un valore della permea—
bilita magnetica o nullo ed un valore diverso da zero della costante
dielettrica e Di conseguenza risulta nulla sia i'induzione magnetica
B sia I'energia magnetica meagazzmata in base alla (L.7.6) € alla se-
conda delle (1.7.11). Risulta percid presente solo l'energia elettrica, la
cui densita per unita di volume & data dalla prima delle (L7.11).
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La regione di tipo 3 ¢ il costituente essenziale del componente
del circuito a costanti concentrate che prende il nome di condensatore.

1.7.4 - Ulteriori conseguenze dell'ipotesi di «costanti concentrate»: il modsllo
circuitale delia struttura slettrica.

Dall'ipotesi di « costanti concentrate» nella formulazione che im-
pone una velocita infinita del campo elettromagnetico, consegue che la
regione occupata dalla struttura elettrica pud essere o deltipo 1, 2, 3op-
pure coincidere con un aggregato di parti, a loro volta dei tipi suddetti.
Occorre inoltre osservare che tali parti sono associate in modo opportu-
a0, allo scopo di permettere una interazione reciproca. In particolare: 1)
la regione del tipo 1A costituisce il mezzo in cui sonoimmerse tutte le
altre; 2) regioni del tipo 1B funzionano come connessioni delle rima-
nenti altre, E chiaro quindi che, pil che considerare le rimanenti regio-
ni di per se stesse, conviene considerare sempre aggre gati costituiti nel
seguente modo: una regione qualunque delle precedenti, con l'esclusio-
ne delle 1A e 1B, compresa tra due regioni del tipo 1B noncontigue ¢
per il resto confinante con la regione 1A. Uno schema di principiodita-
le aggregato & mostrato in fig.L7.1. I vari aggregati sono connessi tra di
loro in corrispondenza alle regioni di tipo 1B.

Fig.L.7.1 - Aggregaro tipico di regioni in una struttura eletrica che sod-
disfa l'ipotesi di « costanti concentrates.

Tenendo conto di quanto detto in precedenza e della formulazio-
ne alternativa dell'ipotesi di «costanti concentrate», che stabilisce la’
assenza di dimensioni delle regioni, si arriva automaticamente al model-
lo circuitale della struttura. eleterica, introdotto nel § 1.1.2. Gli elemen-
ti ideali privi di dimensioni sono ghi aggregati di fig.17.1; le connessio-
ni filiformi sono le regioni del tipo 1B; la regione in cui sono immersi
gli elementi e le connessioni & del tipo 1A. Rimane da far vedere:-

1) la possibilita di caratterizzare ciascun elemento con tensione e cor-
rente;
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2) la derivazione delle leggi di Kirchhoff dalle equazioni di Maxwell;

3) il modo in cui derivare le relazioni costitutive degli elementi ideali
tipici.

Punio 1

Per quanto riguarda il punto 1), & sufficiente tenere conto che,
per quanto detto nel § L7.3.1, le regioni del tipo 1B sono equipotenzia-
li e non accumulano carica. Percio esse chiaramente si comportano co-
me i terminali ed 1 morsetti degli elementi ideali. Inoltre, perquanto det-
to nel § 1.7.8.1, nella regione 1A pud essere definita senza ambiguita la
differenza di potenziale tra due punti e non si ha corrente o carica accu-
mulata. Cio significa che si pué parlare senza ambiguitd ditensione ap-
plicata all'elemento ideale: essa coincide con la differenza di potenzia-
le tra e due regioni del tipo 1B di fig.L7.1. Per quanto riguarda la cor-

roare rancidariama e (‘t\f\mr":‘f‘-im rhivan ~ho ta-—oaﬂl-n la rlna re }
renie, ConSiGeriame una uu.t; 1CIE Chlusa Cne ntersednl & gue \_gs.uu;

di tipo 1B e la regione di tipo 1A, racchiudendo nel suo interno la re-
gione centrale dell'aggregato, Facciamo vedere che la corrente entrante
" in questa superficie & nulla, cid che dimostra il fatto che la corrente che
entra in un morsetto & di ampiezza uguale e verso contrario a quella en-
rrante nell'altro morsetto. A questo scopo osserviamo che:

(1.7.20) f odV = f div D dV = fﬁ-gds
v ‘ v S5

in cut V & il volume delia regione racchiusa dalla superficie S consi-
derata ed § la normale all'elemento di superficie dS supposta positi-
va in senso entrante, Poiché si ha ¢ =0, sia nella regione 1A che 1B,
risulta D = 0 sulla superficie S e quindi l'integrale (1.7.20) & nullo.
Tale integrale rappresenta la carica accumulata entro laregione racchiu-
sa dalla superficie S e dimostra quanto asserito, in gquanto la corrente
entrante vale:

Poicheé la corrente entrante in un morsetto ¢ di ampiezza uguale e verso
contrario a quella entrante nell'aitro morsetto, si pud parlare senza am-
biguita della corrente che percorre l'aggregato.
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Punto 2

Quanto detto in precedenza mette in evidenza che la struttu-
ra elettrica & costicuita da elementi, cioé gli aggregad di fig.17.1, con-
agssi tra di loro da regioni equipotenziali rappresentabili mediante fili,
poiché la dimensione delle regioni non ha influenza, e immersiin un mez-
zo vuoto. Ciascua elemento & caratterizzabile tramite unatensione ed u-
na corrente.

La prima legge di Kirchhoff si ottiene considerando una superfi-
cie chiusa che intersechi gli aggregati del tipo di fig.L7.1.s0lo in corri-
spondenza alle regioni del tipo 1B ed 1A e seguendo una dimostrazio-
ne del tipo di quella basata sulle (1.7.20) e (1.7.21). :

La seconda legge di Kirchhoff si ottiene considerando una cur-
va chiusa che si svolga nelle regioni 1A e 1B ed intersechi gli aggre-
gati solo in corrispondenza alle regioni 1B. Poiché il campo elettrico &
irrotazionale nelle regioni 1A e 1B, il suo integrale lungo la suddetta
curva chiusa & nullo. D'altra parte tale integrale coincide con la somma
delle tensioni degli elementi via via toccati dalla curva, cio che dimo-
stra la seconda legge di Kirchhoff,

Punto 3

La derivazione delle relazioni costitutive degli elementi ideali
bipolari viene effettuata considerando i vari tipi possibili di aggregati
aventi la struttura di fig. .7.1. A titelo esemplificativo, sviluppiamo

il solo ecaso del resistore, che prevede una regione centrale

Il legame tra densita di corrente e campo elettrico in tale
regione &, come messo in evidenza nel § 1.7.5.1:

(1.7.22) T=vE

N

Poiche consideriamo regioni occupate da mezzi lineari & evidente che il
campo elettrico in ogni punto & proporzionale alla differenza di potenzia-
le che si ha tra le due regioni 1B dell'aggregato di fig. L7.1, clog:

(1.7.23) E =f(P)V

essendo: f(P) una funzione vettoriale di punto avente dimensione L-L
P il genetico punto della regione d'interesse; V la differenza di po-
tenziale, in generale funzione del tempo ¢ naturalmente indipendente dal
punto,
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-
Un discorso del tutto simile si pud fare anche per la densita di

corrente, cioé essa é proporzionale alla corrente che attraversa l'aggre-

gato, definibile senza ambiguita, come messo in evidenza nel paragrafo

precedente, Quindi risulta:

(1.7.24) T=g @)l

essendo: g (P) una funzione vettoriale di punto, avente dimensioni L -,
I la corrente che atrraversa l'aggregato, in generale funzione del tempo
e naturalmente indipendente dal punto.

Dalle (1.7.22), {1.7.23), (1.7.24), si ha:

(1.7.25) HNERa IR

che corrisponde a:

— p 1 }. -3
(1.7.28) Vo= £(P) | AN
IEmy !y
I rapporto:
— p {
{1.7.273 M=hR
it @]

deve essere necessariamente costante, di valore dipendente solo dalla
* forma geometrica dell'aggregato; le sue dimensioni sono L%

La(1.7.28) ¢ la relazione costituriva del resistore ideale di resi-
stenza:

(1.7.28) R = -

dove hﬂ & un fattore di forma dato dalla (£.7.27).

1.8 . Relazioni costitutive degli elementi ideali o due porte atti-
vi fineari e permanenti.

Da quanto detto nel § 1.6 ed in parricolare nel § 1.6.7 il model-
io di un componente bipolare reale nasce da un compromesso tra due e-
sigenze contrastanti:

1) il modello deve essere sufficientemente completo per rappresentare
convenientemente il componente dal punto di vista d'interesse;
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2) il modello deve essere semplice per evitare che 1'apalisi del circui-
to si complichi in modo proibitivo.

Tale compromesso nel caso dei componenti bipolarireali & stato
risolto, introducendo elementi ideali opportuni tramite un processo di i-
dealizzazione dei componenti reali. | modelli che ne risultane peri com-
ponenti bipolari reali sono assai soddisfacenti, in quanto usualmente ri-
chiedono |'elemento ideale corrispondente ed eventualmente qualche al-
tro elemento degli altri tipi, con fuazione di correzione.

Nel casodei componenti due-porte attivirealila situazione & com-
plecamente diversa. Il processo di idealizzazione si pud applicare, ma
porta ad un elemento ideale molte distante dal componente reale. Per
questa ragione l'elemento ideale in questione, che vedremo nel § 1.8.2
serve essenzialmente per due scopi: analisi grossolana erapidadei cir-
cuiti contenenti componenti attivi; derivazione di circuiti equivalenti.

La maggioranza degli elementi ideali attivi due-porte si ottiene
mediante dei procedimenti completamente avulsi dalla realtd e succes-
sivamente essi vengono utilizzati, insieme agli usuali elementi bipola-
ri ideali nel circuiti equivalenti dei componenti reali.

A causa di questa tecnica, esistono numerosi elementi ideali at-
tivi, non tutti indispensabili, nel senso cioé che si pud rappresentare
I'uno come aggregato di altri. La loro conoscenza & utile, in quanto si
prestano con efficacia diversa ai modellamento dei componentirealinel-
le diverse situazioni di impiego.

E infine opportuno mettere in evidenza che le due porte di cia-
scun elemento possono essere completamente separate, come accade
negli elementi «bilanciati » oppure possono avere un terminale in comu-~

simboli relativi ai due casi.

i i, 4 '2
+ oo e + ool 2o ¢
v 1 2] vy a} vy vy b)
-V ST J
- o o -

Fig.1.8.1 - Simboli usati per gli elementi bilanciarl a) e sbilanciac b).

£.8.1 - Generatori controllati.

I generatori coatrollati sono elementi activi ideali due-porte ca-
ratterizzati dal fatco che la grandezza impressa & proporzionale tramite
una costante che prende il nome di parametro di controllo ad un'altra
grandezza elettrica applicata al loro ingresso. Dipendentemente dal fat-
to che la grandezza impressa e quella di controllo possonc essere una

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 3
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tensione od una corrente, si hanno quattro tipt di generatori controlla-
ti. Per comodita, si riportano in tab.1.8.1 per ciascuno dei quattro tipi
il nome particolare usato, le relazioni costitutive con riferimento a fi-
gura I.8.1, il simbolo usato per rappresentarli nel caso bilanciato, le di-
mensioni del parametro di controllo,

TABELLA i.8.1

- Yari tipi di generatori controliati.

1
1 I
Generatore di ten~ | v, = 1 I ‘:me«om' +
sione contollato | 2 ! i . 9]
in corrente {tran- vy = 0 ! C : Ty
simpedenza) ; | .
T e o
B + = _—: o +
Generatore di teg-| Y2 = Ay : y LA
sione controllato| . o 1, GD 1Y Adimensionale
" in tensione T . [ t .
L3
. - . o L. 1 O
Generatore di cor- | 12 = ¥ 11 . .
rente controllate | 1 ““1 I Adimensionale
in corrente | I
STC_.L T |
Generatore di cor 12 =gv, * °"_r j| 1
rente controliaro vy ot [t gv, -
in tensione (tran- 1 ¢ =0 i ri
sammettenza) R !
| — |

I generatori controllati sono tra gli elementi ideali attivi pid u-
sati, E 1mportanze notare che ciascuno di essi ésufficiente ad individua-
re il circuito equivalente di qualsiasi componente reale quando venga u-
nito agli elementi bipolari passivi. In particolare &possibile dedurre tut-
te e quattro i tipi di generatori controllati a partire da uno solo di essi.

A titolo esemplificative, viene mostrato in fig.1.8.2 lo schema
di un generatore di tensione controllato in corrente, ottenuto con tre
transammettenze. La validitd dello schema pud essere accertata
direttamente usando la prima legge di Kirchhoff, _

E facile verificare che i generatori controllati sono elementi
non-reciproci, controllando che essi non soddisfane la (1.5.2).
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b iy
+ o ;” _______ e T T T LD 1,775+
Y1 | 31V1f : % M gz"f : Vo
Cerpte L e S
CoT T :
RSN
el -

Fig.l.8.2 - Transimpedenza ottenuta con tre transammeuenze, [l paramecro di
controilo vale 1/gg e vy = 0. Ivaloridi g1 e gy sono arbitrari, purché di-
versi da zero.

1.8.2 - Nullore.

I1 aullore 2 un elemento ideale attive caratterizzato dalle
seguenti relazioni costitutive: ‘

(1.8.1)

E evidente che 1'assenza nelle (1.8.1) delle grandezze eleuriche della
seconda porta, implica che queste possono assumere qualsiasi valore. Il
simbolo usato & riportato in fig.1.8.8.

o e r oy b o] Q (o T MmN

e Py -

v |0 L a) vy ) b)
PR - i - | o -

Fig.1.8.3 - Simbolo usato per il nullore bilanciate a} e shilanciato b).

Il nullore & l'unico elemento ideale attivo due-porte che si ottie-
ne mediante un procedimento di idealizzazione. In fig.1.8.4 sonoriporta-
ti i fondamenti di tale procedimento, relativamente all'amplificatore o-
perazionale ed al rransistore,

Mediante il nullore & possibile ottenere qualsiasi altro elemento
ideale attivo due porte. Per vedere cid, basta mostrare che & possibile
oftenere una transammettenza mediante un circuito contenente nullori e
resistori passivi, Cid € riportato in fig.1.8.5.

E stato detto nell'introduzione al § 1.8 che I'elementoideale ot-
tenuto per idealizzazione di componenti attivi reali, serve essenzialmen-
te per due scopi. Il primo & quello di permettere un'analisi rapida, anche




Fig.l.8.4 - Procedimento di idealizzazione che porta al nullore: a} Amplifi-
catore operazionale: si ottiene il nullore bilanciato al rendere di i+ e di i~
a zero € di A all'infinito. b) Transistore (NPN ¢ PNP ) si otdene i nul-
lore shilanciaro con morsetto comune coincidente con }'emettitore, morser
to contrassegnato dallo 0 con la base e morsetto contrassegnato con & con

il collettore 2l tendere a zero di ib e di Vie'

a)

- I . T o= b)

Fig.l.8.5 - Schema di una transammettenza sbilanciata ottenuca con nullori sbilan-
¢iati e resistori passivi: a) caso del parametre di controllo positive; b) caso del
parametro di controlle negativo. Yl parametro di controllo ha ampiezza I/R in tur
te e due i casi.

se grossolana, di circuiti contenenti componenti reali attivi. Que sto pun-
to verrd sviluppato nel Cap. 1L

Per quanto riguarda il secondo punto, cio® la possibilita di deri-
vare circuiti equivalenti, anche se solo da un punto di vista ideale, lo
considereremo qui di seguito.  La proprieta del nuliore,che &fondamen-
tale a questo riguardo, é:

1) La possibilita di scinderlo in una coppia di bipoli, di per sé& stessi
anomali ed assurdi, se considerati separatamente, qualiil nullatore ed il
notatore. Tali elementi ideali sono definiti in fig.1.8.6. Infig. 1.8.7, so-
no riportati gli schemi bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuti con

la coppia nullatore-noratore;

- Nutlatare - & Korators
i L i
v =0 4 v = arbitrario
v v
i= 10 i = arbitrario

Fig.1.8.6 - Relazioni costitutive e simboli per il nullatore e per il noratore.
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Fig.1.8.7 - Schema bilanciate e shilanciato del auilore, ottenuco tramite ia
coppia nullatore-noratore.

2} La possibilita di ottenere con nullatori e noratorii circuiti equivalen-
ti del corto-circuito e del circuito aperto, come messo in evidenza in fi-
gura [.8.8. :

oo {2}

Circuito aperto Corto-circuico

Fig.1.8.8 - Circuiti equivalenti del corto-circuito e del circuito aperto, ot-
tenuti tramite il nullatore ed il noratore.

. 1l modo di procedere per derivare circuiti equivalenti, dal punto
di vista esterno, ma internamente diversi, consiste nel materializzare nel
circuito di partenza un circuito aperto oppure un corto-circuito o pit di
uno contemporaneamente e quindi nel sostituire agli elementi ideali atti-
vi 1 nullori nella forma di fig.1.8.7. A questo punto associando opportu-
namente nullatori e noratori in modo da formare coppie, siottengono nel-
I'interno del circuito sia nullori in posizione diversa da quelladi parten-
za sia un numero maggiore di essi. E evidente che il nuovo circuito, se
si cerca di realizzarlo con componenti reali, si comporterd- usualmence

~in‘modo-molto-diverso-da-quello-di-partenza;-in-quanto-lalontananza -des—

glt elementi ideali dai componenti reali gioca un effetto diverso dipen-
deatemente dal circaito considerato,

Nlustriamo 1'uso del nullore mediante un esempic molta
semplice che riguarda la trasformazione di un circuito costituito da
un amplificatore operazicanale in un aliro, equivalente dal punto di
vista ideale, contenente due transitori. Il cireuito di partenza & ripor-
tato in fig.1.8.9 a). Sostituendo all'amplificatore operazionale la
coppia nullatore-noratore, il cireuito diviene come mostrato nelia
parte b) della figura. Introducende in parallelo ad R, la coppia
nullatore-noratore equivalente al circuito aperto, si ottiene lo schema
deila parte c) della figura, equivalente al precederte. Raggruppando i
nullatori e noratori, come indicato nella parte ¢) e sostituende alle
coppie ottenute i transistori, si ottiene lo schema delle parte d). I due
circuiti mostrati in a) e d) sono equivalenti dal punto di vista ideale,

Il nullore & un elemento nen reciproco, come si pud verificare
direttamente controllando che esso non soddisfa la (1.5.2).
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Y
[+]

t

9

9

a) : b)

e} l d)

Fig.1,8.8 - Derivazione di circuiti equivalenti all’'esterno. L'equiva-
jenza vale nel caso ideale.

Esempio_ 1.8.1 | : ,

Nel circuito di fig. {.8.10 determinare |a tensicne v, e fa cofrente erogata
dal noratore.

3

-i- 3 *
R Fig.1.8.10 - Circuito
1 9 .
¥ (]) 1:1? R, Y considerato nell'e-
sempio §.8.1.

Poiché i nodi a e ¢, per la presenza del nullatore, si trovano allo
stesso potenziale, il generatore di tensione eroga una corrente pari a i) = Vg /' Ry.

D'altra parte, tale correnie & vincolata a percorrere il resistore R2, ai capi del
. 3»...» -'-.-»‘li- Antlm

T 3 1t PR Y ST, - med e K oo -~ PR o T,
quale si oiiiene una tensioge pari a iy Ry Tenende cente ua'alira volta dells

g
presenza del nullatore e considerati i versi delle tensioni e delle correnti, si

otiiene:
Vu="(R2lR1 )Vg

Per la legge di Kirchhoff al nodo b , la corrente nel noratore risulta

pari a: v v R
s : ] g

Tpy ey e e — 1.;..“}..
" ! B3 Rl[ Rg)
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Occorre notare'che il funzionamento del circuito considerato dipende dal
comporiamento anomale dei nodi a e ¢, che per la preseaza del nullatore, sona
distinti ma si trovano allo stesso poteaziale. Nei casi in cui il node ¢ & connesso
a massa, il nodo a viene detio masse virtuale. -

1.9 - Relazioni costitutive degli elementi ideali o due porte pas-
sivi lineari e permanenti,

Gli elementi ideali che considereremo sono tre, di cui due pro-
vengono da un procedimento di idealizzazione del tipo di quello che &
usato nel caso degli elementi bipolart passivi. Gli elementi in questio-
ne sono le «induttanze mutuamente accoppiate» ed il «trasformatore i-
deale». I procedimento di idealizzazione a partire dal componente rea-
le corrispondente & molto pitt spinta per il trasformatore che per gli in-
duttori mutuamente accoppiati. Il terzo elemento che considereremo & il
giratore; anch'esso pud essere ottenuto con un procedimento di idealiz-
zazione di un componente reale. Tutravia tale idealizzazione & eccessi-
va e percid € pil appropriato pensare tale elemento ideale ottenuto con
un procedimento simile a quello impiegato nel caso attivo, ma applica-
to al caso degli elementi ideali passivi non-reciproci,

1.8.1 - Induttori mutuamente accoppiati e trasformatore ideale.

Gli induttori mutuamente accoppiati costituiscono un elemento

—.ideale.a.due-porte,.definito.dalle seguenti relazioni-costitutive,; €on fir

feriments a fig 1.8:1: ST et 9m

L/ di . el Ridg,
+ M -
de
(1.9.1)

di di

1 2

v, =M + L.
2 de 2 de

in cui L., ed L, prendono il nome di induttanze proprie ed M induttan-
za mutua. Nel caso dell'elemento passivo, che & l'unico che interessa,
valgono le seguenti limitazioni:

120 L,20 lMlSm -

1i simbolo usato per rappresentare questo elemento & mostrato
. ) - . »
in fig. 1.9.1. E importante rilevare che:

(1.9.2) L.
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1) nel simbolo usato sono presenti | simboli di due induttori di induttan-
za L, ed L,. Cio, d’altra parte, non deve meravigliare in quanto l'ele-
mento a due porte se ridotto ad una, ad esempio aprendo una porta, coin-
cide esattamente con un inductore;

R ad
Fig.1.8.1 - Simbolo usato T o A
per gli induttori mutua-
v, L1 L

mente accoppiati.

~2) nel simbolo usato & preseate una coppia di punti. Talipunti indicano
che nel calcolo della tensione su un induttore, la caduta di tensione
provocata dalla corrente che scorre nell'altro {accoppmco) concorde a
quello provocato dalla corrente propria, se le due correnti si trovano nel-
la stessa posizione rispetto ai suddetti punti, cioé tutte e due entrantio
uscenti. Nel caso contrario le due cadute di tensione sone discordi, co-
me indicato in fig.l.9.2.

Fig.1.9.2 - Induttori mutuamente accoppiati con versi discordi
delle correnti. Risulta;

Lr—

di di

2
Vo ZLg—= M
¢ 2 e d
Frtrmaii .')M-—"‘-—-Av-\w\ i A= P, N e

T et S e

L'elemento «induttori mutuamente accoppiati» eanalogo dal pui-
to di vista energetico ad un induttore, in particolare passivo se le tre
costanti L, L, M soddisfano le (1.9.2). Di conseguenza in esso ha
luogo un trasferimento reversibile di energia vincolato. Facciamo vedere
la necessita e sufficienza delle (1.9.2) per la passivicé dell'elemento. A
questo scopo & necessario calcolare I'energia 1mmagazzma:a nell'ele-
mento a partire da un istante remoto. (t =-®), in cuil'elemento stesso &
a riposo. Si ha: ‘

t ‘ ‘- .
(1.9.3) . S{c)ﬂf (vii +v,i)dr=

t di | di| di, di,
m]:w | U +M‘_ iz"“g;“"f"ll—dt— +L212—d—; dt =

1 1 .
=§-L1%+M11+§—L21§
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Supponiamo che l'elemento sia passivo, allora E() 20 qualun-

que sia il valore di i, ed i, Cidimplica:

per i, =0 L, 20
(1.9.4)  per i, =0 L,>0
L, : : L,
per i2=ii1 ._I:— 3 117[‘_0 = e(t)ﬁLllf +M. ""i:“-“ %>0
2

=> M| < JL L,

Supponiamo quindi che siano soddisfatte le (1.9.2); facciamo ve-
dere che l'elemento & passivo, cioé (¢} >0 per qualsiasi i t,edi, In
particolare, se i, =0 oppure i, =0, la verifica & immediata, Nel ca-
so generale, nscr;wamo E‘(t) come segue:

U M i, L,/i,\?
(1.9.5) 8(z)x—L,i§[1+2-—f—1+—-ﬂ%<¥—) ]
2 1 Loi,  L\i ‘
La quaatitdentro parentesi vale al minimo, al variare di i,/1:
M2
(1.9.8) ‘ B
: : L,L,

¢ quindi & non-negativa per le (1.9.2), cosf come 1/2 L, i} cid che di-
mostra che @) >0,

S LR o i A L ATE i Te T ACCOPPIALT Son0 W “SlSHIeHts FEais

proco. La verifica di tale affermazione non pud essere effettuata con
la (1.5.2), in quanto si tratta di un elemento immagazzinatore di
energia per il quale non vale la legge di reciprocitad di Lorentz. La
verifica potra essere effettuata solo in un dominio trasformato, dove
I'effetto dell'energia interna pud essere disattivato.

Il trasformatore ideale & un elemento passivo due- -porte, definito
dalle segueati relazioni costitutive:

V1 :ﬂvz
(1.9.7)

1,

.|.‘L "‘*"?12

in cui n prende il nome di rapporto di trasformazione. Il simbolo & ri-
portato in fig.1.9.3. Si vede dalla figura che il simbolo usato &molto si-
mile a quello degli induttori mutuamente accoppiati, tuttavia una diffe-
renza fondamentale & la presenza solo di n al posto delle tre costanti
L,L,M
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4 2
-—
: o+ C_-w e 0 +
Fig.}.8.3 - Simbole
usato per il trasfor- Vi Vo
matore ideale.
- e o -
n:l

Il trasformatore non assorbe o cede potenza e quindi energia; in-
fatei:

1
(1.9.8) p(t):viii%vzi2=nv2(-a—i2>+y2i2_EO

TABELLA 1.9.1 - Variazione di livello degli elementi bipolari ideali
per effetto del trasformatore,

..0 nl_'_—_o—l ’ Tm—r—
: =nv, =n{-Ri,) =nRi, =
R R 1TV o) = nRiy
Resistore z'“R(‘ﬂ‘il)'-‘:anEI' s
X di resisten~ 1 R .
Resistore za n:
25 S
7 vlw—mnvzmn(-Riz)mnRi‘q:
—_ R
R *nR(n11)=n2Ril
n:l
e @ = = d_i2\_ dr'?..
T R R el e
- éc/ der
- L di
Induttore senL—( -ni )mn2¥_ el 4
di induttan- 1 dt 1 e
Induttore za n - .
® d12 {:{12
n2L vyp=inv, ®n -L«z-—» =al. —= =
T dt
e L
' diy
° =al—{ni)=n"L—
n:1 dt de
1 i dv Cdv
T PRy P AL 7S
"‘1"‘C 1 £1 2 FYRY Jdi / i di
Condensato- | ™™ & = :
re di capa- ii 3 E T =E.i(i}.\m£dvl
' cita Qe — z
Condensatore 1 n:l nde\n/ n* dt
° 1 1 dv2 C dv2
”"”2"C IR S Y o e
n t a ¢ n dr n de
. C
_'Cd( vy C dvy
n:f n dt _,,;;.,,) n—i dt
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Le sue proprieta tipiche sone:

1) la capacita di alterare le grandezze eletmche passando da una porta
all'altra;

2) la capacita di alterare il livello degli elementi ideali bipolari, quan-
do chiusi su una sua porta, come messo in evidenza in Tab.1.9.1.

Tali proprieta sono di fondamentale importanza nelle applicazio-
ni del corrispondente componente reale.

. E infine da mettere in evidenza, che, se cid &comodoin qualche
particolare applicazione, & possibile usare schemi del trasformatore |-
deale ottenuti con qualcuno degli elemend ideali due-porte attivi. In par-
ticolare in fig.1.9.4 riportiamo lo schema ottenuto per un trasformatore
sbilanciato, usando il nullore sbilanciato e la transammectenza.

2
@ 0 o &
e o]
aR &R Vo
“ 0
_a) HR R
0 » ) b)
b - o
+ —li I[_. ———————— v—: = :— ————— —-—--——— ' R +
v |
Vi I 33"1? byl T&;"z ! Vo
) | L= by [ .
L o 3 e e ]
r—-- - - - - 1 T =
| 1N |
] sy | '; g2v | i
| | i ol
C) R | [ L

Fig.l.9.4 . Schemi del trasformatore ideale sbilanciate a) ottenuti
con nullori shilanciati in b) e con transammetienze shilanciate in ¢).
In gquest'uitimo caso deve essere g41’g3 =n e glg =

Il trasformatore ideale & un elemento reciproco. B facile veri-
ficare che esso soddisfa 1a (1.5.2).
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1.8.2 - Giratore. .

Il giratore & l'unico elemento ideale due-porte passivo non-reci-
proco che si abbia a disposizione. Le sue relazioni costitutive sono, con
riferimento a fig. 1.9.5:

v, =- Ri,
(1.9.9) c
= Ri{

in cui R & la resistenza di gzrazwne Il simbolo comunemente usato &
mostrato in fig.1.9.5.

Fig.1.9.5 - Simbolo
per il giratore, vy D v

La passivita del giratore & facilmente verificabile,utilizzandola
(1.9.9). Precisamente, st ha, come per il trasformatore ideale:

(1.9.10) p{y=v,i, +v,i,=-Riygi, +Ri i, =0

Percid il giratore non assorbe ne cede potenza e quindi energia.
Per quanto riguarda la reciprocita, & sufficiente controllare che
esso non soddisfa la legge di reciprocita di Lorentz.

Infatti, anhcqndn le (1.9.9) alla (1.5.2), i ha:

b3 V(“i;m — Ri(zl)i(lz) + Ri(ll‘)i{EZ) #
(I.8.11)

) .
T G (2Y — (1 (2) {2y (1)
5;" AN | leL Py +R11 by

E interessante ricordare che il nome di giratore dato a questo e-
lemento deriva dalla sua caratteristica proprieta di scambiare tra loro la
tensione e corrente, per cui tale elemento permette di trasformare un in-
duttore in un condensatore e viceversa, ln lab.1.9.2 viene rnassunto lo
effetto del giratore sui bipoli ideali. Particolarmente importante €la tra-
sformazione di un condensatore in un induttore, che & la base dell'im-
piego del giratore nei microcircuiti, dove appunto &del tutto assente lo
induttore reale tradizionale, '
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TABELLA 1.9.2 - Effetto del giratore sui bipoli ideali.

45

R
Resistore di et . T
resistenza vl--~R12 *«R(w—— )
o R
Resistore 9 —a R, u
R 2
— R R R
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apphcazmne pamcolare € possxbile usare scherm del g1ratore ottenuti
con qualcuno degli elementi ideali attivi. In particolare in fig. 1.9.6 ri-
portiamo lo schema di un giratore sbilanciato ottenuto mediante nullori
sbilanciati e transammettenze.

i Y

+ o o+

1

@ R
—/N

Y1 0 Va
: ) ]

© R
— |

a)

b)

Fig.1.9.6 - Schemi del giratore shilanciato ottenuti con nullori shilanciati a)

e con transammettenze b},
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1,16 - Grafo di un circuito e sue proprietd topologiche.

Nell'ambito di validita delle ipotesi di linearitd, permanenza e
costanti concentrate,un circuito reale pud essere rappresentato mediante
la connessione di elementi ideali del tipo di quelli visti nei paragrafi
precedenti. Tali elementi sono sempre riconducibili a due terminalt me-
diante 1'uso di un generatore controllate oppure del aullore, quando usa-~
to nella configurazione nuilatore-noratore. Di conseguenza il generico
circuitoideale & costituito da un insieme di elementi a due terminali,
connessi in modo qualunque, caratterizzati da due grandezze elettriche
(tensione e corrente),

Se R il numero degli elementi’ a due terminali suddertti, le
grandezze elettriche sono rispettivamente R tensioni ed R correnti,
Queste 2R grandezze debbono soddisfare due gruppi di equazioni:

\

1) quelie che conseguono dalle relazioni costitutive. Si tratta di equa-
zloui che J.t:‘g)allu tensione € coirente di un solo cxc_mt:u “z“l Caso che

- tale elemento rappresenti un componente a due terminali, come ad esem-
pio il resistore, !'induttore, ecc. Sono invece equazioni che legano ten-
sioni e correnti di due o piti elementi nel caso che questi elementi rap-
presentino un componente a tre o pid terminali, come ad esempto i gene-
ratori controllati, il nullore, il giratore, i! trasformatore ecc.

2) quelle che conseguono dalle due leggi di Kirchhoff.

In particolare, le equazioni del secondo gruppo sonoomogenee e
del turto indipendenti dalla satura degli elemend. Cid implica che 'in-
sieme delle R correnti si pud sempre suddividere in due sottoinsiemi.
di cui uno derivabile dall'altro direttamente. Ii sottoinsieme da cui de-
riviamo le correnti di tutti gli elementi lo indicheremo nel seguito come
«sottoinsieme delle correnti indipendenti» Esistono numerosi sottoin-
siemi di questo tipo, come vedremo successivamente, In modo del tutto
simile si pud definire un «sottoinsieme delle tensioni indipendenti». La
individuazione dei sottoinsiemi deile tensioni e delle correnti indipen-
denti & di zmporcanza fondamentale per la soluzione del probiema della

analisi di un circuite, D'altra parte, tale individuazione & basata sulle

leggi di Klrchhoff quindi non dzpende dalla natura degli elementi, ma

RS SN | JH"1 S N e e R E e . P e s P A
GeO QdL Ml ubgu Cil it yu“:u..uu Gl IWoaS o TULl SORC Connco

si. Per questa ragione accanto al circuito conviene considerare il suo
«grafo», intendendo per grafo cié che si otriene dal circuito sostituendo
ciascun elemento con un segmento, come mostrato in fig.1.10.1 b).
Molto spesso il grafo viene orientato, nel senso che in ogni suo
ramo si assume assegnato un verso. Tale verso coincide usualmente con

L3}
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Fig.1.10.1 - Grafo di un circuito.

quello della corrente che percorre il corrispondente elemento e fornisce
anche il verso positivo della tensione, se si suppone di usare versi po-
sitivi coordinati per le due grandezze elettriche di ciascun elemento.
Cio € mostrato in fig.1.10.2 per I'esempio gia considerato.

G
A 2 B
A B C
6 2 5
L 5 1y r 3 84
3 a) b)

Fig.1.10.2 - Grafi orientati corrispondenti al circuiro di fig.I.10.1 a).

Le proprieta del grafo che vengono usate nell'ambito delle leggi
di Kirchhoff sono quelle topologiche, cioé quelle proprietd geometriche
che non vengono alterate da una deformazione continua che trasformi la
configurazione iniziale in un'altra configurazione riferibile alla prima
mediante una corrispondenza biunivoca. Un esempio di deformazione di
questo tipo & quella che fa passare dal grafo orientato di fig.1.10.2 a) a
quello di fig.I.10.2 b), ambedue corrispondenti al circuito di fig. 1. 10. L a).

1,10.1 - Nozieni topologiche fondamentali.

Le nozioni topologiche introdotte implicitamente fino a questo

momento sono quelle di nodo e ramo, ‘essendo il ramo il segmento, che.
nel.grafo corrisponde ad un elemento del circuito ed il nodo il punto del

AR AT T
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grafo in_cui sopo attaccari due o pid rami, Le nozioni successive sono
qi

€7di maglia e taglio, che scaturiscono direttamente come ausilio al-
le leggidi Kirchhoff. Infatti nel caso della prima legge di Kirchhoff si
considera 1'equilibrio delle correnti che attraversano una superficie fini-
ta chiusa o pid precisamente una linea finita chiusa, supponendo di rap-
presentare il circuito su un piano. Le linee chiuse che interessano so-
no quelle che intersecano ciascun elemento non pil di una volta ed in
~corrispondenza ad un suo terminale. E evidente che a ciascuna di que-
ste linee chiuse corrisponde un insieme di rami del grafo,cioe quelliche
rappresentano gli elementi toccati dalla linea stessa, Questoinsieme di
rami prende il nome di «taglio». In particolare nel caso dei circuiti con-
nessi, cioé dei-circuiti in cui & possibile andare con continuitd da un
nodo a qualsiasi altro, il «taglio & un insieme di rami tali che la loro e-
liminazione rende il grafo risultante non connesso». In fig.1.10.3 viene
mostrata una linea chiusa ed il corrispondente taglio peril circuito con-
nesso di fig.}.10.1.

v
@]

Fig.1.10.3 - Esempio di taglio.

Nel caso dellasecondalegge di Kirchhoff si considera nel ciecuito
'equilibrio delle tensioni lungo una linea chiusa e finita. Le linee che
interessano sono quelle che intersecano gli elementi solo in _corrispon-
denza ai loro morsetti {(ambedue contemporaneamente), E evidente che a
ciascuna di queste linee corrisponde un insieme di rami del grafo, cioé
quelli che rappresentano gli element toccati dalla linea. Questo insie-
me di rami prende il nome di magiia. in fig.1.10.4 viene wmusuata una i
nea chiusa e la corrispondente maglia per il circuito di fig.1.10.1,

Le nozioni di taglio e maglia sono fondamentali per esprimere le
leggi di Kirchhoff per un circuito. Cid risulta chiarocon riferimento agli
esempi di fig.].10.3 e [.10.4. Nel primo caso, infatti, l'equazione di e-
quilibrio relativa alla prima legge di Kirchhoff é:




I Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di tipo elettrico 49

(1.10.1) by tig+i,+ig =0
e nel secondo caso, relativamente alla seconda legge di Kirchhoff, &:

(1.10.2) | v v, mv, =0

Fig.1.10.4 - Esempio di maglia,
E evidente che nel primo caso le correnti sono state considerate

positive uscenti dalla linea chiusa e nel secondo caso il verso di per-
correnza della linea chiusa & stato quello orario.

1.10.2 - Albero e co-albero.

cunNel-paragrafo-precedente-abbiamo. visto.che-dalle-le gl di-Kireh-

hoff consegue che le tensioni e le correnti possono essere suddivise in

due gruppi, da considerarsi dipendenti l'uno dail'altro. E evideate che
al fini della soluzione dei problemi di analisi interessa avere a disposi-
zione metodi per individuare tali gruppi di variabiliindipendenti. Questa
individuazione & immediata se si fa uso delle nozioni topologiche di ai-
bero e co-albero.

a) b}

Fig.1.10.5 - a) Un albero del circuito di fig. L. 10.1; b) co-albero corrispon-
dente atl’albero mostrato in a)

G. MARTINELLI-M., SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 4




R= R4ty
J"l :NOM

50 Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di tipo elettrico I

L’albero ¢ un insieme connesso di rami_che comprende bultif no-
di del gra rmare percorsi chiusi. In fig.1.10.5 riportiamo un e-

sempxo di albero per il circuito di fig.1.10,1. Esistono per uno stesso
circuito numerosi alberi. La determinazione del loro numero e delle loro
configurazioni & possibile; nel caso presente tale determinazionenon
verra trattata in quanto non verranno sviluppati i metodidianalisiesclu-
sivamente topologici che la richiedono, basati sulla terzae quarta legge
di Kirchhoff,

Associata alla nozione di albero & quella di co-albero. Il co-al-
bero &1’ insieme dei rami del grafo non appartenenti all'albero.

Ef endersi conto chm rami, N i nodi di u
WMe il numero dei rami deli albero e quindi

R4 1-N quello dei rami del [ Comalbero. Per vedere cio supponiamo di
costruire l'albero con | rami del ‘grafo. Prendiamo a questo scopo ua pri-
mo ramo; esso implica la considerazione contemporanea di due nodi,
cio& quelli tra cui esso & attaccato. Il secondo ramo da considerare de-
ve necessariamente essere uno di quelli attaccati ad uno qualunque dei
due nodi precedenti, in quanto per definizione i'albero ¢connesso. D'al-
tra parte tale ramo esiste in quanto per ipotesi anche il circuito & con-
nesso. Procedendo cosi, si potra ogni voita inserire un nuove ramo, in
modo da conservare la connessione dell'insieme di rami che si sta co-
stituendo, aggiungendo sempre un nuovo nodo. Infatti ogni ramo aggiun-
to non pud essere attaccato tra due nodi gia facenti parti dell'insieme in
questione, altrimenti tale aggiunta provocherebbe un percorso chiuso
contro la definizione di albero. La costruzione precedente termina quan-
do tutti i nodi del grafo sono stati inclusi. E evidente che ogm ramo in-
serito ha implicato ['aggiunta di un nodo, ad eccezione dei primo che ne
ha implicati due. Quindi il numero dei rami dell'albero & N - 1.
L'aggiunta di un ramo qualsiasi del co-albero all’albero provoca
una maglia, come conseguenza della definizione di albero. Esistono per-
cid per un dato albero R - N + 1 maglie di gquesto tipo, a “cui si dail
mdamenmli associate all ‘albero. Per il circuito di fi-

gura 1.10.T e relativamento all"albero di fig.1. 10,5, le maglie fondamen-
tali sono quelle mostrate in fig.1.10.6. Per quaato detto una maglia fon-
damentale contiene uno ed un solo ramo del co-albero ed ogni ramo clei
&0~ albmare in una ed una solgm maglia fondamentale.

mgrendo un ramo aell'albero, questo Vieteswddiviso in due pat-

ty, 1A |m?1!f‘¢a che & ?nc:qukuln vnr]ivu"‘n';u'ﬁ* nn ragi:n rosrirpirn da rlx_gei

ramo dell'albero e da aliri rami appartenenti solo al co-albero. Un taglio
di questo tipo prende il nome di taglio fondamentale; &evidente che, as-
sociati ad un albero, si hanno N-1 tagli fondamentali, cio& tanti quan~
ti sono i rami dell'albero.
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Fig.1.10.6 - Le maglie fondamencali associate all’albero di fig.[.10.5 per
il circuito di fig.[.10.1.

In fig. 1. 10.7 sono mostrati i tagli fondamentali del circuito di fi-
gura [.10.1 relacivi all'albero di fig.1.10.5. Per quanto ‘detto un taglio
fondamentale contiene uno ed un solo ramo dell’albero ed ogni ramo del-
L'albero compare in uno ed un solo taglio fondamentale.

2 2
— e e s i N i
~ | ~
) ~ | \\ ; i
1 w4
3
AN 15 RN f
N ’ N
N i e N
-4

Fig.1,10.7 - | ragli fondamentali associati all'albero di fig.1.10.5 per il
circuite di fig.1.10.1, Tratteggiati sono indicacl i rami del co~albero.

_E facile.consratare-ehe-le-tensioni dei rami.dell'albero costitui-

SRt

sgono un insieme di tensioni indipendenti. Basta far vedere che:

1) non esistono legami tra tail quantitd:
) on esistono legami tra tali quantitd;

2) le tenstoni~dei rami del co-albero sono esprimibili.io funzione di es-
se, )

Il punto 1) & conseguenza della definizione di albero, che impli-
ca l'assenza di maglie. Il punto 2) si deduce scrivendo le equazioni di
equilibric delle teasioni per le maglie fondamentali. Infactitali equazio-
ni contengono ciascuna una ed una sola tensione dei rami dei co-albero
€ sono. in numero uguale al numero di tali rami.

Per il circuito di fig.1.10.1 con ['albero di fig 1.10.5, si ha:

(1.10.3) Vo=V thv, 5 v,=v -v
\1;“&;'4\E«’:,

Le correnti dei rami del co-albero costituiscono un insieme di

correnti indipendenti. Infatti non esistono legami tra tali quantitd, poi-

che non vi pud essere un taglio costituito solo dai rami del co-albero,

s s veEv.ty,
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essendo |'albero un insieme connesso di rami. Inoltre, le correnti dei ra-
mi dell'albero sono direttamente esprimibili in funzione di quelle de! co-
-albero; come si deduce considerando le equazionidi equilibrio dei taghi
fondamentali. Tali equazioni contengono una ed una sola delle correnti
dei rami dell'albero e sono in numero esattamente uguale al numero dei
rami dell'albero. Per il circuito di fig.1.10.1 con 1" albero di fig.1.10.5,
si ha:

{1.10.4) i s B, =i -1,
1 tagli e le maglie fondamentali relative ad uno stessoalbero go-
dono di alcune proprieta che mettiamo in evidenza di seguito.

Proprietd L10.1 . «L g moglia fondamentale relative ad unramo del co-al-
bero comprende tutti e soli i rami dell'alberoicui rcgh fondomentali com-
prendono quel ramo».

Per verificare questa proprieta consideriamo la maglia fondamen-
taie relativa ad un ramo del co-albero ¢, Siano a, a,,..,a 1 ra
mi dell'albero che fanno parte di questa maglia. Consideriamo (;umdt la
linea chiusa che genera il taglio fondamentale relativo a ciascuno di
questi rami. La linea interseca il ramo dell'albero in questione, penetra
nell'interno della maglia fondamentale che si staconsiderando, deve in-
tersecare per uscire il ramo ¢, in quanto non pud toccare gli aleri ra-
mi della maglia, che appartengono turti all'albero. Cid dimostra la pro-
prieta.

Proprietd F10.2 - «/l raglio fondamentale relative od unramodell'alberd
comprende tufti e soli i rami del co-albero le ¢cui maghe fondamentali con-
prendone quel ramos, }

Per verificare questa proprieta consideriamo il taglio fondamen-
tale relativo ad un ramo.dell'albero a. Siano ¢, ¢,, ..., c_. irami del
co-atbero che fanno parte di questo taglio. Consideriamo quindi ia linea

T

Fig.l.10.8 - Taglio fondamen-
tale relativo %ramo deil'al-
bero a,.
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chiusa che genera la maglia fondamentale relativa a ciascuno di questi
rami, Con riferimento a flg 1.10.8, si vede chiaramente che questa linea
& costituita da una porzione coincidente con il ramo del co-albero d'in-
teresse, da una porzione di albero inclusa nella parte 1, da una porzio-
ne di albero inclusa nella parte 2, e necessariamente dal ramo a. in
quanto questo rappresenta l'unica parte di albero che collega ie due par-
ti 1 e 2 di figura. Cid dimostra la proprieta.

Proprieta 1.10.3 - « Siano a;, e c. rispettivamente un ramo dell’albero
e.del co-albero tali che il taglic fondamentale relativo ad a. comprenda
¢;, allora il segno della corrente di ¢, nell'equazionedi equ:hbr:o de!

taglio fondamentale relativo ad a, & opposto a quello della tensione di~te

a, nell'equazione di equilibrio della maglia fondamentale relativa a ¢..
Si suppone che le equazioni di equilibrio siano scritte in modo che [a
grandezza elettrica del ramo a cui si riferiscono appaia conil segno po-
sitivonr.

La verifica di questa proprieta & immediata se facciamo riferi-
mento a fig.1.10.8, supponendo che c. sia uno dei rami del co-albero
che fanno parte del taglio fondamentale relativo ad a,. Infatti, se ¢ ed
a, sono concordi come verso nell'andare dalla parte Ialla parte 2, allo-
ra la corrente di ¢, ha segno positivo neil'equazione di equilibrio del
taglio fondamentale di a . Contemporaneamente, nell’equazione di e-
quilibrio della maglia fondamentale relativa a ¢, il segnodella tensio-
ne di a, &negativo, perché percorrendo la linea chiusa di questa ma-
glia nel senso concorde con quello di ¢, s'incontrain senso opposto il
verso di a, Un discorso del tutto simile vale se i versi dz c ed a, so-

0= Foeno dox
‘ﬁg«z n 7 (oA

Ao dascorch Clo dimosStra 14 proprieta

Dalle proprieta precedenti scaturisce come conseguenza piﬁ im-
portante che, note le equazioni di equilibrio relative ai tagli fondamen-
taii, si possono scrivere direttamente quelle relative alle maglie fonda-
mentali e viceversa. Per vedere ¢io, scriviamo le equazioni di  equili-
brio, relative ai tagli ed alle maglie fondamentali, come segue:

(1.10.5) f,}+[All11=0
(1.10.6) (v.1+ [BIlV I=0

in cui: {Ia} & il vettore la cui k-sima componente & la corrente del k-
-simo ramo dell‘albero; [V ] & 'analogo su base tensioni; {I Je {V ]
sono definiti in modo simile per il co-albero; [A] e [B} si ottengono
applicando direttamente le prime due leggi di Kirchhoff. Di conseguen-
za, queste matrici hanno come termini solo: £ 1,0.
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Come conseguenza delle prime due proprieta si deduce che se il
termine a . =0, allora b,, = 0; analogamente se 2. # 0, allora bji =
# 0. lnoltre, in base alla terza proprieta, risulta che bji =-a,. Ciodi-

mostra che: . : !
(1.10.7) S[B] =- [A)

in cui t indica la trasposizione della matrice [A].
La (I.10.7) pud essere.verificata direttamente sui circuito di fi-
gura 1.10.1, relativamente .all'albero di fig.1.10.5. Infatti, dalla (1.10.4)
si ha: ‘ .
r 1 0 1
{1.10.8)- fAl = ¢y-1 1.0 }
0 1 .1

e dalla (1.10.3)

(1.10.9) [B]

il
b ) e
3
e
E
(R ]
—_

avendo scelto?

by vy i, | Va
[Ia}.: is : [.Va]m 'v3 . {Ic] - is ; [vc]___ .VS
i, A - Uiy LYs

£.10.3 - Le leggi di Kirchhoff non sono indipendenti: teorema del calore di
Maxwetll.

La relazione (I.10.7) mette in evidenza che le due leggi di
Kirchhoff non sono indipendenti tra loro. Questa importante proprie-
ta pud essere ulteriormente approfondita, considerando un altro
aspetto: quello della dissipazione di calore in un circuito eostituito da
resistori e generatori di tensione. Per tale circuito vale il teorema del
calore di Maxwell, il cui enunciato & il seguente: «Irn un circuito
costituite da resistori e generatori di tensione con grandezze impresse
costanti, la potenza dissipate nei resistori all’equilibrio (calere pro-
dotte nell'unita di tempo) ¢ miniman.

B interessante far vedere che, per il circuito precedente, sup-
ponendo valida solo la seconda legge di Kirchhoff, la condizione di
minima dissipazione prevista dal teorema di Maxwell si verifica
proprio in corrispondenza al soddisfacimento della prima legge di
Kircehhoff. ‘ :
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A questo seopo, supponiamo il ecircuite costituito da resistori e
. generatori di tensione con grandezza impressa costante. Scegliamo un
albero tale che i generatori di tensione siano solo su di esso. Nume-
riamo t rami dell'albero in modo che i primi N,  rami siano resistori
ed 1 successivi N siano generatori. I1 calore sviluppato nell'unita

: .28
~di tempo nel eircuito vale:

1
IRak

I s
Yei

Nar ' 2 NC

(1.10.10; Q= 3 Vik t o
k=1 i=1 Rci

in cui: R,, @& la resistenza del k-esimo ramo dell’albero, R 2 la
resistenza dell'i-esimo ramo del co-albero (i =1, ... N ).

La seconda legge di Kirchhoff, espressa tramite la (1.10.8},

tenendo conto della {1.10.7}, impone:

ci

Ny, : Nag
(I.lo.li) Vei = z Ay Vak + Z aNaH}.i ng‘
k=1 j= i

Il teorema di Maxwell impone che Q sia minima. Cid si deve
verificare sotto il vincolo della seconda legge di Kirchhoff, ciog sotto
le {1.10.11). Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, occorre

minimizzare rispetto alle v_,, v, e i la funzione:

2
N, N, Nag
(L10.12) F=Q+ 3 N [Vci_ 2o %iVak — 2. Aareji "aj} .

HEB jm 1

Annullande le derivate di F rispetto a v,,, si ha:

4

N, ar Nﬂ&

. v

{1-10.13) "_ai" - z ?“i aki (Vci - z ari Var - z aNM@j'i ng]=0
a i=1 =1 j=1

e rispettoa v :

V.. Ny, Nog
{1.10.14) ~R°—‘ A | Vey — z By V- z ENareii Vgi |= O
re=}

ci R

Unendo le due ultime espressioni, si ha:

N
v I3 YV s
ak ei .
+ 2 Ay 0

(1.10.15) =
R.x iTh Ryy
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che rappresenta la prima legge di Kirchhoff, espressa dalla (1.10.5)
relativamente ai resistori dell'albero.

I.a proprieti espressa dal teorema di Maxwell chiarisce un
aspetto importante dell'equilibrio di un eireuito. L'equilibrio risulta
guidato da questo obiettive intrinseco di risparmio energetico.
L'estensione del teorema a casi pilt complessi di circuiti dinamici
non-lineari & la base dei circuiti ottimizzatori.

1.10.4 - Proprieta topologlea fondamentale: ortogonalita dei vettori delle ten.-
sioni e detle correnti relativi ad un grafo.

La proprietd espressa dalla (I. 10.7) ha una conseguenza assai in-
teressante, cioé che «il sotto-spazio descritto dai vettori aventi come
componenti le tensioni dei rami di un grafo é ortogonele al sotto-spazic
descritto dai vettori aventi come componenti le relative correnti, prese
con versi positivi coordinati». Infatti ordinando i due vettori in questio-

na 1n mada chao
e N moeQe Cnel

| [[131] {[Va]}
(1.10.186) (1] == (1] s [V]= v ]

si ha per il loro prodotto scalare:

(L1017 [ [vIi=L 10V T+01 100y I =-11 FiAlt[V, -

I VIBIIV, V=1 ALV 411 ATV ] =0

L'ortogonalita dei due vettori sussiste anche se i due wvettori si
riferiscono a circuiti diversi, purché aventi lo stesso grafo.

La proprietd di ortogonalitd dei vettori delle tensioni e delle
correnti relativi ad un grafo costituisce una formulaziene alternativa
e pint concisa delle leggi di Kirchhoff. In particolare la proprietd
continua a sussistere quando sottoponiamo le grandezze suddette ad
una trasformazione lineare. Per effetto di tale trasformazione, infat-
ti, le tensioni e le correnti si modificano, continuando perd a soddi-

Mm.nm..m_\'lqak

sfare le Leggl di Kirchhoffl e quzuut la progtr ietd di ox LOFONaIIvE.
1.10.5 - Fritia vonseyusnca deil’viluyoaaliia: Conseivazions 4sha po
un circuito,

Consideriamo un circuito avente un grafo costituito da R
rami, Ogni ramo corrisponde o ad un elemento bipolare oppure ad una
porta di un elemento multiporta. L'ortogonalitd del vettore delle
tensioni rispetto a quello delle correnti, cioe la {(1.10.17), puir essere
riscritta in dettaglio sotto la forma:
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R .
(1.10.18) kimll v (0 I () =0

D’alira parte il prodotto. v (t) iy (t) rappresenta la potenza
entrante nell'elemento o porta k-sima. La (I.10.18) esprime quindi il
principio della conservazione della potenza istantanea in un circuito.
E interessante notare che tale importante principio fisice & implicito
netle leggi di Kirchhoff e pubd essere formulato come sémplice proprie-
ta topologica.

1.10.8 - Seconda conseguenza deli'ortogonalita: teorema di Tellegen.

L'ortogonalitd dei vettori delle tensioni e delle correnti sussi-
ste anche nel caso che i due vettori si riferiscanc a circuiti diversi,
purché aventi lo stesso grafo. Questa semplice osservazione & il
teorema di Tellegen, di fondamentale importanza nel calcolo dell'ef-
fetto delle variazioni del valore degli elementi e nel progetto automa-
tico dei eircuiti, come vedremo nel Cap. VIIL. L'enunciato del teorema
& il seguente:

Teorema di Tellegen - « Per due circuiti aventi uno stesso grafo orien-
tato, risulta: )

()t ty, =0
{(1.10.19) .

[1,100v,]1=0
avendo indicato con {1 ], [Vi] i vettori defle correnti e delle tensioni
dei rami del primo circuito e con “2] e [Vz} gli analoghi vettori del
secondo circuitor. )

ﬁs;:uu;ﬁu ;.'{G.}

Yerificare la validita del teorema di Tellegen per i due circuiti di fig.1.10.9,

+ + 1+ .
* 20 10 i D2V
+ ' . 5
4 5
SV (D 259 3 i |
1 +
5 11
6
Ciccuito 1 Circuito 2

Fig.}.10.9 - Circuiri dell'esempio 1.10.1
e relativo grafo. Tracteggiato viene in-
dicaro il ramo ¢olncidente con un circui~
to aperto,
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.
Determinando direttamente le tensioni e le correntt di questi due circuiti, si

hanno i risultati seguent {volr, ampére) .

ramo 1 ramo 2 ramo 3 rafo 4 ramo § ramo 6
3 i v i v i v, i v i v i
¢ircutto 1 5 -4 15 1 2 i 2 2 z 0 3 3
circuito 2 25 <15 |25 o520 o5]2 o0 l20 05|s i

La prima deile (1.10.19) vale:
L] [Va]=-1004+25+20+40+15=0
La seconda della (1.10.19) vale:
5] [Va]==7.5+25+1+1+3=0

Dall’esame della figura si rileva che i duwe circuiti hanno elementi com-
pletamente diversi. In particolare, pud accadere che uno di essi non abbia un ra-
mo; in guesto caso si sopperisce alla sua mancanza mediante vn circuite aperto.

1.10.7 - Circuiti non connessi.

Il grafo di un circuito puo risultare non-connesso quando il cir-
cuito & costituito di due o pil parti distinte. E ovvio che se queste par-
ti non si influenzano tra di loro & del tutto arbitrario considerare 1'in-
sieme come un circuito, il caso che ha qualiche interesse pratico & quel-
lo in cui le parti si influenzano per la presenza di elementi del tipo ge-
neratore controllato, trasformatore, ecc. con uno dei lororami inuna par-
te del circuito e 1'altro ramo in una parte differente, come mostratoin fi-
gura [.10.10. La rractazione del grafo del circuito in questo caso &del

. - +
208, VY
Rl Czil

Q= Ol D Eo
1

Fig.1.10.10 - Circuito costituito da due parti separate.



1 Introduzione ai circuiti a costanti concentrate di tipo elettrico 59

tutto simile a quanto fatto nel caso connesso; vale a dire 1'albero & co-
stituito dall'insieme di tanti alberi quante sono le parti separate. Gli in-
siemi mdxpendenu di grandezze elettriche sono quindi deducibili nella
stessa maniera. Unica osservazione da tenere presente & che cambia il
numero delle variabili indipendenti in relazione al numero dei rami e det
nodi del circuito. Infatti se R ed N, @il numero dei rami e dei nodi
della k-sima parte, per essa, essendo connessa, sappiamo che ['albero
ha N, - 1 rami ed il co- albero R, - N + 1. Percid l'albero dell' inte-
o czrcmto se P sono le parti separate che lo costituiscono, ha un nu-

mero di rami uguale a:
P

(1.10.20) T (N -I)=N-P
S k=1 :
ed il co-albero complessivo del circuito ha quindi un numero di rami:

(L.10.21) R-N+P

Il numero delle tensioni indipendenti del circuito con P parti &
perctd dato dalla (1.10.20) e quello delle correnti indipendenti dalla
(1.10.21),

1.11 « Dualita nei circuiti.

La dualitd riguarda la possibilita di scamhbiare tra loro
grandezze fisiche e topologiche in modo da trasformare relazioni e
proprietd valide in un contesto in relazioni e proprieta diverse valide

.in un contesto diverso. Il easo tipico & quello della trasformazione i

un-—eircwitoinun altre; che prende it neme dieircuito duale del
primo. Il vantaggio offerto dalla dualith & quello di estendere al
contesto duale tutto cid che & noto nel contesto iniziale mediante una
semplice operazione di scambio. Le basi della dualita riguardano lo
scambio tra tensione e corrente, Quindi le caratteristiche del contesto
duale ed il suo legame con quelle iniziale possono essere desunte
esaminando le conseguenze dello scambio sulle relazioni costitutive
degli elementi ideali e sulle leggi di Kirchhoff e le proprieta
topologiche., Vediamo ¢id in dettaglio.

1.11.1 - Relazicni costitutive,

Consideriamo i vari elementi, riportande con una freceia il
modo in cui si trasforma la relazione costitutiva ed indicando con un
apice le grandezze trasformate. Nel caso di generatori controllati, ne
consideriamo uno solo a titolo esemplificativo.
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1) Induttore di induttanza L :
di dav'
v=Ll —3{ =L —
R ¥ 1 dt

8i ottiene un condensatore di capacith L.

2) Condensatore di capacita C:
dv dr
i=C ——~ Vv =C —
dt dt
Si ottiene un induttore di induttanza C . Percid il condensato-
re e l'induttore sono elementi duali.

3) Resistore di resistenze R :

v=Ri -5 i =Rv’
8i ottiene un resistore di conduttanza R.

4) Generatore indipendente di tensione di grandezza impressa V!

V=V, - i’ = vy
Siottiene un generatore indipendente di corrente di grandezza
impressa Vg -
5) Generatore indipendente di corrente di grandezza impresse Ig :

i=1, » v =1
Si ottiene un generatore indipendente di tensione di grandezza
impressa lg . Percid, i due generatori indipendenti sono elementi

duali.
6) Generatore di corrente controllato in tensione:
i; = 0 V'g = O

[

Em Vi vy =gnln

Hi

iz

8i ottiene un generatore di tensione controllato in corrente.
T} Trasformatore di rapporto n:

[vi =nv, [17 = ni'y

o= - =1 vi = = —vV',
H ﬂ'z H

8i ottiene un trasformatore di rapporto ——.
‘ n
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8) Nullore:

i; . O V‘l 0

H

v =0 P =0

Non subisce modifiche.

1.11,2 - Leggi di Kirchhoft e proprieta topolagiche.

1) Prima legge di Kirchhoff relativa ad un taglio:

=0 — v, = 0,
%ik }; K |

31 ottiene la seconda legge di Kirchhoff relativa ad una ma-
glia.

2} Seconda legge di Kirchhoff relativa ad una maglia:
Tv=0 = T i =0
X k

Si ottiene la prima legge di Kirchhoff relativa ad un taglio.
Percid le due leggi di Kirchhoff sono duali e le nozieni di taglic e
maglia sono duali. '

3) Equazioni relative ai tagli ed alle maglie fondamentali {I.iO.S}.Ie
(1.10.8): :

[ [l +fallte] =0 [y~ Jx[a)fv ] <0

[Ve+[Bl[va]=0 L [la]*+[B[Ie]=0

51 ottiene 1o scambio tra le matrici A e B . In conclusione, la
dualita implica una trasformazione del grafo tale che le maglie
divengano tagli e viceversa, l'albero divenga il co-albero e viceversa.

Tale trasformazione non & sempre lecita; infatti la matrice B di un
circuito non rappresenta sempre la matrice A.di un altre cireunifo:

[.11.3 - Circuito duale.

La discussione precedente ha messo in evidenza le caratteri-
stiche della dualita e dell'eventuale circuito duale. In particolare,
guest'ultimo non sempre esiste in conseguenza della richiesta per es-
so di avere una matrice A coincidente con la matrice B del circuito
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5

iniziale. Tale possibilitad esiste in casi particolari. Tra guesti & parti-
colarmente importante quelle dei circuiti planari, ciod del circuiti co-
'sﬁ_i:tui-t_i da maglie non sovrapposte. Per tali circuiti esiste un proce-
dimento molto semplice di costruzione del circuito duale. Il progedi-
mento in questione consiste dei due seguenti passi:

1) disegnare il circuito orientando i suei rami ed evidenziando le
maglie non sovrapposte. Associare un nodo del circuito duale ad ogni
maglia pilt uno ail’esterno. Inserire un ramo tra due nodi se esiste un
ramo comune alle due maglie eorrispondenti. Per i rami contenuti in
una sola maglia, inserire nel circuito duale un rame tra il nodo
associato alla magiia ed il nodo esterno; '

2) il generico ramo del circuito duale viene caratterizzato in base al
corrispondente ramo del circuito iniziale, utilizzando le trasformazio-
ni previste nel § I.11.1. L'orientazione del ramo viene fissata in modo
che il verso positivo esca dal nodo, che & associato alla maglia in cul
l'orientazione del ramo corrispondente del circuito iniziale & vista in
senso orario dal nodo.stesso. Cid vale per i rami comuni a due maglie.
Per i rami contenuti in una sola maglia si fa riferimento per l'orien-
tazione solo a questa, perd prendendo il verso positivo sul ramo
trasformato uscente dal relative nodo se questo vede in senso antio-
rario l'orientazione del ramo da trasformare.

Esempio 1.11.1

Consideriamo il circuito di fig.l.10.1 che ridisegnamo in fig.l.11.1 a) con
evidenziate le maglie non sovrapposte ed | nodl associati. Applicandoe il procedimanto
ﬁrecedeme si ha 1l circuito duale di fig.1.11.1 b).

Fig.i.11.1 - Risulta:

i 1
Ry sme~ , C's =Ly , R'q == |, L'y =C I, =V, [ V' =1
7R, C TR, 4 g = Ve g g
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H circuito di fig.1.11.1 a) con la scelta dell'albero riportata in fig.1,10.5 & ca-
ratterizzato dalta matrice B di {.10.9). E facile verificare. ¢che la matrice A del
circuite duale di fig.1.11.1 b) coincide con B, quando ¢i si riferisca alFaibero costitui-
to dai rami 2, 5, 6 e si considerino | rami dell'albere @ del co-albero nel senso della
numerazione croscente per formare i vettori delie tensioni e dslle correnti.




CAPITOLO H

EccrrAzmm COSTANTI NEL rEMPo'

ILT - Il problema dell'analisi.

L'analisi di un circuito elettrico consiste nella determinazione
del suo comportamento quando sono note le sue caratteristiche {cio& il
tipo ed il valore dei componenti presenti ed il modo in cui sono intercon-
nessi} e le sollecitazioni a cut e sottoposto {cioé l'andamento nel tem-
po delle eccitazioni presenti). E evidente chela complessita dei metodi
da usare per analizzare un circuito elettrico dipende dal tipo dei compo-
nenti presenti e dall'andamento nel tempo delle funzioni di eccitazione.
Una classe molto semplice di metodi é quella relativa ai circuiti conte-
nenti componenti linear caratterizzati da una relazione costitutiva in
cul non compalono legarm integro-differenziali; per. questi circuiti il va-
‘ stance. é; tem-

I circuiti senza memona, pur corrispondendo a strutture fisiche
di scarsa importanza pratica, rivestono una grande importanzateorica in
quanto ad essi & possibile ricondurre la maggior parte degli aleri circui-
ti che interessano in pratica. Per questa ragione il presente capitolo
verra dedicato esclusivamente all'analisi di questi circuiti nell'tpotesi
Al peritazinni casrantt nel tempo

La soluzione del problema dell’analisi richiede l'individuazione
di tutte le grandezze elettriche presenti, utilizzando a questo scopo sia
le relazioni costitutive dei componenti sia le’equazioni di equilibrio as-
sociate alle leggi di Kirchhoff. L'utilizzazione razionale delle leggi di
Kirchhoff richiede 1'impiego deile nozioni topologiche sviluppate nel
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§ 1.10. Infatti, se non si ricorresse a tali nozioni e si scrivessero le e-
quaziont di equilibrio senza un piano organizzato, si rischierebbe:

1) di arrivare ad un sistema di equazioni risolventi non valido, cioé ta-
le da non ammettere soluzione;

2) di considerare un numero di incognite eccessivamente grande rispetro
alla complessita del circuito da analizzare,

I vari metodi di analisi differiscono per il modo in cui vengono
scelte le incognite (dette variabili ausiliarie) € vengono scritte le equa-
zioni lineari del sistema risolvente. Nel presente capitolo la trattazio-
ne verra limitata ai metodi pill noti, importanti di per sé stessi ed in o-
gni caso propedeutici ai metodi pill complessi richiesti nelcaso dei cir-
cuiti di grandi dimensioni e speciali. Verranno considerati inizialmente
cireuiti contenenti solo componenti a due terminali e quindi si passera
al caso pill generale.

Come messo in evidenza nel § 1.10, le_corrend dei rami di un co-
-albero costituiscono up insieme ciimquann,{a tra loro. md;,peqdentz e tale
[ L€ 1¥1c mi, L tramite
la (I 10.5). Tale insieme si presta ad essere scelto dxrettamente come
I'insieme delle incognite, quando ‘¢ possibile dedurre la tensione dalla
corrente per ciascun componente del circuito in esame. Questo & il ca-

.80 dei circuiti costituiti da resistori e generatoriindipendenti ditensios.

“neydircut-ei occuperemo nel §11.2:1. Nelcaso invece chiesiano presen=
ti anehe1 generatori indipendenti di corrente, tale scelta non & pil suf-
ficiente ed occorre introdurre alcun e modifiche, come verra discusso nel
C§1L.2.2.

Il caso in cui siano presenti generatod controllati e nullori verra
infine trattato nei §811.2.3 e 11.2.4 rispettivamente.

.21 - Caso in cui siano presenti solo resistori ‘egeneratori mélpendenh
da ’rensuon i

e

A metode di anali se.maglie, nel caso dei.. c‘;,cc.mu_l_ch_cosu-
tuiti da resistori e generatori. indipendenti.solo di tensione, si basa, sul-
Tascelta delle correnti dei rami di un.co=alberg come.. incognite, Le e-
quaz' it d@,LﬁiSlEQl&IL&Q_LYw%D.Cﬁ_SL ottengono scrivendo le J gazl_qg);ﬂgiiﬂ.

mh.bm{)wdelle tensioni-per-le-maglie. for;aw;\rﬁéhmt;}:a_smsocﬁte all 'albero

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Blettrotecnica, 5
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scelto. Tale insieme di equazioni & valido in quanto, come vedremo di
seguito:

a) il numero di equazioni & pari al numero delle incogni
b} le equazioni sono indipendenti tra loro;
¢) le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie scelte, cioé

le correnti det rami del co-albero,

, [ punto a) & conseguenza del fatto che il aumero delle equazio-
ni coincide con il numero delle maglie fondamentali e quindi, come mes-
so in evidenza nel § 1.10, con il numero dei rami del co-albero. Tale nu-

. mero & un indice della complessita del sistema risolvente ed & dato per

un circuito costituito da R rami, N nodie P parti separate daila {1.10.21),
clod:

(1.2.1) N =R-N+P

il punto b) consegue dall'osservazione che clascuna eyguacione
esprime l'equilibrio delle tensioni di una maglia fondamentale. Poiche
in ogni maglia fondamentale & presente un ramo del co-albero non pre-
sente nelle altre, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termi-
ni sicuramente non presenti nelle altre. Cid & sufficiente a garantire la
loro indipendenza. Infine il punto c) & conseguenza del fatto che ciascu-
na tensione facente parte di un'equazione di equilibrio coincide o con
un termine noto {se il ramo corrispondente & un generatore di tensione}
oppure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coef-
ficienti noti, Per dimostrare cid introduciamo le seguenti matrici:

[R_]: matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami del cc-aibe-
ro. Ciascun elemento corisponde ad un ramo del co-albero nel
seguente modo: ad un resistore corrisponde la relativa resisten-
za; ad un generatore di tensione corrisponde il valore zero;

[R_]} : matrice diagonale definita come la [R_], ma per i rami dell'al-
bero; :

[V_1: vetrore colonna di ordine pari al numero dei rami del co-albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-alberc nel se-
guente modn: saﬂ un recicetnre r‘nrriqnnnﬁe it valore zero; ard nn
generatore di tensione corrisponde 11 valore della relativa ten-
sione impressa.

[V ]: vetrore colonna definito come il vettore [V }, ma per i rami
dell'albero. :
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte-
niamo le seguenti espressioni per le tensioni dei componenti:

(11.2.2) rami del co-albero [VC] = [Rc} [Ié} + EVgC]
(1L2.3)  rami dell'albero [V, = (R} 1]+ (V]

La (II.2,3) diviene, tenendo conto della (1,10, 5):
(I1.2.4) [V I=-[RITATII D+ (V]

L'esame delle (I1.2.2) e (I1.2.4) dimostra il punto c).

Seriviamo il sistema risolvente, sviluppando le le’quazion‘i di
equilibrio delle tensioni relative alle maglie fondamentali, ciogd le
(1.10.6), utilizzando le (11.2.2), (I1.2.4) ed esprimeando la matrice [A]
in funzione della [B] tramite la {1.10.7). Si ottiene:

(11.2.5) [Re] (1] +[Vee |+ (B {[RJBT [1e] + [Vea ]} =0

Mettendo in evidenza [I] e portando a secondo membro i
termini noti, si ha:

(11.2.6) ~ {[Rc]"%»[B][Ra][B}'}[{cF"[Vgc]“[B][Vga]

Detta Ryl ia matrice dei coefficienti e [Vyl il vettore dei
termini noti del sistema (11.2.8), si ottiene il sistema risolvente nella

Sua.forma.finale e mm——

(11.2.7) ' .[RM][Ic];[.‘};d]

Osservazione 11.2.1

[ali'esame della matrice dei coefficienti [RM]' quale risulta dalla (11.2.6),
si deduce che essa é simmetrica. Infarrl si otriene che:

(1L.2.8) [Ry] =[Ro] + {tm1 [R]IB]} =[R.]+[B] [R]IBT =[R]

Di tale risuitato, che riassumiamo di seguito sotto forma di una proprietd dei

circuiti, va tenuro conto per introdurre semplificazioni nel procedimento di analisi,

Proprietd 1L.2.1 - « La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni
risolventi su base maglie per circuiti contenenti resistori e generatori di
tensione € simmetrica-
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Il sistema risolvente (II.2.7) pud essere scritto direttamente
per ispezione visiva, ricorrendo alla nozione di corrente di maglia.
Precisamente, si suppone che le maglie fondamentali sianc percorse
da correnti e @Wmml siano determinate dalla combi-
nazione delle correnti delle Ime}_gl;g,_tﬁg_;mam,_ntah a “eui es
gono. Eovvio ¢he Ta nozione di corrente di maglia & fittizia, in quanto
le uniche correnti che esistono fisicamente nel circuito sono guelle
che percorrono i suoi rami. Tale nozione viene introdotta proprio per
il vantaggio di poter scrivere le equazioni risolventi per ispezione vi-
siva, attribuendo ai singoli termini un ben preciso significato fisico e
riducendo cosi le cause di errore.

La giustificazione dell'introduzione delle correnti di magtia &
legata all'interpretazione del sistema (I1.2.7). Tale sistema esprime
leguilibrioc delle tensioni pelle maglie fondamentaiiin.funzione.delle
correnti dei rami del co-albero e delle tensioni.dei generatori, consiz.
deranén come verso positivg. que!jo_‘stabvlllm dalla corrente del ramo
del co- -albero, Facendo riferimento all'equazione relativa alla maglia
K esima notiamo che:

1 (k)

i

‘1) il contributo dei]a _corrente del ramo k- emmo d

(11.2.9 M+ Zbsz (1)3 :

Poiché by, # 0 solo se il resxstore R, (i) fa parte della ma-
glia k-esima considerata, la (11.2.9) rappresenta la resistenza della
maglia k-esima, ciog la somma delle resistenze di tutti i resistori
presenti in essa. Percid, questo primo contributo & lo stesso che si
avrehbe se girenlasse T fk) nella macrha k-esima; .

2) il contributo della corrente del ramo j del co-albero I (j) & la ca-
duta di tensione che essa provoca circolando sulla resistenza:

(11.2.10) S bei bj; R, )
H

Questo termine & diverso da zero solo per quei rami dell'albero
che fanno parte contemporaneamente delle maglie fondamentali k e
j- Il contributo di uno di questi rami & positivo se le correnti I (k)
ed I, (j) sono concordi sul ramo. Percid, & come se la maglia fonda-
mentale j-esima fosse percorsa dalla corrente I.(j), che provoca una
caduta di tensione nel ramo resistivo comune aila maglia k-esima con
segno positivn se circola nelio stesso senso di I, (k) sul ramo;
3} il contributo det generatori e:

(I1.2.11) Vg (k) = — Vo (k) - X'bs“Vga ()

Questo termine coincide con la combmazmne delle tensioni
1mpresse dai generatori presenti nella maglia k-esima. Il contributo
di un generatore presente nella maglia & positivo se la corrente di
maglia esce dal suo morsetto positivo. :
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Quanto detto giustifica il seguente procedimento di analisi,
eseguibile per ispezione visiva del circuito.

,Pro(j,?,dimﬁmo di anahs: sy !Laseﬂ_ma_glie,dn un c:rqglgghwgggtenente_ solo
sendenti-di-tensions.” ™~ 77

reswtor_;&e generatorrm

im0

1) Sce i;ere un albero ?L&ﬁ&ﬁel ci;ciu-iti?i}), .
“--.-
2) Prendere come vz Varid ili aysiliatie le correnti di maglia, cite risulta-

no ug_uah a ggeiie det ramt del co-allEro-con.le, rzsp,_""

tme*omentazr .
3) W&:@ermmando la mataced@gmeiﬁamen—
i ed il vertore dei termini goti nel modo Seguente:

b) 11 termine (k, z) deila matrice dex coefﬂmenn comcxde con la somma
algebrica delle resistenze dei rami resistivi comuni alle maglie k ed i.

1l segno da mettere dipanzi-a.ciascuna di.queste resistenze & positivo
mgacwo' awseco_gda che su qgel ramo Ee Correnm delle maglze k..ed—i-

di (2 S

¢y Ia componente k- sima del vettore dei termini noti & uguale alla som-
ma a[gebrica delle tensioni dei generatori di tensione presenti nella ma-
glia k-sima. 11 Il segno con cui consmierare c1ascuna di.. queste tensmm ¢

posmvo o negativo a seconda-ché la ¢
of entrt dal morsetto posmvo—&el generatore cons.@erato

4) Risolvere il mstema ottenuto “al punto 5) e determmare le correnti di
maglia. :

—-5}-Determinare-le-altre-correnti-e-tenstoni-del-etreuitor

PRI S

Esempio 11,2,1
Applicare il procedimento di analisi su base maglie ol circuito di fig. 11.2.1,

sviluppando in dettaglio i singali passi.

AV,
Fig.11.2.1 - Circuito considerato R
nell’esempio F1.2,1. 1 valori dei ® vy . v @
componenti sono: R [ ®
1 2
Ry=R,=2 ; R,=R,=Rg=L; > ],
E R4
=2(0, ¥ g
@

(1} - La scelta dell'albero & arbitraria, Si ottiene, tutravia, una notevole economia di

-termini nelle equazioni risolventi se lo si Sceghe in modo che le maglie si sovrappon-

gano il meno possibile.

(2) - Per il modo in cui & stato ottenwto elemento (k, k) della matrice dei coefficientd
viene anche detto resistenza totale a’ella maglia k-sima, mentre l'elemento (k, 1) viene
detto resistenza mutue tra le maglie k-sima ed i-sima.
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Passi t e 2: Bcegliamo l'albero indicato a tratto piene in fig.I1.2.2, in cui t rami
del ce-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sone le correnti
fittizie di maglia LIV i'mz, iga coincidenti con le correnti dei rami del co-albero.
! versi riportati nel grafo servono per specificare e grandezze elettriche; il

metodo delle maglie non richiede I'uso di un grafo erientato. Si ha rispettivamen-
te:

. imlz‘iﬁ ’ im2:iﬂ, ; i1133:15
5
/d— N e —
T Ol
. - 1 ) me2 ~
Fig.1L.2.2 « Albero e co-albero ‘ o /’.
del circuito di fig,I1.2.1. ~ D
N i rd
~ ml m2 -
. _ ‘ N
A 3 y/
?,
6 N L 74
~ | /7

Passo 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle tensioni su base maglie, si ha:

maglia 1 Ry PRI+ Ry Ryl =- E,
maglia 2 Rsim1+‘(R2+R3+R4} iatRyi =0
maglia 3 . TRyE PRI G TRyt R, TR0 =0

Sostitueéndo i valori numerict di fig.11.2.4, si ha:

r oz 1 -2 1 : .2
3 1 2 a1 2
1 4 1 i = 0 }
-2 i 4 is 0
Passo 4 : Risolvendo il sistema di equazioni si ha:
) 10 . 4 6
i, = — Py = P e —
ml 7 ) m2 7 w3 7
Passe 5 : L.e alwe correntd del circuiro valgono:
r - - 4 - . 2 - - » 6
17 Pl T 2T me e T LS SLES T
. 4 . ‘ 6 L 10 :
‘4=‘m2“”~;‘“ ‘sg‘msf"}“ Y6 Tlm1 T T {4)

Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le correnti preceden-
ti per le rispettive resistenze,
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11.2.2 - Caso in cui siane presenti anche generatori |nd|pendent1 di corrente.

{ La presenza di generatori di corrente in un_circuitorende impos-
sibile 1"applicazione dirétta del metodo di analisi su_base maglie, in
Eaian
quanto le variabili ausiliarie usate.in questa cag6, ciod le correntidel
co-alhero, non sono sufficient] adw_wpnmereﬂl,eﬂ,gwnsmm W
Lesah -l A

smeneracore di ¢ corrente presente. Per rali comﬁ_nentt Jinfatti fa cea-

Sione &l ¢apl & m&apendenm dalla corrente che e acgggg_:g_g_ﬂwqwg@?&ew

XL essere cons1derata Lome, Li[l ) 'ZZﬂ 1ncognita

ys \precedenu sia le tensLonz ai capi ciea
generacori di_corrente; a tale aumento del mumero delie mcogmte corris
M&e tuttavia un uguale aumento del numero delle equazioni, ip.quan-
to ogni generatore di corrente introduce un vincolo fra le correnti del

Lircuito e quindi una nuova.equazigne. Da quanto detto potrebbe sembra-
te che la presenza dei generatori di corrente dia luogo sempre a sistemi
risolutivi di maggiore complessita; tale fatto & invece non vero nella
maggioranza dei casi, se si ha l'accortezza di scegliere 1'albero del cir-
cuito opportunamente, come verrd detto in seguito,

It procedimento di analisi in presenza di generatori di corren-
te va modificato rispetto a quello considerato precedentemente che

durre le nuove incognite, co m_c_xdgnt} cen le te%ij_dm_g@_g-

;;gﬂt,g_z_‘g_wg_g_d_x_pendc_gp_g_gmrrente presenti.e le ulteriori equazioni che

gsprimono i vincoli sulle correnti del circuito, dovut1 a.questi genera-

tort. Breczsamente per ogm generatore d1 corrente occorre scrivere

termine noto lasua corrente :mp_ressa
T Brima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al

cireuito di fig.11.2.3.

Esempio 1.2.2

Analizzare con il precedimente abbozzato in precedenza il circuite di figura

11.2.3.
Ue
Fig.11.2.3 - Cizcuito considerato @ &
id. 11, 4. -

nell'esempio 11.2.2. I valori del @ VAVAY VAYAY @
componenti sono: R ¥ R

R L@y, 3w

:R4=2 N R2=R3=l H 1 g 3

Ves-1; 1,22 (Lv,4)
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Passi 1 e 2 : Scegliamo 1'albero indicato a tratto pieno in fig.IL.2.4,in cul i rami del
co-albero sono indicati tractegglati, Le variabili ausiliarie sono le correati di maglia

Fig.Jl.2.4 - Albero e co-albero
del circuito di fig. JL2.3.

iml’ fogr iy g mentre risulta anche incogniza la tensiore ai capi del generatore di cor-
tente, che verra rappresentara come mostaro in fig. I1.2.5.

Fig.11.2.5 - Scelta del verso
della tensione incognita del
generatore di corrente del
circuite di fig.hl.2.3, o o)

Passe 3 : Scriviamo il sistema di equazioni di equilibrio delletensioniperle varie ma-
glie, trartando 11 generatore di corrente come se fosse un generatore di tensione di ve-

lore v _.; siha:
£

maglia I (R1+R4)im1—R4im2-R4 im3=vgi-vg
maglia 2 »R4im1 +(R2+R4) im2+R4im3 = Vi
meglic 3 -'R4im1+R4im2+(R3+R4)im3=Vg

Scriviamo quindi I'equazione del vincolo imposto dal generatore di corrente; si
ha: '

Equazione del vincolo, gy igg= Ig

Sostituendo ai coefficient ed alle grandezze impresse nelle equazioni prece-

denti i valort riportati in fig.I1.2.3, si ha:

+4 -2 -2 -1 i 1 +1
m

-2 +3 +2 +1 i _ 0

-2 42  +3 0 im3 -1

+1 -1 0 0 v . +2
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Passo 4 : Risclvendo il sistema precedente si ottiene:

i =1 ig=-L im3=1 ; vgia-“fb (A, V)

Passo 5: Le altre grandezze eletwriche del circuito valgono:

i

i4 iml'im2_§m3=1 . v1=2 v3=1

={

- - - (A’ V}

15 R T + 1.3

Il sistema risolvente nell'esempio ptecedente & pit complessodiquelle che si
avrebbe nel caso che i generatori fossero turti di tensione, per lapresenzadiuna nuova
incognita (la tensione vgi) e di una nuova equazione (I'equazione del vincolo), Si pud
perd osservare che con un'opporruna scelta dell'aibero, ciod scegliendo il generatore di
correnze su un ramo del co-albero (invece che su un ramo dell'albere come fareo nello
esempio), l'equazione del vincolo diviene un'identizd, nella quale una variabile ausilia-
ria viene identificata con la corrente impressa del generatore. Con tale scelta si ha i-
noltre un secondo vantaggio: la tensione incogaita v ; compare in una sola delle e-
quazioni risolventi (invece che in due, come nell'esempio visto). In conclusione il si-
stema si riduce da quattro equazioni in quatizo incognite, ad un sistema di due equazio-
ni in due incognire. Risolviamo percid 1o stesso circuito-dell'esempio 11.2.2 seguendo
le osservazioni precedenti.

Esempio 11.2.3

Per il circuito di fig.1t.2.3 scegliamo |'albere come indicate a tratte pieno in
g9 P

fig.11.2.8, in modo tale che il generatore di corrente sia presente su un romo del co-ale

bero:

Fig.l1.2.6 - Albero ¢ co-albero
del circuito di fig.J[.2.3 con-
siderati nell'esempio 11.2.3.

Le variabili ausiliarie sono le correnti i ,, 10 i gfrale quali i, ¢ una
_quantird nota poiché si identifica con la corrente del generatore di corrente. L'ulterio-
re incognita Yei € scelta con le stesse modalira indicare in fig.11.2.5.
’ Le equazioni risultanti sono le seguendi:
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meglic 1 (R}+R2+R3+R4)im1-(R3+R4)im2—(R2!ﬂ~ Rii 4=0
maglia 2 —(R3+R4)im1+(R3+R4)im2'+R4im3 = - Vg
maglia 3 SR+ R+ Ryi ot (5{21—}%4)im3=vgi

Sostituende 1 valori namerici riportati in fig.I11.2.3, si ha:

G -3 0 i G
ml

-3 3 g im2 = -3

-3 2 -1 v . -6

gl

Le prime due equazioni del sistema precedente, corrispondenti alle maglie in
cui non € presente il generatore di corrente, contengono solele due incognite corrispon-

denti alle variabili ausiliarie im I ed 1 mentre la terza equazione & la sola a-con-

m 2
tenere l'incognita Vi Risolvendo il sistema costituite dalle prime due equazioni si

ha:
i =1 i =0 £AY
m i - ‘m2 - A
Quindi il valore di Vi vale:

vgiWSV

Tale soluzione coincide con quella trovaca nell'esempio 11.2.2 risolvendo un

sistema di quattre equazioni in quattro incognite.

Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimentodi
- analisi.

Procedimento di analisi su base maglie di un circuite contenente resistori
e generatori indipendenti dei due tipi.

1) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i geperatoridi-
WW@%&E@ (st veda l'osserva-

’Zli one {'“122),—:*‘”"”

2} Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta-
(3] AQI f‘f\.«’}li‘\‘f)rl\ Fat o331 !Q I‘; oy Tron GP;MHPQ”’;!‘\H; TOE; M)
G COTRAOUTIv L0010 [1opaiilve DIEIGAIONL, L Badenad(id

le maglie L.COLTente COme ra-
- “‘w&m.

3).Introdurre.come ulteriori incognite le tensioni ai..capi-dei.generatori.
di_corrente.

\

4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalita indicate al puato
3) del secondo procedimento di analisi su base maglie, con l'avverten-
za che il punto ¢} diviene come segue:
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¢} la componente k-sima del vettore dei termini noti & ¢ uguale alla som-
ma algebrica delle tensioni ai capi di tutti i generatori sia di tensione
che di corrente presenti nella magha k-sima, Il segno con cui conside-
rare ciascuna di queste tensioni é positivo o negativo a seconda che la
corrente della maglia k-sima esca oppure entri nel morsetto positivo del
generatore considerato,

5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori di corrente che
- eventualmente si trovassero sul rami dell'albero (tale eventualita deve
essere evitata in base al punto 1),

6) Risolvere il sistema di equazioni ottenute nel punto 4) e nel puato 3),
- le cui incognite sono:

a) le correnti delle maglie nei cui rami di chiusura non sono presenti
generacori di corrente;

b) le tensioni 2i capi dei generatori di corrente.

7) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito,

Esempio 11.2.4

Risalvere con il metodo di analisi su base magiie il circuito di fig.11.2.7,

" dei componenti sono:

vV
" Fig.lL 2 7 - Circuito considera- Rg R
A
A~

¥ +
=2, L=l V=1 L T@"gt {gZTevgz ‘e iGD Ve

R,=R =1, R,=2 (4, v,Q‘)

1) Scegliamo un albero del circuito in modo che i generatori di corrente presenti siane
sul co-albero (fig.11.2.8).

- ‘ o e,
- - )‘11113 5\ ~ -

Fig. 11.2.8 + A tratzo pieno € in- Y
dicato l'albero del circuito di AN 4 S
fig 1.2.7. ~ \\2

. ‘ ~ I ., = Io

. ‘\ gl ~NE
-
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2) Le variabili ausiliarie sono tre e precisamente: Igl ed 1 o (comenti relative alle

maglie 1 e 2), di valore noto; im3' corrente incognita della maglia 3.

3} Ulteriori incognite sono le tensioni ai capi dei due generarori di corrente. Indichia®

mo tall tensioni con V1 € Vgp con il verso indicate in fig.11.2.7.

4} Scriviamo il sistema risolvente:

maglia 1 (R, + RY T, + Ryl o (Ry +Ri s =v -V,
maglia 2 R, [31 + Ry Igz" Rei o= Ve~ Vg_
maglia 3 ~(R, +RY L -RgL o+ (R, +Ry+RY L 5 =0 ¢

Sostiruiamo i valori numerici alle grandezze note; si ha:
441-21 .=y -
m3 = Vg1l

2+i-im -1

3 vg?
~d-1+41 =0

m3

5) Poiché rueti i generatori di corrente si trovano sul co-albero non occorre aggiungere
alcuna equazione di vincole ¢ quindi il sistema precedente & il sistema risolvente com-

pleto per il circuito considerato.

6) L.a soluzione di rale sistema & molto semplice in quanzo 'im3 pud essere calcolata
directamente dall'ultima equazione. I} valore ottenuro pud essere quindi sostituito nei-

le prime due equazioni ottenendo le altre incogaite, cioé:

i, =5/4 v, =7/2 v o LI/4 (4, V)

7} le altre grandezze elertriche del circuito vaigono:

: =Ig1+1g2&3 vﬁfl:Rfl iR4:3/4
ine =gy iy = 3/4 vgs = Rgigg = 7/4 A, V)
igs = Fy1 * Ipg iy = 7/4 vpe = Rgigg = 5/2

Osservozione }1.2.2

Al punto 1) del metodo di analisi su base maglie & stata posta una
riserva sulla possibilita di scegliere un albero del circuito tale che tutti i genera-
tori di corrente presenti siano contenuti nel co-albero. Pud infatti accadere che in
&ualche caso sia possibile scegliere un albero siffatto e che qualche. generatore di

corrente debba di conseguenza coincidere con un ramo deil’albero; in tal caso nen
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sara possibile evitare di scrivere le equazitni aggiuntive di vincolo indicate al
punto 5), con conseguente complicazione del sistema risolvente. I casi in cui non &
possibile evitare tale situazione sono messi in evidenza dalla seguente proprietd:

Proprieta H.2.2 - « Non esiste un albero del circuito tale che tutiii gene-
ratori di corrente siano contenuti sul co-albero, se e solo se & presente
nel circuito un taglio costituito da soli generatori di corrente.

La proprieta precedente consegue dalle seguenti osservazioni. Se & presente
nel circuito un raglio di soli generatori di corrente e questi fanno parte turt: del co-al-
bero si ha {'assurde che dalla loro eliminazione consegue la separazione del circuito
in due parti. Sappiamo infatti che per separare in due parti un circuito occorré elimina-
re sempre almeno un ramo dell'albero (§ 1.10). D'alira parte se noa & presence un taglio
di soli generatori di corrente & sempre possibile scegliere un albero che non contiene
alcuno di essi. Un modo semplice per owenere cid & quello di efiminare preliminarmen-
te tutri | generactori di corrente, ¢id che non provoca la separazione in due parti del cir-
cuito, e quindi scegliere sul circuiro rimanente l'albero,

I circuiti contenenti tagli costizuiti da soli generatori di correate sdnoanoma-
li, in quante le correnti impresse da tali generatori debbono soddisfare la prima legge

di Kirehhoff. Percid si possono avere due sventualita:

a} Le correnti impresse non soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il cir-
cuito considerato non é valido e va riesaminato il procediments di modellamento da cui

¢ derivate dalla struttura fisica che vuol rappresencare.

b} Le correnti impresse non soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tale caso il
problema di ernalisi ha soluzione indeterminate, in quanto & possibile sostituire

~uno-qualungue-dei-generatori~di-corrente-vonsiderati~conun generatoredi~tensi

ne a1 valore arbitrario, senza alterare il resto del circuito (1a corrente nel genera-
tore suddetto di tensicne, per la legge di Kirchhoff delle correnti, & proprio
uguale alla .corrente del generatore di corrente sostituilo, come & messo chiara-
mente in evidenza in fig.[1.2.9.

TN I, [ 4

LA \ ; g2 & g3 !ng Taglio di soli

gl -~ geceratori di
— e Tty S —— corrente

Equivalente a (Igl {-132 +AIg3 i IgN =0
I
[gi y I ‘#Fva %; gd !IgN
/ i D T T O e e e e
R S )
Fig. 1.2.9 - Equivalenza di un generatore di tensione ad un generatare di

corrente in un taglio di soli generarori di corrente.
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Si pud quindi concludere che, salve i cast anomali iandicati, la riserva ef-

fettuata al punto 1} del metodo di analist su base maglie si pud sciogliere in senso

affermdtivo e quindi il punio 5) del suddetto procedimento pub essere evitate.

Hlustriamo quanto detto con un esempio.

Esempio 1.2.5

Riscivere con il metodo di analisi su base maglie il circuito di fig.11.2.10.

Fig, 11.2.10 - Circuito considerato
nell’esempio 11.2.5. I walori dei
componenti sone:

T, =-1 T oyml =2 [ |
el T o tg2 g3 ' g4

R =Rg=2 , Rg=R,=1 (A ()

[I cizeuito in esame si trova nella situazione anomala b) considerata nell'os-

servazione IL2.2; infatei ¢'& un taglio di soli generatori di corrente (Igl' Eg?’ 1g4) e le

relacive correnti impresse soddisfane la prima legge di Kirchhofl.
Applichiamo il metodo di analisi passo per passo.

1)} Non & possibile trovare un zlbere i cui rami non contengano | generatori di corrente.

Scegliamolo allora come in figI1.2.11,con il generatore Ip;2 presente.

Fig.11.2.11 - Albero (a rat-
wo pieno) del circuito di fi=
gura 1L.2.10.

2) Le variabili ausiliarie sono rutte note e uguali a Igl’ 133, Io4-

3) Sono incognite le tensioni ai capi del generatori di corrente; indichiamole con V1o

, (fig.11.2.10).

¥ v Y
x2 "x¥ x

4} Le equazioni di equilibrio delle tensioni per le tre maglie sone:
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SRR L FRIL g F R L, = - v,

Roly # Ry + R g+ Ry +RY L (= v

Rplgn # Ry # R L # (R + Ry + R) [y = v y-v
5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo imposto dal genecatore di corrente Igz &
Igl F1 0 =-1

g4 g2

6) 1l sistema risolvente contiene le equazioni ottenuce nei-passi 4) ¢ 9), ciod:

(R5 + R?) IgI + R?Igs + R?Eg4 FV LT Ve

Roly  # (R + RQI o+ (R + R L, = vy

Rl #(Ry RO Iy + (Rg # Ry + R [ =v = v

I o+F , =-1

gl g4 g2

L.e incognite sono L k=1, 2, 3 4. Fino a questo punto del procedimento,
il sistema contiene un numero di incognite uguale al numero di equazioni, Sostirziamo
ora i valorl numerici; si ha: ) '

—3+2—1“—"v1-v

X x 2
: -l 63 =y o
»1+6-4=vx4-vx2

“1-1=-2

St vede che la quarta equazione & un'identitad e quindi il sistema risolvente

~indeterminatos-Per-renderio-determinatro possiamo-seguire~taccorgime sito proposis nels
l'osservazione [1.2.2 ¢ sostituire un generatore di tensione di valore assegnato {in mo-
do arbitrario} al posto di uno dei tre geperateri di comrente I}l, Igz, ;gd‘. Cio equivale

ad'assegnare un valore ad una delle tre tensioni Vo Yep Vg Ad esempio sceglien-

do Vg ® 100 Volt, si ha:

-2 = vx.1£ - 100
2= Vs
1 = L 100
Quindi risolvendo, risulra:
v, =98 v o, =2 . v = 101
x1 ) x3 x4 o0
(vx2 = 100)

Le alere grandezze eleteriche del circuito possono essere’ facilmente indivie
duate.
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Osservazione 11.2.3

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovuto al-
la presenza dei generatori di corrente & quello di sostituire quest'ultimi
con generatori di tensione tramite opportune trasformazioni. Si riduce in
questo modo il circuito da analizzare ad uno avente solo resistori e ge-
neratori di tensione. Unico svantaggio & che il circuito ottenuto & diver-
so da quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suoi rami e percid
occorre sempre tenere presente tale fatto nella determinazione finale
delle tensioni e correnti del circuito iniziale,

La trasformazione viene effettuata in due passi successivi. Dap-
prima si sostituisce al generico generatore di corrente un opportuno nu-
mero di generatozi di corrente aventi in parallelo uno ed un solo ramo.
Cid si pud sempre fare, considerando una maglia che comprende il gene-
ratore di corrente che si vuole eliminare, come indicatoinfig.11.2.12 ed
osservando che ' ethbno delle correnti nei nodi A, k=1, 2, .. N+l
rimane invariate. E ovvio che tale passo non & necessano se il genera~
tore di corrente gia si trova in paralielo o ad una resistenza o ad un ge-
neratore di tensione.

Fig.l1.2.12 - a} Circuito in cul & messo in evidenza il generatore di corren-
ve che si vuole eliminare, b} Circuito wasformato, in cui il generatore di
corrente di partenza ¢ stato sostituito da N generatori di corrente di ugua-
le vatore, essendo N il numero dei rami della maglia.

Successivamente si nrilizzano le equivalenze di fig. 1L.2.13 per

eliminare definitivamente i generatori di cormrente introdotti, come indi-
sarn esngu‘vramonro 1 f1 !I 214 Ia rracfrwma-/innp elnbale mnatrara in
.2.14. La trastormazinge globale,
fig.11.2.14, porea ad un circuito equivalente a quello di partenza dal pun-
to di vista elettrico con l'esclusione della maglia interessata dalia tra-
sformazione. E inoltre evidente che viene eliminato mediante essa un
generatore di corrente alla volta; percid,se & necessario, occorre appli-

carlo ripetutamente per eliminare tutti i generatori di corrente presenti.
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[
2. IR R
O1— = e
1 2 L 2
R
AA e
I
B & I+
(D e
P | | S— = (D o
1 G: 2 1 2
M,..IO
|
g
$ .l!.
PR | | N——. = P i
7
I Q'i' 2 i \Y 2
LR’ ¢
0

Fig.11.2,13 - Equivalenze che si utilizzano per sliminare un generatore di cor-
rente I, da un circuiro, Le equivalenze sono valide solo dal punto di vista
elestrico esterno al nodi L e 2

A

Fig.1.2,14 - Trasformazione finale per I'eliminazione del generatore di cor-
rence [g'

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem-
pre ricondurre un circuito assegnato, contenente generatori di corrente e
tensione, ad uno contenente solo generatori di tensione equivalente a
quello di partenza, farta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a-
nalisi, percid, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc-
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuito di partenza, e-
liminati dalla trasformazione.

Esempio 11.2.6

Applicare al cireuite di fig.11.2.15 if procedimento descritto nell'Oss, 11.2.3 e
basato su trasformazioni ¢ircuitali.

G. MA!}TINELLI—M. SALERNOQ: Fondamenti di Eletirotecnica, 6
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Fig.1.2,15 - Circuito considerato
nell'esempio 12,6, 1 valori det
componenti sono: '
R1=R3=2 R R2=R4 = 1

3

I =2, v =1 (AW
[4 4

1} Il circuito assegnato contiene un solo generatore di corrente 1, il quale fa parte

di una maglia contenente due ulteriori rami: un generatore di iensidne ed un resistore.

Applicando le trasformazioni indicate nelle fig.IL2.12 e IL2.13 a rale maglia, si ottiene

il circuito equivalente di fig.H.2.16 (circuito T).

Fig.11.2.16 - Circuiro trasfor-

maro dell'esempio 11.2.6 (cir-

cuito T).

2} Analizziamo il circ-uito di fig.1}.2.16 ¢on i procedimento di analisi su base

maglie senza trasformazioni, scegliendo l'albero indicato a tratte pieno in

fig.11.2.17. 8i ottiene:

{RI + RQ)

«Rzim‘i -%-(R2 + Ry

Fig.1.2.17 - Albero (a tratro
pieno} del circuiro di figura
[1.2.16.

Sostituendo i valori numerici si ha:

)1m1“ Im2 ©

-1
m

Da cui st ottiene:

i, =8/1l

Lo= 13/11
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In conclusione si ottengono i seguenti valori per le grandezze eletwriche detl

circuito  T:

igy =gy =8/11 vpy © 16/11

igg “i g-i 1 =5/11 vy = 3/11

iy ®igg = 13/11 , vy = 26/11 A W)
fpg lyg = 13/11 vy = 13711

l,, =iy =8/11 '

i“' =i_, = 13/11

3) Ricaviamo le rensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza, lLe grandezze
elettriche Yat ‘gt VRe 'R2 YR lga 5000 uguali a quelle gid calcolate, in guanto

" relative a rami non 'interessati dalle crasformazioni. Per quanto riguarda la corrente L
del generacore di tensione, si ha dalla fig.11.2.18:

i

fvg ¥ Iz b (lvg}T
e quindi:
8 14
A S~ S —
Ve 11 11
I
A
G ,
® te® @O ®
e S g
Circuito di paccenza Circuito T

Fig.11.2.18 - Derivazione della corrente del generatore di tensione del cir-
cuite di fig.(1.2.15.

Per quanca riguarda la corrente ip. siha dalla fig.11.2.19:

lga ¥ I; 7 (gl

e quindi:
R 13 9
1 Tt o L F e e A
B2 1
18

YRy = Rglgy =- TV
11
Infine la tensione di capi del generatore di corrente Ig risulra pari a:

13 16 29




I

Grglyp
A P
& @ o M A\ ©
R, VT = R.'}Ig
Circuito di partenza Circuiro T

Fig.1.2.19 - Derivaziene della corrente del resistore Ry del circuito
difig.11.2.15.

11.2.3 - Casp in cui siano presenti anche generatori controilati.

'

~L{aggiunta dei generatori contrellati amplia notevolmente la
classe e I'WMf‘é’hé si_possono considerare. Infatti,
““MM « - x . . - hw —WW““‘:W. * » »
molti moszth elettronici ammettono sotto certe condizioni circuiti
equivalenti contenenti tali componenti. Ciascuno dei generatori
controllati & caratterizzato da un parametro di controllo, le cui di-
mensioni dipendono dal particolare tipo di generatore considerato.
Mﬂ di_coptrollg & una quantitd reale indipendente dal
tempo e qui1?%?’6’0’?5‘?“5??6‘?i%&iﬂﬂi&naﬂmii&}l_Za
memorjan. ,
o I} metodo delle maglie pud essere facilmente esteso con la
seguente strategia:

Tale ipotesi & del tutto provvisoria ed ha lo scopo di facilitare
I'impostazione del problema. Infatti mentre un generatore indipen-
dente & caratterizzato da una grandezza elettrica impressa fissa e
guindi introduce un termine noto nelle equazioni riseolventi, in un
generatore controllate la grandezza elettrica impressa dipende da
altre grandezze elettriche del circuite (e quindi dalle variabili ausi-
liarie scelte per l'analisi del circuito). Pertanto un generatore con-
trollato non introduce termini noti, ma contribuisce alla matrice dei
coefficienti del sistema. 81 pud guindi dire che, in generale, in pre-
sanza Ai gereratari cantrallati nan vala pih la aroprieta 11.2.1 & che -

di conseguenza la matrice dei coefficienti non & pir simmetrica.

2) Aggiungere per ogni generatore controllato un'equazione di vincolo.
Per i generatori di tensione controllati, tale equazione assume la se-
guente forma:
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(1L.2.12) v, =k, V. Ri}

in cui; V V e & la tensione controliata;

ey g

T @  una funzmne lifieare-clie espn
’-?611 ¢ : st st a1 £ e
TERSIONL. d@ugengﬂacon indipént emxxgresenu \

HME resmton Per i generatori-di corrente. controiiau
vmcolo assume 13. for

w213 £, =kf(im,‘V o R

in cui: la funzione lineare f[_{ ) egp_mmeja corrense-controliara in fun-

zione delleﬁg,ggren%g%maglaa z k & il parametro dicontrollo; ia Fun-

oy

Zione lineare f( ) _esprim _La grandezza elerrica di controllo in modo

znalogoa X quanco visto per l'espressione [L.2. 2.7 T

3) Risolvere il sistema complesswo e determinare le grandezﬁze elet-
triche desiderate. Se sono state usate le trasformazioni circuitali de-
scritte neli'Oss. 11.2.3, occorre effettuare le trasformazioni inverse.

Esempio 11.2.7

Applicare il metodo di analisi su base maglie al circuite di fig.11.2.20.

(\«V R3 4+

Fig.1.2.20 - Circuito considera-
o anell'esempio 11.2.7. 1 valori
dei compeonenti sono:

n
”““é.“.“ufl\._ fr=y Ry ﬂ_._..,..__‘vel =3 ; e

\f
ve=2ig, s vg=3 v, Qv A ICD

Passo T : Scegliamo 'albero e quindi le maglie come indicate in figdl.2.2LScriviame e
equazioni di equilibrio delle tensiont di maglia, considerando i generarori concrollari
come se fossero indipendenti. S ha:

(Ry + Ry + R ~Ryi p-R,i 5=0
-Rziml * R21n12xvi-v5
TRy PRy =g g
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- ) —~
. P - lel \\

Fig.il.2.21-Albero, co-al- & o >
bero ¢ maglie del circuito N i e
di fig.1.2.20. SN D Q w3/

AN s

~ 'me2 P 4
S 7
\N. -

Passo 2 : Le tensioni vy e v non sono note, ma sono controllate da alire grandezze
eletrriche del circuifo, come risulra dalle specifiche del circuiro date in fig.11.2.20.11
generatore di tensione v, & conwollato dalla corrente ipg che scome nel resistore

R esprimendo tale corrente in funzibne delle correnti di maglia si ha:

vem20G ,-i o)

5 m2 ml

che € la prima equazione di vincole cercata. .
Il generatore di tensione v, & controllato dalla tensione ai capi del resisto-

re RE}' Tale tensione si pud esprimere a sua volta in funzione delle corrent: di maglia
e della resistenza Kj. Si ha:

VG = 3 (’ R3 1m§>
che € la seconda equazione di vincelo cercarta.

Passo 3 : Il sistemarisoclvente si ottiene considerando 1'insieme delle equazioni otte~

nute nei passi 1 e 2. Sostitwendo I valori numerici si ha:

Sostituendo le ultime due equazioni nelle prime tre si ha:

4 -1 -1 iy 0
m

303 0|l ,|=]3

To-2 1 i3 0

Si vede da quest'ultimo sistema di equazioni che la presenza dei generatori

= e e 3

L PP NP e Yo LTl e S Y. Y .t P o S 1 o e
COntrollai: ua l,u:su'uu.n ia SImieiria uc'.'h'a fHaLrice Gl CORLEILiCiil d(‘.’i DAS LG s Cyuias

zioni alle maglie. Risolvendo il sistema si ha:

iml =3/8 VS=2 .
i_,=11/8 v =-9/4 (4, V)
ing =1/8

Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente derermi-

nate.
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Esempio 11.2.8

;-.: . Anclizzare con il metodo detle maglie il circuito di fig.1l.2.22.
R6
- AAY
Fig.1}.2.22 - Circuito considera~ R

to nell'esempio 11.2.8. 1 valori

dei componenti sono. WAVAW WAVAW
R4“W*2 R RS“:RG*JI Y

3;:‘2’ + ) + +
L =31 5, i9=2vpy (1, v, 8 IIT Yxl 12t@vx2 RE ?(DV3

’

Passo 1: Scegliamo {’albero e le maglie come indicats in figll.2.23.S¢riviamo le equa-
zioni alle maglie considerando i generatori controllati come se fossero indipendenti. A
tale scopo occorre introdurre le tensionl incognite al lore capi, scelte come indicato in
fig.11.2.22 Il sistema di equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia é il seguente:

Ryl Ryig =9, 179y
Relyo - Relpg=v 9oV,
- 34 iml- Rsimz + (R4 + Rs * Rg) ima = ()

Eig.14.2.23 - Alberoscomalbes e

~to-e-maghie--del-cireuitodi

fig.01.2.22.

Passc 2 : Occorre ora introduzre le equazioni di vincolo imposte dai generatori control~
lati, Il generatore di corrente i & conrrollate dalla corrente che scorte nel generatore
indipendente V,. II vincole che siottiene, espressoin termind delle correnti di maglia,
& il seguente:

1

=3 1m 2)

ml

Il generatore di corrente i, & controllate dalla tensione ai capi del resistore
G
RS' Il vincolo in gquesco caso & il seguente:

imZ - iml =2 Rg (im.? “ing)
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Passo 3 : Sostituendo | valorl numerici, si ottiene il seguente sistema:

21m1-21 vtV
fn2 ima = Ve 2
-Zlm;-im2+4im3 =9
b1 =-3i,,
imZ- iml - 2{im2- im3)
Risolvendo il sistema. si ha
a1 =90 Ve1 72 .
i,a=0 v, =12 (A, V)
1 =0

Le tensioni e le correntl del raml resistivi sono titte anulle.

i1.2.4 - Caso in cui sianoe presenti nublori.

Nel § [.8.2 & stato introdotto l'elemento ideale «nullores. Tale
elemento costituisce cid che si ottiene idealizzando il comportamento di
dispositivi quali i} transistore, l'amplificatore operazionale, ecc. Percid
esso si presta ad un esame rapido del circuiti che contengono tali dispo-
sitivi, quando venga sostituito ad essi dirertamente. D'altra parte, &
sempre possibile una rappresentazione accurata dei dicpositiv? stessi,
inserendo accanto al nullore gli elementi ideali bipolari del tipo resisto-
re e generatore mdxpendence E da tenere presente che in quest'ultimo
caso, i parametri caratteristici del dispositivoreale verranno a dipende-
re dai valori delle resistenze dei resistori del circuito equivalentee non
dal nullore che non possiede parametri caratteristici e la cui caratteriz-
zazione & puramente topologica.

Due sono pertanto i casl in cui interessano i circuiti contenenti
nullori: "

Prreh "

u) analisi uw’osszmata
nali, transistori, ecc. In questo caso & possibiie ottenere
W ralicmamdnid 1'&p1&u, C'Hu.au.. < aLllltJ).lL,L i""‘ aveid dmacdiatamenic
un'idea di massima del funzionamento del circuito stesso. Il procedi-
mento si ptesta sia ad essere usato dlrettamente per ispezione visiva

sia sul calcolatore;

Ar e
Gi Uil

n procedlmen-

=

b) analisi accurata di circuiti contenenci i suddetti dispositivi. In que--
sto caso st utilizzano i circuiti equivalenti dei dispositivi, costituiti da
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nullori ed altri elementi ideali bipolari. Come vedremo successivamente
in questo paragrafo, la presenza dei nullori rende molto semplici ed ele-
ganti le procedure di analisi che li contengono.

Come messo in evidenza nel § 1.8.2, il comportamento del aullo-
re in corrispondenza alle sue due porte d'ingresso & del cutto differente.
Per questa ragione conviene scinderlo nei due componenti 'singolarmen-
te anomali detti nullatore € noratore, secondo quanto indicato in figura
L.8.7. In particolare il nullatore impone contemporaneamente tensione e
corrente nulle ai suoi capi, mentre il noratore non da alcuna indicazione
sulla tensione e corrente da esso erogate. Si pud inoltre osservare che
ciascun nullatore pud essere interpretato come un corto-circuito nel qua-
le & stata imposta la condizione aggiuntiva di corrente nulia, ovvero un
circuito aperto nel quale & stara imposta la condizione aggiuntiva di ten-
sione nulla. D'altra parte il noratore pud essere interpretato come un ge-
neratore di tensione, nel quale non & stata data alcuna indicazione del-
la tensione impressa, ovvero un generatore di corrente nel quale non &
stata data alcuna indicazione sulla corrente impressa.

Le consideraziont precedenti suggeriscono la possibilita di ana-
lizzare un circuito contenente nullori nel modo seguente:

a) Sostituire a ciascun nullore la coppia di bipoli noratore e nullatore
(se cidé non & gia stato fatto nel circuito assegnato).

b} Sostituire a ciascun nullatore un ramo in corto-circuito ovvero un cir-
cuito aperto (per i nullatori sostituiti da corti-circuiti & bene considera-

re distinti [ nodi tra { quali il gullacore & inserito, anche dopo la sosti-

—tuzionel,

¢) Sostitituire a ciascun noratore un generatore di ‘tensione ovvero di
corrente con grandezza impressa di valore incogairo.

d) Scrivere il sistema risolvente con une qualunque dei metodi discus-
si nei paragrafi precedenti. Tale sistema non pud essere risolto poiché
contiene un numero di incognite superiore a quello delle equazioni, es-
sendo presente una grandezza impressa incognita per ogni noratore pre-
sente.

e) Scrivere per ogni nullatore presente un'equazione aggiuativa di via-
colo. Precisamente:

1) se il nullatore @ stato sostituito da un corto-circuito, imporre la con-
dizione di corrente nulla atcraverso di esso; ‘

2} se il nullatore & stato sostituito da un circuito aperte,imporre la con-
dizione di tensione nulla ai suoi capi.
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f) Risolvere il sistema di equazioni, che dopo 1l'aggiunta delle equa-
zioni di vincolo, considerate nel punto e} precedente, ha un numero di
di equazioni uguale al numero delle incognite‘?. =

Nel caso che si utilizzi il metodo delle maglie, quindi, occorre
aggiungere in relazione ai nullori presenti i seguenti passi:

1) sostituire a ciascun nullore i due bipoli nullatore noratore;

2) sostituire a ciascun nullatore un corto-circuito, ed a ciascun
noratore un generatore di tensione avente una tensione, impressa
incognita. Quindi per ogni nullore si introduce un'ulteriore incognita;

8) scrivere per ogni nullatore un'equazione, che esprima il fatto che
la corrente in esso & uguale a zero. Tale equazione di vincole ha la
forma: )

(11.2.14) i, = f(iy) =0

dove f (-} rappresenta la combinazione lineare di correnti di maglia
che coincide con la corrente del nullatore. Tale equazione diviene
un'identitd nel caso che il nullatore faccia parte del co-albero, con la
conseguenza di una semplificazione del sistema risolvente.

Esempio 11.2.9

Analizzare con il metodo delle maglie i circuita di fig.1.2.24.

I passi 1) e 2) aggiuntivi sono eseguiti nelle figg.11.2.25 e 26, rispetiiva-
mente. Applichiamo guindi il metodo delle maglie nelia versione valida in assenza
di nullori al circuite di fig.11.2.28; si ha il sistema seguente:

Ry +Ry -Ry -R;] [ig \A
e RZ Rz + R3 01 imz - ~VN
- Ry 0 Ry ima) | YN

VA °°0'-J

Fig.l.2.24 - Circuito consi-
- derato negli esempi 11.2.8 ¢
K, é iL.4.7: )
+ L
A" Y R. éa,‘ Ry=1 . Ry=1/3
E\L/ z z Ry=1/10, V, =2
(2, V)

(1) - Cid & sempre vero in quanto le equazioni mancanci in d) sono in numero uguale al
numero dei noratori presenti ¢ le equazioni aggiudtive in e) soneo Innumerou guale al nu-
mero dei auilatori. Infacei entrambi questi due numeri sono uguali al numero dei nullor
presenti nel circuito che si sta considerando.
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raat
{}
' L
'w—\/i}/\, OC
+ 1 ‘ Fig.11.2.25 - Circuito ottenn-
to da quello di fig.11.2.24,
Vg CD <SRy §R3 sostituendo al nullore la
coppia nullatore-noratore.

i v . o
m - "
' ] Fig.t1.2,26 -Circuito ottenu-

©
. RI io ponendo un corte circuito
al posto del nullatore ed un
Vg CD m Ry r) 2R3 generatore di tensione al
i : SR Pt posto del noratore nel cir-
cuito di fig.[1.2.25.

A questo sistema associamo I'equazione di vincolo relativa al punto 3)
aggiuntive, cloé:
iy =0
che & una semplice identita; infalti il nullatore si trova sul co-albero,
bostltuendu i valori numerici, si ha:

[ 473 - 1/3] . 2
i
/3 13430 Lml}“_ vy
L ~1 0 J ms L Vi ]
Risolvendo il sistema si ha:
Vi = —l—3- i - 2 ; =20 - (v, A
N = 2 » Iml = 5 m2 = A)

Le altre grandezze elettriche del circuito si ricavano immediatamente. Ad
esempio la tensione ai capi di Ry vale:
Rz ipy = 2 8%

il.3 - Analisi su base tagli.

L'analisi su base tagli pub essere derivata da quella su base
maglie, espressa in funzione delle correnti dei rami del co- -albero,

.

utilizzande la dualitd discussa nel § 1.11. Nen & possibile, invece,
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derivare il duale del metodo delle maglie espresso in funzione delle
correnti fittizie di maglia. Per ottenere un procedimento di analisi
analogo, basato sui tagli fondamentali, che si possa scrivere diretia:
mente per ispezione visiva, occorre fare riferimento al cireuite au-
mentate di quello che si sta analizzando. Cid equivale ad un altro
procedimento di analisi, che prende il nome di metodo dei nodi. Tale
metodo & il pilt usato nelle applicazioni e verra sviluppato nel § I1.4.

Nel seguito riportiamo, a titolo di esempio, cid che si ottiene
con la dualita nel caso di cireuiti costituiti da resistori e generatori
indipendenti di corrente, illustrando il caso pil generale di presenza
di ambedue i tipi di generaiori nell'ambito deil’'esempio 1i.4.1.

Procedimento di analfisi su base tagli di un circuito costituite da resistori
e generatori di corrente. '

1)..Scegliece un albero sul grafo orieptato de} circuito.

. T .
2): Prendere come varichili ausiliorie le tensioni del' rami dell'albero,
T cimmmttios mri o taErRKEa e s b A
3¢ TISPULLIVE OILSRLBaLg

3) Scrivere.le equazioni di equilibrio delle gorrenti peritagli fondamen-

1 o ST A
O s LG R———

T - H M t Jo
tali associad-all-albero Scelfor

4) Esprimere le correnti dei rami resistivi in funzione delle tensioni dei
rami dell'albero, facendo uso delle conduttanze dei rami; assegnare alle
correnti dei rami contenenti generatori di corrente il valore imposto dai
generatori. E bene sottolineare che le conduttanze dei rami resistivi ed
i valori delle correnti dei generatori sono quantita note.

5) Sostituire le espressioni ottenute al punto 4) nelle equazioni di equi-
librio ottenute nel punto 3). 1l sistema risultante deve avere come quan-
titd incognite solo le variabili ausiliarie V .

6) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 3) e determinare le tensioni
v ‘

a
7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito. In partico-

lare, le altre tensioni del cireuito si ottengono mediante le (I.10.6) e
(1.10.7) e la correnti mediante le relazioni enstituiive dei componenti.

Apolicando tale procedimento. si ottiene il sistema risolvente
seguente:

(I1.3.1) [o1] [%] = [1]

COn:
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[o] = [ou] + [a] o] [A]
] = = [1ea] - (A1)

(11.3.2)

essendo:

[G,] matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami dell'albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen-
te modo: ad un resistore corrisponde la relativa conduttanza; ad
un generatore di corrente corrisponde il valore zero;

[G,] matrice diagonale definita come la {G,], ma perirami del co-
" ~albero;

ilga] vertore colonna di ordine pari al numero dei rami dell'albero.
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen-
te modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un gene-
ratore di corrente corrisponde il valore della relativa corrente
impressa,

[1 1 vettore colonna definito come il vettore [I gals ma per i rami
del co-albero.

La matrice [Gy] gode di una proprieta simile alla 11.2.1, eioe:
Proprieta 11.3.1 - «L a matrice dei coefficienti del sistema di equazioni

su base tagli per i circuiti costituiti da resistori e generatori di corren-
te € simmetricar,

Nel caso che siano presenti anche generatori di tensione, si
pud procedere in due modi diversi, come accade nel caso del metodo
delle maglie. Di seguito riportiamo il procedimento duale di quello
preposto nell’esservazione I1.2.3, in quando basato su trasformazioni
circuitali utili nelle applicazioni.

Osservazione 1.3.1

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovutoal-
la presenza dei generatori di tensione & quello di sostituire quest'ultimi
con generatori di corrente tramite opportune trasformazioni. Si riduce in
questo modo il circuito da analizzare ad uno avente solo resistori e ge-
neratori di corrente. Unico svantaggio & che tale circuito & diverso da
quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suei rami e percid occor-
re sempre tenere presente tale fatto nella determinazione finale delle
tensioni e correnti del circuito iniziale,
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Fig.dL3.1

Analisi di circuit senza memoria in presenza di eccitazioni costanti nel tempo

a) Circuito di . par-
tenza, in - cul @&
isplato il generalore
di tensione, che si
vuoie eliminare.

b) Eliminazione del
nodo B e riduzione
del generatore di
partenza ad M ge-
neratori di tensione,
ciascuno in serie ad
un solo ramo.

tensione sono tutti collegatx in serie ad un solo ramo.

11

_La trasformazione di un circuito contenente generatori dei die
tipi in uno contenente generatori solo di corrente pud essere effetruata
in due passi successivi. Dapprima si sostituisceal generico generatore
di tensione tanti generatori di tensione quanti sono i rami che conflui-
scono in uno dei due nodi posti ai suoi estremi, come indicato in det-
tagiio in fig. 11.3.1.

In questa fase si elimina uno dei nodi del circuito di partenza

per ogni generatore di tensione e nel circuito risuitante i generatori di

Successivamente si utilizzano le equivalenze di fig, 11.3.2 per

eliminare definitivamente i generatori di tensione introdotti, come indi-

cato in fig. 11.3.3.
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v /R
g .
\Y
& : _
1 e b A'AY 2 E o 3
) R
Ve, Vo V4V,
]_ Q O Q 32 == IC C\ g 2
TN N/ - L
v 20 . g(}'
g P —gom

10_*@*_0_(;]}_*025 1o {D 2

Fig. 1.3.2 - Equivalenze che si utilizzane per eliminare un generatore di
tensione V_ da un circuito. Le equivalenze sono valide solo dal punto
di visea elefirico esterno ai nodi 1 e 2. .

Eig.11.3.3~ Trasformazione-finale-per-Heliminazione-del-peneratore-di
g ks

tensione V .
-

E opportuno sottolineare che la trasformazione di fig. 11.3.3 por-
ta ad un circuito equivalente dal punto di vista elettrico aquello di par-
tenza con l'esclusione della parte compresa tra i nodi A, C,, C,... Cyo
cioé della parte racchiusa entro le zone tratteggiate. E anche chiaro che
la trasformazione elimina un generatore di tensione alla volta e percid
€ necessario applicarla ripetutamente, se @ il caso, per eliminare tutej i
generactori di tensione presenti. :

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem-
pre ricendurre un circuito assegnato,contenente generatori di tensione e
correate,ad uno contenente solo generatori di corrente, equivalente a
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a-
nalisi, percid, risolto su quest’ultimo va completato, individuando suc-
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuitodi parcenza, eli-
minati dalla trasformazione.
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Esempio 11.3.1

Applicare il procedimento di enalisi su base tagli ol circvite di Ffigurel.3.4.

0]

Fig.1.3.4 - Circuiro considera-
to nell'esempio I1.3.1. 1 valort
del componenti sono:

=2, Ry =05, Ry=R,=

=R,=1, Ry=1/3 (4, D) 1g\

3

Passi 1 e 2 : Scegliamo 1'albero nel modo mostrato in fig.11.3.5: Le variabili ausiliarie

SORO ¥, Yy, Vg orieatate secondo i versi indicati in fig.IL3.5a.

T

2 € 4 2 @ 4
[

B T o - @
/

&

b)

Fig.l.3.5 - 2} Grafo orientato del circuito di fig.11.3.4; b} Albeco scelto.

Passe 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle correnci per i tre ragli fondamenta-
li, con la convenzione di supporre positivo 1l verso di actraversamento delle supesfici
di raglio stabiliro dal relativo ramo dell'albero (fig.153.6):

taglio a P+ i tig =0
taglio b ity viptig=0
taglio ¢ ) i5+£3+i¥+5620
'2
@1\ A 3
Fig.iL3.6 - Tagli fondamen VN
ig.iL.3.6 - -
rali consideratt neli'esem- /\\/’()’,_yé’
pio IL3. 1, - “ N
a VRN o,
Ve B, -~
b G /‘:/\
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Passo 4 : Esprimiamo le correnti dei rami del circuico in funzione delle tensionidei ra-

mi deil’albero v'z, Ve Vg @ delle grandezze note {conduttanze e correnti impresse):

xlmGl{v2+v4+vs} ided’vq'
‘12*62112 IS:GSVS
13$G3(v4+v5) 16&Ig

Passe 5 : Sostitueado le espressioni ricavate nel passo 4 nelle equazioni di equilibrie,
si otriene i seguente sistema di equazioni risolventi:

G, + G, G, G, [vz- 1,
Gy G, +Gy+G, G,+G, v | o= -1
Gy G1*Gy G Gyt Gy | L v -1

Considerando i valori numerici def componenti, si ha:

3 2 2 vy -2

2 6 35 vy e -2

25 6 V,J -2
]

Passe 6 : Risolvendo il sistema si ottengono i valori delle variabili ausiliarie:

14 2 2
Yy Bm eme— Ve Y, e (VvV}
2 25 b s 5 25

‘Passo 7 : Le tensioni del rami def co-albere vy © v, siowengono tramite le relazio-
ni:

v, mv, by, by, = 18/25

1 4

: > %

Vg Hu, b = 4/ 2%

Le correatd dei rami resistivi si ottengono moltiplicando te teasioni per le re-
lative conduttanze:

iy =Gy v =-36/25 {.i =G, v, =-2/2%
Ly =Gyv, =- 14/25
iy = Gyvy == 12/25

i~=(35vs :“, 2/25 (A)

G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecnica, 7
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I1.4 - Analisi su base nodi.

S

Il metodo di analisi su base nodi & il pid vsato nelle applica-
‘zioni, poiché usualmente permette un risparmio computazionale. Il
metodo & una particolarizzazione di quello dei tagli in gquante deriva
dall’applicazione di gquest'uitimo al circuito aumentato di guello di
interesse.

11.4.1 - 1} circuito aumentate.

Quande si analizza un cireuito su base tagli ia scelta dell'al-
bero & arbitraria, se si eccettuano le considerazioni che si possono fa-
re, per dualita, nel caso della presenza dei generatori di tensione. Il
sistema risolvente di equazioni & strettamente legato ad un albero del
circuito. E possibile, tuttavia, evitare tale dipendenza, utilizzando la
nozione di circuito aumentato. Introduciamo tale noziene in un
esempio, considerando allo scopo il circuito di fig.11.4.1. In tale cir-
cuite si pud notare che le coppie di nodi 1-3, 1-4, 2-4 e 3-5 non sono
connesse direttamente fra loro con dei bipoli, a differenza di quanto
accade per le altre coppie di nodi. 8i pud allera considerare un nuovo
circuito in cutanche tali coppie di nodi sono collegate, utilizzandeo dei
rami resistivi a conduttanza nulla. Tale nuovo circuito, mostrato in
fig.11.4.2 viene detto circuito aumeniato ed & equivalente al preceden- .
te dal punto di vista elettrico, poiché i rami & conduttanza nulla nen
contribuiscono aglii equilibri éi corrente.

Pl £
— W
Ry
Fig.I1 4.1 - Circuito consi-
derato per 1'intreduzione
della nozione di «circuito QD
aumentaros.
® B

1 grafo del circuito aumentato, a differenza di quello del circui-
to originale, gode della proprieta che tutte le coppie di nodi sono fra lo-
ro connesse; un tale grafo si dice e maglie complete. Quanto derto nel
caso del circuito di fig.1l.4. 1 pud essere facilmente estesoalcaso di un
circuito qualsiasi. Vale quindi la seguente definizione:

Definizione 11.4.1 - s Si definisce come circuito aumentato di uno asse-
gnato, il circuito offenuro da quello assegnato aggiungendo a questo tan-
ti rami resistivi a conduttanza nulla quanti sono necessari per connette-
re direttamente tutti i svoi nodi».
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@

o

Fig.1l.4.2 - Circuito aumentaro di quéllo mostrato in fig 114

E importante osservare che:

VA A e
G=§

®

L

99

a) nell'analisi del circuito aumentato si pud ignorare il contributo dei

rami fittizi aggiunti;

b) la soluzione del problema dell'analisi per il ¢circuito aumeantato coin~
cide con quella del circuito di partenza;

¢} il sistema risolvente ottenuto analizzando su base ragli il circuito
aumentato pud non coincidere con alcun sistema risolvente su base ta-
gli per il circuito di partenza. Cid accade quando {’albero scelto per il
circuito gumentato non & un albero del circuito di partenza.

Esempio 11.4.1

Applicere quanto detto all'anciisi del circuito di fig.11.4.3.

Fig.1l.4.3 - Circuito conside~
rato nell'esempio IL 4. L. [ va-
lori dei componentt sono:
R;=065, Ry=Ry=R.=1,
Ry=1/3, V=2,

V= 1,

a

QCD Vgﬁ

5

ixﬁ g @ 3
S+ WY
Avgz R»&
2 g
ixé

Censideriamo il grafo del circuito aumentaro, nel quale { rami fitrizi sono in-

dicazi trarteggiati (fig 11, 4.4). Scegliamo per tale civcuito 'albero di fig.[1.4.3, formaro

dairami 2, 3, 10 e 3.
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Si pué notare che 'albero scelto non ¢ un albero del grafo del circuito di par-
tenza, peiché in tale circuito non & presente i ramo 10. Per la stessa raglone ['insie-
me delle linee di taglio e quindi il corrispondente sistema dieguazioni non avrebbe po-

turo essere scritto con riferimento al circuito originale.

- - @ i
¢ 2 4 \/ ©
~
b S Pt
\\ 1 3 9 \\/ 6
Fig.l1,4.4 - Circuito au- RN
N AN g Ve N
mentato di gquello mo- & - “
strato in fig. 11, 4.3. ‘ ~ 5 @
S~ — S,)- _ B //

Fig.11.4.5 - Albero (a
rarto pieno) e linee
di taglio considerati
per ii circuito aumen-
tato.

Applichiamo il procedimento di analisi su base tagli in presenza di ge-
neratori di tensione; tale procedimento & il duale di guello su base maglie deserit-
te nel § 11.2.2 pev i circuiti costituiti da resistori e generatori dei due tipi. Le va-
riabili ausiliarie sono ng, Vg V5 & Vig. ln partieolare ng & nota per la presenza del
generatore di tensivne sul ramo 2 e Vig ¢ la tensione dej ramo fittizio 10, corrispon-
dente alla differenza di potenziale fra i nodi 3 ¢ 5 del circuito originale. Ulteriori inco-
gnite sone le correnti dei generatori di tensivne fo e g

IT sistema, che st ottiene considerando le egquazrioni di eguilibrio delle
correnti attraverse le linee di taglio di fig.71.4.5 &: A

Gy Vga t(Gy # Gy Gpug-Gyvyy =0
G5V =i

"Gy vyt Gy vy Tl
A tale sisrema occorre aggiungere l'equazione del vincolo imposto dal genera-
tore di rensione Vgﬁ, che vale:
VerVip T Vgﬁ

Sosrtituendo i valori numerici si ha:
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4+2v3=1x2

4 +6v3-5v10 =0

Vs Tl
EEACIEA ST I
Ve Vg = ]

Risolvendo il sistema, si ortiene:

vy == 19715 Vi == 6/3 Lg=-1/53

(V, A)
v, == 1/5% i = 22/15 ! )

Occorre notare che la tensione v, non & una tensione di ramo del circuito
originale, ma coincide con la tensione esiscente fra una coppia di nodi. Tutte le altre

grandezze eleteriche del circuito possonc essere ricavate facilmente:

vi=Voptvg= 11/15 ip=Gyv)= 22/15 i;=Gyu,=-19/15 .
vy=vymvyy =115 i =Guv,=e1/5  ig=Gov o =-1/5 ’

11.4.2 - Caso in cui siano presenti solo resistori e generatori indipendenti di
corrente.

Il metodo di analisi su base nodi si puo ottenere come C
ticolare de metodo dei tagh apphcato al circuitg aur

rim ento occorre ,sgeghere {'albero forma.to dar, ra

Tenods

euttsdi ng IL 4 8, si consideri 1'albero mostrato in f1g IL4.7. Come nodo
di riferimento & stato scelto il nodo 5 e come rami deil’albero i rami a,
b, ¢, d, tutti connessi al nodo 5 (il nodo di riferimento & a volte con-
trassegnato con il simbolo di massa {(fig.I1.4.7)).

4
VAYAY
D @ @
A A VAVAY 5 VAYAY

Falh
by
<
o=
X}

Va gRg

®

Fig.l1t.4.6 - Circuito consideraro nell'incroduzione al metodo dei nodi.
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Fig.[1.4.7 - Albero scelto sul circuito aumentato del circuito di fig.I1.4.6.

Si vede dalle due precedenti figure che, mentre i rami a, b, dcor-
rispondono a rami del circuito assegnato (rispettivamente il generatore
v el il resistore R2 ed il generatore V ), ilramo ¢ noncorrisponde ad
alcun ramo del circuito di fig.IL. 4.0; esso pertanto & stato ottenuto sce-
gliendolo fra i rami del circuito aumentato.

Caratterizziamo ora l'insieme delle linee di taglio corrzsponden—

“ti a tale particolare scelta dell'albero. Tali linee, nel caso dell'esem-
pio di fig. II.4.6, sono indicate tratteggiate in fig.11.4.8. Si vede che es-".
se rappresentano delie linee che racchiudono ciascun nodo del circuito,
eccetto il nodo di riferimento, Cid vale in generale. Pertanto se si sce-
glie la convenzione di orientare i rami dell'albero verso il nodo di rife-
rimento, le equazioni di equilibrio che si utilizzano nel caso presente
sono quelle delle correnti uscenti da ciascun nodo del circuito, eccetto
il nodo di riferimento. Per tale mottvo esse prendono il nome di equa-
zioni ai nodi.

&)
Fig.1.4.8 - Linee di tagiio associate all'albero di fig.11.4.7.

e Fatmadr ]
i

v yuu ancor FAT R noal,

siliarie r1sultano coincidenti con ie tensioni dei nodi deic 'rcuito rispet—
Y ﬂl JlU‘iU dk uu.uuu.xu,u, LiU Vﬁlc lil 5‘—“.‘-1&1& Dla \-ch k; IIUUU Dla lCdl"'
mente connesso con un ramo al nodo di riferimento, sia che vi sia con-
nesso con un ramo fittizio a conduttanza nulla. Inolire, nello scrivere le
equazioni risolventi & facile rendersi conto che: 1)1 termini della dia-
gonale principale della matrice dei coefficienti, del tipe (k, k), rappre-

sentano la somma delle conduttanze dei rami resistivi connessi al nodo

jor)
£
e
£r
o]
L]

' =)
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k-simo; 2) i termini del tipo (k, i) coincidono con la somma delle con-
duttanze cambiate di segno dei rami resistivi che congiungono i nodi k
ed i. Il cambiamento di segno & conseguenza del fatto che il ramo che
congiunge-due nodi, qualunque sia la sua orientazione, risulta uscente
da un nodo ed eatrante nell'altro, come messo in evidenza in fig.11.4.9;
3) il termine k-simo del vertore dei termini noti coincide con la somma
delle correnti entranti nel nodo k-simo.

R L
_ \ _ 4 \
[ © 71'__*"__ o B o ] —r © }
Fig.11.4,9 - Determina- \ b y .
zione def segnodel ter~ et s et s

mine (k, 1) della marcri-
ce dei coefficienti.

Quanto detto permette di formulare direttamente il seguente pro-
cedimento di analisi.

Procedimento di analisi su base nodi di circuiti contenenti solo resistori
e generatori indipendenti di corrente.

1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento,

2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli aleri nodi E |,

E g Eqotispetto.al.nodo.di riferimento

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien-
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente:

a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la som-
ma delle conduttanze dei rami resistivi connessi al nodo k, per tutti
i nodi salvo quello di riferimeato;

b) il termine (k, i) della matrice dei coefficienti & pari alla somma cam-
biata di segno di tutte le condutcanze dei rami resistivi che congiun-
gono inodi k ed i (per tutte le coppie salvo quelle che contengono
il nodo di riferimento);

¢) il componente k-simo del vettore dei termini noti & uguale alla som-
ma algebrica delle correnti dei generatori di corrente entranti nel no-
do k-simo (per tutti i nodi salvo quello di riferimento).

4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le tensioni dei
nodi rispetto al nodo di riferimento.
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5) Determinate le tensioni degli altri rami del circuito come differenza
fra le tensioni dei nodi a cui tali rami sono connessi.Determinare le cor-
renti del circuito in base alle relazioni costitutive det componenti.

Osservaziene 1.4.1

Si pud notare che nel procedimento di analisi su base nodi le nozioni topolo-
giche del circuito sono ridotre al minimo e sono inolire molio facilitate le scelte del
segni del coefficienti de! sistema risolvenre. Essendo ancora valida la proprieta IL3.1,
la matrice dei coefficienti del sistema risolvente su base nodi & simmetrica; ¢id pud
essere verificato anche direttamente, osservando che il termine (k, i) & sempre uguale
al termine (i, k) della matrice dei coefficientl in conseguenza del punto 3b del proce-

dimento precedente.

Esempio [1.4.2

Analizzare con il procedimento di analisi su base nodi i circuite di
fig.11.4.10.
=@
- . . v

Fig,11.4,10 - Circuito consi- Vs g5 .

derato nell'esempio 1.4,2, & @

valori dei componen:i sono: a (D NAVAY 3D

——fn
R

Ry=R,=R,=1,R,=1/3

L I |
~ , R ) R R
Ls=3 . Tg=2 (2, & 12 2.2. 2 3

)

Passi 1 e 2 : Scegliamo il nodo 4 come nodo di riferimento ¢ prendiamo come variabili
ausiliarie le tensioni Ej, By E, deinedi L, 2, 3 rispetto al node 4. (Si pud notare
"che in questo semplice case non & staro necessario considerare alcun ramo fittizio per
determinare 1'albero, cosi che le tensioni El’ Ez, Ea sono anche tensioni ai capi di
tre componenti del circuito).

Fosso 3 : deriviamo le e equaziont al nodi:

nodo 1 G, E; =~ Igsuigs

nodo 2 (G2+G4)EZ~G4E33=IES

nodo 3 ' 7 -G4E2+(GB+G4) E3=Ig6
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Sostituendo i valorl numerici, si ha:

E; =-3
4E2-£3=3
-E2+2E3m2

Passo 4 ; Risolvendo il sistema si otriene:
E,=-5 E, =8/7 Eswtll/"f (V)

Passe 3: Le tre tensioni trovate nel passo precedente coincidono con le tensioni al ca-

pi det tre resistori Ry Ry, Ry le alire grandezze elettriche del circuite valgono:

vy=E -Eg =-3/7 i, =Gyv, =-3/7
V5= BBy =43/7 iy =GyE, = 11/7 -
v,6 = Eg=Ep =46/7 iy = GyE, = 24/7

iy =G E;=-3

11.4.3 - Caso in cui siano presenti anche generatori indipendenti di tensione.

La presenza di generatori indipendenti di tensione in un
circuito rende impossibile 'applicazione del metodo dei nodi cosi
com'eé stato formulato in precedenza. Occorre o tenere contc come
incognite aggiuntive delle correnti erogate dai generatori di tensione,
oppure eliminare tali generatori mediante le trasformazioni riportate

el Osservazions T3 Nel~priiio 480 bisoEia apEiuNgers Husve

equazioni, in guanto sono state introdotte come ulteriori incognite le
correnti del generatori di tensione. Tali equazioni seno i vincoli
imposti dai generatori di tensione. In conciusmne il procedimento di
analisi su base nodi diviene:

Procedimento di analisi su base nodi di un circuito contenente resistori e
generatori indipendenti dei due tipi.

1} Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento.

2} Prendere come variabili au3111ar1e le tensioni degli altri nodi, rispet-
to al nodo di riferimento. Alcune di queste variabili ausiliarie sono no-
te. Cio accade per quei nodi collegati direttamente con il nodo di riferi-
mento per mezzo di un generatore di tensione; la variabile ausiliaria re-
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lativa ha il valore uguale alla tensione impressa dal generatore, se il
relativo morsetto positivo coincide con il nodo considerato ovvero il va-
lore con segno opposto se il morsetto positivo del generatore coincide
con il nodo di riferimento, ‘

3) Aggiungere, come ulteriori incognite, le correnti dei generatori di
rensione.

4) Serivere il sistema risclvente con le stesse modalita del punto 3 del
procedimento di analisi su base nodi valido nel caso di presenza di resi-
stori e soli generatori di corrente. Tepere presente che al punto ¢} occorre
sommare ai termini noti le correnti incognite dei generatori di tensione,

5) Aggiungere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione
che non sono connessi al nodo di riferimento, Tali equazioni esprimono
il fatro che la differenza fra due variabili ausiliarie & parial valore del-
la tensione del generatore in questione,

6) Risolvere il sistema e determinare le grandezze incognite. Notare

che le equazioni relative ai nodi direttamente connessi al nodo di rife-.

rimento da un generatore di tensione possono essere risolte dopo il re-
sto del sistema, poiché ciascuna di esse ha il solo scopo di determina-
re la corrente nel suddetto generatore di tensione.

7) Determinare le rimanenti grandezze elettriche del circuito.

Esempio ii.4.3

Analizzare con il metodo di analisi su base nodi il circuito di fig.1L.4.11.

@ 32+
CIEYYN S o
Fig.1t.4.11 « Circuito consi~ R, o

derato nell'esempio I1.4.3. 1 +

valori det cqmponenti sono: I ?@ i TGDVE3 gRg
x ‘

Ry=R.=1 . R, = 1/2
IR 3 ® *5 4 _
- - = ) &
Ry=1/3,15%3,V =1 A S e A ¥
v Y == ] -
2372 V=1 (4, W) =i l
NS+
. Vi

Pusso 1 : Conviene scegliere come nodo di riferimento il nodo 2, a cul sono connessi
due generatori di tensione,

o
-
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Passo 2 : Le variabili ausiliarie sono B, E5' E,. Es B, cio@ le tensioni dei rima-
nenti nodi rispetro al nodo 2. Le tensionl E; ed E. sono gid note poiché ai nodi 3
e 5 sono connessi due generatori di tensione con l'altro capo collegato al nodo 2. Ri-

sulta percid:

Eg=Vy=1  Eg=-vV =22 (V)

Netare che le tensioni E, ed E. non.corispondone ad alcun ramo del circuite dato,

ma a rami del circuito aumentato.

Passo 3 : Le ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei generatori di tensio-

ioe , .
ne, c10& 1, 0 a0 .

Passe 4 : Scriviamo il sistema di equazioni su base nodi; si ha: :

nodo I GIE1 =1,

A g
nodo 3 G3E3—63E4zix2
nodo 4 ~G3E3+{G3+G4} E4-G4‘Es=ix6
nodo 3 “GyEy +(G, + G Eg- GgEg =-i_,
rodo 6 G Eg+ G Eg =g 1

Passo 5 : Scriviamo 1'equazione relariva al vincolo introdotto dal generatore Vgé.SE ha:
E4
Passo 6 : Il sistema risolvente si otriene considerando I'insieme delle equazioni otze-

nute nei passi 4 ¢ 3. Sostituendo i valori numerici, si ha:

Ey=3 TFE-ECESETL
2-2E, =1, 2+Eg=-i -3
-2+5E4+6=ix6 E4-Eﬁﬁ§.

La seconda e quarta equazione possono essere iniziaimente wascurare poiché sone le
sole a contenere le incognite ix2 ed i,
Risolviamo le altre equazioni. Si owriene:

E, =3 Eg =~ 1/3
E,=-4/3 i =-8/3

(v, &)

Sostituendo talj valori nelia seconda ¢ nella quarta equazioné si ha:
ig=14/3 i,=5/3 C(A)

Passo 7 : Le alre grandezze elewriche del ciccuiro valgono:
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v33¢E3—E4‘—"7/3 iBS*—'vaR3=14/3
gy TEg-Eg=2/3  Qp, =Guvg, =2
vps = Eg- B =-1/3 iﬂsxGS"as =-1/3
vy =E;-Eg=16/3 Qg =GE =3

Osservazione 1[.4.2

Come accennato, & possibile seguire un'altra via nel caso siano presenti
generatori di tensione. Precisamente, si'utilizzano le trasformazioni riportate
_nell'Osservazione I1.3.1, fino ad ottenere un circuito contenente solo resistori e
generatori di corrente. A tale eircuite si applica il metode dei nodi nella
formulazione del § 11.4.2. Successivameate, vanno determicate le pgrandezze
elettriche relative ai rami implicati naella trasformazione.

Analizzare con il metodo di analisi su base nodi if circuito di fig.11.4.12.

® MG A2ty e 0
R, R, =
fog
b S ép\l §R3 , ng
@

Fig.il.4.12 - Circuito considerato nelléesempio 1L.4.4. [ valori dei componenti sono:

R, =05 , Ry=R,=Rg=1 , Ry=1/3 , 13:2 , sgzl €2, 4 V.

Passo 1 : Utilizzando le trasformazioni circuitali, otteniamo il auveve circuito privo di

generatori di tensione moestrato in fig [1.4.13 (circuito T}

® R ®

R, . R, L
\ +

Ig te %RI Rsé Re Sovy, &91

msd lmm

@

Fig.11.4.13 - Ciccuito trasformato ottenuto da quelio di fig.JE.4.12.
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Passo 2 : Analizziamo il circuito di fig.f1.4.13 con il primo procedimento di analisi su
base nodi, prendendo come nodo di riferimence il nodo 4. Si orriene il Seguente sistema:
(G +GPE - GyEy=- 1
-GyE, + (Gz-rG3+G4)E2- G Ey =0
-G4E2 + ((}J'-‘é-(}s)ﬁ3 = Eg/R5 .
Sostituendo i valori numerici, si ha:
3E,;-Ey=-2
- By FIE,-Ey =0
“Ey +2E, =1
La soluzione del sistema precedenze &
E, =-17/25 E’Z =.1/25 Egﬁ 12725 (V)
Le tensioni e le correnti del circuito T sono uguali alle rensioni e correnti

del circuito assegnazo, salvo che per i rami coincidenti con il resistore R edil gene-

rarore di tensione trasformaro. Si ottiene per i primi:
vRo =6 -E,=-16/25 iga=Gyvpy =-16/25  ip) =G E)=-34/25
Ype B Ey=-13/25 igy =Gy vy =-13/25 igz =G Eg=-3/25"
Per i rami trasformaci, nell'ambito del c;ircuito T, si owiene:

(vpgp=E4=12/25 . (Giggp=Gsvgs =12/25

{ / .0
(v Yae==12/25 — EVRY

Passo 3 : Le grandezze eleuriche dei rami del circuito originale implicatinelle crasfor-

mazienl valgono:

vps = Byr B, = 13725
ipg = Ggvpg = 13/25 (V. A)
i, o= 13/25

11.4.4 - Caso in cui siano presenti anche generatori controllati.

Il metodo dei nodi pud essere facilmente esteso al caso in cui sia-
no presenti generatori controllati applicando il seguente procedimento:

1) Scivere il sistema risolvente su base nodi considerando i generato-
ri controllati come se fossero géneratori indipendenti. Tale ipotesi
viene introdotta per la stessa ragione esposta nel punto 1) del §

11.2.3;
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2) Aggiungere per ogni generatore controllato un'equazione di vincolo.
Per i generatori di corrente controllati tale equazione assume la forma
seguente:

(IL.4.1) 1, =kI(E, 1, G)

gc
in cul: 1 &la corrente controllata; k ¢il parametrodi controllo; f( )
¢ la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo (ten-
sione o corrente) in funzione delie tensioni di nodo, delle correnti det
generatori indipendenti e delie conduttanze dei resistori. Nel caso dei
generatori di tensione controliati, tale equaaone di vincolo assume la
forma seguente:

(11.4.2) C f,(E)=kf(E.1,G)

gi’

in cui: f‘, (Ei) ¢ ia funzione lineare che esprime la tensione controlla-
ta in funzione delle tensioni di nodo; k & il parametro dicontrollo; £{ )
¢ la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo in
modo analogo a quanto visto per la (II.4.1).

3) Risolvere il sistema e determinare le grandezze elettriche deside-
rate.

Esempio H.4.5

Anaiizzare con il metodo dei nodi ii circuite di fig.il.4.14,

Ve
+ R.’L
";}A’
Fig.ll.4,14 - Circuiro conside- R, 5 l’_‘_?_“
rato nell'esemplo I 4.5, 1 wva- q @ e~ F )
lori dei componenti sono. - YA'AY S *
R,=1,R;=0,5, Ro=1/3., : Vs
. i i i R
Vol =2y e : ) S %s
ip = 3igg (v, 4 i
.

Pusso 1: Scegliamo come nodo di rifectmento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le
tre reasionl EI’ E2= E3‘ Scriviameg le equazioni ai nodi, considerando i generatori di
corrente come se fossero indipendenti ed introducendo la corrence incognita che scorre

nel generatore di tensione V,. Il sistema su base nodi risultante € il seguente:
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(Gy + G E; -Gy Ey- G, Ey =1,
TG Ep F G Ey=iig iy,
TG E 4 (G + G Ey =i,
Ey-Ep=V,
Passo 2 : Occorre ora inrrodurre le equazioni di vincolo imposte dai generatori conerol-
lati. Il generatore di corrente i) & controllaro dalla tensione ai capi del resistore R,
con it verso indicato in fig.IL4.14.11 vincolo che si ottiene, espresso in termini di ten-
sioni di nodo, é il seguente:

iy = 2(E; - Ey)

Il generatore di corrente iy € controllate dalla corrente del resiscore R, con
il verso indicato in fig.1L4.14. L'equazione di vincolo in questo ¢aso assume la forma
seguente: ' '

=3G,E

1y 63

Passo 3 : Il sistema risolvente complessivo si otriene considerando le equazioni otre-
nute nei passi 1 e 2. Sostituendo i valori aumerici si ottiene:

3EI~E2-253=11

"EprEy=-ig-ig
"2Ep +5Eg =i

E,-E,=1
i) = 2(E - Ep
i, =9E,

spettivamente nella prima e nella seconda equazione. Si owiene:
3E1- 52—2E322(E}-E3}
"EprEy =9 By

-2 El + 3 E3 £

x3
Eg-E, =1
Risolvendo si ha:
E| =-7/6 i3 =3/2
E, =-7/6 ip=-2 {V, A}
E,=-1/¢6 ig=-3/2

Da queste grandezze elerrriche si possono ricavare gli aleri valori delle ten-

sioni e delle correnti del circuito. '

Per.risolvere il sistema.conviene.sostituire subito-le. due-ultime e quazioni- pim—
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Esempio 11.4.6

Analizzare con it metedo def nodi il circuito di fig.11.4.15.

RS
VW
Fig.i1.4.15 - Circuitoéconsidera— LS| @ I
to nell'esempio [L4.6. 1 valori : — — _
dei componenti sono. © - ' \ @ 9 ‘
v
= = = i :
R,=0,5, Ry L, Rg=0,5, . + +
=2, v;=3i,, , R4§ e f@D e | "RﬁéRﬁ
vy = 2vgs €2, 4,V ‘ . .
@

Passe 11 Scegliamo come nodo di riferimento il nodo 4; e variabili ausiliarie scno le
rensioni degli aleri tre nodi. Ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei gene-
ratori di tensione. E opportuno notare che la variabile ausiliariarelativa al secondo no-
do coincide con la tensione del generatore Vg mentre la corrente incognita Ev2 & una
grandezza di conrrello.

Scriviamo le equazioni 2i nodi, considerando tucei | generatori come se fosse-

ro indipendenti. Si ha:

G =1x1-1‘.,2 -I3
"Gy By + (G + Gy Eg = 1
Passo 2 : Scriviamo l'equazione di vincolo del generatore controllate vy; si ha:
vyt By =3,
Per il secondo generatore controllate v, si ha:
= 7
A ES

Puasso 3 : Sostiruendo i valori numerici nel sistema complessivo si ottiene il .seguente

sistema di equazionl:

Risolvendo il sistema si ottiene:
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E, =-16/23 i = 58/23
£, = v, =20/23 i, = 12/23 v, &)
E, =10/23

Dalle grandezze ottenute si possono caicolare tutte le altre tensioni e corren-

ti dei circuito.

11.4.5 - Caso in cui siano presenti anche nullori,

In questo caso valgono le considerazioni generali riportate nel
§ 11.2.4, che permettono di modificare il metodo dei nod1 semplice-
mente aggiungendo i seguenti passi:

1} sostituire a ciacun nullore i due bipoli nullatore e noratore;

- 2) sostituire a ciascun nullatore un circuito aperto ed a ciascun
noratore un generatore di corrente avente una corrente impressa
incognita;

3) scrivere per ogni nullatore un'equazione, che esprima il fatto che

5

la tensione ad esso applicata & uguale a zero, Tale equazione di
vineolo ha ta forma: :

(I1.4.3) E.=E
se il nullatore & connesso tra i nodi i e j, ovvere:

(I1.4.4) N B 0.

se es50 & connesso tra il nodo 1 e quello di riferimento.

Esempio 11.4.7

Analizzare con il procedimento di analisi su base nodi il circuito di tig.F.4.186.

Fig.l1.4.18 - Circuito comsi- VA As ® 0
derato aell’esempio [1.4.7. I R,
valori dei componenti sono: +

v R R
Ry=1,R,=1/3,Ry=1/10 D 2§ ’
v, =2 €2, v

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 8
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Passo 1: Sostituiamo il nullore presente con la coppia nullatore - noratore. Siottiene il

circuito di fig. [1.4.17.

g
i/
Fig.l1.4.17 - Circuito ottenu- vV OO
to da quells di fig.11.4.18, . R,
sostituendo al nullore la
coppia nuallatore-noratore. Vg QD 2?{2 §R3
——
- — ™~ -
4 @ NN

T e AA : (D @
Fig.11.4.18 -Circuito ottenu- R1 l >
to da queilo di fig.il.4.i7, - Lo Ny
ponendo al posto del anulla- v i R R
tore e del pnoratore rispetti- & GDT Vx 2 3
vamente un cir¢uite apertoe
ed un generatore di correm-

te. ;

Posse 2 : Sostituiamo al posto del nullatore un circuito aperto ed al poste del aoratore
un generatore di corrente di valore incognito iy {fig.11.4.18); nella stessa figura ¢ an-

che indicata ia corrente incognita iy, , che scorre nel generatore di tensione.
Vi

Passe 3 : Scegliamo come nodo di riferimente quello indicaro in fig.I1.G.3; perwanto le
tensioni deinodi sono: Vg, E, E, I sistema di equaziont 2l nodi & il seguente:

GV, -G Ey =iy,
-GV, +(G) + GE,=-iy,
Gy Eg =iy,

Ne! sistema precedente le grandezze incognite sono: E, E, iVx ed iNx‘ Di

conseguenza & necessaria un'uleriore equazione.

Posse 4 : Scriviamo 1'equazione di vincole per il nullatore. Essa impone che sia nulla

ia differenza di tensione ai suoi estremi, cioé:

Ey=V,
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Posse 5 : Sostituendo i valori numerici, si ha:

2“8-2 &i'v'x
-2 *452:‘&‘5:(
i0 gs =i'Nx‘

-E3 = 2

Risolvendo il sistema si ottiene:

i

E, =-9/2 i 13/2
2 .Vx v, A)
E3 =2 tNx =20

Le alure grandezze eletrriche de! circuito si ricavano immediatamente. Ad e-
sempio lz rensione ai capi del noratore vale:

vy =Eg-E,=13/2V




CAPITOLO il

ANALISI DEI CIRCUIT! CON MEMORIA

1.7 - Lo presenza della variabile tempo nell'analisi dei circuiti
lineari ¢ permanenti.

Nel capitolo secondo & stato affrontato il problema dell’analisi
dei circuiti elettrici costituiti da componenti senza memoria, ciod da
quei componenti nella cui relazione costitutiva non intervengono lega-
mi integro-differenziali. In tal caso & stato visto che il valore assunto
da ciascuna grandezza elettrica (tensione o corrente) non dipende da:
valori assuati in istanti precedenti dalla stessa o da altre grandezze e-

lettriche del circuito. Come conseguenza di tale fatto accade che, dato

"un circuito lineare senza memoria, contenente una sola grandezza impres-
sa il cui andamento nel tempo & descritto dalla funzione {(6), wuttele al-
tre grandezze elettriche avranno un andamento nel tempo del tipo A (1),
in cui A & una costante reale che pud essere determinata analizzando
il circuito ed il cui valore non cambia,qualunque sia l'andamento della
funzione di eccitazione f(t). [llustriamo 1'affermazione precedente con
un esempio.

Esempio 111,11

Analizzare if circuito di fig.iii.1.1 neii'ipotesi che io tensione impressa del

generatore abbio endamento di fig.H1.1.2,

Riferendoci al grafo di fig. [11.1.3, si ottengone le seguenti eguazioni di
equilibrio delle tensioni; '

v1‘+v2+v3=

-v, +v, +v,
Vs T Ve T Vs

i

0
0
0

3
<
H
<
i
<
]
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10 2;) t

Fig.HMI.1.1 - Circuitd considerato nell'esem- Fig.l11.1.2 - Andamento nel tempo
pioIll.1.1. I valori dei componanci sonoe: della tensione impressa del gene-
Rl =R, =2, Ry=R;=R_=104 ratore del circuiro di figuralll 1.1
4 < 2
) (v,S).
dove tutte le grandezze v; sono funzieni
del cempou). 6

Esprimendo quindile tensioni dei - i
rami def circuito in funzione delle cor- ) o _f

renci di maglia, si ottiene:

f v, = R, i

i 1 "ml
v = Rylig = igs!
) Vg = Rs{xmi - lmii)
v, =R, (i, -1 )
tooamE o Fig.1.1.3 - Grafo del circuito di
ve =R, fig DI 1.1
PV S0
e Vel

Sostituendo le espressioni precedeati nelle equazioni di equilibrio ed assegnan-

do i valori numerici alle resistenze, si ricava il sistema risolvente su base maglie:

-~ =21 +31 , = v (0
k g

(1) - Salvo avviso contrario, nel presente capitolo turte le grandezze funzioni del tempo
verranno indicate con le lettere minuscole.
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I.a soluzione di questo sistema non presenta difficolta e si ottiene:

2
= — v (1), i Em e v {D); i, o= v {1)
7 & 7 ® 7 8

t m2 m3

ml
Pertanto considerando una gqualsiasi tensione o cotrente del circuito, essa avra

lo stesse andamento nel tempo della tensione "a(‘)’ a meno di ura costante moldplica-

g
tiva. Ad esempio ia rensione ai capi del resistore R3 vale:

1
i) == 7 Vg(t} (V)

Vpa(0 = R m2

s ™

il cui andamento & indicato in fig. JTL 1.4,
,

Vi3t

) o Fig.llL.1.4 - Andamento delia
tensione ai capi del resisto-
e Ry (V] S)

L.e constderazioni precedenti mostrano che per i circuiti senza
memoria il problema dell’analist in presenza di un'eccitazione, avente
andamento quaisiast in funzione del tempo, & equivalente al problema del-
I'analisi in presenza di eccirazioni costanti. Un risultato analogo vale
quando sono presenti pit eccitazioni variabili nel tempo. Infatti, in base
al principio di sovrapposizione degli effettt, che vale peril circuito con-
siderato in quanto per ipotesi & lineare, qualsiasi grandezza elettrica &
la somma degli effetti delle singole eccitazioni considerate come se a-
gissero da sole e non contemporaneamente. Percis, se le eccitaziont pre-
senti sono e (t),i=1,...N, la generica grandezza elettrica u(t) avra una
espressione

: N
(H1.1.1) u(t) = X A e (o)
: i=1
dove le costanti A. possonoe essere determinate come fatte nell’esempio
1 ’ .
ili.1.1, supponendo presente un'eccitazione alla volea.
T mrmmonms dolle wocdokila samns madifion  an faleinnen i1
Ladh [ L T P Y B R LR Y NEEL A CA LSRR L W L\-ILSEJU E3ANSALE AL N hh ATRS AL AATd G R G L LELA W B L

problema dell'analisi dei circuiti quando siano presenti componenti con
memoria, cioé componenti che presentino nelle loro relazioni costituti-
ve operazioni di derivazione ed integrazione rispetto al tempo. Talt com-
ponenti sono il condensatore ideale, l'induttore ideale e gli indutrori mu-~
tuamente accoppiati.
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La presenza di operazioni di derivazione rispetto al tempo fa si
che le grandezze elettriche dipendano aon solo dai valosi atiuali delle
eccitazioni ma anche dalla loro rapiditd di variazione nel tempo. Analo-
gamente le operazioni di integrazione estendono tale dipendenza anche
a weti gli istanti precedenti 2 quello atruale. E quindi evidente che se
in un circuito con memoria & presente una funzione di eccitazione f(t),
qualunque altra grandezza del circuito aved un andamento nel tempo che,
salvo casl molto particolari, & del witro differente rispetto a f(t). Viene
percid a cadere la semplice propriéta, valida per i circuit senza memo-
ria, che ogni grandezza elettrica del circuito & proporzionale adaf(t).

Quanto detto in precedenza si pud esprimere analiticamente, af-
fermando che, mentre per un circuito senza memoria il sistema risolutivo
¢ di tipo algebrico, nel caso dei circuiti 'con memoria il sistema risoluti-
vo & di tipo integro-differenziale. L'analist di un circuito con memoria
tichiede quindi 'esecuzione dei due seguenti passi:

a) individuazione del sistema integro-differenziale risolvente;
b) risoluzione del sistema integro-differenziale.

Esaminiamo separatamente i due punti precedenti.

Punte a: individuazione del sistema integro-differenziale risolvente.

It sistema risolvente pud essere individuato ‘impiegando i
metodi visti nei cap. IT con semplici modifiche. Ricordiamo che tutti i
suddetti metodi comprendono le due seguenti fasi:

1) scelta delle grandezze elettriche incognite e scrittura delle equazio-
.ni-di-equilibrie-in-bas e-alla-prima-od-alla-secondalegge-diKitchholfap—
plicate ad opportine linee chidse;

2) esplicitazione delle grandezze elettriche note ed incognite nelle e-
quazioni di equilibrio precedenti, utilizzando lerelazioni costitutive dei
componenti.

La prima fase pud essere applicata senza modifiche nel caso
presente, in quanto basata sulle’leggi di Kirchhoff che sonoindipenden-
ti dalla natura dei componenti. La seconda fase va opportunamente mo-
dificata per tenere conto del carattere integro-differenziale delle relazio-
ni costitutive dei componenti. Tale modifica risulta del rtutto intuitiva,
come & chiaramente messo in evidenza dal seguente esempio.

Esempio H1.1.2.

Determinare i} sistemao sisolvente del circuito di fig.11].1.5, dove |a tensione im-

pressa dal generatore he "endemento di fig.l11.1.6.
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é

Fig.lfl.1.5 - Circuito considerato L:2
nell'esempio [H.1.2. 1 valori dei R

componenti sono: Ry=2, Re=1, 1

Ly=1, Cy=1, C,=21(00, H, .

O

Fig.HbL1.6 - Andamento nel tempo della 3
tensione impressa dal generatore del
circuito di fig.JIL1.5 (V,S).

Riferendoei al grafe di fig. 111.1.7, si ottengono le seguenti equazioni di

equilibric delle tensioni:

v1l+ v, + vy = ]
~vy + v +v.5=0
~v4 —‘\,2 - "6 =0

ove tutte le tensioni indicate devono essere considerate funzioni del tempo. Si pud no-
tare che fino a guesto punto il procedimento & identico a queilo segwito nell'esempio
[I1.1.1, relative ad un circuito senza memoria, avente lo stesso grafo del circuito qui

considerato.

6
nit )
‘ | Ny 2
Fig.tll1.7 - Grafo del circuito di . l)
fig .15,
3

i 7
Y

3

)

st

Esprimiamo ora le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correntd di

maglia; si ha:
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C e
1R *ml
vy=l, — [i_,-i ]
vy=m= [ [ (i ] ar + v 0

v, = wf G- (] dr 4 v (o)

v. = R_1 ; v = Vg(t)

Sostitnendo le equazioni precedenti nelle equazioni di equilibrio ed i valori nu-
merici al componenti, si ottiene il sistema risolvente su base maglie:

d

t .
Zimi * :l_t—(iml‘- im.’i) +f {iml(T) - im?('r)]d'r + ch(O) =
0

t 1 1
—f [i (1) =i () dr ~v oyt = i g(my =i gt )ar+ v 0 +i ,=0
0 “dg

i f. . ] d .
——2— .umz('t“}"xm‘,s('r)_ d-r—v (0) —— -]

& m m3) = vg(:)

=In-tale-sistema-sone-incogaite-le-funzioni-del-tempo-j i Am2 ed-i a mentre

sono note le quantita v, (0) e v 4(0), che tappresentano i valori deile tensioni al ca-
pi dei condensatori all' xstante =4},

Punto b: risoluzione del sistema integro-differenziale.

Il sistema integro-differenziale a cui si giunge nell'analisi dei
circuiti lineari permanenti a costanti concentrate, che stiamo conside-
rando, gode delle seguenti proprieta:

1)} I'unica variabile presente & il tempo e quindi tutte le derivate pre-
senti sono derivate totali. Cid & conseguenza dell'ipotesi «costanti con-
centrate», che permette di escludere dalla trattazione del circuito ogni
.variabile spaziale ed ogni dimensione;

2) il sistema ¢ lineare, nel senso che le funzioni incognite compaiono
sempre alla prima potenza ed i coefficienti aon dipendono da tali inco-
goite, Cid é conseguenza del carattere lineare del circuito;
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3} { coefficienti delle equazioni che compongono il .sistema sono indi-
pendenti dal tempo; quindi essi sono costanti e reali, Cid & conseguen-
za del carattere permanente (o tempo-invariante) del circuito.

La complessita del sistema risolvente dipende da due fattori: 1)
il numero delle funzioni incognite e quindi delle equaziont disponibili.
Tale numero & legato alla complessita topologica del circuito, cioé al
numero dei rami deli'albero e del co-albero; 2} l'ordine del sistema dif-
ferenziale, definito come la somma degli ordiai di derivazione rispetto
alle singole incognite, dopo aver eliminato le operazioni di integrazione
(derivando le equazioni che le contengono) e'tuttele relazioni istantanee
che sussistono fra le tncognite (effectuando le opportune sostituziont).
L' tmportanza di questo fattore & conseguenza delle seguenti proprieta,
per la cul dimostrazmne st rimanda alla teoria dei sistemi differenziali
ordinart:

- I - | 2
UUL{.CI oilld. 1lb\)lu4l\) ESTOLAL Wlia billéuld C\,i
so ordine;

a) la soluzione di ur sistema differenziale d n pud essere ricon-
.O M R e

b) la soluzione di un sistema differenziale di ordine a (integrale gene-
rale) dipende da n costantt arbitrarie, -

E importante mettere in evidenza che ['ordine del sistema diffe-
renziale risolvente non & mai superiore al numero degli elementi con me-
moria presenti nel circuito. [nfacti il ststema risolvente pud essere sem-
pre scritto come un insieme di equazioni algebriche (relative alle leggi
di Kirchhoff ed ai componenti senza memoria) pill n equazioni differen-
ziali del primo ordine, relative ciascuna ad un singolo componente con
memoria. L'ordine & inferiore ad n solo se il circuito presenta uaa con-
figurazione particolare dei componenti con memoria, come discusso in
detraglio nel capitolo nono, a cul si rimanda.

Per una trattazione in generale della risoluzione dei sistemi di
equazioni differenziali ordinari 'si rimanda ai testi di analisi matematica.
Nel seguito del presente paragrafo tale problema verrd trattato con rife-
rimenzo ad alcunt esempt tipici di particolare importanza e semplicita.

11H.1.7 - Esempi del primo ordine.

Il caso ptu sempitce da trattare é queElo in cut il sistema risol-
vente & costituito da un'unica equazione del primo ordine. Tale situazio-
" ne si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un con-
densatore ed un generatore di tensione. Tratteremo in dettaglio quesrto
tipo di circuito, iniziando dal caso in cul il generatore di tensione & di-
sattivazo !l

e - + L) - v *
(1) - E importante notare che nel circuiti con memoria ha senso considerare ancheil ca-

(segue)
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Esempio 1l11.1.3,

Effettuare i"andlisi del circuito di fig.11.1.8 supponende che Iinterrutiore si

-
chiyde all'istante $=0 ed il conc.iensufore sia carico ad una certa tensione VC(O).

£=()
4740

. + .
Fig.ll.1.8- Circuito considerato nei- v (0)== ) R i
'esempio HI.1.3.- - i(n)

Il comportamento elettrico del circuito considerato pud essere facilmente previ-
sto analizzando il problema dal punto di vista fisico. All'atto della chiusura dell'inter-
ruttore, ia tensione vc(()) presente ai capi del condensatore provoca un passaggio di
corrente attraverso il resistore; tale corrente a sua volta provoca una diminuzione del-
ta carica del condensatore e quindi della sua tensione. Percid, al passare del tempo, la
carica del condensatore renderd a zero, cosi come la tensione ai suoi capi ela corren-
te nel circuizo. Il fenomenc si esaurisce in un tempo infinito quando tuttal'energia ini-
zialmente immagazzinata nel condensatore & stata dissipata nel resistore.

Efferruiamo ora 1'analisi del circuito aperando con il metodo delie equazioni
differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si ottiene la seguente
equazione di equilibric delle tensioni:

{IRE.1.2) ‘ - v (1) + vﬁ(t} = (
- N [+ .

Le relazioni costitutive dei componenti sono:

i
(TH.1.%) vg(o = R i) . vc(:) = - —Cm Ci(TrdT 4+ vc({))

in cui il segno negativo nella (HI.1.3)} & dovuio al fareo che la corrente i(t) esce dal
morsetto positivo del condensatore. Sostituendo le relazioni costitutive nell'equazione
di equilibrio, si ha:

(il 1.9 — i{r)dr + v (0) + Ri(r}=0
. C ©

so in cul sono assenti le eccitazioni, a differenza dei circuiti senza memoria, in cui
una tale situazione corrisponde alla soluzione banale di avere tustele grandezze elet-
triche nulle, .
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L'equazione precedente, a causa della presenza dell'intecruetore, descrive il
“ . . . . - ATERAY
circuito in esame solo per gli istanti ¢ > 01} )
Derivando Ia (Il.1.4) rispetto al tempo e ricordando che ia quanticd v (0} & una
costante, si ottiene la seguente equazione differenziale:
i
(IIL. 1.5 RC — +1=0 t> 0
de ’ ‘
Osserviamo che la (1IL.1,5) & lineare, a coefficienti costanti, del primo ordine
ed omogenea, non essendo presente nel circuito alcuna eccitazione. Per risolvere la

(HI.1:5) occorre determinare l'integrale generale, che & del tipo seguente:

(111 1.6) i) = A ™

ove ]a quantita A & una costante arbitraria dipendente dalle condizioni iniziali ed a st

determina risolvendo [a seguente equazione' caratteristica associata all'equazione

(L 1.5y
{1IL.1.7). RCa +i=0
51 ottiene:

{E11.1.8) . o = —-—

Per quanto riguarda la quanctitd A, occorre ricordare che per =0, essendo il

condensatore carico alla tensione VC(O), la corrente risulta pari a:

v (D)
[:4

(I 1.9 i{0) =

Confrontando a (I1L.1.9) con la (III.1.6} si ha:

vc(O)

(I 1.10) ) HOy = A =
' ' R

(1) - Per t < 0, essendo aperto !'interruttore si ha ovviamente it} = 0.

(2) - L'equazione caratteristica si ottiene sostituendo 1'integrale generale (I, 1.6) nel-
i'equazione omogenea (II1.1.3), cioé:

RCadae®™ + 4™ =0

. ed osservando che tale relazione deve essere valida per ogni t.
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Quindi la soluzicne dell'equazione differenziale (111.1.5) diviene:

v, (0)

(I11.1.11) i = gt/RC >0
R

Dalia (111.1.11) appare chiaramente che la corrente di scarica di un condensato-
re acwaversoe un resistore R ha un andamento esponenziale (figJi1.1.9). Un andamento
simile (fig.1{.1.10) ka la tensione ai capi del condensatore, data da:

(I11.1.12) v (0 = Ri() = v_(0) /RO £ 50

4 Hey
v (0)
o

R.

Fig.[1.1.9 - Aadamento della corrente nel circuito di fig.1tl.1.8. Il segmento
BD e uguale alla costante di tempo del circuito e CB & tangente in C alla
curva. '

vh(t}

Fig L1110 - Andamento deila tensione ai capi del condensatore del circuito
di fig.1I.1.8.

Osservazione IIL.1.1,

La quantiza RC che compare nelle espressioni (1ILL1.11) e (111.1.12) ha le di-
mensioni di un tempo; essa & chiamara la «costante di tempo» del circuito e viene co-

munemente indicata con la lettera r,
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Dalla (111.1.12) vediamo che:

1

(HIL1.13) v (7} = v (0) —
C < e

quindi la costante di tempo mppresenta ['intervallo di tempo necessaro per ridurre la
tensione ad 1/¢ del suo valore iniziale. Il valore della costante di tempo é facilmente
deducibile per via grafica, disegnando la retta tangente in un punto qualsiasialla curva
defla corrente ¢ delia tensione e poi considerando il sepmento intercetraro sull‘asse del-

le ascisse, come mostrate in fig.Hi. 1.9,

Esempio 1.4,

Effettuare ['analisi del circuito di fig.H1.1.11, supponendo che ['interruttore si

chivda all'istante t =0 e che il condensctore sia scorico.

B
<

[
-

I
Fig.lI.1.11 - Circuito considerato :¢) /) C =

nell'esempio IIL 1.4, _ i{e)

11 comportamento del circuito di fig.lL.1.11 pud essere facilmente analizzarto
da un punto di visra fisico. Ali'istante iniziale, essendo il condensatore scarico, la
corrente che scorre nel circuito & pari ad E/R. Tale corrente provoca la carica del
condensatore’ e conseguentemente da luogo ad una rensione v che sioppone alla ten-
sione del generatore. Pertanto la corrente diminuisce con il passare del tempo, tenden-
do a zero. Dopo un tempo infinite non scorre pit corrente ¢ ia tensione del condensato-
re risulea pari ad E. ' ‘

Efferruiamo ora 1'analisi del circuito operando con il metodo delle eguazioni
differenziali. Il circuito si compore di una sola maglia, per cui si ottiene [a seguente

-equazione di equilibrio delie tensioni:

(HL.1,14) v (0 = v + v {0
I3 il o

avendo indicato con vz(z) fa tensione del generatore.

Sostituendo nella (ITL1,14) le zelaziont costtutive del componenti, si ottiene
la seguente equazione differenziale lineare, del primo ordine, con coefficienti costan-
ti: ’

dv
C

(111, 1.19) RC + v £ t> 0

dt
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L'equazione (11I.1.15) non & omogenea, per la presenza a secondo membro della

i
tensione di eccitazione, che nel caso presente & supposta costante nel tempo. Determi-
niamo ['integrale generale dell'equazione (II.1.15), che vertd poi particolarizzato im-

ponende la seguente condizione iniziale:

:

(111.1.16} vC{D) =Q

L'integrale generale dell'equazione (I 1.15) si pud dererminare con il seguen-
te procedimento, valido per ogni equazione differenziale lineare ordinaria non omoge-

nea:

a) st considera l'integrale genernle v, () dell' equazione omopenea associa-
8 0

ta, ottenuta dail'equazione dara ponende a zero ["eccitazione;
b} si somma a v()(tj un integrale particolare vp(c) che soddisfi I'eouazione data,
Nel nostro caso l'equazione pmogenea associata ha 'espressione seguente:

. t:fvc
(11.1.17) RC

+ v =10
dt ¢

L'integrale generale vo(t) della (IFL1.17) & i} seguente:

(IIL.1.18) eyl = A e
' 1

con & == —m

RC

Gccorre ora determinare un integrale particelare dell'equazione

(ITT 1157, Tale determinazione risuita in generale pit-o. meno-complicata—a

seconda della funzione di eccitazione(!?. Essendo nel nostro case costante, si vede
facilmente che la funzione:

(111.1.19) vp(:) = K

soddisfa |"equazione data e costicuisce quindi 1'integrale particolare cercato.

In conclusione !'integrale generale deil'equazione (I1L1.1%5) &:

{U1.1.20) v (1) = vo(0) + v () ='A SVRC 4

(1) -~ Un metodo che pud essere seguitc in ogni caso & quello del auclec risolvente,
per il quale si rimanda ai testi di analisi matematica.
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Per particolarizzare l'integrale generale al circvito in esame, occorre
conoscere come ulteriore dato del problema la tensione del condensatore in un
certo istante di tempo. Nel caso presente sappiamo che v, (0) = §; quindi si ha:

(1H.1.21) ' V(0 =A+E=0

da cui si ricava:
{IH.1.22) A==-E

" La tensione del condensatore risulia uguale a {(fig.Ji1.1.12):

(111.1.23) v () = E (1=t RE t> 0
v (c) |

E o o e e

- t

Fig,i11,1.12 - Andamento della tensione ai capi del condensatore del circuico
di fig.J11.1.1L, : :

Pa questa espressione st ricava la corrente che scorre nel condensatore tramite

la:
dve g

(111.1.24) i) = € e = o ot/ RE >0
de R -

il cui andamento nel tempo & mostrato in fig il 1. 13.

i)

Y
T t

[e3]

Fig.}Hl1.1.13 - Andamento della corrente che scorre nel condensatore del circuito
di fig JII.E. 13,
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HILY.2 . Esempi del secondo ordine.

Esaminiamo nel seguente paragrafo il caso dei circuiti caratte-

rizzati da an'equazione risolvente del secondo ordine. Tale situazione

si ha ad esempio per un circuito composto da un-resistore, un condensa-

tore, un induttore ed un generatore di tensione. Questo circuito tipico,

mostrato in fig {I.1.14, verra analizzato in dettaglio di seguito nell'ipo-

tesi che l'interruttore si chidda all'istante ¢=0 echela tensione impres-
sa’'sia costante, o

(3]

‘Fig.HI.1.14 - Circuito considerato nel & I1.1.2.

~ Analizziamo il circuito su base maglie; 'equazione di equilibrio
delle tensioni per l'unica maglia presente &:

(I1.1.25) 7 v+ VL, tvy, =E

~E da notare che rale equazione vale solo per t > 0, cioé quando

—&-chiuso-llinterruttore;

Le relaziont costitutive dei componeati sono, teneado conto che
sono percorsi dalia stessa corrente i(t):

t
v () = %—A i(7ydr + v (0
(I11.1.26)
B di
de R

-Sostituendo le (1i1.1.26) nella (111.1.25),si ottiene la seguente e-
.quazione intfegro-differenziale:

" t d. N
(HL.1.27) wa i(T)dT+v(O)+L——1-+Ri=E t >0
C 0 ¢ dt

G. MARTENELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettratecnica, 9
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Derivando tale equazione rispetto al tempo, tenendo conto che
v (0) ed E sono quantirta costanti, si ha:

(1[1.1.28) B T e S 0 t > 0
de? L de vC

Per gli istanti t < 0, essendo aperto ['interruttore, |'equazione
(FI1.1.28) non & pid valida e deve essere sostituita con la seguente:

111.1.29) =0 - <0

Determintamec ora l'integrale generaie della (I111.1.28). L'equazio-
ne caratteristica associata é: '

JTET 2 Ay oA R 1 S
{ii1.1.30} 2t r %o e w0

Le due radici di tale equazione valgono:

(I1E.1.31) R R :
L % R [
1,2 2L 4L2 LC

Nell'ipotesi in cul le due radici N ed @, siano fra loro distin-
te, cioé quando: ‘

(r.1.323

integrale generale deil'equazione (111.1.28) assume la forma:

13

(111.1.33) i(0=A et + Ae?

in cui A ed A, sono due costantt arbitrarie da determinarsi tno base al-
te condizioni iniziali. Nel caso invece di radici coincideati o = &, =a=
=~ R/2L, cioé quando:

R
(111.1.34) - =
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li‘integra[e generale deil;equaziOﬁe {1i1.1.28) assume [a forma:
(Il1.1.3%) ) = A e A e

Tale integrale dipende anch'esso da due costanti arbitrarie(1,

Si pud osservare che l'espressione dells soluzione considerata
fino a questo punto & del tutto generale, a prescindere da qualsiasi
ipotesi sulle condizioni iniziali nelle quali:si trovi il ecireuito
all'istante” t=0: Tali condizioni-dipéndono dall'azione di eventuali
eccitazioni agenti nel periodo di tempo <0, in conseguenza delle
quali si ha un immagazzinamento di energia negli elementi con me-
moria e cioé nel condensatore e nell'induttore prima dell'istante t=0.
Come & stato messo in evidenza nei §§ 1.8.2 e 1.6.3, l'energia im-
magazzinata in un econdensatore & legata direttamente alla tensione
presente aj suol capi, mentre 'energia immagazzinata in un induttore
2 legata direttamente alla corrente che lo percorre. Percid lo stato
iniziale del circuito 2 individuato fisicamente dalle due seguenti
quantita:

(111.1.36) ’ v (0 i, (O)

che devono essere considerate come dati del problema (2).

(1) - La presenza di due costanti arbitrarie nell'integrale generale & conseguenza del
fatro che 1'equazione differenziale che si sta considerando & del secondo ordine.

(2}-2-Qecorre-fate-attenzione-al-fato-che-te=grandezze~ele etriche (IETA6 - sono~presenti

nel-circuito per-cause che-esulano-dal-feromeno eleruico in esame e quindi dal compor
zamento del circuico di fig.i1.1.14 depo la chiusura dell'interructore. Esse possono es-
sete assegnate in modo arbicrarie, come & stato precisato; turtavia § loro valori devono
soddisfare le leggi di Kirchhoff, Si pud ad esempio osservace che la quantitd i; {z) per
t<0 deve essere nulla nel circuito consideraro, essendo 'intercuttore aperto. Di con-
seguenza deve essere i (0)=0. Valori di i[(0) diversi da zero possono tuttavia es-
sere ancora giustificat del due modi seguenti: ' :

a) si pud supporre l'esistenza di una causa esterna che carica istantaneamente 'indut-
tore proprio quande |'intecructore viene chiusoe;

b) si suppone iy (ty # 0 per <0, sostituendo al circuito in esame quello di
fig.11.1.15, in cui é presente un secondo interruttore che commuta all'istante t=0.
Per > 0 il nuove circuito coincide con quello di fig. 111.1,14,

¢ [Tt ARy 11X

=0 . Fig.111.1.15 ~ Circuito che
Ve GD ~— e pemettre la cireelazione di
i (0) corrente nell'induttore per

t <,
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Le quantita (IT1.1. 36)'permectdno di determinare le costanti arbi-
trarie A, ed A, tamite le seguenti operazioni:

© a) a partire daile grandezze elettriche iniziali(IH.1.36), derermmare i va-
lori iniziali di Cauchy associati all’equazione differenziale (III.1.28).
Per un'equazione differenziale di ordine n, detti valori sono rappresen-
tati daila variabile e dalle sue prime n-1 derivate, calcolate nel punto
t=0. Nel caso presente i valori iniziali di Cauchy sonole seguentiquan-
tta:

(Il1.1.37) i 0)

di

1= 0

avendo indicato con 0% il valore della derivata all'istante t = O,

come limite destro.  Ritorneremo in dettagho su questo punto nel §

[11.3.

b) risolvere il problema delle condizioni iniziali di Cauchy, ciocé con ri-
ferimento al caso generico di un'equazione di ordine n, determinare le n
costanti arbitrarie in funzione dei valori iniziali di Cauchy.

Applichiamo le operazioni precedenti al caso in esame. In rela-
zione al passo a) otteniamo il seguente sistema di equazioni,in cul so-
ao incognite le quantita {II1.1.37): -

| di
138 (=i (©; L

+ RO+ v (0)=E
o de ¢

1=0*

Risclvendo le (HI.1.38), si ottiene:
di 1 '
- de|

1=0F

(IL.E39)  i(0)=1,(0) ;'

1
=T {E-Ri (0) -v (0)}

In relazione al passo b) le equazioni che siottengono dipendono

dalla natura delle radici a, ed a, dell'equazione carattertstica (11[.1.30).

E necessario percié a questo pumo distinguere tre casi.

1) Radici o, ed o, reaiie distinte.

Tale caso si verifica quando:

R? 1
>

II[.1.40
( ) 412 I.C

e quindi l'integrale generale della (I11.1.28) ha la forma (II1.1.33).
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Gli esponeati delle funzioni che compongono tale integrale sono
negativi quando le due radici sono negative, cid che si verifica sempre,
in base alla regola di Cartesio applicata all'equazione di secondo grado
{I11.1.30), quando il circuito considerato & passivo (R>0,L>0,C>0). In
questo caso la funzione risultante ha un andamento decrescente nel tem-
po. ‘
La risoluzione del problema di Cauchy porra alle seguenti rela-
zioni, deducibili diretctameate dalla ([11.1.33):

AL+ A, =i(0)

di

(I11.1.41) A+ ah, = —
t

=+

Dal sistema precedente si possono ricavare le incognite A, ed
A, e quindi la soluzione. _
Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio 1§1.1.5.

Effettuare 1" analisi def circuito di fig.l#i.1,14 nell'ipotesi che i componenti ab-
biano i valari:

R=10 , L=1/2, ¢ = 2/91 odLae B

e che le grandezze elettriche impresse ed iniziali valgano:

Sy , . e Sa— ;L({}) 2o iy

Dalle {I1I.1.31) si ottiene:

a, =-10+ ¥100-91 = -7 , a,=-10-3=~13 O

Dalle {I11.1.39) si hanno i seguenti valori iniziali di Cauchy:
di
i{O):iL(G}:O ; — = 2A2-1) =2
) de t=0%

Dalla (I11.1.41) si ottiene:
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da cui deriva:

1 ‘ 1
A, = — H . A oo —
| T 2 3

L'andamento nel tempo della correnté i(t) che scorre nel cirewito di fig.I1.1.14

nel caso qui considerato, assume la seguente espressione (fg.I1.1.16):

1
) = — (&7 - 139 (A
3

i(t)

M

!
|
H
i
!
I \
]
"
Fig.}i1.1.16 - Andamento della corrente i{t) nel circuito di ﬁg.ﬂl.l.lé nel caso

che i valoti dei component siano quelli previsti neil’esempio II1.1.5.

1.'andamento nel tempo di ognt altra grandezza eletrrica del circuito pud essere
facilmente determinato, Ad esempio la tensione al capi dell'induttore vale (figJJIL1.17):

di 7oL, 13
VL(t) = L_‘;— E. __g et ot _6 g3t V)
t

v

\ o 2x,,

Fig.HL1.17 - Andamento della tensione v, (t) ael circuito di fig.dIl.1.14 nel
caso dell'esempio I11.1.5.



1

2) Radici &, ed a, coincidenti.
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Tale caso si verifica quando & soddisfartta la condizione (I11.1.34);

Q. = = -
= a vale:

(l11.1.42)

a8

R
2L

ed & reale negativa quando il circuito & passivo (R >0,L>0,C> 0).
La forma dell'integrale generale nel presente caso é la(111.1.35),
che porta alle seguenti relazioni per quanto rigearda il problema di Cau-

chy:- :

: A,
(1l1.1.43)

{IA1°‘|’“A2 e

1(0)
di

dt .

=g+

Dal sistema (I{I.l.@} si possono ricavare le quantiti incognite
A, ed A, e determinare quindi I'integrale particolare,
Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio H1,1.6.

Effettuare |'analisi del circuito di

bigne i valori:

R

Fig.”%.f.?d nell'ipotesi che i componenti b-

C=1/8 (1, H, B)

e che le grandezze eletiriche impresse ed

E=2, v, =1,
Essendo: RE 1

PR

a= a

iniziali valgano:

iL(G} = {V, A}
= 16, si ottiene dalle (IIF.1.42)
= a,z =4

[ valosi iniziali di Cauchy sono gli stessi ottennti nefl'esempio 111.1.5 e cioé:
Y P

oy =9

di

dr r=g*

Utilizzando le equazioni (I11.1.43) , si orziene:
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La corrente i(t), la cui espressione & del dpo 11.1.35, vale (fig.JH.1.18):

iy = 2¢ e (A)

i)

!
i
i
|
|
!
!
}
0.25 ’ t
Fig,lil.1.18 - Andamento della corrénte i{t) nel circuiro di fig.ll.1.14 nel caso
che i valoti dei componenti siano gueill previsti nell’esempio iII.1.6,

Determiniamo anche in queste caso, a titolo di gsempio, la tensione ai capi del-
I'indurtore. Essa vale (fig IIL.1,19):

di
v =L — = et - fret (V)
- de

v (e

Fig.i}l.1,19 - Andamento delia weasione v, {5}
nel cirewito di fig. L. 1.14 nel caso dell’esém-
pio i, 1.6.

0.25\ 0.51 /—-— ¢
I .
|

i Sl

3) Radici a, ed a, complesse coniugate.
Tale caso si verifica quando & soddisfatta la condizione:
R? 1

(111.1.44) . _ <
4L-2 LC‘
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La forma dell'integrale generale & la (I11.1.33), con i valori di a
ed a, dati dalle (J1.1.31), cioa:

1

(I11.1.45)
: i
R TH A F R

ove j & l'unita immaginaria (j*=-1) e I'asterisco indica il complesso
coniugato,
La risoluzione del problema di Cauchy porta in questo caso al-

le seguenti relazioni, deducibili di;‘ettamente dalle {[[I.1.33):

A+ A, = i(0)
(1i1.1.46) )
. di
ah oy A, = o

0%

I sistema (il1.1.48) gode di una proprieta fondamentale: i valori
delle i mcogmte A, ed A, sono fra loro complessi coniugati. Infatti oc-
corre innanzi tutto osservare che i valori iniziali di Cauchy sono nel
nostro caso delle quantita reali; cid vale'in generale, poiché per motivi
fisici sono evidentemente possibili solo valori realt per le condizioni
‘iniziali di un circuito-elettrico. D'altra parte dalle (III.1. 46) prendendo

i“complessi- contugatidientrambi U membii st octiene:

Ay + AT = i(0)

({11.1.47) di
* ES *
alAz"l“ Cl.l Al = 'a-;—

1=0*

Questo nuoyo sistema commde con il (II[.1.46) salvo la sostitu-
zione di A con A ed A, con A . Percid deve essere:

&
(I11.1.48) A, = A

In conseguenzé della (III.1.48), l'integrale generale assume la
forma:

(1.1.49) =4, e At e
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ove ponendo:

A, = A, el
(I11.1.50) ‘
al = a +) oni
diviene: .
- (IIL.1.51)

i()=2Re [A ™ ] =2Re [A e™" " "™]=24 e ™cos (a4 0,)
avendo indicato con Re [...} l'operatore che da la parte reale di un au-
mero complesso.

L'espressione (I11.1.51) mette in evidenza in termini espliciti il
carattere reale della corrente i(t), cis che corrisponde ad un'esigenza
inderogabile fisica, essendo assurda una corrente istantanea di valore
complesso. La quanma a risulta di segno negativo,in base alla (1. 1.45)
quando il circuito & Dasswo {(R>0,1.>0,C>0); in tdle caso l'anddmento
della (I[1.1.51) & smorzato al crescere del tempo.

Applichiamo quanto detto ad un esempio.

Esempio il}.1.7.

Effettuore I'analisi del circuito di f&g t1.1.14 nell'ipotesi che i componenti ab-

biane i valeri:

R=8, L=1, C=1/25 (1, o, ¥y
¢ che le grandezze elettriche impresse ed i valor iniziall valgano:

E=3; v =1 (=0 (V, A)

1 ed 3-2.

{alz—4+§3
a, ==-4 =13

Dalle (II1.1.39} si ottengono i seguenti valori inizialt di Cauchy:

Sk otrenpgono t seguent valori di &

{oy =0

di

— =2
de =0*

I valori di Ai ed A, si ottengono dal sistema (I1.1.46), che diviene in questo

caso:
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A1+A2 ={
(~4+i3):‘\1+("4“ ) Az =2
$i ottiene:

. . - A% oo
'Al = F/3 ) "6"2' Ai i73

Le quantita definite nelia (115, 1.50) valgono:

{ar=-—4 AM=1/3
a, =3 cpA=—~w/2‘

Quindi dalla (I¥1.1.31) si ottiene (fig.lII.1.20):

2 il 2
ity = — & cos (3: - m) = — o™ gin 3¢ (A)
3 2 3
8 ity
2
——— R
3 ~
\\_\\ -.2-—p~4t
RS

_—

N
[
~Z 2

2 - .
- // ,...,____erlt

F 3

Fig,H1.1.20 - Andamento della corrente 1) nel circuito di fig.Ji.1.14 nel caso
deﬂ'esempio I.1.7. :

Calcoliamo 1"andamento della tensione vL(t) ai capl dell'inducrore; si otriene
(fig. H11.1.21): &

- 8
v =L 4 = e"""(zcos 3t —-; sin 3t )

Osservazione 111.1.2.

8i pud osservare che gli andamenti nel tempo che si ottengono nell’ulimo caso
considerato sono sostanzialmente differenti da quelii visti nei primi due casi. Comune-
mente si ricorda tale fatto dicendo che nel primo caso la funzione & di tipo_sovrasmor- .
zato, mentre nel terze caso € di tipo sottosmorzato. Il caso numero due, relative alia
coincidenza delle radici, si pud considerare intermedio fra i due e viene detto 2 smor-

zamento critico.
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VL(:}
0 4
W\\ ,}E-M
3 - e
~ 3
\\ .
"‘-..\‘
\ \\_.--._.—- |
\\.// e
b A
=T
/\__1_(2&-»4:
10 P 3
el o
3

Fig.l1.1.21 - Andamento della tensione ai capi dell'induttore nel circuito di
fig.l11.1.14 nel caso dell'esempic HE 1.7,

complesso. .

Tebella [H.1.1 - Andamenti nel tempodelle grandezze eletiriche in un cir-
cuito del secondo ordine. '

Tipo di. Diagramma Tipo delle Posizione nel piano
andamento & radici complesso delle radici
grand. eleter. asse immaginaric
Sovrasmorzato Reali distinte . i _
a o asse reale
. P2
r
grand. eleter. . .
asse immaginario
Sovrasmorzato Reali
ctitico ‘ coiacidenti . - -
V N ay = &g asse reale
grand. elettr. asse immaginario
a
Complesse 8
Sottosmorzato coniugate {
- ¥
i asse reale
"12 &
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Osservazione I1.1.3,

E opporiung considerare atzentamente [ passaggi analitici effertuatl perricavas,
re I'andamente nel tempo nel terzo ¢aso (sotosmorzato). In tal caso & risultato opport
tuno otzenere 1'andamento reale della corrente incognita effettuando dei caleoli inter-
medi nel campo complesso. Tale modo di procedere si presenta moité volte nel campo
deil'elettrotecnica, tipicamente in presenza di funzioni wigonometriche., La procedura
in questione non & strettamente necessaria; infaced anche nel caso considerato si sa-
rebbe powrto ottenere 'integrale generale diretramente in termini di funzioni trigonome-
triche; In tal modo trtravia si sarebbero.dovuti utilizzare sviluppi znalitici molto pin
complessi e soprattutto non 51 sarebbero pig potuti trattare in maniera unificata i tre.
casi che si ottengono dalla soluzione dell'equazione caratteristica. £ necessario ri-
cordare infotti che solv nel campo complesso si ottiene ['unificazione delle funzioni

trigonometriche ¢ di quelle esponenziall,

Osservazione J1.1.4

Gli esempi del primo e del secondo ordine considerati nel presente para-
grafo non presentano particolari difficolta. per la determinazione deile condizioni
iniziali presenti per t = {%*. Infatti le tensioni iniziali dei condensatori ¢ le cor-
renti iniziali degli induttori, assegnate ail'istante t = 0", prima della chivsura de-
gli interruttori, sono rimaste le stesse anche per t = 0% 'istante appartenente
all'intervallo t > 0 in cui sono valide le equazioni differenziali risolventi. Tale
assenza di discontinuita delle condizioni iniziali per t = 0 nen vale in generale. in
particlare pud accadere che le condizioni iniziali, che soddisfano le leggi di
Kirchhoff per t = 07, noa possano pil soddisfare tali leggi per effetto della

_chiusura degii iaterrutiori in circuiti in cui la topologia venga sostanzialmente

alterata. In questi casi & necessaria un'ulteriore fase di caleolo per determinare le
nuove. coadizioni iniziali, valide per t = 0% a partire da quelle assegnate per
t=0". La seluzione di tale problema pud essere effettuata con il metodo indicato
nel paragrafo [11.3. ‘

E tuttavia opportuno osservare che, anche quando il problema precedente
non si presenta e ¢icé in assenza di discontinuita sulle tensioni dei condensatori ¢
sulle correnti degli indutteri per t = 0, possono risultare discontinue in detto
istante le condiziopni iniziali secondo Cauchy. Per esempio, nel caso del circuito
del secondo ordine, pur risuliando Ve l0) = v, (0% e i W0 =1 {0*), la derivata
i' (2}, calcolata per t = 0" nella equazione (1{[.1.39), & discontinua per t=9, in
quante il valere i'| {07) pud differire da i (0"} In effetti 1",(0") dipende
dall’effettivo circuito ipotizzato per t < 0. Ad esempio. nel caso del circuito di fig.
111,115 risulta i (0°) = 0. '
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1.2 - -Andamenti tipici delle grandezze impresse nei circuiti con
memoria. s

Quando sono stati introdotti i generatori indipendenti di tensione
e di corrente é stato detto che le grandezze elettriche da essi impresse
potevano assumere un andamento qualsiasi, D'altra parte nel paragrafo
precedente, introducendo ['argomento deii’analisi dei- circuiti con memo-

‘ria, & stato notato come la risposta di ua circuito sia strettamente iega-
ta alle funzioni di eccitazione e come la difficolta dei metodi di analisi
dipenda dalla classe delle funzioni di eccitazione considerate.

[ tipi di eccitazione che si utilizzano usualmente sono scelti in
base: 1) a moti vi di ordine tecnico, ael qual caso la funzione introdot-
ta approssima in modo pid o meno soddisfacente 1'andamento nel tempo
della grandezza impressa in un generatore reale; 2) a motivi di ordine
teorico: le funzioni introdotte sono scelte con lo scopo di mettere in e-
videnza qualche proprietd del circuito, anche se non possono essere ap-
prossimate in modo completamente soddisfacente dai dispositivi reali.
[n questo ambito vengono spesso utilizzate funzioai che non sono conti-
nue nel tempo e presentano delle discontinuita,

Le funzioni di eccitazione possono essere completamente deter-
minate oppure possono essere aote tramite le foro proprieta statistiche.
E evidente che la trattazione del problema dell’analisi di un circuito si
modifica sostanzialmente a seconda che le funzioni di eccitazione siano
del primo o del secondo tipo.

Nel presente paragrafo limiteremo 1'attenzione alle eccitazioni
del primo tipo. Le funzioni di eceitazione che vengone prese in econsi-
derazione di seguito sono quelle pill usate in pratica; tutsavia, molte
alire sono riportate nell'App. TIL A,

11£.2.1 - Funzione gradino unitario.

La funzione gradino unitario, indicata con il simbolo u_ (1), &
mostrata in fig.[[[.2.1. Essa presenta una discontinuitd in corrisponden-
za all'istante t=0, dove il suo valore passa da zero ad uno. Analitica-
mente viene definita con:

6, (6) =0 t <0
(H12.1)

——————— ’

u_i(t)ml >0

Fig.il1.2.1 - Andamento della fun-
zione gradino unitario.
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5

Dal punto di vista fisico la sua interpretazione & immediata: es-
sa corrisponde all'inserzione di un generatore di valore unitario all'i-
stante t=0,

Nelle applicazioni & spesso aecessario fare riferimento ad un generatore di am-
piezza qualsiasi che inizia ad agiré su un circuito elettrico all'istante t=ty In ral caso

si pud considerare la funzione seguente:

UI;.E.'.’) : f{r) =a ) (g- zo)

il cui andamento & riportato in fig.11.2,.2. Piu in generale, supponendo che la funzione
impressa dal generatore sia glt) e che essa comincl ad agire ael circuito atl'istante g

si ha:

(M2, %) _ floy = gl u_l(z-:o}

il cui andamento & riportato in fig.11.2.3,

£(2)
a o —
Fig.l1.2.2 - Eccitazione costante
impressa all'istante tye
Ty t
1) T —
03] T T N
~ TN

— ]

Fig.l1£.2.3 - Eccitazione variabile impressa all'istante t-

Dal punto di vista circuitale l'inserzione di un generatore pud essere ottesuta
per mezzo di un opperwno interruttore o commutatore. Si pud ottenere in tal modo un'in-
terpretazione circuitale immediata per la funzione a gradine, che trova riscontro in mol-
tissimi casi reali; tale interpretazione ¢ moswuata nella fg.lll,.2.4 per il generatore di

tensione e nelia fig.[l1.2.5 per il generatore di corrente. In entrambi i casi nello sche-
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: A
R —————— .
N

= qu{t)u_I(t-to) .‘ i

vft)q

b e ———Y
ay - B B

Fig lh2.4 interprt_razaonc circuitale deil'mserzmne all'istante ty di un
generatore :ll tensione,

titou, (e

i

ito

- 3
) B : b)

F[g i:; Le 3' L!ll(’.’[pl’tld&lullﬁ L,lXLLllldl.lf QL;}.‘[[E&EI‘C[UI!&: d,ll I&piwl!,e LO d; un

generatore di corrente.
¥
ma ) & presente un interruttore o commutatere ideale che si wova nella posizione in-
dicata per 1 < Ty mentre viene spostato istantaneamente ali'istante 1= Ty NMegli sche-
mi b} la presenza del commutatore o deli'interruttore non & pik necessaria, essendo la
sua funzione svolta implicitamente daila funzione a gradino.

Dalle (I1.2.1) st deduce il carattere discontinuo delia funzione
gradino unitario, per cui essa non risulra definira in r=0, A volte pud ri-
sultare conveniente, dal punto di vista analitico, utilizzare altre defini-
zioni, che coincidono con quella data (a meno del punto t=0) e che pro-
pongono la funzione u_(t) come Limite di una classe di funzioni conti-
nue, Fra le molte definizioni che & possibile dare,ne ricordiamo due:

a} Sia a (1) la funzione definita come segue:

u, (3 =0 per t <0
t
(111.2.4) v D) = per 0 <t < ¢

per 1 -

}

-

I
T

(U T
Allora il gradino unitario si pud definire come:

(I1.2.5) S, = lin U.l.'e(ﬂ




4R Analisi dei cireniti con memoria 145

Nella fig.Il1.2.6 é-riportato l'andamento della funzione u_, ((1); si
vede chiaramente che per ¢ che tende a zero, ta funzione data ténde al
gradino unitario, eccetto che nel punto t=0, ove lanuova fuazione & nul-
la. Notare che, per ogni €, la funzione U-;_e(f)‘ & continua per ogni ¢;

Fig.Hi.2.6 - Prima funzione conside-
rata per una definizione alternativa
di u_j(ch

b} Sia u ) (0 la funzione definita come segue:

u,{t =0 per t £0
(111.2.6)- ’

u, (O =1-eVE per t 20

Allora il gradino unitario u_,(t) st puo definire come:

(HL2.7y w0 = b, (0)

Nella fig.[[{.2.7 & riportato l'andamento della nuova funzione:per
essa valgono le stesse considerazioni fatte nel caso a).

............. yem i ' I\ lfF‘ t)
S . R
Fig.li1.2.7 - Seconda funzione consi-
derata per una definizione aliernarci- .
va i u_l(t). o

oy = —
A

{.2.2 - Funzione impulseo unitario.

La funzione impulso unitario, indicata con il simbolo uy(ey, @&
molto meno intuitiva della funzione gradino unitario; perdi pid, come ver-
ra accennato in seguito, in questo caso la stessa parola «funziones & u-
sata in modo improprio, trattandosi di un ente matematico diverso e cioe
di una distribuzione.E tuttavia opportuno caratterizzare dapprima in-
tuitivamente la funzione impulso unitario a partire da funzioni note e fa-
cilmente descrivibilt. Considereremo due casi differenti.

G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecnica, 10
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a) Si consideri la funziorie u, , (t) definita nel modo seguente:
(E.2:8) gy (1) = = [u_l'(t) ~u,(t-8}

Tale funzione & costituita dalla differenza di due gradiai di am-
piezza 1/¢, il secondo dei quali & traslato rispetto al primo del tempo .
Si vede facilmente che la funzione u . (1) &nulla per t <0 {essendo tut-
ti e due i gradini nulli) e per t> ¢ (poiché il secondo gradino annulla il
primo), mentre vale 1/¢ per 0<t¢< ¢ (poiché il primo gradino vale uno
ed il secondo zero in detto interviallo),

Fig.l11.2.8 - Prima funzione conside-
rata per definire u,(ch

6
~

L'andamento deila funzione u, () &quello di fig.Il[.2.8. Occor-
re notare che al variare di €, la funzione u, (t) possiede una proprieti
invariante: il suo integrale fra -0 e +@ @ mdipendente da ¢.Infattl:

(I1.2.9) f “o,s{‘} dr =1

-
b) Si consideri ora un'altra funzione u, (1}, definita nel modo seguente:’
’

_ u, f(t} =0 per t £0
(I11.2.10) '

i
g 0 == eVe per t > 0
L'andamento di questa funzione & riportato in fig.IHH1.2.9.

E facile verificare che anche questa duova funzione possiede un
invariante dato dall’integrale ([I[.2.9). Infatti per ogni € si ha:

=00 @ . 1 ©
(Hi.2.10) f u, L) de wf —I—e""edc =— l-eget/s} =1
. s € 9

o €
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E abbastanza facile intuire che,al diminuire di ¢,le due funzioni
u, (t) assumono caratteristiche molto simili € tendono ad una funzione
ovunque nulla, tranne che in un intorno del punto t=0. Tali funzioni so-
no quelle che ¢i servono per caratterizzare fenomeni che si esplicano ia
intervalli di tempo molto brevi con valore finito del loro integrale.

Fig.111.2.9 - Seconds funzione conside-
rata per la definizione di uo(t).

Sorge immediato il problema di scegliere un valore di € sufficien-
temente piccolo, In particolare ¢ evidente che si avrebbe una notevole
semplificazione analitica,se si potesse scegliere proprio il limite per
€ = 0. Tuttavia & facile vedere che tale passaggio al limite non & possi-
bile, in quanto si distrugge la proprieta fondamentale dell'invarianza de-
glt integrali (I11.2.9) e (II.2.11). Iafatti pur rimanendo unitario il limite
dell'integrale:

212 lirm U uo'e(t)dt] =1

e= 0 o

risulta nullo 1'incegrale del limice:

0

/

WL2IH ~ j [Et;mo uoe(t)‘ dt =0

il problema non pud venire risolto nell'ambito della teoria clas-
sica delle funzioni; occorre ricorrere a quella delle distribuzioni. Nello
ambito di tale teoria si dimostra che & possibile introdurreun ente u (1),
che viene detto distribuzione impulsiva unitaria, o di Dirac, tale per cui

-

I'integrale fra -© e +® & uaitario e pid precisamente:

T
f u (t) de =0 per T <0

(111.2.14)

T
f_ uo(c)dc=1 per T >0

-
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Pit in generale si dimostra che per ogni funzione continua'l’

fit} si ha:
, T

u (W KOde=0 ©  per T <0
(HE2.15)
u,(e) - Heyde = HO) per T >0

-

Nella letteratura tecnica viene usualmente indicata la u o) con

la denominazione di «funzione impulsiva di Dirac»; anche nel presenze
testo tale denominazione verrd usata, maigrado che sia improptia per

quanto detto. Graficamente la funzione u o{t) viene rappresentata come

in fig.H.2.10. ag®

Fig.}1.2.10 - Rappresentazione sim-
bolica deli'impulse unitario.

i e
L

Il concertto di funzione impulsiva unitaria pud essere esteso al
caso di impulsi non unitari e posizionati in istanti differenti dall' origine
dei tempt. Ad esempio la funzione :

([H.2.16) ' Auy(t-t)

corrisponde ad un impulso di ampiezza A (intendendo con tale locuzione
il fatto che il suo valore integrale definito fra - e +® & uguale ad A)
e posizionato nell'istante t,

I motivi che stanno alla base dell'introduzione delie funzioni impulsive preceden-
ti sono di ordine pratico e teorice. Rimandando la discussione per quesc'ultimi al quarto
capitolo, accenncremo di seguito ai primi,

Un'eccitazione impulsiva corrisponde all'inserzione nel circuiro di un generatore
per un intervallo di rempe molro breve rispetto a ruced i tempi di rispostadel drcuito stes-

so'2, Sorto questa ipotesi si pud dimostrare che "efferto dell’eccitazione sul circuito ri-

; » Nel caso che la  fit) _sia_discontipnva in t = O, occorre sosutuu‘e nella
1y 2l punte di 210 Povalovs modic povr ¢ - 80 AZ <sedipio s ML) — 4 SpiEd

t ! 1
J. win uy(dr = E— ug ()
Tale risultato verri utilizzato pella formula (Ii1.B.1).

{2) - Ad esempio, se si considera il circuite di fig,111.1.11 & sufficiente che la du-
rata dell'inserzione del generatore sia molto pid piccola del!a costante di tempo T.
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sulta poco dipendente dalin forma della funzione di eccitazione, che pud quindi essere
assimilata ad una funzione impulsiva. Essa non & unitaria, ma ha un'ampiezza uguale
all'area della funzione rappresentante l'eccitazione considerata. Ad esempio in figura

IIE.2.11 & rappresentara una tensione di tipo impuisivo di ampiezza uguale a 3 Vusec.
PP P P 1 g

oK v(t)

Fig.0i1.2.11 - Impulso di ten-
sione {V, usec).

Confrentando la funzione uO'E(t) rappresentata ia fig.[11.2.9 con |'andamento
della corrente i(e) di fig Il 1,13, si vede che esse rappresentano la stessa funzione.
Si vede inolire che fa i(1) possiede un integrale definito fra -~ e +®  indipendente
da R e pari ad EC. Infatci:

fes) 4] E . ©
/ {ode = = eG4 = Z[ere a“t/“c]o = EC

@ 0

| m

Quindi al rendere di R a zero, la corrente i(t) tende all'impulse di ampiezza
EC (ossia di ampiezza part alla carica eletrrica totale immagazzinata nel conden satore
dopo il processo di carica); si ha percid wna corrente impulsive durante la carica a
tensione costante di un condensatore in assenza del resistore in serie al generatore,

Osservazione i1.2.1.

Confrontando le definizioni delle funzioni uo(t) e u 1(t), come limite di uaa
classe di funzioni, si nota che u i{[) costiteisce 'integrale della prima. [nfarct si ha

per ogni €:

L
(111.2.17) uy (0 =f ug (1) dr

00

sia che si faccia riferimento alle definixioni (a), basate sulle espressionl (HI.2.4) e
(TI.2.8), sia che si faccia riferimento alle definizioni (b), basate sulle espressioni
(IL.2.6) e (111.2.10). Si pud quindi affermare che:

. t
{I11.2.18) u_l{r) -/ uo('r}ci'r

-0
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Quesc'ultima proprieti si pud d'altea parte ricavare diretzamente dalla definizio-
ne (I[1,2.14), interpretando 1'integrale come funzione del limite di integrazione superio-
re. Non & invece possibile affermare il fatwo opposto e ciod che la funzione uo(t) éla
derivata i u..l{t)' non essendo tale funzione derivabile, Tale difficolta pud essere su-
perata in ‘senso positive solo nell'ambito della teoria delle distribuzioni, a cul si riman-

da.

Osservazione H1.2.2.

Le funzioni impulso unitario uol't) e gradial unitario u»i(t) fanno parfe di una
classe numerabile di funzionk dette funzionl singolari. Un cenno a tali funzioni verra
dato nefl*appendice A, dove verranno indicate anche le ragioni {soprattutto teoriche) dels
la loro introduzione. Qui e sufficiente ricordare che la I-sima funzione di rale classe &

indicata con il simbulo u,(t) ed ¢ fegata alla successiva tramite la relazione:

. 1
(H1.2.19) u (c) =f w,, (NdT

o

111.L2.3 - Fynzioni sinusoidali.

Un tipo di funzione di eccitazione molto importante nelie applica-
zioni & quella sinusoidale (fig.111.2.12), definita come segue:

(I11.2.20) e(t) = Acos(wt +¢)

¢ caratterizzata dai parametri A, w, 9, aventi ciascuno un nome appro-
priato, di grande uso pratico. )

La quantita A viene chiamata ampiezza della funzione e(tr), di
cui conserva le dimensioni fisiche. Essa & un numero reale e positivo
(il segno di e(t) influisce solo su @), _

La quantitd w viene detta pulsazione dellafunzione e(t) e st mi-
sura in radianti/secondo. Essa & legata ad un’altra grandezza che inte-
ressa le funziont del tipo (111.2.20), che viene detta frequenza, nel modo
seguente:

(I11.2.21) N w =27k

La frequenza f st misura in Hertz {cicli al secondo} ed ha le di-
mensiont dell'inverso di un tempo.

La quantitd 9 viene detta fase iniziale della funzione e(r) e si
misura in radianti, mentre il termine fase istantanea si rtiferisce a tutto
l'argomento del coseno, cioé alla quantitd wt+ o,
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L'intervallo di tempo che intercorre tra due istanti successivt a-
venti la stessa fase istantanea prende il nome di periodo T dellafunzio-
ne e(t) € si misura in secondi. Tale quantita si puo ottenere immediata-
mente nel modo seguente:

(H1.2.22) L wt+D A 9= we+ 27+ @
da cui si ha:

(111.2.23) T= = %—

-]
-1-\5,,..%

---------------- Figetth:2:12=Andamento-della~-funzione sinusoidale:

L'importanza delle eccitazionl di tipe sinusoidale & sia pratico che teorico, Pal
punto di vista pratico, & sufficiente ricordare che hanno un andamento sinusoidale le
grandezze electriche applicace ab ciceuiti di potenza. L'importanza teorica & conseguen-
za del fatto che qualsiasi funzione del tempo periodic.a é sviluppabile in una serie di
funzieni del vipo (11, 2.20) di pulsazione ke, k=0, 1,2, ... (sviluppo in serie di Fourier)
e che per un circuito lineare vale il principio di sovrapposizione degli effecti, in base
al quale |'effetto di una somma di eccitazioni é uguale alla somma degli effetri delle

singole eccitazioni, considerate come se agissero da sole.

1.2.4 - Funzioni sinusoidali isofrequenziali.

Nelle applicazioni, come vedremo nel Cap. V, si ha spesso a
che fare con grandezze elettriche aventi un andamento nel tempo
sinusoidale con una pulsazione ® uguale ad un valore tipico w,.
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Quando si ha a che fare con funzioni di questo tipo, si paria di classe
di funzioni sinusoidali isofrequenziali. Considerando A e ¢ come le
coordinate polari di un punto-di un piano, 2 evidente che-esiste una
corrispondenza biuniveca tra le funzioni della suddetta classe ed i
suoi punti. A tale piano si da il nome di «piano dei fasori» definendo
come fasore'!’ associato alla funzione (I11.2.20) la quantitd com-
plessa: '

(111,2.24) o E=Ae?

rappresentante un punto del ptano in coordinate polari.

Il passaggio dalla generica funzione e(t) al corrispondente fa-
sore E, e viceversa.¢ immediato, come risulta dall'esame delle (111.2.20)
e {I11.2.24) e dagli esempi seguenti.

Esempio [1L2.1

Data la seguente funzione sinusociddle:
e{t) = 5 sint

determinare il fasore corrisporidente.

Qccorre dapprima esprimere ' la e{t) nella forma {111,220} si ha:

oy
e(ty =35 cos(t-——)
5 .

da cul st ricava:

Esempio H1.2.2

Date il seguente fasore: b

Ew=3+j2’

ottenere la corrispondente funzione sinuscidale,

Metriamo dapprima £ sotto forma polare, cloé:

b
jartag -5—

E=fi—3e

(1} ~ Per indicare il fasote a volie sono usaci altri nomi, come «vettore simbolicor e
csinore s,
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da cul si ricava:
2

ety = mcos (wot + artag ~:~>
) 3

B aecessario fare attenzione al caleolo defla fase tramite Varcotangente
del rapporio tra parte immaginaria e reale del fasore. Tnfatti l'areotangente
fornisce due valori che differiscono di x; la scelta-de%l'unic‘o valore esatto deve es-
sere fatte in base al segno della parte reale. '

il valore di @, deve essere assegnaco separatamente, in quanto non & dedu-

cibile dal fasore.

E possibile determinare un legame diretto fra la funzione e({t)
ed il corrispondente fasore E, esprimendo la prima nel campo comples- -
s0. Precisamente si ha: ‘

Tt D) il tE
0t T LT

(111.2.23) e(t)=Acos (ot to)=A

Confrontando la (111.25) con la (111.24) si ottiene:

Ee 0 4+ ¥ ¢

2

(111.2.26) e(r) =

dove E* rappresenta il complesso coniugato del fasore E. Osservan-
de inoltre che la (I1.2.26) esprime la funzione e({r) come semisomma di
due numeri complessi coniugati, si ottiene: ' *

(11.7.37) T e = ReTE & 01

_ Le espressioni (IIL2.26)e(IIl.2.27) sono i legami cercati fra il fa-
sore E e la grandezza e(t). Tali legami hanno importanza fondamen-
tale e verranno largamente utilizzati nel seguito insieme ad altre pro-
prietd e nozioni, che verranno introdotte successivamentetl),

Interpretazione grafica del legame tra le grandezze nel tempo ed i fasori.

Le relazioni (I11.2.26) e (IIi.Z.Z?}, che rappresentano il legame
tra un fasore E & la corrispondente grandezza e (), possono essere
facilmente interpretate per via grafica. ‘

(1) - La relazione (J11.2.27) permette anche di stabilire e dimensioni fisiche che si pos-
sono associare al fasore di una grandezza sinusoidale. Inparticolare si deduce che o-
gni fasore possiede l¢ dimensioni fisiche della grandezza corrispondente nel dominio
del tempo. '
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Consideriamo dapprima la relazione (II1.2.27), che r;pomamo di se-
guito per comodita:

(111.2.28) e(t) =Re [Ee "]

L'espressione (IIL2.28) implica due passx il primo consiste nella
moltiplicazione del fasore E per la quanuta el“’; il secondo nell'o-
peratore «parte reales. Efferruando il primo passo si ottiene un nuove
vettore F, definito come segue:

(111.2.29) F=Ee 0

i

Ii vettore F prende il nome di vettore rotante associato alla
grandezza e{t). Graficamente tale vettore si pudrappresentare nel mo-
do indicato nella fig.[IL2.13 nel piano de: fasori.

Im
N

Fig.lH.2.43 - Rapprescntamone P
gmfi(_.l det vettore F= E i “0t,

Re

Infatti F, che risulta dipendente dal tempo, & un vettore che
ruota in senso antiorario al crescere del tempo t con velocita angolare
w,. Esso mantiene il modulo costante e coincide con il fasore E all't-
stante t = (. :

Effertuando successivamente l'operazione «parté reale » sul vet-
tore rotante F. si otticne, in base alla(lll.2.28), la grandezza sinusoida-
le. Vale percid la seguente interpretazione grafica di derta relazione

Proprieta 111.2.1- «La grandezza sinusocidale e(t) & uguale alla proie-
zione sull'asse reale del vettore rofante associato af fasore della gron-
dezzo stessas.

La propricta 111.2.1 & illustraca nella fig. 1IL.2.14.

. TIm
Fig.llL2.14- Rappresenta- l jan
zione grafica della pro- i AF=Ee 0
priec Tit. 2.1 !
1
: Re
e(t)

\

In alcuni casi & utile interpretare graficamente anche l'espres-
sione (111.2.26), che riportiamo per comodita:
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(111.2.30) e(r) = 31" (B0 + g¥ oY

In base alla relazione (I11.2.30),la tensione e (t) dugualealla se-
misomma di due vettori coningati. I{ primo & il vettore rotante F; il se-
condo ¢ il vettore coniugato F*. Quest'ultimo vettore pud essere inter-
pretato come un vettore che ruota in senso orario(opposto a quello di F)
al crescere del tempo. ‘

Queste considerazioni sono interpretate graficamente nella figu-
ra 111.2:15,

Im 4 F
N
N
. 7 N 2e(n) R
Fig.IH.215- Interpretazio- P e e
ne grafica della relazio- s
ne ?III.Z.}O).
FS‘K

1.3 - Applicazione della trasformazione di i.aplace all'enalisi
dei circuiti con memeoria,

1H.3.1 - Introduzione.

fl procedimento di analisi dei circuiti con memoria che & stato u-
sato net paragrafi precedenti prevede due fasi, di cui la prima consiste
nella scelta delle grandezze elettriche incognite e nell

CdeterminaZione. o

~delle-equazioni-risolventi:-Tale fase, presente-anchenel caso dei circui-
ti senza memoria, porta ad un sistema risolvente di tipo integro-differen-
ziale invece che algebrico,come nel caso dei circuiti senza memoria, La
seconda fase del procedimento prevede i seguenti passi:

a) dopo aver individuato il sistema integro-differenziale risolvente, oc-
corre ricondurre la sua risoluzione a quella diun'equazione differenziale
ordinaria in cui compaia una sola fuazione incognita;

b) occorre determinare le condizioni iniziali di Cauchy relativamente al-
la funzione incognita prescelta, a partire dalle condizioni iniziali asse-
gnate nel circuito (tensioni iniziali dei condensatori e correnti iniziali
degli induttori);

c) occorre integrare l'equazione differenziale in corrispondenzaalle con-
dizioni iniziali di Cauchy. In presenza di funzioni di eccitazioni generi-
che, per la ricerca dell'integrale particolare, pud essere necessario ri-
correre al metode del nucleo risolvente.
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[l procedimento di analisi, che risulta dalla descrizione preceden-
te, prende il nome di «analisi nel dominio del tempos, tn quanto le gran- -
dezze elettriche vengono costantemente considerate funzmm del teniro.
Le difficolta di applicazione di tale procedimento sono chiaramente con-
nesse alle sue due fasi: quelle topologiche sono analoghe a quelle che
s'incontrano nei circliti senza memoria; le altre sono relative all'esecu-
zione dei tre passi precedenti. E importante notare cheil superamento di
queste ultime pud divenire estremamente oneroso, come $i pud intuirean-
che dai semplici esempi sviluppati nei paragrafi precedenﬂ

Una semplificazione notevole di questa parte del - procedlmento
pusd essere ottenuta utilizzando una particolare operazione detta « tras for-
mazione di Laplaces, che permette di trasformare sistemi di equazioni
integro-differenziali nel tempo in sistemi algebrici nel dominio di una
nuova variabile s detta «variebile di Laplaces.

Un modo iatuitive per compreadere |'azione di questa trasformazione é quello di
confrontarla con I'azione dell’operazione «loguritmo» nel campo dei numeri reali. Tra-
mite l'operatore logaritmo passiamo in un dominio trasformate ove le equivalenti delle
operazioni di moltiplicazione ¢ divisione sono le operazioni di somma e differenza, Nel
caso detla rasformazione di Laplace 1'equivalente di un'equazione integro-differenzia-

. le nel tempo & un'equazione algebrica. In ambedue i casi la parte onerosa della trasfor-
mazione, in fase di applicazione, & 'operazione di individuazione dell'immagine delia
quantird usawa e |'operazione inversa di ritorno dall’immagine alla quantitd non trasfor-
mata, Tale parte onerosa, ruttavid, viene complctamente eliminata mediante 'uso di op-

porune tabelle, gia predisposte per questy scopo.

L'operazione di trasformazione secondo Laplace di una funzione
del tempo f(t) consiste nella seguente espressione ‘!’

T
(H1.3. 1) F(s) = lim et (o) de
Pt |
0
l.a funzione F(s) viene detta «trusformata di Laplacesdelia fun-
zione f(t), mentre s & una quantitd complessa derta «wvaricbile di La--
places (), L'espressione (111.3.1) pud essere considerata come un opera-
tore che permette di passare dalla funzione f(t) alla funzione F(s). Per
brevita tale operatore viene indicato nel modo seguente:

(111.3.2) COEs) = & IHDT

{1} - La trasformata iz questione ¢ quella unilatera di Laplace.

(2) - K utile ricordare che nella letteratura Lem:ca viene usata molto spesso al
posto di s la lettera p.
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L'operazione inversa, che permette di passare da F(s) ad £(t), si
pud effettuare in modo univoco e prende il nome di «antitrasformazione
-di Laplaces. Detta operazione viene indicata simbolicamente con:

p p

(111.3.3) fr) = £ [F(s)]

Le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione secondo Laplace sono pos-
sibili solo se le funzioni censiderate soddisfano opportune condizioni. Accenniamo
di seguito a quelle pid importanti:

1} Si dicono 4 - trasformabili le funzioal f(c} per le quali esiste finito il limite indica-

to nell'espressione (HL 3. 1) per almeno un valore della variabile s
2} L'insieme dei valori della variabile s per i quali esiste finito il limite indicaco nel-
I"espressione {II1.3.1) viene denominato dominie di convergenza,

Le propriera fondamentali della trasformazione di Laplace sono le seguen:i“).

Proprietd | - Linearita.
Assegnate due funziont fl_( t) ed fz{t}, f- trasformabili, per le quali sia:

Fy(s) = £ (1 (0]

F,is) = by [f.z(tﬂ

(1. 3.4)

la trasformara di Laplace di una loro combinazione lineare:

{Hl.}.)) i ri'{l"““ e f!{tj =t Lg t'zi't?' =

& pari alla combinazione lineare delle corrispondenti trasformate con gli stessi coeffi-

ctenti, cioe:
(HL.3.6) Fis) = £ Lo 0+ ) 6,00) =c ¥ (8) + ¢ Fots)
Proprieta i - Traosformazione della derivazione rispetto al tempo,

Assegnata la funzione (1), £. trasformabile, per la quale sia:

(HL.3.7) Fsy = £ [ao]

{1) - Ulreriori proprieta verranno descritte nell’appendice 1L A.
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si ha: )
df
41 R S & [W} = s (s} ~ H0)

de

dove f(0) & il valore assunco dalla funzione: f{¢) per t=0.

Proprieta Il - Trasformazione dell'integrazione rispetto al tempo.

Assegnara la funzione K, £- trasformabile, cioé per la quale sia:

| (L3.9) F(s) = & [#(0)]
si ha:
t 1
(11310 - . .SJU f(f)dw—] = — F(s)
0 8

Osservazione 111.3.1

La trasformazione di Laplace pud essere definita nell'ambito
della teoria delle funzioni. La definizione pud essere anche facilmente
estesa all'ambito della teoria delle distribuzioni. Tale estensione
comporta lievi ma sostanziali differenze. Esaminiamo brevemente il

prime e 1l secondo caso.

a) Caso della teoria delle funzioni.

In tal caso l'integrale presente nella definizione della trasfor-
mazione di Laplace (II[.8.1) & calcolato secondo Lebesgue e l'inter-
vallo di integrazione & per t > 0. Pertanto nel teorema della deriva-
zione, il valore iniziale f(0) che compare nella (II1.3.8) deve essere
inteso come f {0%) , mentre la derivata df/dt & calcolata ovviamente
nell'intervallo t > 0 (zero escluso). Eventuali discontinuitad di f(t) per

t = 0 non sono considerate.

b) Caso della teoria delle distribuzioni

L'intergrale (I11.3.1) & calcolato nell’'ambito della teoria delle
distribuzioni. Per includere nella trasformata anche il contributo di
eventuali distribuzioni singeolari nellorigine, l'estremo inferiore di
integrazione & preso pari a t = 0°. Nel caso del teorema della deriva-
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zione, 'inclusione dell'istante t = 0 nel caleolo della trasformata &
essenziale, poiché eventuali discontinuita nell'origine di f(t) danno
luogo a distribuzioni singolari nell'origine per la derivata df/dt. Per
tenere conto di tali possibili discontinuita, il valore iniziale che
appare nella (I1[.3.8) deve essere in tal caso preso come f (0°). Nella
(II1.3.10), Vintegrale deve essere effettuato nel senso delle distribu-
zioni con estremo inferiore pariat = 0°, o

Nella maggior parte dei casi I'estensicne della trasformazione
di Laplace all'ambito delle distribuzioni non da luogo a risultati
differenti. In particolare, funzioni f(t) prive di singelarita per t » 0,
possono essere trattate sia effettuando i caleoli nel easo a) o nel caso
b). Se tuttavia occorre utilizzare il teorema della derivazione, potreb-
bero presentarsi singolaritd non presenti in f(t). Se inoltre si consi-
dera l'insieme di tutte le trasformate di Laplace F(s}, si vede che tale
insieme & molto pil limitato nel caso delle funzioni rispetto al caso
“delle distribuzioni. In particolare molte semplicissime funzioni P(s)
non possono essere considerate trasformate di Laplace, se la defini-
zione di tale trasformata & limitata all'ambito delle funzioni.

La trasformazione delle operazioni di derivazione ed integrazio-
ne nel tempo in operazioni algehriche nel dominio della variabile di La-
place rende ragione dell'affermazione iniziale, fatta in questo paragrafo,
sulla possibilita di eliminare ii passo oneroso de} procedimento di anali-
si dei circuiti con memoria,riguardante la soluzione di un sistema risol-
vente di equazioni integro-differenziale. Infatci, passaado nel dominio
della variabile di Laplace, tali sistemi divengono algebrici. Ulustriamo

quéesto aspetto con un esempio. ' '

Esempio {11.3.1,

Consideriomo "equazione differenziale (f1.1 -28) relative al circuito del secon-

do ardine considerato nel § 111.1.2. Tale equazione & lo seguente:
a?j R d&i 1
(11.3.11) ‘ b e e b e om g pert> 0

dac L de LC

Seriviamo I'equazione corrispondente alla (111.3.11) nel dominio della variabile
di Laplace. Indichiamo con(l’; '

(11.3.12) is) = £ fico)

(1) - Seguendo una convenzione che verra usata anohe ael seguito di questo capitolo, in-
dichiamo con le lettere minuscole le grandezze nel tempo e con le lettere maiuscole le
loro trasformate.
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- la trasformata di Laplace delia funzione incognita i (t), calcolata nell'ambito
della teoria delle funzioni. Infatti l'equaziene risolvente (I1I1.3.11) & valida
nell'intervallo t » 0 ip cui si pud ipotizzare l'assenza di discontinuitd impulsive
per la funzione i {t) e per le sue derivate. Applicando Iz proprieta della deriva-

‘zione, si ha:

di
(111.3.13) L [M] = 5 1(s) ~ 1(0%)
dt oo

Applicando nuovamente la proprieta della derivazione, si ha:

2.
d%i
(I11.3.14) . £ [__] =5 [s () =K0M 1104
de? :
dove con §(0") & stata indicata la quantica di/di ] _ g
Effertuiamo ora la trasformara di Eaplace di ambo i membri dell'équazione (H1.3. 11

Per ii primo membro si ha, atilizzando la proprieta di linearitd e le espressioni {111.3.13)

e (L. 3, 14); _
2- . 2. : .
dri R di 1 d%1 R di i
Sl = — — i =L +mﬁ[w]+——"f’[i]“
@? L & LT w2 L Ld LC
- R 1
(1.3.15) = s {s ks) =i0%] -1(0% + ~ [ s I(s) =i(0M] + — Is) =
‘ - L LC
9 R 1 R
= s“Ks) * — s Ksd + — Hs) ~{ s += | HO")~1" (0"
L LC L _

Per quanto riguarda il secondo membro detla (II1.3.11) é facile vedere che ad es-
50 corrisponde la funzione identicamente nulla. Percid, ricordando anche laproprietd del-
1'unicita defla trasformazione secondo Lapiace, si otriene la seguente equazione cherap-

presenta la traduzione nel dominio di s dell'equazione data:

R 1 R
(I15.3.16) sTE(5) + s — [(s) F e Is) = (s + —) O +17(0%)
LC L

Si pud notare che nell’equazione (111.3.16) non & pit presente alcina operazione
4} tipn invegro-differenziale o che in seen eoin preventi legronsed #0) ad H0%) cha conn
le condizioni iniziali seconde Cauchy dell'equazione {ill.3.11}. Nella {IIF.3. 16} figura co-
me incognita la funziene Hs) [l'incogni,r:a nella (HE.3.11) era infatsl i(t)]; tale incognita
pud essere ricavata in modo immedinto a causa del carattere algebrico dell’equazione

(I11.3.18). Si ha:
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- R
s + ——) 0%) +17(0%)
L

(I11.3.17} (s} =
’ 9 R H
s+ — 5 b —
L LC
81 pud notare che la funzione 1{s) & di tipo razionale a coefficienti reali. Ricor-
dando |'espressione (1I1.3.12), in base alla proprieta di unicita della antizrasformazione

. .
(5 + —) (0% + (0%
L

di Laplace, si ottiene:

(111.3.18) i = eyl = 07

8f pud dimosirare che l'antitrésfurmata-(IIE.S.IS) esiste & pud essere
calcolata nell’ambito delle funzioni. Cid dimostra la validita del metodo seguito e
conferma l'assenza di distribuzioni siagolari nelia espressione di i (¢).
Per ottenere esplicitamente l'andamento ael tempo della funzione i(c), sarebbe
ora necessaric eseguice 1'operazione di antitrasformazione indicata nella (1HL.3.18). Ii
metodo da seguire & riporrato nell'appendica IIILA, a cui si rimanda.

[l procedimento seguito nell'esempio I1.3.1 vale in generale, per
ognl sistema integro-differenziale, Esso consiste nei seguenti passi:

1} Trasformare ii sistema differenziale assegnato nel dominio del tempo
in un sistema nel dominio di s, utilizzando le proprieta di linearita, di
derivazione e di integrazione. Per effettuare tale passo & necessario in
generale determinare le trasformate delle grandezze impresse dai genera-

tori indipendenti;

2) il sistema ottenuro nel dominio di s & di tipo algebrico, coatenendo
come incognice le trasformate di Laplace delle funzioni incogrite. Risol-
vere tale sistema, ottenendo ['espressione esplicita in s deile grandez-
ze incognite;

3) effettuare le operazioni di antitrasformazione, ottenendo le grandezze
nel dominio del tempo.

Nei problemi di analisi dei circuiti con memoria, la trasfor-
mata di Laplace & utilizzata secondo le seguenti modalita.

a} I calcoli sono sempre effettuati nell'ambito della teoria delle di-
stribuzioni, in mode da includere l'eventuale presenza di distribuzio-
ne singolari nell'origine o per t > 0.

b) Le condizioni mlzlah utilizzate sonc direttamente le tensioni dei
condensatori e le correnti degli induttori, in modo da evitare i'uso di

G. MARTINELLI-M. SALERNOQ: Fondamenti di Eletirotecnica, 11
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grandezze derivate, quali gquelle relative alle condizioni iniziali
secondo Cauchy. Le condizioni iniziali sono sempre assegnate per
t=0". In tal modo il metodo di Laplace permettie di risolvere un even-
tuale problema circuitale per t = 0 che sorge se, per effetto della
chiusura degli interruttori, i valori delie condizioni iniziali per t = 0*
differiscono da guelli per t = 0'. Il metodo stesso permette di deter-
minare in ogni caso i valori di tutte le grandezze elettriche del cireui-
ti per t = 0*.

¢} L'opportunita di effettuare i caleoli nell'ambito della teoria delle
distribuzioni & anche legata al fatto che tutte le funzioni F(s) cosi
calcolate possono essere antitrasformate.

Essendo scontata la convenienza della risoluzione del sistema
algebrico in s, rispetto alla soluzione diretta del sistema differenziale
in t, la convenienza globale del procedimento & legata alia factlitd di e-
seguire le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione. A tale pro-
posito occorre notare che non é quasi mai necessario ricorrere alla defi-

nizione dellz trasformata di Lut“me, essendo disponibili 2 tale scopo

delle tabelle molto estese di funzioni e relative ‘trasformate. Alcune di
queste tabelle sono riportate nell'appendice [I[.A, dove viene anche de-
scritto il procedimento per eseguire 'operazione di antitrasformazione
nel caso, pil comune per i circuiti a costanti concentrate, di una funzio-
ne razionale reale della variabile s.

L'applicazione del metodo della trasformazione di Laplace nel-
I'analisi di un circuito con memoria rappresenta un caso particolare del-
'applicazione di tale metodo ai sistemi integro-differenziali. Tuttavia i
vantaggi che si hanno in tale casc sono ancora pil evidenti, non essen~
do necessario applicare il método di Laplace dopo aver ricavato il si-
stema risolveate. E infatti possibile la sua applicazione ad un livello
molto pit elementare, ricordando che il sistema risolvente si ottiene e-
sprimendo un opportuno insieme di equilibri conseguenti alle leggi di Kir-
chhoff, in aggiunta alle relazioni costitutive dei componenti. [l metodo
di Laplace pui essere applicato esprimendo direttumente ciascuna di to-
li equazioni nel dominio della variabile s.

111.3.2 - Trasformazioni delle relazioni costitutive dei componenti e lore’

circuiti equivalenti nel dominio di Laplace,

Individuiamo le relazioni costitutive nel dominio della variabile
s per 1 vari componenti che costituiscono un circuito a costanti concen-
trate, distinguendoli in tre categorie: generatori indipendenti, componen-
ti senza memoria, componenti con memoria,
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-~ Generatori rnd;pendenn

Tali componenti sono il generatore mdtpendente di corrente e di
tensione, caratterizzati dall'avere una delle due grandezize elettriche (la
grandezza impressa) coincidente con una funzione assegnata f(t). Suppo-
nendo che f(r) sia una funzione L -trasformabile, nel dominio della va-
riabile s la grandezza impressa diviene L [£(t)]. In termini circuitali’
I'operazione che si fa & quella indicata tn fig.II1.3.1 per il generatore di
tensione ed in fig.ll1.3.2 per il generatore di corrente.

I’ 4

v(t) V(s) | i(f)‘ l 1(s}

a} b) a) b

Fig.1i1.3.1 - Trasformazione nel dominio
di Laplace del generatore indipendente
di tensione. Le dimensioni di v(t) sono
Veolt & di V(s) sono Volt X secondo.

Fig.dl.3.2 - Trasformamone nel dominio
di Laplace del generatore indipendente
di corrente, Le dimensioni di i{t) sono
Ampeére ¢ di I{s) sonc Ampére X secondo.

E opportuno notare che nei casi (a) di talifigure sihanno genera-
tori che imprimono al circuito delle grandezze funzioni del tempo (come
avviene fisicamente), nei casi {b) le grandezze impresse sono funzioni
della variabile s (e quirdi fittizie, essendo ottenute tramite una trasfor-
mazione da quelle reali). Le dimensioni fisiche sono differenti, poiché,
in base alla (II1.3.1), si ricava che una trasformata hale dimensioni del-
la grandezza originaria moltiplicata per un tempo.

—~.Lompaonenti senza memoria

Tali componenti sono quelli considerati nel primo capitolo. Le
relazioni costitutive di tali componenti non contengono legami di tipo
integro-differenziale. E immediato verificare che tutte le loro relazioni
costitutive possono essere irasferite nel dominio della variabile s sen-
za alcuna modifica, sotto 'ipotesi di lingaritd ¢ permanenza. In tabella
[11.3.1 tali trasformazioni sono riportate per il resistore, per i geaeratori
controllati, per il nullore e per il trasformatore ideale.

Gli elementi nel dominio della variabile s non hanno un signifi-
cato fisico immediato, in quanto sono percorsi dalla corrente trasformata
I(s) e sono sottoposti alla tensione trasformata V(s). Tali grandezze e-
lettriche fittizie hanno dimensioni fisiche differenti da quelle delle gran-
dezze reali corrispondenti. Tuttavia & facile vedere chei paramerri rela-
tivi ai componenti mantengono le dimensioni originarie. Ad esempio nel
caso del resistore, il parametro R =V(s)/i(s) ha non solo lo stesso va-
lore (per la proprieta di linearita), ma anche la stessa dimensiope della
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Tabello 111.3.1 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio
delfe variabile s per i componenti senza memoria,

Relazione Relazione costi- |Circuito equivalente
Companente costitutiva -Circuito nel tempo |tutiva nel domi- |nel dominio della
nel tempo - |nio deila var, s variabile s
PR (8 BN + Visy o
Resistore vlit) = R i(x) . Vis) = R I{s) S ry
it} Hs)
Generatore ° 2
di tensione o + I{s) +
controilato viz) = ¢ (1) QD () Vis) = 1 I(s) V(s)
in '
corrente E
o Srtirrereree O *
(‘ier}eravtore °”“"+'””””“ “:""""’ 3 ” ?
i lemslone !
. - . r - V. (s
contric:]llato vy(t) = A ‘1(” v (8) CD V?.(t) Vo(s)=A Vl(s) V(s 2(9)
tensione ’ - -
o Yremal i) o—
C—p—y Qe
Generatore ' i (0 L (s)
41 corrente i 1 I.(s)
3 : =¥ 3 : - s
n,ont:.—ic:lllato iy (0 =K i (2) ?12.&) L(s) =K1 (s) 1 9
corrente
© —
Generatore ¥ .
di corrente
contollate | (1) =g v(t) () fico I(s) =g Vis) Vis)
n .
tesislone o - o—-—ww_
iy (1) i5{0) 1,(s) Eo(s)
v (=0 e = V (s} =0 — =
Nullor 1 1 1 .
Nullore ) _ v (1) jo oo volt) . vy (s)o o | Vol s)
1{0) =0 - - I(s) =90 - .
o—1 f—3 1 o—] —
i](t) iz(t} il{s) 12(5)
v e = w (0 °:—m—\' O30 '\-’1('5) =n VZ{S) :—h 2 OI:;O
Trasformatore 1
1 _ .
deale | (0= =iy [ 1 0| s =y | V) Valo
n:l
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resistenza elecrica. Tuttavia, per ricordare che non si tratea pin di un
rapporto fra grandezze nel tempo, ma nel dominio della trasformata di La-
place, vengono utilizzate delle denominazioni differenti.

Precisamente nel caso del rapporto fra tensione e corrente si par-
la di impedenza (in luogo di resistenza); nel caso del rapporto fra cor-
rente e tensione si parla di emmetienze (in luogo di condurtanza).

Compuonenti con memoria.

Tali componenti sono caratterizzati da relazioni costitutive di
tipo integro-differenziale; per quanto é stato detto precedentemente, lo
uso della trasformata di [.aplace permétte di ridurre talirelazioni a sem-
plici relazioni algebriche.

(‘ondmzsatore La relazione costitutiva del condensatore nel dominio del
tempo é la seguente:

) . dv
(fH.3.19) ife) = C —
dt

Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione
(I[[.3.19) ed applicando la proprieta di linearitd e quella di derivazione,
nell'ipotesi di condensatore lincare e permanente, si ha:

(111.3.20) ' i(s) = sC V(s} - C v(0")

dove v(07) rappreseanta il valore iniziale della tensione ai capi. del con-
densatore. La relazione algebrica (HI.3.20) & la traduzione, nel domi-
nio della variabile s, della relazione dlfferenzmle ([E.3.19). Si pud os-

spressione (111.3.20) & r lapresen-

za-di-un-termine noto relativo-alta cond:zmne iniziale: Pal punto-di-vis
sta circuitale 'espressione (111.3.20) da luogo alle equivalenze circuita-
i mostrate in tab.HI.3.2, la prima delle quali si riferisce al caso in cui
v(0") =0, Na questa tabella si vede che un condensatore scarico all'i-
stante iniziale st comporta nel dominio di s come un bipolo avente impe-
denza pari ad 1/sC {ovvero ammettenza pari ad sC). Nelcaso diun con-
densatore carico, occorre considerare la presenza di un opportuno gene-
ratore che tenga conto della condizione iniziale; tale generatore puo es-
sere di corrente.ovvero di tensione!). [n quest'ultimo caso si ha quindi
l'equivalenza fra il condensatore carico nel dominio del tempo e l'insie-
me di due componenti bipolari opportunamente connessi nel dommm del-
la variabile s.

(1) - La corrente impressa [ —(‘v(() & una grandezza trasformaza. Essa ha infatcd di-

mensioni fisiche di {Famdl s vole= {Ampere « [sec]. Anajogamente la rensione
impressa V_= v(0")/s & una grandezza trasformata. Poiché le dimensioni di s sono

[sec_»'l, le dimensioni di Vg $0N0 Volc} . [sec]
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Tabella 111.3.2 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel deminio
della variahile s per il condensatore,

Rélazione co- T Reluzione costitutiva Cireuito equivalente
stitutiva nel Circuito nel nel dominio della va- nel dominio delia va-
" tempo tempo rizbile s riabile «
A
1
o) = € — = sC V(s ;
: i) C " I(S) s V(s) Vis) li(s)
. T~
vQ) =0 V(s) = = Uy B sC
A
+
| o =i
dv T . A .
i = € e by I{s) = sCV(s) Cw{0)
de .
0 + -
W) # 0 . V(s)
. HIEY)
I(s) v(0') m
v = X2, e =N
sC s . A 1 * W0 B
=

Induttore; 1a relazione costitutiva dell’induttore nel dominio del tempo
& la seguente:

di
vty = L —

([{?.3.21). T

Trasformando secondo Laplace ambo ‘1 membri ‘della relazione
(I11.3.21) ed applicando la proprietd di linearitd e quella di derivazione,
nell'ipotesi di induttore lineare ¢ permanente, si ha: '
(1if.3.22) V(s) = sL I(s) - L i{07)
dove i(07) rappresenta il valore della corrente che percorre 'induttore
all'istante iniziale. La relazione algebrica (I11.3.22) & la traduzione nel
dominio della variabile s della relazione differenziale (I11.3.21). St pud
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osservare che la relazione {[[1.3.22) & di tipo non omogeneo per la pre-
senza di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal puato di
vista circuitale 'espressione (111.3.22) da luogo alle equivalenze mostra-
te nella tab.l11.3.3, la prima delle quali si riferisce al casoin cui ((07) =
=0, Da questa tabella si vede che l'induttore non percorso da corrente
all'istante iniziale si comporta nel dominio della variabile s comeun bi-
poic di impedenza sl. (ovvero ammettenza pari ad 1/sL.). Nel caso inve-
ce di un induttore percorso da una corrente iniziaie, occorre considerare
la presenza di un opportunc generatore che tenga conto della condizione
lniziale; tale generatore pud essere di tensione ovvero di corrente'!), In
quest ulumo caso-si-ha quindi I' equlvaienza fra I'indurtore carico all't-
stante iniziale nel dominio del cempo e 'insieme di due componenti bi-
polari opportunamente connessi nel dominio della variabile s.

Tabella H!1.3.3 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio
della variabile s per {'induttore.

Relazione costinitva | Circuito equivalente nel

Relazione costi-]  Circuits nel :
tu(;:iv:':!zgf ttz:(:xf;:(l) _li:t:;;zne nel dominio della va- | dominio deliavariabile s
riabile s
di _
vty = L — Vis) = sl {(s) its) sk
& : I Ao—er0H8 T B
oy =0 Hs) = o Vis) . Vis) -

A Jito '
Lt .
Lo < .
l B POV I W S

LR R S A g S RV A

0 ()]
vt} = [~
de -
HOBERY 8 -
HOR!
: e
Vis)  HOY [ ”“(D“**
I{s) = + A B
x - Dol G i
sl s ) o,
— o
+ Vis) -

(1) - La tensione impressa V_=L1{07) & una grandezza trasformata; essa percid ha le
dimensioni di {Vol:} [sec} Analogamente la corrente impressa I = {07Y/s & una
grandezza trasformata avente le dimensioni di Ampere} sec
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{nduttori mutuamente accoppiati; Le relazioni costitative degli induttori
mutuamente accoppiati nel dominio del tempo sono le seguenti:

vl(t) =

(111.3.23)

v2(tj =

o di, di,
L — +M—
L M dr
di di,
R
de * ol di

Tabella 111.3.4 - Relozioni costitutive e circuiti eguivalenti nel dominio
delle variabile s degli induttori mutuamente accoppiati.

Relazione costitutiva e circuito nel tempo

Relazione costitutiva e circuito equivalente
nel dominio della variabile s

I(s} sM

i,(0 1,(s)
“ > L [ et 0
2 - +
v, (1) VI(S) gsLl EsL2 VZ(S)
- _G - ‘ -
d‘l y di, .
= —_— 1t o 1 RS y
vibed= L, " o it y=0 { Vi) =sL, Lits) s sMI2(5)
di, di, Vols) =sMI () 4 s L, 1(s)
vo(=M — +L,—— ;i @ )y=0
“ dr < de 2
i ™ iyt
o oM o by
vl(t) L1 Lz vz(t'i
di, di, )
(=L, M o Lo 0 [V 5= L L (o) oM (o )L £ 407 Mi(07)
i, . di, Vo(s)=sMI (s} + 5L 1 (s)}-Mi, (0)-L,1,(07)

Lv,(t)=M — +L_ —— i (O ‘
E w 2Ty OO

Trasformando secondo Laplace ambo i membri delle relazioni
(111.3.23) ed applicando la proprietd di linearitd e quella di derivazione,
nell'ipotesi di induttori mutuamente accoppiati lineari e permanenti, si

ottiene:
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Vi(s) =sL, 1,(s) +sMI,(s) -L,i (07) - Mi,(07)
(111.3.24)
V,(s) = sM [,(s) + sL, [,(s) - Mi (07) -L,i (07)

Le relazioni trasformate (111.3.24) sono di tipo algebrico; esse
non sono omogenee per la presenza dei termini relativi alle condizioni i-
niziali. Dal punto di vista circuitale, tali relazioni danno luogo alle e-
quivalenze mostrate nella tab.111.3.4.

1i1.3.3 - Trasformazione delle leggi di Kirchhoff nel dominio dellatrasfor-
mata di Laplace. '

Nel paragrafo precedente & stato visto che,utilizzando le trasfor-
mate di Laplace delle grandezze elettriche al posto delle loro espressio-
ni in funzione del tempo, & possibile ottenere dei componenti eleterici -
fittizi in corrispondenza a ciascun componente idealea costanti concen-
trate. Le relazioni costitutive di tali componenti fittizi si ottengono tra-
sformando (secondo Laplace) le relazioni costitutive dei componenti nel
dominio del tempo. Nell'effettuare queste trasformazioni spariscono tut-
te le operazioni di derivazione e di integrazione; percisi componenti fit-
tizi si comportanc nel dominio della s come se fossero senzd memoria.

Nel presente paragrafo viene dimostrato che non solo i singoli
componenti possono essere trasformati in componenti fittizi senza memo-
ria nel dominio di s, ma che tale operazione ¢ possibile anche per l'in-
tero circuito a costanti concentrate, ottenendo in tal modo nel dominio di
$ un circuito fittizio senza memoria. Per far vedere cip & sufficiente ac-

{nel dominio del tempo) & soddisfatta anche dalle grandezze elettriche
trasformate, relative al circuito equivalente nel dominio di s. Le leggi
fisiche che interessano nel caso dei circuiti sono quelle ‘di Kirchhoff,
che riguardano equilibri di correnti attraverso tagli ed equilibri di ren-
sioni lungo maglie. Accertiamo di seguito su un esempio la validita di
tali leggi per le grandezze elettriche trasformate.

' Consideriamo a questo scopo la maglia composta dai bipoli 4,5, 6
7 del circuito di fig.Ill.3.3. Per tale maglia si ha in base alla seconda
legge di Kirchhoff:

(H1.3.25) «-V4(t) + vs(t) + Vﬁ(t) -v () =0

. Applichiamo la trasformazione di Laplace ad ambo i membri della
(1t1.3.25). Tenendo conto della proprietd di linearita, si ha:

(111.3.26) £ [~v4(t) v (D + v (O-v (0] =-V (s)+V (s)+ V (5)=V (s)=0
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ta verifica delle leggi di Kirchhoff
nel dominio di Laplace.

| Fig.i}.3.3 - Circuito considerato per
6lve

1.2
: D

{&] L7
i - + -
\'8 VI

La (11.3.26) dimostra che le trasformate delle tensioni dei bipoli
del circuito di figilt1.3.3 soddisfano la seconda legge di Kirchhoff per la
magi:a considerata. Poiché & possxblie operare nello stesso modo per o-
gni maglia e per ogni tagho del circuito di flg [I[.3.3, si pud concludere
che la struttura che si ottiene, sostituendo in tale circuito a ciascun . bi-
polo uo nuovo bipolo, cararterizzato invece che da[la corrente e tensio-
ne dalle relative trasformate di Laplace, & un circuito a costanti concentrate,

Il ragionamento precedente pus essere esteso ad ogni circuito.

[nfatti per ogni maglia d: un circuito-st ha, in base alia seconda legge
di Kirchhoff:

N
(1.3.27) CF tv (=0
_ k=1 .

dove N & il numero dei rami facenti parte della maglia ed il segno posi-
tivo o negativo dipende dall’orientazione di ciascun ramo nelia maglia.
Applicande la trasformata di Laplace ai due membri della (IT1.3.27), st
ottiene:

N
(H1.3.28) 52‘,[ T () ] -
1

u [\/]Z

N
+£ lv. (0l = 3_‘ th(s)“—ﬁO

k=1

Cio & valide anche per le equazioni di equilibrio delle correnti
nei tagli e percid rimane dimostrato in generale che il circuito fittizio
che si otticne, sostituendo ad ogni componente il relativo componente o
eircuito equivalente nel dominio di Laplace, secondo quanto wvisto nel
S 11.3.2, si comporta come un circuito fisico nel senso che soddisfa le
tfegga' fondamen!att del circulli ¢ costantt concentrate, ciog le Legb di

Kirchhoff.

{11.4 - Analisi ne! dominio di Luplnce di un circuito lineare e per-
manente.

Come visto nel paragrafo precedente la struttura che si ottiene
sostituendo a ciascun componente il relativo schema equivaleme nel do-
mitio della trasformata di Laplace & un circuito a costanti concentrate
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senza memoria. Tale circuito & fittizio e si differenzia profondamente dai
circuiti senza memoria considerati nel secondo caplmlo per la presenza
della variabile di Laplace s nelle relazioni costitutive dei componenti
e per il farto che invece delle grandezze elettriche sono presenti le réla-
tive trasformate, Applicando a tale circuito fitrizio i metodi di analist
sviluppati fel secondo capitolo, si ottengono le trasformate delle gran-
dezze elettriche incognite. Tale modo di procedere, riassunto nella ta-
bella [{1.4.1 prende il aome di «metodo simbolico di analasr, n,cl dominio
della variabile s» ed & valido solo se:

a) le grandezze impresse dai generator; indipendenti sono funzioni {-tra-
sformabili;

b) il circuito & lineare e permanente,

Tabella 1H.4.1 - Metodo simbolico di analisi nel dominio di Laplace.

Passo Operazione da eseguire
&

1 Trasformare i generatori mdtpcndem; come mdzcaco neile
| figg.Mil3.1 e IIL3.2.

2 Trasformare i compoaenc: senza memoria come indicato
nella rab JI[.3.1,

3 Trasformare i componenti con memoria come indicato nel-
le tab dif. 3.2, 111.3.3 e Iii.3.4.

4 Applicare al ciruito fittizio senza memoria risultante dai
primi tre passi del procedimento di analisi, une qualsiasi
dei.metodl di analisi sviluppati nel secondo capitolo.

Avvertenza: 1 coetficienti del sistema. tisolvente. algebri-

co sono funzioni ragionali reali delia variabi-
le s.

5 Antitrasformare [e funzioni della variabile s otrenute nel
passe 4, ricavando le grandezze elerwriche richieste in
funzione del tempo, con | procedimenti sviluppati nell’ap-
pendice 1A,

L'applicazione del metodo simbolico di analisi richiede alcune
precisazioni in relazione all'istante t=0. [nfatti nella definizione della
trasformata di Laplace (II1.3.1) viene preso in considerazione solo l'in-
tervallo di tempo t > 0. D'altra parte l'istante iniziale viene fissato ar-
bitrariamente da chi effertua 1'analisi del circuito. In particolare & sem-
pre possibile nelle applicazioni scegliere tale istante iniziale in modo
che per t <0 tutte le grandezze elettriche del circuito siano identica-
mente aulle, ciog in modo che il cireuito per t< 0 sia «a riposo». Tale

scelta, perd, non & obbligatoria.
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Nel caso che il circuito non sia a riposo per t <0, occotre tenere
conto mediante le condizioni iniziali dei fenomeni elettrici che hanno
preceduto l'istante preso come intziale. Cid avviene automaticamente,
quarzdo sostituiamo ai componenti con memoria i loro circuit equwaiem :
ti nel dominio di Laplace. Infatti in tali circuit equwaienu sonopresen-
ti det generaton indipendenti la cui grandezza impressa & proporzionale
o alla tensione iniziale det condensaton o alla corrente iniziale degli
indutrori.

Questi gencratori indipendenti fittizi costituiscono il legame del
¢ircuito trasformato nel dominio di Laplace con il passato, in contrappo-
sizione agli altri generatori indipendenti presenti che costituiscono il
legame con la realtd esterna al circuito.

La scelta dell'istante iniziale pud essere tale che in corrispon-
denza ad esso si abbiano delle discontinuita delle grandezze elettriche.
Per tenere conto di tali discontinuitd, occorre considerare nella defini-
zione f111.3.1) al posto dell’istante t=0, un istente infinitamente vicino
posto alla sue sinistre, indicato correntemente con il simbolo 07

Quando nel circuito agiscono piu eccitazioni e ,e,, ... e, &u-
suale fornire per esse l'andamento nel tempo riferito ad istanti iniziali
diversi, che corrispondono spesso al momento d'inizio delle eccitazioni
stesse. In questa situazione conviene scegliere l'origine dei tempt cotn-
cidente con i} valore pit piccolo tra questi istanti e quindi traslare di
esso tutte le eccitazioni. Il calcolo delle trasformate delle eccitaziont
dopo la traslazione suddetta puo essere effertuato facilmente mediante
l'applicazione della proprietd IV riportara nell'appendice [II.A.

Di seguito riportiamo un primo insieme di esempi di applica-
zione del metodo simbolico riassunto in tab. I11.4.19, Tali esempi
riguardano semplici circuiti del primo o del secondo ordine, simili a
quelli analizzati precedentemente nel dominio del tempo. Ulteriori
esempi pil complessi verranno sviluppati nell’appendice IIL.B.

Esempio 111.4.1.

Nel circuite di fig.lll.4.1 calcolare la corrente che percorreil condensatore nel.
I'ipotesi di condizioni iniziali nulle,

Dopo over modificato il circuito come mostrato in fig.lf.4.2, in modo da inglo-
bare 1fazione dell'interruttore nella funzione di eccitazione, applichiamo pessoper pas-

so il procedimento di tab, 1.4, 1.

(1) - Per una Lompleta comprensione di tuttl i passaggi analitici sviluppat negli esem-
pi, si consigiia di leggere preventivamente 'appendice THL A

s
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! +

GDEG icft) l:""‘ QD et} mliﬂu-l(c) , i@::c

o~

’ Fig.1l.4.1 - Circuito considerato nell'es Fig.H1.4.2 - Circuito otrenuto da quel-
sempio HI.4,1. to di fig.l11.4.1 climinande Piaterruc-
tore.

Passo 1. Calcotiamo la trasformata di Laplace della funzione di eccitazione. Utilizzando

Pappendice III.A, si ha: Eq
Bs) = L [Eju 9] = —
h §

Passi 2,3. Il circuito equivalente neldominio della variabile s & quello di fig.Jil.4.3.

R
YA'AY
Fig.1it.4.3 - Circuito firtizio nel domi- + .
nio della variabile s, equivalente a .
queilo di fig.II1.4.2. OES! I(s) —__E
s

Passo 4. Analizziamo il circuito fittizio su base maglie; si ortiene:

' 1
(R + —) s} = Els)

h( /

Risolvendo rispetto ad I{s), si ha;

1'.0 1 Eo(.
I{(s) = —— =
5 1 SsRC + 1
R 4+ -
sC

Passo 5. Antitrasformiamo 'espressione di [(s)s
EO/R
Ks) = —————
s+ 1/RC

in base alia formula ricavara nel § HHI.A.5:

i 1
P : [ ]= ™ “-1([}

5+ a
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Si ottiene per la proprieta della lirearita della trasformara di Lapiace:

| D :
0

it = — e--t/RC
R

u- {1)

s«

Tale espressione coincide con la (H1.1.24) del § 1.1, dove lo stesse circuito
qui considerato & stato risolto con il metodo di analisi nel dominio del tempo.

Esempio 111.4.2.

Nel circuito di fig.lil.4.4 determinare ['ondamento della tensione ai capi del

condensatore, nell'ipotesi di condizioni iniziali nulle,

£ ¢ + Fig.lll.4.4 - Circuito considerato nels

(]D © , R (5 . t'esempio IH.4.2, I valori dei compo-
ot 2 Ve i tRy=1,R,=2, C=1, =

T e EWERw

Passo 1. La trasformatadella tensione impressa dal ';géneratore &, come risulea dal pa-
ragrafe HILA.Z:

& {uo{c)j =1

Passi 2,3.1] circuito equivalentenel dominio della variabile s & quello indicato in figura
[I.4.5. '
@ i

VAN N
Fig.li.4.5 - Circuito fittizio nel dominio ‘ . .J_
di s, equivalente a queilo di fig.Il.4.4. 1 GD

®

Pusso 4, Analizziamo 1l circuito di fig.t1.4.9 su base nrodi, prendendo come incognira la
tensione V (s) ai capi del condensatore. Si ha per il nodo 2: ‘

(s+1+ i\v_mwl:o
\ 2/ ¢

L’equazione di equilibrio del primo nodo non & necessaria, in quanto non & ri-
chiesta la corrente erogata dal generatore, Dall'equazione precedente, si ha:

1

VSN O Y —
C{‘;) s + 3/2
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Passo 5. Antitrasformando 1'espressione della tensione incognita, ottenuta nel passo 4,
si ha:

. 1 :
v (t) = ? ! [ :|~“~ embSt ](l:)
c CLstus .
‘Esempio 111.4.3,

Nel cirevito di fig.lit.4.6 determinare |'andamento delic corrente che percorre

I"induttore, nell' ipotesi di condizioni iniziali nulle.

i(r)

AYAY:
Fig.li}.4,6 - Circuito considerato nell’e- | + R L
sempio IH.4.3. 1 valori dei componenti GD ,
Vg(t

sono: R=8, L=1, C=1/25, v {t}=2u {0},
@, n, F, . £

Passo 1.1a base al § [{].A.2, la trasfermata della tensione impressa &:

£l2u ) =

2
s

Passi 2,3, circuitoequivalente nel dominio di s ¢ quelle indicato in fig.I11.4.7 {accanto

ai bipelt R, L., C & indicata la relativa impedenza),

AAY BIG—
e . * : 5 ae
ig.ﬂl.d.?-erculr0~ft{t1230nel*dommw 25

-di~sy-equivatente-a-quelto-considerato-in
fig. 111.4.6.

v |

Passo 4. Analizzando il circuito fittizio su base maglie, si ha:

25 2
8+s+ —— | I{s) = —
s 8

2

da cui si ottiene:

Ks) =
s2 + 8s + 25

Passo 5.Pe mtitrasformare la comrente [(s), occorre effertuare lo sviluppe in frazioni

parziali (cfr. § [i].A.4}. 8i ottiene:

32 +8s + 2% = {s + 50){5 + s;‘;)
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CORt .
55 = 4 =173
® .
Sg = 4+33
Quindi si ha: .
A A
I(s) = +
s + 5 s + 5=5
dove:
( i 2 2 o2 i
A=Is)(s+ s H _ = e R e T v e
e A+j3 4473 6 3
5=-8y
in conclusione risulta:
-i/3 i3

L'espressione precedente pud essere facilmente antitrasformata, come segue:
L]

b3 i feasizn
(o) =.me( +3h " (C)+me(fil3)tu

t

vl 3 ..1( )
- B . * . . .o
E importante mettere in evidenza che la corrente i(r} deve essere una quantita
reale, sia per ragioni fisiche, sia perché & antitrasformata di una funzione i(s) razio-

nale a coefficientd reali (efr. § L. A.B). Infatti, si ha:

1 \ .
i = —e™ jed® + e () =
" . .
2 . ejSt - e-j3t 2 .
SRR £ L - ul(c}:——e"'d't sin3tru_{0)
3 2j - 3 -

Esempio 111.4.4.

Nel circuito di fig.iil.4.8, determinare I'endamento dellotensione af copidel con-

3 N P
GGIDUEI S WS Ve

A

Fig.111.4,8 - Circuito considezato nell'e-
sempio ill.4.4. I valori dei component

C
sono: R=2, C21, v (0= u_ (0, vo(0)=2 - D"g(‘} ‘ 3 Ve
1, ¥, v &

P N
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Passo 1. Si ha:

1
V(s =8 [vg(r)] = —

s

Pessi 2,3, Il circuito equivalente nel dominio di s & indicato in fig.HI.4.9. Occorre fare
attenzione al fatto che wtzo il bipolo connesso tra i nodi A e B e compreso eatro la li-
nea tratteggiata, corrisponde al condensatore CVcarico nel dominio del tempo (non vi &

percid corrispondenza in questo caso fra il condensatore ed il bipolo di impedenza 1/s).

Passo 4. Analizzando il circuitodi fig.J11.4.9 su base maglie, si ha:

1 12
(2 # = 15y = ko
& £ E]

da cui:
3
3
1(5) = =
1 2s + 1
24—
s
ed inoltre:
- 1 2 S 2
Vo (s) = Vp,{s) == — Hs) + — =~ mweo—— 4 —
¢ BA s s s(2s+ 1) i

Passo 5, Perantizrasformare "espressione di Vc(s), occorre effettuarne lo sviluppo in
frazioni parziali (cfr. § 111.A.4}. Si ottiene:

3 2 3/2 2 A B 2
Vig) o e e 2 i b em = — 4 o —
¢ s{Zs+1) s 1 s s s+1/2 5
sis+—
2
dove: 3 3
2 2
A= =3 H B =m—— w3
1 5 1
s+ - § = -
2 5= 2

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 12
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Si ha quindi:

3 3 2 H 3
V(s) e s
s L E s i
s+ — § H
C2 2
da cui si ottiene:
ol "
AGIERE AN G ORI RN O

$-

o

Fig.l11.4.9 - Circuito fittizio ael domm;o di s, equivalente a quello consi-
derato in fig. II1.4.8.

Osservazione IH.4,1.

Come detio in precedenza, le eccitazioni presenti nel circuito fittizio, che si
ottienc applicando il metodo simbolico di analisi, sono di due tipi:
a) eccitazioni derivanti da .- trasformate di generatori effettivamente gresenti nel cir-
cuito nel dominio del w@mpo;
b} eccitazioni derivanti dalla presenxa delie condizioni iniziali; queste ultime eccita-

zioni non corrispondono a generatori presenti sel dominic del tempo.

Per quanto riguarda Y'analisi del circuito non vi & alcuna differenza frale ecci-
tazioni del tipo a) e del tipo b). Cid rappresenta un importante vantaggio del metodo
simbolico sul metodo integro-differenziale, in quanto, ‘come si & visto nel § 1B I, risul-
ta complesso tenere conto delle condizioni iniziali neil'applicazione di quest'ultimo.
Tuttavia, tale vantaggio pud essere esteso anche al metodo integro- differenziale fa-
cendo in modo che i generatori del tipo b) siano esplicitamence rappresentat: nel do-
minio del tempo, Per raggiungere questo scopo occorre ricavare dei ¢

LY 3t aFT o om ¥TI o7 ¥YY A £ s
LALEIIE Ly Jocy EhheJe J © 1l Jadee Lo o alall

T V2T o
ALty LALE DAL GIR Tl &

ti nel dominio del tempo per i componenti reactivi del tipo di quelli considerati nelle
£
densatore, nella tab IH. 4.2, tenendo conto delle funzioni del tempo che corrispondono
alle funzioni della variabile s, presenti come grandezze impresse nei circuit equiva-
lenti delle rabelle del §!II.3, e dei risulrati riportati nel §H[.A.5 .
Nei circuiti equivalenti della tabella IH.4.2 sono presenti degli industori e con-

densatori, che debbono essere considerati scarichi all'istante t=0". La cosdizione i-
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Tabella #1,4,2 - Circuiti equivatenti nel dominio del tempo dell'indutte-
re e del condensatore nel casodi condizioni iniziali non

nulle,

Cireuito equivaiente con

. Circuito equivalente con
Componente grandezza impressa a gradino grandezza impressa impulsiva
Condensartore A
A ’ E C .
l+ Ao—h@_‘_ﬂ—wﬂ b weyuy (o
C _l__ vit) v(O')u_l(t) ¢
B g
Indutsore A
- %
&E(I) L
_ 0 u () A @ B
L L @# -1 L0 u 0
B B

piziale & simulata dalla presenza di un opportuno generatore che pud essere di tipo im-

pulsivo o di tipo a gradino. I due tipi di generatori hanno un compertamento differente

nel circuito eguivalen

ono coptenuti. Infarrinel casodeiciccuiti-in-euid pre

TUsente’un generdcpre ditipo impulsivo ed un componente scarico, si ha il seguente com-
portamento (ilustrato per il condensatore in fig. HI1.4.10):

1} il generatore esplica istantaneamente la propria azione per 1=:0, mentre perct~ 0 la

grandezza impressa & nulla, per cui esso pud nen essere considerato;

I—V(t)/

J_‘l_/ ;l—/
ot t
2) b)

[
<)

Fig.[11.4.10 - Andamento della tensione ai capi dl un condendatore: 2) quando
aon si usa il circuito equivalente (di tab.0I1.4.2); b) quando si usa il eircuito
equivalente con grandezza impressa impulsiva; ¢) quando si usa il circuito

equivaiente con grandezza impressa a grading.
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2} I componente reattivo presente nel circuito equivalente, scarico all'istante t=0",
viene istantaneamente caricato e portato in condizioni identiche a quelie del componen-
. X o
te reale all'istante t=0 " (figlIl.4.10a e b);

3) negli istantdi 20 il comportamento sia del resto del circuito in cui st tova il
condensatore sia del condensatore & lo stesso che si ha quando non 'si usa il cireuito

equivalente.

Nel caso dei circuiti equivalenti contenenti generatori a gradino, si ha invece

il seguente comportamento (iljustrato per i} condensatore in fig.111.4.10):

1} il generatore esplica la propria azione in tutto 'intervallo t> 0, nel quale si swudia

il feromeno eletuico;
2) il componente reattivo rimane scarico all'isrante ¢=0;

3) negli istanti >0, il comportamento del resto del circuiro in cui si trova il conden-
satore & identico a queilo che st ha quando non si usa il circuito eeuivaiente, mentre il
comportamento del condensatore & diverso, come messo in evidenzd in fig.JIL4.10c. In
questo caso infatti & necessario considerare in ogai istante il contributo del generatore
aggiuntivo ¢ solo la somma delle due tensioni fornisce la tensione che siavrebbe ai ca-

pi del condensatore nel caso In cui non si usasse il circuito equivalente per questo,
Le coasiderazioni precedenti sono di grande utilita, in quanto:

1) sono valide anche nei casi in cui non & applicabile il metodo simbolico (per esem-

pio quando qualche grandezza impressa aon & L. rrasformabile);
2} permettono di trattare in modo unificato i generatori esterni e le condizioni iniziali;

3) semplificana la trattazione delle condizioni iniziali.

Esempio 1{1.4.5.

Dato il cireuito di fig.1}.4.11, determinare un circuito equivalente con condizio-

ni iniziali nulle per t>1 sec.

A%

R
+

— vc(c)

\-g(:'3CD+ e

on

Fig.HI.4.11 - Circuito considerato nell’esempio IIL.4.9. | valori dei componenti
sono: R=2, C=1, ¥ (0) =0, v () =2 u (1), €1 F, Vi

L'andamento della corrente i{t) nel circuito di fig. JIL.4.11 & dato dalla seguen-
te equazione (vedere 1" esempio 1H.4.1):
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) = c”/ﬁc u_l(t) o u_l(t)

-;glw-

Percio la tensione vc(t) ha la seguente espressione:

1 t t ; '
v (0 = ?/‘ HEST LS =/ TR dr == 2077 = 2226V (o)
40 0 '

All'istante © =1, risulta:

v (1) =2 (1-e"09y = g,787 v

Di conseguenza all'istante t=1, il circuito dato & equivalente a quello mostrato
in fig.ill.4.12,

R
‘ VATA
Fig.111.4.12 - Circuito di fig.Jl11.4.11 + +
all'istante t=1 sec. | valori delle ten- v e
siani sono: v, = 2, v, =0,787 (V). i C €

Il circuico di fig.lil.4.12 pud essere considerato come stadio iniziale per 1'ana-
fist deli'evoluzione successiva del fenomeno eletzrico. Percid, in base all'equivalenza
\

riportata in tab.Il1.4.2, si ottiene il circuito di Fg.11.4.13, in cuiil condensatore & sca-
rico all’istance iniziale t©=1 sec,

# .
vg(n) (]D . :=‘ Vc(t}

s
Fig.ll1}.4.13 - Circuito da analizzare al pasto di quello di fig.H1.4.11 per
t> I sec. | valori delle tensioni sono vgf_t)=2u_l(c-1), vty =0, vl(t) =
= 0,787 u_i(bl} (V).

NOTA: Aliri esempi di applicazione del metodo della trasformata di Laplace
all'analisi dei c¢ircuiti sono riportati nell'App. I1L.B.




APPENDICI AL CAPITOLO HI

IN.A - Cenni sulla trasformazione e antitrasformazione di Laplace.

Nel $1I[.3 ¢ stata introdotta la trasformazione di Laplace ripor-
tando per essa le proprieta essenziali per la sua applicazione all'anali-
si dei circuiti. Nella presente appendice, dopo averfornito alcune preci-
sazioni relative alla definizione dell'operazione di trasformazione, ver-
ranno riportate ulteriori proprieta di tale trasformazione, assai utili nel-
|’affrontare i vari aspetti del problema dell'analisi. L'applicazione della
trasformazione di Laplace richiede essenzialmente 'esecuzione di due
passi:

1) la determinazione deélla trasformata di una funzione assegnata nel
tempo;

2) 1'antitrasformazione, cioé il passaggio da una funzione della variabi-
le s alla corrispondente funzione del tempo.

Questi due passi fondamentali sono usualmente effettuati
mediante 'aiuto di tabelle di trasformate, del tipo di quella riportata
alla fine del § II1.A.5.

‘ Nel caso dei circuiti a costanti concentrate,tuttavia, & usualmen-

te sufficiente conoscere la trasformata di poche funzioni del tempo, che
verranno considerate nel §$III.A.2. Cid & conseguenza del fatto che le
eccitazioni che iuieressano in questo caso sono usualmente di pochi ti-
pi e che l'antitrasformazione viene richiesta solo per funzioni delia va-
riabiie s appartenenti a pochi tipi, tramite lo svituppo lu Dacioul patcia-
li. Quest'ultima operazione verra trattata in dettaglio per la sua impor-
tanza net §1II.A.3, HIL.A.4 e [IL.A.S.

]




Ix l Analisi dei cireniti con memoria 183

HLAT - Ulteriori proprietd deila trasformazione di Laplace.

Una funzione f(¢) si dice [ -trasformabile se esiste almeno un
valore s, della variabile s tale da far risultare determinato e finito il
limite seguente:

o
(IILLA. 1) lim/ e %" (1) de
re

Si pus dimostrare il seguente teorema:

Tleorema LAl . Se lo funzione f(t) & L-trasformabile, la sua trosfor-
- mata di Laplace F(s) & definita in tutti i punti del semipiano aperto (fi-
guro IHI.A T} per cui risulta:

{HI.A2) Relsl> 2
dove lo quantita 3 prende il nome di ascisso di convergenza.

Im{ }

W/// Fig.lHlLA.T - Dominio i definizio-
ne della trasformata di Laplace
W/ Re [iw (indicato tratteggiatoh

da trasformare F(f), es50 pud assumere qucfsmsu vm'ore rea:'e e pug es-
sere eventualmente uguale a - %,

Per le proprieta di linearita, di derivazione nel dominio del tem-
po, di integrazione nel dominio del tempo si rimanda al $11.3.

[n questa appendice verranno enunciate altre proprieta che hafno
grande importanza nelle applicazioni.

Proprietd Y - Traslazione nel tempo.

Detta f(t) una funzione L-trasformabile, si consideri la funzio-
ne f(t-a), ottenuta traslando ['asse dei tempi della quaatitareale non ne-
gativa a, Risulta;

(IIL.A.3) L f(ta) u (va)] = e L [KD)]
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Proprieta V - Cambiamento della scala dei fempi.

Detta f(t) una funzione L-trasformabile, di trasformata F(s), si .
consideri la funzione f(t/a), dove a & un fattore di scaia arbltrarlo {nu—
mero reale e positivo); si 'ha

([ A.4) o L‘ [f(f.)] =a F{a‘s)

€

Proprieta Y| - Teorema del valore iniziale.

Se F(s) & la trasformata di Laplace della funzione f(t), sotto op-
portune ipotest, di cui la pid imporrante & l'esistenza del limite per -0
di Ho)''' si ha:

(HL.A.5) Clim (1) = lim s F(s)]

t—Q 5 v
Proprieta VIl - Teoreme del valore finale.

Se F(s) & la trasformaca di Laplace della funzione (), Sbtto op-
portune ipotesi, di cul la pit importante & l'esistenza del limite pert—o
di f(t)tt)) si ha:

(LAY : lim {(1) = 11m Ts F(s)!

b= @ -9

Per l'applicazione delie proprieta precedenti si rimanda.agli e-
sempt riportati nell’ appendice IIL.B.

HI.A.2 - Calcolo delie trasformate di Laplace delle funzioni pilt comuni nei cir-
cuiti a costanti concentrate.

Nel presente paragrafo verra effetruato il calcolo delle trasforma-
e di Laplace di alcune funzioni tipiche nell'analisi del circuiti a co-

La.un concentiae,

Ua

(1) - E opportuno richiamare 'atcenzione sull'importanza dell'ipotesi di esistenza del
limize nel tempo per le suddetee proprieta. Un esempio tipico in cui tale ipotesi viene
a cadere, per 1l teorema del valore {inale, & quello della funzione f(1) = sint; in cal co-
50, mfam pur non esistendo il limite nel tempo, il limite 2 secondo membro deila for-
mula (III.A.6) esiste ed e parl a zero.
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a} Trasformate della funzione gradino unitario u, (c).

St ottiene: ,
v T . e-st L 1
{{H.A.7) CF(s) = lim f ey ((Ode = lim {— ] C=—
: T-m fy N T = s 1, s
wsT .
. 1 :
- Jim S =2 per "Rels] >0
S Tex 8 s : ‘ .
Quindi si ha:
‘ 1
(III.A.8) Llu (] ==
8
con ascissa di convergenza 5 =0.
b) Trasformata della funzione impulso unitario uy(t).
Si ottiene in base alla (I11.2.15):
: : T _
(II.A.9) F(s) = lim / est uﬂ(t)dt = [e-sz}t_o =]
] B
o
Quindi si ha:
(IILLA.10) . ' Lol =1

con ascissa di convergenza S= -0

Ovviamente tale trasformata vale solo nell'ambito della teoria
~delle distribuzioni, quando l'estremo inferiore di integrazione 2 preso
pariat=0".

-5 1
¢) Trasformata delia funzione e 9 con s, costante reale o complessa.

)

St ottiene:
. T ) ot e-(sé«s{))t T
(LI A L) F(s) = lim / e te M g l(t) de = lim | - =eree =
T - T-® s5+s
0 0“0
(s +sy)7T
1 9 1
= - iim ¢ = per Re {s]1>-Re [su}

s+so T-@ S~I—s0 s+s
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Quindi si ba:

. 7,~1 -5 1
(IL.A.12) - Lle™ v ()= —Zu
I
s+so

con ascissa di convergenza 8 =-Re (s ].

-85t
d) Trasformate della funzione t" e 0

lo ed s, costanfe reale o complessa,

u_l(t) con n intero positivo o nul-

St ottiene:

nl

(LA 13) Llere™u 0] = ——

s Lo Rl
{s+s)

con ascissa di convergenza 3 = -Re {s“}.

l.e trasformate precedentemente considerate bannouna grande im-
portanza nelle applicaziont all'analist dei circuiti a costanti concentrate.
lnfatti in base ad esse ed alle propriera della trasformazione di Laplace
& possibile ricavare la maggior parte delle trasformate che occorrono nei
casi concreti!!), {llustriamo tale affermazione con un esempio.

Esempio HI1.A.1.

Colcolare la trasformata di Laplace della seguente funzione:
f(t) = A cos (ayi+qju, ()

Esprimendo_!a f (1) in funzione del suo fasore E = A ¢®, tenendo conto
delle (111.2.26), si ha: ‘

I 1
(111.A.14) -EEeJ'“’O‘u_l(s) + -Z—E*e'j“’ﬂ‘u_l{l)

Applicando la proprietd di linearitd e la regola di trasformazione della
funzione e%'u, (1) (caso ¢) considerato precedentemente;, si ottiene:

E/2 E*/2
FEIT A TR L .
CRA B s

s - jay ’ s + jay

(1) - Yiteriori trasformate sono elencate nella tab I11.A. 2.
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Tenendo conto dell’espressione del fasore, si ha:

A i ) i
F(s}) = — el?¥ - + ei® - =
2 s—-jayg s+ j w0y

{ILA.1&)
A (cosp + jsing) €5+ jwg )+ (cosp— jsinpis- joy) §COSQ — Qg Sineg
=A

= s -

7
2 82 + aof

2 2
$ +(010

con ascissa.di convergenza = 0.
a

iL.A.3 - Trasformazione inversa di Laplace.

lLa teoria della antitcrasformazione di Laplace si basa sul seguen-
te teorema di uniciza:

Teorema H1,A.2 - Se dve funzioni fl(f) ed 52(3‘} hanne la stessa trasfor-
mata di Loplace F(s), in un certo semipianc di convergenza Rels] > 5,
allora le due funzioni fl(f) ed fz(f} possono differire soltanto nei punti
di un insieme di misura nulla (secondo Lebesgue).

L'esecuzione dell' operazione di antitrasformazione'!) pud pre-
sentare notevoll difficoltd, in quanto:

1) la formula integrale che viene usualmente utilizzata & l'integrale prin-
cipale di Cauchy di una funzioae di variabile complessa. Tale integrale
va eseguito lungo percorsi opportuni nel piano complesso;

2) il risultato dell'integrale di inversione fornisce l'antitrasformata cer-
~—gata-solo-se-énoto-a-priori-che-ta-funzione-detlta-varivbite-s—considera--

ta é una trasformata di Loplace. Tale condizione ¢usualmente di diffici-
le accertamento. ‘

Per ie ragioni precedenti il ricorso alla formula integrale
suddetta & del tutto eccezionale, cid che ne giustifica 1'omissione nel
caso presente. Nelle applicazioni all'analisi dei circuiti & sufficiente
I'uso delle tabelle (di-cui la tabella riportata alla fine del § IILLA5 &
un esempio), e la constatazione che le funzioni con cui si ha a che
fare sono usualmente razionali reali nella variabile s. Tali funzioni
si possono ridurre ad una combinazione lineare di funzioni molto
semplici, del tipo di quelle trattate nel § 111.A.2, mediante 'operazio-
ne di sviluppo in frazioni parziali. Quindi nei casi usuali l'operazione
di antitrasformazione consta di due passi:

(1) - L'operaziope di antjirasformazione di una funzione F(s) viene indicato brevemente
con il simbole -1 F{s)j
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a) suddivisione della funzione F(s) in una combinazione di funzioni ele-
mentari mediante ['algoritmo detto dello «sviluppo in fruzioni parzialis:

h) antitrasformazione delle singole funzioni elementari componenti,direc-
tamente per ispezione, e determinazione della funzione nel dominio del
tempo, utilizzando la proprieta di linearita. .
Per 1’ meortanza che assume tale procedxmemo nei calcoli rela-
tivi all'analisi dei circuiti elettrici a costanti concentrate, i due passi
suddetti verranno sviiuppati in dettaglio nei paragrafi successivi,

itl.A.4 - Sviluppo in frazioni parziali.

Sia F(s) una funzione re%zionaie della variabile s:

(I11.A.17) F(s) = i)
. D(s)
dove N(s) & il. numeratore:
(IILAI®Y N{s) =ams“’+am_is""l...+ a,sta,
e D{s) tl denominatore;
(IILA.19) D(s) =b s"+b  s™ .. +bs+b

Nel seguito supporremo i polinomi N{s) e D{(s) primi fra loro.
Prende il nome di polo della funzione F(s) un valore ciella varia-
bile per cui risulet (1

(I11. A. 20) ©lim [Fs)l =

s 78

E facile vedere che sono poli della funzione tutte le radici del
polinomio D(s). Nel caso di una radice s_ di molteplicita r, si dice che
s, & un polo multiplo di F(s) di molteplicita r. Inolire la funzione F(s)

0‘- A L R o 1. J 111 31 1
pluo tendgeres ai ix’iuuitO anciae peér s che tende all iﬁLiﬂiEO, S& il graau
del numeratore m maggxore dei grado del denominatore n; in tal caso

e o=
o1 dite he la fuuctune r\::-; ita un putu all ulu!iiLU la cul mUlLt:puClLa

(1) « Taluni aucori, previa snc:oduzmne del punto ail'infinito per i valorl di F, scrivono
la relazione equlvalente iim F(s)=
s>y
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r &¢uguale a r=m-n. [ valort di s che sono poli di F(s) sono glx unici
punti stagolari di detta funzione.

Una funzione razionale F(s) pud essere sviluppata in serie di
Taylor aeli'tntorno di ogai punto s, del piano complesso che non sia
singolare, cioé:

(I1.A.21) ' F(s) = 5 c (s-s o)

i=0N
dove 1 coefficienti ¢, sono dati da:

4 | 1 /diF
(111.A.22) A
‘ . V' \dst /|

s=s

9

Si consideri ora ua punto s, del piano complesso s nel quale la
funzione F{s) abbia un polo di molceplicité r; in tale punto s, la fun-
smgolare

N

zione F(s) non & sviluppabile in serie di Taylor essendo s,
St consideri la seguente funzione:

(I11.A.23) T G(s) = (s-5)" F(s)

E facile vedere che questa funzione & ancorarazionale nella va-
riabile s e non ha pid alcun polo nel punto s ; percis, essendo s un
punto non singolare per la funzione G(s), essa pud essere sviluppata in
serie di Taylor nell'intorno di tale punto. Si ottiene:

(U2, 34) | G(s) = 2 ¢ (s=s,)

dove i1 coefficientd c, devono essere calcolati con le seguenti formule:

1 /diG
(II1.A.29%) c. = —
1 it
db s=30

Si divida ora membro a membro 'espressione (I[1.A.24) per (s +
-s,)"; st ottiene in tal modo il seguente sviluppo per la funzione F(s):

' €o < | C..2 € @ .
(II1.A.26) F(s)= + . + + X cfs-s )

(s-s))" (s-sFl (ses)? stS, T
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Lo sviluppo (II1.A.26) delia funzione F(s) nell'intorno del punto
singo are s, viene detto svilupnoin serie di L aurent della funzione F(s);
1 “coefficienti ¢ di tale sviluppo possono essere calcolati per mezzo del-
la (HI.A.25).

Come si pud vedere dall’espressione (I11.A.26)10 sviluppo in se-
rie di Laurent di una funzione razionale F(s) consta di due parti: la pri-
ma & costituita da quei termini che vanno all’infinito per s che tende ad
S,; la seconda invece rimane limitata per s che tende ad $,. La prima
parte viene detta parte singolare dello sviluppo in serie di Laurent di
F(s} nell'intorno del punto s ; tale parte singolare che verra indicata
con P§, & uguale a: ‘

‘ “o B “n
(HLA.2D PS, = ' + o
(s-s)"  (s-s)"! 5%

La seconda parte dello sviluppo in serie di Laurent viene detta
parte regolare,

In modo analogo a quanto fatto nel caso del polo al finito Sy &
possibile definire uno sviluppo in serie di Laurent della funzione F(s)
neil’ intorno dell'eventuale polo all’infinito di molreplicita r. In tale ca-
so la funzione G(s) a cui occorre fare riferimento & la seguente:

1
(HL.A.28) G(s) = ~— F{s}
Sl‘

Anche per lo sviluppo in serie di Laurent neil'intorno del punto
all'infinito & possibile definire una parte singolare ed una parte regola-
re. La parte singolare PS8 risulta essere del seguente tipo:

([11.A.29) PSy=cys"+c s™ 4+ s

r.l

dove ¢ & la molteplicita relativa al polo all'infinito e le costanti ¢, pos-
sono essere calcolate utilizzando la formula (II[.A.29) sulla funzione
G(s) espressa dalla (1{1.A.28).

Si pud dimostrare il seguente teorema. .

Teorema H1.A.3 ~ «L o somma delle porti singolari diuna funzione razio-
nale F(s) nell'intorno di futti i suoi poli (distinti), compreso !'eventua-
le palo all'infinito, & vguale ulla funzione stessa F(s), o meno di wna
costanter. '
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[n base a tale teorema si pud scrivere:
(11.A.30) ‘ F(s) = 2 PS, + PS, + ¢

dove con PS._ & stara indicata la parte singolare relativa allo sv&iuppo
aell'iritorno dell'i-esimo polo al finito e la sommatoria & estesa a tutti i
poll al finito distinel. La costante ¢ & un numero reale se la funzione & -
a coefficienti reali.

Lo sviluppo (III.A.30) della funzione razmnale F(s) viene chia-
mato sviluppo in frazioni parcziuli. Tale sviluppo permette di effectuare
in modo immediato |'operazione di antitrasformazione di Laplace, essen-
do coincidente con una combinazione lineare . di funzioni antitrasforma-
bili per tspezione visiva come vedremo successivamente.

oSt pud notare che la parte dello sviluppo in frazioni parziali re-
lativa ai termini (PS_ + ¢) pud essere determmata in modo molto sempli-
ce effettuando la divisione fra i polinomi N(s) e D(s).

Nel caso particolare, ma molto frequente, in cui la funzione F(s)
possiede un polo al finito semplice, il calcolo della parte singolare nel-
1'iatorno di rale polo si semplifica notevolmente. [n questo caso,infatti,
la parte singolare PS  diviene:

(II1.A31) PSS, =

La costante ¢ prende il nome di residuo della funzione F(s)nel
polo s,. L' espresstone (I[I A. 2‘5) diviene:

(LA, £ | c, = G(su)

ovvero, ricordando la ([IT.A.23):

- . ; £ =

dove D,(s) & pari al denominatore D(s) privato del fattore s-s,, relati-
vao al polo considerato, cioé:

(L1 A.34) D(s) = {s-s,) D (s)"
Per il calcolo del residue ¢, & anche possibile utilizzare ua'al-

tra espressione al posto della (HI A 33). Infactd derivando la (I[[.A.34)
rispetto ad s, si ha;




192 - Analisi dei circuiti con memoria : S 1

(1A 35) D'(s) = D (s) + (s-s,) D (s)

Quindi risulta D‘(s)*—-Do(s)«-per s=8,. Sostituénds nella formu-
la (II1.A.33) tale relazione, si ha:

(IIL.A. 36) c :_—( N(s) ) .
s=sg

0 D'(s)

dove D'(s) rappresenta la derivata del polinomio DX(s) dspetto alla varia-
bile s. o '

Hl procedimento di sviluppo in frazioni parziali risultante & rias-
sunto in tab I11.A.1. ' :

Tabella HILA&.1 -~ Procedimento di sviluppo in frazioni perziali di una
funzione razionale.

:

Pﬁsso Opetazione
1 Individuare i poli al finito della funzione F(s)=N{s)/D(s) con
la foro molteplicita _
2 Determinare il quoziente (Xs) ed il resto R(s) della divisione
tra numerarore ¢ derominatore, cioé:;
N{ s} R(s)
= Qlsy +
D(s) : D(s}

Quesia operazione @ necessaria solo se il grado del numerato-
re & maggiore od ugiuale a quetlo del denominatore.

3 Per ogni radice sg di molteplicita r maggiore deli'unita, calco-
lare {a relativa parte singolare PS,, con la formula (IHH.A.27),
dove i coefficienti ¢; sono dati da?ia formuia(HE A. 2%) con G(s)
dato dalla formula {IfI.A.ZB). I coefficienti ¢; sono in generale
dei numeri complessi. Nel caso che il polo s, sia semplice, cal-
colare {a relativa parte singolare PS8y con la formula (HI.A.31),
dove il residuo ¢ (in generale complesso) & daro dallaespres-
sione {III.A.33) ovvero dalla (HI.A.36).

4 Lo sviluppo in fraziont parziali della F(s) & uguale a:

F(s) = 2 PS, + Q(s)

Osservazione lil.A.1.

Notevoli semplificazioni si hanno nel caso in cui la funzione razionale F(s) ¢ a
coefficienti reali. In tale caso, essendo il denominatore D(s) un polinomio a coefficien-
ti reali, i poli di F(s) risultano reali ovvero complessi coniugati. E possibile dimostra-
re il seguente teorema:
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Teorema HLA.4 - «! coefficienti ¢, relativi alle parti singolari di une
funzione rozionale F(s) a coefficienti reali, in corrispondenza e poli com-
plessi coniugati sono anch'essi complessi coniugati. In particolare nel
caso di peli semplici i residui di una coppia di poli complessi coniugati

sono complessi conivgatis.

Tale teorema & di grande uriliva in quanto pecmetce di efferwuare i caleoli indica-
ti al punto 3) del procedimento di svilupbu in frazioni parzial}, in corrispondenza ad u-
no solo dei due poli complessi coniugari, mentre per I'altro polo la parte singolare & im-
mediatamente individuabile.

" La presente osservazione ha conseguenze importanti anche per il calcolo della
anzitrasformata di una funzione razionale a coefficienti reali, come vedremo nell'ssser-

vaziene [1[ AL 3.

Esempio. [11.A.2,
Effettuare lo sviluppo in fraziont parziali dellc seguente funzione razionale:

} 52+3
Fis} =

(s+2) (s +1)?

St ha:

e

Nis) = s2+ 3 ; D(s) = (s +2) (s+ 12

Passo 1. Si hanno i seguenti poli:

S T S 1+ 13} S TS R 2 W0 -
g == melteplicita 2

Passo 2. 8i pud omettere questo passo in quanto la funzione in esame & propria.

Passo 3. Calcoliame la parte singolare PS , relativa a] polo -2. Essendo il polo sem-

plice, si ha:

N(s) s+ 3 7
o, = S =7 ; PSO &
: 2 ST
Dalsd lgas s+ 132 4ms sh2

Calcoliamo la parte singelare relativa al polo -1, Essendo il polo doppio si ha:

g <

PS | = e+
- (s+1)2 s+1

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnics, 13
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Dalla formula {(IILA.23) st ottiene:

| | s 43
‘cGﬁG(S) e =4
: - lg =1 5 +2 s =-1
2 : 2.
daG d l:s 4"3] 2s{s+ - (s°+3
P PR =
) ‘ -
d.s s a1 ds L s+2 s =-1 . (s+2)2 .
Passo 4, Lo

sviluppo in frazioni parziali della funzione assegnata &:

s+ 3 7 4 6
= R

Fls} = e
T {s+{s+1)2 s+2 (s+1)2 s+1

Esempio {11.A.3.

Calcolare lo sviluppe in frazioni parziali delia funzione:

N(s) 53+252+35+1
F(s)y = = -

D{ s)

52 +2s+2
Passo 1, La funzione ha i seguenfi poli al finito:

s, =-1+]

1 molteplicita r, =1

s, =+ I-; molteplicita ¢, =1

HI

i

-6

s
E opportuno osservare come accanto ad un pole complesso, ¢'é sempre il com-

plesso coniugato e della stessa moiteplicita. Cid & conseguenza, come & stato detto,

delia realta dei coefficienti-delle funzioni razionali che st considerano.

Passo 2. La funzione assegnata & impropria, percio facciamo la divisione tra numetato-

re e denominatore:

I P PR s 42842

1]

Quindi risulca:

sy =s  R(s) = s+
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Passe 3. Calcoliamo fa parte singolare delio sviluppe di Laurent della funzione:

R(s) s+1

B(s) s4 25+

nei due poli s; ed s,. Poiché sono poli semplici basta caleolare il residus con la for-
mula (L. A. 36). A auesro scopo determiniamo:

R(sl)mj Ris,) =~
Ds)=2s5+2 D'(sy) =2} D'(52)=—2§

I residui dei due poli sono guindi uguali ad 1/2. B oppertuno osservare che non
& necessario, in generale, effermuare il calcole det residuo per ambedue 1 poli di una
coppia di poli complessi coniugati. [afatti, sempre per ia realta dei coefficienti delle
funzioni raziosali che si considerano, i residui di due poli complessi coniugati sono an-
ch'essi complessi coniugati.

Passo 4. Lo sviluppe in frazioni parziali della funzione assegnaca &

/2 i
F(s) = + + 5
st 1-j s+ 1+

HLA.B - Antitrasformazione delle funzioni elementari facenti parte delio svi-

s [ p po-in-trazioni-parziabiz-

Come & stato visto in precedenza, mediante lo sviluppoin frazio-
ni parziali & possibile esprimere una funzione razionale come combina-
zione lineare di alcune funzioni elementari della variabile s, per le quali
é possibile effettuare faciimente 'operazione di antitrasformazione. La
antitrasformata della funzione razionale di conseguenza risulta uguale
alla combinazione lineare delle singole antitrasformate per la proprieta
d1 linearita.

Le antitrasformate che occorrono per tale procedimento sono le
seguenti,

a} Antitrasformata delia fupzione 1/(s+s ) con s
piessa (eventualmente nulla),

o cosfante reale o com-

Ricordando la regela di trasformazione riportata nel $I.A.2, si
ha dalla (I1I.A.12): -
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| A 1
(II1.A.37) o [ ]m et u_ (1)
s~l-su

Nel caso particolare in cui sia sO'MO,si ottiene dalla (HI.A.37):

(II1.A.38) £"‘1{l]m u_ (0

s

b) Antitrasformata delle funzione E/(—é%-s*é}“‘" con s costante reale o
complessa, eventualmente nulla, ed n intero positive maggiore od ugua-
le ad uno, '

Ricordando la regola di trasformazione (I11.A.13) si ottiene:

| 1 - 1 . -s.ot
(IH1.A.39) L [( jiw.(“”l)! t™t e u_ (6)

s+50)”

Nel caso particolare in cui sia s,=0, si ha dalla (111.A.39):

Al 1 , |
(1I1.A.40) £ l!:;} = PNy go-l Li‘_l(t) =u_ (1)

¢} Antitrasformuta delia funziene F{s)=1,

In base alla reg m

(I1i. A.41) £71) = u

d) Antitrasformata della funzione F{s)=3s" conn intero positivo nen nul-
lo.

Le funzioni della variabile s del tipo s%, k=1,2, ... costituisco-
no le trasformate di Laplace delle distribuzioni di Dirac. Tali disti-
buzioni possono essere visualizzate qualitativamente come se fossero
coincidenti con ua numero di.impulsi di ampiezzainfinita e larghezza in-
finitesima, alternativamente positivi e negativi posti nell’origine. In fi-
gura [{}.A.2 si fornisce in forma qualitativa questa idea. Si parla percid
nel caso della distribuzione corrispondente ad s ed indicata con u ()
di doppietto unitario, nel caso della distribuzione corrispondente ad s?
ed indicata con u(t) di tripletto unitario, ecc. In conclusione si ha:

(l1.A.42) £ st =u (1)
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Osservazione 111,A.2.

E importante osservare che & necessario fare ricorso alle antitrasformate c) (im-
pulso’ u(}(t} e d) {distribuzioni di Dirac di ordine n), solo nel caso in cui la funzione
razionale F{s) & impropria, cio& quando'il grado del numeratore & maggiore od uguale
a cuello del denominatore. E infacd immediato conscatare che tali funzioni si ortengo-
no antitrasformando il polinomio Q(s) ottenuto come quoziente della divisione fra il
numeratore N{s) ed il denominatore D{s), come risulta dal secondo passo del procedi-
neento di sviluppo in fraziont parziali, riportato in tab,III,A.2,

Osservazione 1H.A.3,

Nel caso in cui la funzione razionale F(s) da antitrasformare sia a coefficient
reali, come accade nella totalitd dei casi considerati nelle applicazioni ali'analisi dei

circuiti, vi sono importanti’ conseguenze relativamente alla funzione anticrasformaca Ko,
, por g ‘

o ul{t) Luz(g} .
. ' @

8
8

Come ¢ stato detto nell'osservazione 1L A.L, in tale caso i poli di F(s) di tipo

complesso danno fuogo a termini dello sviluppo in frazioai parziali del tipo seguente:

*
ot

[od
(III.A.4 3 W(s) = +
(s+sn)” (sﬂ"s:}“

Effettuando "antditrasformata secondo la formula (HI.A.39), si ottiene:

1 1

+ c*.f,-l

{s+so)“ (s+ 3’5}"

i

(I.A44)  wio) =& Twsy] = L7

L
u (o
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# .

Poiché le quantica ¢, ¢¥ Sy §, some complesse, potrebbe apparire complessa

anche |"antitrasformata wit). Tuttavia si pud osservare che w(t) & espressa come la
somma di due quantita che risultano complesse coniugate per ogni t; essa percio € rea-

fe. Infatti si ha dalla (ITELA.44):

-y
{ce et O}ul(t}m
(n-1}! ) (-1

:n'=l -5t n-1

(I A4 w{r) =

2Re [ e-sﬂt]. u_l’(l‘)

dove Rel..] indica I'operatore parte reale. Detto ouindi:

(H. A.46) e = leied®
(IH.A47) : 8o =Ty iy
st ha:
({H. A.48)

Itn_l © i e (T joght Zlcltn-l Tt “ico tHFiE
it} = Re{’csej\ye 0710 T (1) = e ¢ O Refe U ‘ ]ﬂfr)*"”

{n-B)! -t (n-1) -i

N ¢l gyt
= 2'¢ e CGS(QJOE R 1{t)
{n-1}! "

Da quest'ultima espressione appare esplicitamente il carattere reale della fun-
zione w(t). Quanto detto vale per qualsiasi valore di n; in particolare per n=1. Percio
si pud affermare in generale che P'antitrasformata di una funzione razionale a coeffi-

cienti reali € una funzione reale del tempo.

Esempio lilLLA.4.

Effettuare antitracformata dello funzione razionele reale:

(52 +3)
F(s) =

(s+ D (s+1)*
considerate nell esempio 11LLA.2,
Nell’esempio IILLA.2 & stato oftenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali:
- /. V - .
4 -t

F(s) = + -
s+2  (s+1)2 s+ 1

Effertuando antitrasformata di questo sviluppo si ottiene:

f(ey = {7 e 2t s 4ret ~get) u_i{c)
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Esempio HI.A.5.

Effettuare l'antitrasformata dellio funzione rozionale reale:

s?+2s?+15+1
| S B ———

52+25+2_

considerata nell'esempio {11.A.3.

Neil'esempio [1.A.3 & stato ottenuro i} seguente sviluppo in frazioni parziaii:
P B sviiupp P

1 1
2 7
F{s) = s + 4
PR B s 14

Effertuando Pantitrasformata di questo sviluppo, si ottiene:
! (-1+jt (~1-f)t
(1) = ul(t} + . {e P G u-l{[)

D'alera parte si has

etiride et ( ST s e oste - jsint)

cost+jsint) ; of

da cui si ricava:

Hey = ul(t} + e % cost u_l(r.)

Lo stesso risultato si o:tilene usando fe (III.A46) e (IT1. A.4R). Infacrti risulta:
n=1, E<:|=1/21 Q =0,0,=1, wo_:]_




Tabella HI.A.2 - Trasformate di Laplace (le funzioni del tempo sono de-
Hnite per t20), ' '

(o) F{s) Ascissa di convergenza
1 na<t<na+b l-gbs n=0,1,2,...
0 naib<t<(ntlia S 1oem %) Res>0 '
£(r) 4 ’
1 4
0 t
DI R
z a2
2(t-na) b
na<t<na+-— b
b- 2 T s
2l-e =) 7=0,1,2,
2(b+ra-0) b Tr——
e g e e <t <pa kb bs2( 1725y Res> 0
b 2
0 nat+b<e<{n+la '
f(e)

A
AW

l; TN T }“_'_"I T _ht_
~. ba s
2 k1

-dna

a

4na <t <4natb

b
- 4nat+b <t <{4n+Da-b

(4n+2ya-t

a

£(r)
b/a

{dn +2ya-b<r<(4n+ Da

P T
(REIT L) L S Ll T )

2a 4a Ga

b
{2--}as
(]-e"bs)[iwe 8

352( iie"’i«aS)

n=0,1,2,...

Re s>

{segue)
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o) F(s) Ascissa di convergenza
1 b bs a=0,1,2,...
-nb ob<e<(n+1tb —_— —---|:<:o:h——-~ i E—
: s2 s 2 Res >0
b5 b1
s2ebs. 1)
()
b
0 t
b 2b -3b  4b
0 Inb <t<(In+1)b 1 n=0,1,2,...
I (20 Db<<{2n+Db s{1+ebs) Res>0
(1)
14
b-—2b—3b—Ab—5b &b
4l 0<e<tb ~-hs
Ire n=0,1,2,...
1 20+ Db<t<(20+2) b eans S —
(1% Res>0
-1 (20 +Db<r<(2n+3)b
(o
1

1O
T

{segue)
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I

fe)

F(s)

Ascissa di convergenza

1 1
—{1.-1F(2¢-b) = = bn
4 2

1 a=0,1,2,...
4 ——n IR
' 20 hs Res>0
nb<t<(n+1)}b - st(e"T D
[ {§3]
b -~
b e .
0 "f,/ ‘
b b 2bj 3bf 4Ll sk
-2b
1 .
1 — Re s>0
s :
e 1
Re s>Max{0,- Rea) ~
a s(s+a)
2 2N 4 st+a
“*(i-—)e : Re s>Max (0, -Re
a a ‘ s{st+a)

a3 aB(a- 3)
a ar a-3
—_— e (;St
ag ofa-B3) Bl G-ay
- 2
i+ ataath Lac_ S%aB+b - A
e  ofa-5) Bte- 3) ‘
2
2
-
2
at
t+
2
bt=
T+att—
-

1

s{s+ad(s+(3)

s+a

s{s+ai(s+ 8}

s?+as+h

s{st+a)(s+43)

Re s >Max(}, -.Rc a, -Rel)
Re s>MaxF0? -Re g, -Re 5)
Re s>Max (0, -Re q, -l-le 8}
Res>0
Res >

Res>0

{segne)
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() F{s) Ascissa di convergenza
~ar t‘z ]
—(l-e )'_."*,)_ _ Re s >(Max 0, - Re &}
a2 a2 2= 53(s+ a}
2 951 ; X 2 a- a3 -at st+a
— St e g e (1@ ) Re s > {Max(, - Re «}
al 2a a3 sg(s—i-a)
aa-b b 9 a‘s g d+b ar 5%+ as+b
_ f+:;“-f t ——(le ™) — Re s> (Max 0, - Re a)
at e a8 53L5+a)
s
cosh(ar) Res>[Re9-i
R
a sta ’
cosh(#) + — sinh(at) Re s> [Real
o 2 .2
§°wa’
ar cosh{at}- sinh{zt) 1 :
- " Res)iRed
263 (5%-a%)?
{a’t-a) sinh{a) + a a1 coshfat) s+a :
RS Res?>lRea|
243 (s7-a%)?
o (afarda®s by sinh{a ) Hal+h) ot cosh(at) .| st asth |
: : PR Res>tRe1
2 3 (SZ ..a,z)‘-
. A
sin Bt Res>iimﬁ'l
52+ 82
s
cos B¢t Res?>|ln\3!
52+ 32
R 8
sinh 8t e Res>]Reﬁi
$2. 52
B
e % sin 8¢ S Re s> [Im 8l -Re a
(s+a)2+8°

{segue)
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I

()

F{s}

Ascissa di convergenza

-atb
e cos Bt

[{C-G'-)Q'?BQ} 172

3

1 1 2
—{cos Br- 1) + ¢
gt 287

1 1 =
- {cosh Bt- 1) - t
gt 25°

1

—t sin 8t

3

1 .
e (51 AL+ Bt cos 81)
28

1
- (sinBt- Brcosft)
28

tcos St

1
— (1-cos ft} ~ we—e r5in Bt

st 283

e atsin(Bt-a’—cé}, d=tanl

faide

sta

(s+a)? ¢ g2
st

(s+a) + 8%

}

(sZ+ g%y 50

I

(s%- 3% s?

s
{s%+5%2
2
5
(s2+3%)2
@2'
52 a2
(52+32)2
1

s(sZ+8%2

{ +
Res> lImB'-Re 2

Res> iIm B; -Rea

Re s> !Im31
Res>IRe 8’
Res> i Im 3!
Res‘)llm[ﬁ‘!

Res>ilmf.3l

Res> mal
H

Re s> [ImB:

NOTA: Le derivazioni delle trasformate nel caso di funzioni il cui andamente nel
tempo viene assegnato per via grafica ed & composto da iratti costanti e variabili

linearmente, pud essere effettuato facilmente, esprimendo l'andamento mediante

le funziont u ; (t) ed u 5 {t). A titolo di esempio, ricaviamo la trasformata della -
funziene riportata al sesto posto nella tab.1[1.A2.

si ha:

Considerando 1'andamento nel tempo, a partire dalla prima discontinuits,
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fet)=u, (t-b) - 2uy (1-2b) + 2o,y {t-3b) - 2uy (t - 4b) + ...

=up -0 -2 ¥ 0¥ u)(t-kb)
k=12

Trasformando secondo Laplace, si ha:

F(s) = L,vs _2 T (- ks
$ s k=2

4+

Questa si pud scrivere, estendendo la sommatoriaa k = 1:

F(s) = Les 02 T (- pketkbs
‘ s 8 f==1

Per Re s > 0, si ha:
ol ) 2 ebs I ebs-ebsy
F(s) = —=ebs pum = -
(®) 3 s I +ebs 3

{+ebs

che equivale a quella ribortata nella tabella,

HI.B - Esempi di applicazione de! metodo della trasformata di
Laplace.

11 metodo simbolico di Laplace 2 molto generale e pud essere
applicato in moltissimi casi di interesse applicativo. In guesto
paragrafo verranno sviluppati vari esempi sia allo scopo di illustrare

_tale metodo in casi pitt complessi, sia allo scopo di risolvere aleuni

circuiti-utili-in-castconereti:

Il primo esempio riguarda il caso del partitore di tensione,
indicato in fig, IIL.B.1. Tale esempio & rilevante in molte applicazioni.
In molti casi (p. esempio in elettronica o nel campo delle misure) &
infatti richiesto di ottenere una tensione v, che sia una frazione
della tensione di un generatore v,. Cid pud essere ottenuto utilizzan-
do un semplice partitore resistivo, senza la presenza dei due conden-
satori indicati in figura. Tuttavia in quasi tutti i casi il condensatore
C, non & eliminabile poiché esso & presente come elemento parassita
in parallele al carieo R, . In questi casi il segnale di uscita risulte-
rebbe distorto rispeito a quello del generatore, a meno che il conden-
satore C; non sia presente in parallelo a R, come indicato in figura e
inoltre non sia wverificata la condizione di pariitore compensato
indicata nella figura IIL.B.4. 11 cirenite di figure IIL.B.1 & anche
rilevante nel determinare la tensione che si localizza nel.punto
centrale di una serie di condensatori (p. esempio nel caso di isolatori




206 Analisi'dei circuiti con memoria I

per alte tensioni). Accade infatti che, in presenza di una tensione di
ingresso a gradino, la tensione di uscita v, segue la legge della parti-
zione capacitiva {tensione Vg della figura IILB.4) solo in assenza
dei resistori R, e R,. E tuttavia noto che tali resistori possono essere
presenii come elementi parassiti dei condensatori. In guesto caso la
partizione capacitiva vale solo in un intervalle di tempo molto breve
dopo l'inserzione del generatore, poiché dopo un tempo maggiore la
tensione di uscita v, finisce col seguire la legge della partizione
resistiva (tensione V, della figura 1I1.B.4). Se anche in tal caso il
partitore non & compensato le due tensioni V, e Vp possono essere
molto diverse fra loro, anche con 'eventualitd di possibili danneg-
giamenti del partitore. ‘
Tutti questi aspetti derivano dall'analisi dell'esempio 1I1.B.1.

Esempio HI1.B.1

Dato il circulto di fig.111.B.1 determinare ia tensione v, (t}, supponendo che
la tensione v, (1} abbia I'andamento indicato in fig.1iL.B.2. Si considerino nuile le
condiziont iniziali all'istante { = 0.

AR

+
vlmqD 1

\’2( 3]

Fig.Ill.B.1 - Circuite considerato nell'esempio UI.B.1.

b v, (0

Fig.111.8.2 - Andamento della tensione Vo

del generacore vl(r)A

Seguendo il procedimento simbolico di analisi nel dominio di Laplace indicato
in tabella [H.4.1, asformiamo il circuire di fig.III.B.I nel dominio di s.

I.a funzione di eccitazione v}(c) pud essere espressa come segue:

v = Vo[ @ - el
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Percid la irasformara ‘v’l(s), applicando la proprieta I (linearita) e iz proprieta
IV (traslazione nel tempo), risulta pari a: ' '

1
N = Lo Ts
Vils) = ¥, - (1-e *7)

I circuito trasformato nel dominio di Laplace & quindi queile indicato in figu-
ra I1.B.3, tenendo conto del fatto che le condizioni iniziali sono nulle.

(6} R,
: VvV
. + H @ o.
‘ +
Vs 4 1
: sC) é“z TS, Vsl

Fig.llH.B.3 - Circuito trasformaro nel dominio di Laplace.

Risolviamo il circuite mediante il metodo dei nedi, al fine di determinare la

tensione incognita \{2(3}. Risulea sufficiente scrivere 1a seguente equazione di equili-
brio al nodo 2: '

1 3 1 i
\"2(3)(}-{- +‘1‘£*+SC1+SC2> ~(~I~{- +5C1> ‘.’;(s) =0
1 2 ’ 1 : )

Ry(sC R +1)
V (s) = - 1-e o=
2 0

[ R, R, ,
(R, +R,) | (C, +Cy) s+1]-s
R R v,

= F(s) (1~ T v,
Effettuando lo sviluppo in frazioni parziali di F{s), si ottiene:

2 A - B
Fis) = =

= s

RIRZ 2 s+
(R1+R2) (C1+C2)~E—-—— s+l ]| * s

R (sC§R1+1)

1T Ry
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con:

VQ(E)?

Percid la tensione V,(s) si pud esprimere nel modo seguente:

Antitrasformando quest'ultima espressione si ottiene:
vl = Vo(a+Be™hu - v {arB Ty e

1 possibili andamenti della tensione vztc} sono riportati nelle figg HL.B.4a, b,
e ¢, nei tre casi B<0, B=0, B>0.

[Fto)-(s+] =

) (-t v,

-

Fig.lil.B.4 - f:’ossibiii andamenti delia tensione

caso a) in cui B<0;
caso b) in cui B =0 (partitore RC compensaro);

e T .. TR
MaaZG Dy b Lul owr

In cutti e tre t cast si ha:

=V, ———
A OR 4R,
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Nel prossimo esempio & analizzato con il metodo delle equa-
zioni su base maglie un circuito attive contenente un nullore. Il
eircuito considerato & detto circuito integratore poiché la forma
d'onda di tensione v,(t) risulta proporzionale all'integrale (cambiato
di segno e a meno di una costante) della forma d'onda di tensione
v,(t). Tale proprieta pud essere verificata osservando le forme d'onda
utilizzate nell'ssempio. 11 cireuito & rilevante in applicazioni nel
campo dell’elettronica e dei controlli antomatiei.

Esempio H11.B.2

Dato il circuito di fig.l11.B.5, determinare |o tensione vsz), supponenda che la
tensione v (t} abbio {'andamento indicato in fig.ll{.B.6 & che lo tensione iniziale del

condensatore sic \_/0.

T
LS

vl(:)dD ? 2

Fig.lll.B.5 - Circuiw considerato nell'esempio HI.B.Z.

vyle)
5T Fig.[11.B.6 - Andamento del-
T . £ la tensione: vl(c).
14

La funzione di eccitazione pud essere espressa come segue:

vl(:} z{u_l‘(c} - 2 Uy (t-T) + u_l(: - 3"1‘)]

Trasformando 1a tensione vl({) si ha:

T .
V() = f1e2eTs 4 375
5

Il circuito rrasformate nel dominio di Laplace é riportato in fig. I1.B.7, utilizzean-

do per il condensacore lo schema indicaco in tabella {11.3.2,

G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecnica, 14
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R

we® R,

Fig 4l1.B.7 - Circuito trasformato nel dominio di s, ottenuto da quelle di fig.II1.B.5.

Scriviamo per i} circuito di fig. IILB.7 il sistema risolvente su basemaglie, sce-
gliendo le tre maglie indicate in Hg. lIL.B.8 e sostituendo al aullatore un corro-circuito

ed al noratore un generatore di tensione.

VY P
V’(S)(P {Ii Y vg(s)(]D fla‘l %“2

Fig.I11.B.8 - Scelta delle maglie per "analisi del circuivo di fig. HL.B.7.

5i ottiene i} seguente sistema di equazioni su base maglie:

J (s} Ry =V (s)

I.{s) Vs
l E s 8 -
Eg{s)'R2 = Vz(:s)

A queste equaxioni va aggiunta quella del vincolo imposto dal nullatore presen-
te, clioe:

II(S) - Ez(s) = 0

Eliminando dalie equazioni precedenti il{s) ed [ (s), si ha:

VD
= — - V (s}
sKl(_‘ s h

1

V. {s)*

e quindi, tenendo conto Jdell'espressione ricavata per Vl(S):
\_Y
1 . ) 0
Vs) sm— [1= 215 4 &3T8] 0w —
2 2 -4

s RIC
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L'anticrasformara di YV, {s} & la seguente in base alla (IHLA.40):

X -
v () == == lu () = 20, (= T) + u, (e-3T)] + Vju (0
C

il cul andamento & riportato in fig JILB.S per i valori:

| : C=1F, Vw1V e T = sec
volt)
{volt}
2 [
Fig.lH.B.9 - Andamento della ten- 1 |
sione vo(r) ottenuta nell’esempio I
iIL.B.2. 1 -
T 1 L] T H
t
! 3 3 {zec)
®

Nel prossimo esempio 2 analizzato con il metodo delle maglie
il circuito contenente induttanze accoppiate, indicato in figura
III.B.10. 8i pud notare che 'andamento delle correnti i,{1) e i,(t)
nelle indattanze segue la stessa forma d'onda come indicato in figura
III.B.12. 11 valore asintotico di tali correnti per t che tende all'infini-
to & pari rispettivamente a 6/10 e 4/10. La somma di tali valori & pari
a 1, come si pud dedurre direttamente dal circuito di fig. I11.B10, con-
siderando che al termine di ogni transitorio le due induttanze posso-
no essere considerate equivalenti a due corti eircuiti. Tale analisi

semplificata non & tuttavia in grado di fornire i due valori di corrente

ottenuti con 1'analisi simbolica, in quanto la partizione di una corren-

s

L T  velintdue elementi dieorto ciretito in parallels @ determingta. "

R
-]
Fig.ll!.g;l{) - (E_irc;inIroBcimside- +
ratg netl’esempio BT va- Voiu () L [
lori dei componenti sono: V= 2, gl G) P e M 2
Ly=2 Ly=1M=1, R=2(v A0 .

Esempio H1.B.3

Dato il circuite di fig.141.B.10, nel quale si considerine nulle le condizieni ini-
ziali & costante ed ugucle @ 2 volt 1o tensione di eccitazione, si determinino gli anda-
menti nel tempo delle correnti nei due induttari e P'energia dissipata nel resistore nello

intervalle di tempo 0% 1 seq.

Effetcuando la trasformazione del circuito assegnato, si otziene il circuito fitsi-

zio nel dominio di s, riportato in fig . IHLB.11,




4-

Fig.ll}.B.1T - Circuito trasformaro nel VE/SCD
dominic di s ottenuto da quello di fi-
gura [11.B,10,

Per 1"analisi del circuito di f}g.III.B.ll, applichiamo il metodo delie maglie, mo-
dificato opportunamente per fa presenza della mutua induzione corrispondente al termine
sM. Scegliamo come variabili ausiliarie le correnti di maglia Il€s) e 1,(s), indicate in

" fig JILLB.11. Si ottengono le seguenti equazioni:

Maglia 1 (R sSL) L+ (R-sM L = V /s
M-ag]ia 2 {R- sM) El + {R + SLQ”‘J = Vg/s

Si pud notare che la presenza del termine sM da luogo ad un'ulteriore interazio-
ne tra le correntt di maglia. Infatri nell'equazione relariva alla maglia 1 ¢ presente il

terming - SMIT coincidente con la tensione provecata

in rale manlia dalla corronte T
pre I Lale mAgiia daaa corren

ee Ly,
che circola nell'altra maglia, attraverso la mutua induziene (il segno negative é dovuro
al fatto che | versi convenzionali-delle due correnti di maglia sono dispostl in modo op-
posto risperto ai segni di riferimento degli induttori). Sostituendo i valori numerici, si
ha:

2
(2+2$)Il+(2-s)12wm— '
5

2
(2- s)[l "l‘(2+s)l2 ":—:

Riscivendo il sistema si ottiene:

2
—_ 2-5
3
2
— Its
5 4
his) = 243g 2 N
‘ Zhis s 24105
s 2+s
2
2+2s —
s
2
2-8 —
5 6
I(s) = =
2 2
2+ 2s 2-s 5“ + 10s
2-s 2+ s
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Sviluppando in frazioni parziali, si ottiene:

4
+ A= = —
s + 14 s=0 IG

A B 4
ll(s) = — ;
s

s+16

Antitrasformando Il(s), si ha:

I

4
B0 =~ (- o
14 -

Analogamente, si ottiene:

6
0 = = (e @

Gli andament delle correntl i
4 hi
10 L))
_fi'_ 2
10 G A El(t)
o ¢

le correnti i,{t} e
nell'esempio Ii&

213

i(t) e iz(z) sono mostratd nella fig [11.B.12,

Fig.1i1.B8.12 - Andamenti del-

i ig(t)
B3

Per calcolare 'energia dissipara nel resistore, occomre determinare la corrente

che lo percorre. Dalla fig. JiL.B.11 ‘e dalle espressioni di il(z) ed iz(t) ricavate in pre-

cedenza, si ha:

e ﬁ“(—é)::: 11( r.')':ﬁ-i-:—ii—21(}—):;'(i—?f-“fef Qi‘ff?'?'}i,,g;_;;(ig) S —

L'energia dissipata nelt'intervallo 0% 1 sec vale:

L {
g = ;2 = 2
cn~f R:R(r)dc— f 2
o

LY

-(1-e“‘°’)2 de =

4 2

(2- 46100 5 20200 4y = | 2¢ ¢
10 20

B G

i
20t J Py 1,7 ioule

0

Negli esempi II1.B.4 e II1.B.5 & considerato il cireunito di fig.
I11.B.13, nel quale & presente una maglia contenente solo condensa-
tori e il generatore di tensione. La presenza di tale maglia fa si che,
in presenza di gradini di tensione, la corrente presenti andamenti con

singolarita di tipo impulsivo.
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Esempio HL.B.4

Determinare |'andomento della corrente i che percorre uno dei condensatori del
circuito di fig.lH.B.13, nelt'ipotesi che le condizioni iniziali siono nulle e che la ten-

siong impressa del generatore abbia i'endemento riportate nelle parte b) della stessa
figura.

v(r)‘
* C L (voit}
WO~ g
i :
1

C -
T r ¢ (sec)

a) b) |

Fig.HI.B.13 - Circuito considerato nell’esempio HL.B.4. In b) & riporrate
1" andamento della tensione impressa.

Applicando il metodo di analisi su base maglie al circuito fittizio che si ottie-
ne trasformando quello di fig.lIl.B.13a nel dominio di Laplace, con variabili ausiliarie
coincidenti con le wasformate delle dué correnti di maglia Iy ed iy, si ha:

2 1
1 —+sL)—1(———+sL>' Y (s}
I( ‘ 2\ s &
1 2
'”11 ~— 4+ sk +12 *-m-+sL>
sC ) sC

Risolvendo tale sistema si ottiene la trasformata della corrente incognita i,

1l

(7]
]

i
=

coincidente con Iz(s), cioé:

SC(sLC+ D)
I(8) = ———— V¥ (5}
2 2 g
ZLCs*+3

Per determinare 1'andamento nel tempo richiesto, occorre preliminarmence indi-

viduare la trasformata ‘Jg(s} detla tensione impressa. Scrivendo in forma opportuna ta-
fe tensione, si‘ha: '

PR ’ Y e
V’ng) \ro u-i\” v()u-]_‘\L j 9
a cui corrisponde: v
[y
V (s) = = (1-&°D)

‘Tenendo conto di questa espressione e sviluppando in frazioni parziali [a parte
razionale della 12(5), si ottiene:
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1 0,5
v ST o AN =
- LC T [t LC T
L(sy= == (I-e®t) = — [1]- (1-2%4)
2 1,3 2z g b3
s34 — s+ —
1.C LC

Per antitrasformare, osserviamo che dalla tab.J[1LA.1 si ha;

A1 1 LC 1,9
ﬂ e | = e gt Y " u 1(:}
2 L3 L5 QI-C ;

55—
: LC
e quindi risulza:
T )
2L.C
T = 7 ||
3
. I
T 2T 3t
1 t
0 a)
21.C
T=27{{—
3
T
ry T
2N
G ‘; 4
0 b)
i bt +
0 2
2

-

Fig.l11,8.14 - Andamento della corrente i(z) del circuito di fig.HL.B.13 per |
valogi indicati di T, In ambedue i casi il valore di 1, &

¢
v o=
0¥sL
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VOC

i) = lug® = ugle-DI +

2

Yo [(€ [ 3 3
+ — -— lsin (th)ul(r-T)-sin £ra ()
2 Yer L 2LC - B FIN

In fig.llI.B.14a ¢ riportato 'andamento di i{t) nel caso che T =77 ‘E ALC/3, S
vede che sono presenti due impulsi di Dirac in corrispondenza a t=0 ed a =T, direttl
in senso contrario. Inolre ia corrente ha un andamento sinusoidale indefinito. E  inte-
ressante mettere in evidenza il fateo che per valori particolari di T, la corrente i(t) ha

una durata limitata. Questo accade per T =277 { 25LC/3 . Intatd, in questo caso si ha:

v,C _ Vo [E ;
) = — {uO(t} - uo(t-T)] = e A gin y = £ [u NG (t- )
2 2 Y6L 2LE - e

L'andamento risultante per la corrente & riportate tn tig. il B.14 b,

Esempio HH1.B.5

Svolgere |'esempio HI.B. 4 nefl'ipotesi che la tensione impressa abbia 1'anda-
mento di fig.]11.B.15.

[
v (0
V()
2T
. -t
Fig.fl.B.15 - Andamento del- T
la tensione impressa dal ge-
neratore del circuito di figu- -VO--« wwwwww
re J1.B.13 nell'es IH.B.5.

Avendo gia determinara 'espressione della trasformata delia corrente incognita
in funzione della uasformata della tensione impressa nello svolgimento dell'esempio
HL.B.4, occorre individuare nel caso presente la trasformata dell’eccitazione. A questo

scopo osserviamo che ["espressione analitica deila v (1) &:
p P v,

Vot ¢-2T
vg(c) = VO‘- - u_i(c) + \-'0 + VG -—:;W u_l(p 20

a cul corrisponde la seguente trasformara:
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s 5

v L
0 Ts-1 Ts+1 ,
¥ (8) = o— + 25T
& T 2 2

Urilizzando e formule ottenute nell'esempio HI.B.4, si ha:

) 0,3
Vo© LC s= /T s+1/T
12(5) = 1~ & e-?b'[‘
2 g 1,5 5 5
LC

3 T 5 T

,..._.-E- r— . . - — ————
Yo /T 1 6 4LC Yool r 1 6 4Lc )
momen O e e T [ e e T | R8T

T 2 3s . L3 T 2 3s 5 .3

5% b — . 87 e —

LC LC

Antitrasformando l'espressione precedente, si ha:

V,C : cv

o . . o

0 = — foj@ +ue2mi - —— fu (0= (-2D] +
5 T - ]

CVy f 3 3
o owe— 4w (t)*cos t~u  {t-2T) cos (¢~ 2T) | +
6T T 2LC -1 _ 2LC ‘

21.C LC -

2LC
I= 7
3
& riportato in fig. Il B.16, dove si & posto:
C
iO = VO 6_1___
%

Nell'esempio 11I.B.6 & presc in esame un circuito contenente
un transistore, del quale & fornito lo schema equivalente semplificato.
Tale eircuito & rilevante in elettronica poiché rappresenta un oscilla-
tore di tipe Colpitts,
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b o e ]
¢
Iy
0 l T 2T 3T 4T .
I()

Fig.l1.B.16 - Andamento della corrente i(t) del circuito di fig. lII.B.13 nel caso
che la tensione impressa abbia 1'andamento di fig.I,B.15 con T=w {2LC/3.

Esempio 111.B.6

Determinare per quali valori dei componenti si innesca un'asciilazione sinusoi-
dale netlo schema di fig.1ll.B.17, che.rcppresema un oscilletore di Celpitts @ transi-
stori. $i effettui 'analisi nelln fase d'innesce, supponende che if transistere sig linse-
re & rappresentabile, insieme con il circuito di polarizzozione, come indicato in figura
H1.B.18. Si supponga inoltre il circuito o riposo per t=0 e l'eccitazione coincidente

con un generdtore di correrite uvente come grandezza impressa un impulse unitario.

L

. :

= )

- -
Fig.|11.8,17 - Schema dell'o- ke
sctllatore di Colpitts. 'E: v, (0

. P T2
T
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uy(e) T@ —

~N

P

_FC
v v,
~
fue]
-
e

11

oyl

oo

Fig.llIl.B.18 - Schema deil'oscillatore di Colpitts usato per l'analisi dell'innesco
delle oscillazioni.

Dopo. aver trasformato nel dominio di Lapiace il circuito di fig.IILB.18, analiz-

ziamolo con il metodo’ dei nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 3. Si ottiene:

1 1
Vis) | sC. + G +—-»-]—V(s)-——=i
1 [ Lol gy 27 s

1 1
-Vi(s) i — ~3G :|+V_(s)[G + sC +——}=o
1 I_SL 1 2 2 2 sL

Beterminiamo V2£s),che coincide con la trasformata della tensione incognita

vu(r). Si ottiene:

1
LTI S
(s) Vs
Vg = =
2 1 ! 1
sC HG + — NsC+G,+ — |- — | — - 486G
sk 2 si. sl \ sL L
I*BG] I.s

3 : 2 N
$ CiC2L + s L(CiG2 + G:C2) + s(C1+C2+GlGQL)+bl+Gz+ .GG1

Affinché st inneschi 'oscillazione sinusoidale occorre che il denominatore ab-
bia una coppia di radici *i W "essendo w, la pulsazione desiderata, Di conseguen-
za, il denominatore della Vz{ s) deve essere del tipo:

3+a52+m§5+aw2

D(s)‘:(s2+w‘3){s+a)=s .

con a > 0.
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Uguagliando termine a termine i coefficienti del denominatore di V (s) con quel-
If vo%uu, si ha: ’
C_I(’2 + G, C

- - = a
. G,
€+ Cy*+ G, Gyl
_ .2
. T ,
¢, C,L _
G, +Gy+ 8G,
= aw?
C,C.L 0

t2
> - - - I3 - - . . "
E evidente che le relazioni precedent sono soddisfacte e quindi si ha U'innesco

dell'oscillazione sinusoidale se il prodotto della prima relazione per la seconda ugua-

glia la terza, cioé sern

/G N CHCHG.GLL G.+G. +RG,
“ L L “‘ 1 < i £ +

G
(&2 e
C2 o G, CoL 7 C1C2L
Tale condiziene equivale a richizdere che il guadagno del wransistore sia:

1 L ( 1 1 ) =
R = + o— + + —
C,R Ry, \ GR,  CR/ €

*

Negli esempi III.B.7 e III.B.8 sono analizzati due circuiti
relativamente complessi la cui soluzione si semplifica con particolari
artifici. Nel primo & utilizzato il metodo di sovrapposizione degli
effetti, nel secondo sono effettuate varie considerazioni semphf}catlve
che derivano dalla presenza di un nullore..

Esempio 111.B.7

Nel cirauito di fig.111.B.19, calcolare I'andamento della corrente erogata dal gene-
ratora ug 2 sapenﬁn che il condensatore & searieo all'istanta - 0,

Trasformiame il circuito nel dominie di Laplace; in particolare la
trasformata Vg2 (s} siottiene, osservando che nel tempo i ha:
vy 2 () =uy () — 2us (t-D +uy (t—-2)

e quindi:
1
Vea (63 = Iy (1 - 2o 4 e'zs)
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1 bl

R)
VV ,
A 1
+ I C ® + !
LD sh B B N
1

2

Fig.ll1.B.18 - Circuito considerato nell'esempio [{1.B.7. | valori dei
componenti seno: By = By = 1, C = 1, vyq(b) = uglt), rapporto del tra-
sformatore uguale ad 1. (0, F, V, §) :

Applichiamo il principio di sovrapposizione degli effetti, determinando il
contributo dei due generatori.

o Generatore Var-

Con riferimento alla fig.il1.B.20, dove & state disattivato il generatore
Voo 3i possono determinare le varie grandezze indicale per ispezicne visiva nel

seguente ordine:

[Hzxvgl R IR1'=vg1 N [cmngi B iT1=iR2+Ic=(1+s)vgl'
I+s
[T2mITIm(1+S)Vg1 , Ig“l_}u‘lc‘['m*““z‘;?‘
Ry
YAA
- R
.
R [B]
+ I 1/s5C
.l T! : s¢ Fig.111.B.20 - Circuito
V== (D R I [ do agisce V
g 52 I é 2 TS e quando agisce gl
R2

e Generatore Vaa

Con riferimento alla fig.111.B.21, anche ia questo caso, possiamo ricavare
le varie grandezze indicdte per ispezione visiva nel seguente ordine:

-«
-
]

Veg o Tga=Vyg o Tpy=Vye « Ty =2sV,,

Ip slge+ I =@s+ DV, , Ipy=Dp

[
!

"f'Rivt-['c+1'T2=(1+26)2Vg2
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R, iy
e
YAYAY,
V.- fe I-ig
.,/ 1 jp = o S
66 5 E {
= ‘ + \
P’I‘I e Fig.HL8.21 - C\i]rcul%.o
' vando agi
I CRE

in tutale, la corrente Ig vale:

2 8 4 4 2 .
S I T T P
g‘T-Ig—s s+szes+s+sze

Antitrasformando, st ottiene la soluzione:
iy (1) =2 u, () ~8u, 4~ — duy (t=1) + 4u,; (t-2) + 2u,; (1-2)
che corrisponde ali'andumenio di fig.i11.5.22.
Py b
fo(e
g( ),

2

-2
-4
-6
-8

~10

Fig.}11.B.22

Esempio {IL.B.8

Determinare ia corrente che scorre neliinduttore L nel circuilo
fig.tH.B.23.

"zm

1—7{—————
-

2 T

O .

SRV (ORI S — Fig.li1.B.23 - Circuito consi-
derato neli’esempio II{ B.8.
1 valort dei componenti so-
no: =R;=Rg=Rg=1, C=1,
LML1=1 ¢ condizient ini-
ziali sono: V. (0)=1; i, (0) =

=ip,,(03=1 (QF, H, V., A, 5.

141

di
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L'analisi pud essere effettuata in modo molto semplice osservando che:
1) le correnti che scorreno in C, R,, L, Ry sono in equilibrio, facendo riferimento
al taglio iratteggiato e tenendo conto che il generatore non eroga corrente,
essendo attaccato ad un nullore dalla parte nullatore;
2) la tensione ai capi di C ed R, @ Vg. in quanto la teasiene sul pullatore &
nulla. '

Di conseguenza, & sufficiente trasformare nel dominio di Laplace sole la
parte del circuito che riguarda C, R}, L. Ry, Vg. come indicato in fig 1[1.B.24.

+ +
r—yr-=- - - Ty T T T T T T T |

+| ' (0 | +

1
\’g(s}l —l—:::'-" eTCV (o) Ry fosl e$ L Ry | vy

i sC ¢ . 5 |
| i

L o o o e e e e et e i

Fig.}i.B.24

Effettuando 1'equilibrio nel taglio tratiaggiato, si ha:

1 I 1 ip {O)
C+ —i1V,~-C 0) 4 [ o 4 s [V 4 w0
TR e Vel + oy Ry | “7 s

8i otiiene:

s 1
v, = [———{s+ 1)V
L s+![ B ts ) g“ :

Trasformiamo Ve (t), tenendo conto che si pud esprimere con:

. velth= 0,y (- u, (t]) — u ) (t-2)
che corrisponde a:
e v, (s) = 4 (1 - e‘s)——l-e'zs
’ 8 2

3 $
[n conclusione, !L (s} vale:
Vi, | ip (0) 2 2 O N 1 9
R T s o b £ R T L I Sy -}
L sL 8 s+ 1 g ® s+1 g ¢ s

e quindi 'andamento nel tempo &:

ity = Zetap (1) ~ uy () + -1 +uy (t-2)
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Nel circuito di fig. I11.B.25 & cons1derato un circuito del primo
ordine, nel quale & richiesto un andamento a rampa per la corrente di
maglia. Tale circuito & significativo nel progetto di dispositivi di
deflessione nei cinescopi a deflessione magnetica. Sono importanti le
considerazioni energetiche. Poiché la tensione del generatore presen-
ta una singolaritd impulsiva, si ha un trasferimento istantaneo di
energia dall’'induttore al generatore.

\

Esempio 111.B.9

Nel circuite indicato in figura {11.B.25, la corrente di maglia i{t} ha "andamen-
to indicate nella parte b} della stessa figura e l'induttore & scarico per t < 0. Dopo
aver determinato la tensione v (!) det genera:ore definita E(i) 'energia scambiata fra
- e, si determini:

1} i'energia Eg (t} erogata dal generatore;
2} Venergia Eg (1) assorbita dal resistore;

3} t'energia EL (1} assorbita dall'induttore.

i)
100mA ~p = ——

R
YAAY

+
v, CD i L

des t
a) ) b}

Fig. 1l1.B.25 - Circuito considerato nell’esempio 111.B.9 e andamento
delia corrente ifl). 1 valori dei componenti sono: R= 102 ¢ L = 10 mH.

Detto T = 2 1077 , 'andamento della corrente i{t) pud essere cosi espresso:

Pt = Auylth-Au,t-T)-Bu it-T

con A=5e B =01 Trasformando seconde Laplace la corrente i {{), 5i ottiene:
5 5 0.1
I(sy = m—mc“"?—-—wc“ﬂ
5% s

Essendo Fimpedenza di maglia paria R+ s L = 10 + 1072 s, si ottiene
50 50 1 0,05 0,05

Vois) = ———mm g7 T e

e—ﬁ' ..“}-3 e"sT
s ¢ $ 5 5

Antitrasformando si ottiene
vg(t) = 50 n 4t} - 50 u.g(L-T) - u_l(t-’I‘} + 0,05 u_l(t) - 0,06 u_}(L-T) - 4,001 uo(t-T) .

L'andamento delia tensione v _{t} & indicato in figura [[}.B.28
Determiniamo ora 'andamento dell’energia Eg(t} erogata dal generatere.
A tale scopo osserviamo che la potenza ?g{t) erogata dal geceratere vale:
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Fig.IH.B.26 - Andamento
o della tensione vglth

?gn):vgﬁh)i(t)=(50L+0,05)5£ per O <t < T
mentre & nulla al di fuori 4i detto intervallo.

Pertanto si ha:

1 : : 250 0,25
E () =J. pg (T ds ='[ (30 t+005) Svdt = — 13 4yl {0<t<T)
o 0 3 2
Ponendo nell'espressione precedente t = T° | si ottiene:

2
E, (T) = = 1073+ 0,05 103
3

225

L'energia assorbita dal generatore per t > T , deve tenere conto dell'ef-
fetto dellimpulse presente per t = T. Tenuto conte della nota alla formaula

{i11.2.151 e quindi che:

ot i

(LB . J.ua(r)u_;(r)dr=—-
: - 2

si oitiene: '

™ i 2

E (=8, (T 3~ f

A0 g (120 0 Lu, (=T ,dw.ﬁg,.t.‘l‘:}.,,.—7?,1,0:*.;.;..l0.".:‘.., (S

Pertanto 'andamento di Eg(u & quello riportate in fig. [11.B.27 a.
Per quante riguarda Uespressione di Egtty si ottiene:

250 250

2
t
Eg () =f0zo (50 de=—td (0<1<D) ; Eqi)= — T30 >

Eg(t) Ep(t) E (D)
a+h
A A e
b b —— —
oo et T o Hxom
[ - £
a) b) ‘ c)

Fig. 111.B.27 - Andamenti di Eg(t), Ep(t) e E(t). Le quantith a e b

indicate in figura valgono: a = 0,05 108 , b = (2/8) 10-8,

G. MA_RTINELLI-*—M. SALERNG: Fondamenti di Elettrotecnica, 15
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[nfine l'andamento di Ep(t) & pari a:

I 0,23 '
EL ) =<L i3=—2——£2 (O<t<T) : Ep (T™) =0,510"%

mentre ¢ aullo al di fuori di detto intervallo. Gli andamenti di E (tJ Egnlt) e EL((;}
sono riportati in fig. [11.B.27 a}, b}, ¢}, rlspettlvamentc

Si vede che per ogni t vaie E(ti=E gl + EL(L) In particolare nell'iater-
no dellistante T vi & una ruqmtuz{one 1s£antanea di energia dall'indutiore al
generatore,

*®

Quando in unr ¢ircuito & presente una maglia costituita da soli
condensatori e generatori di tensione ovvero un taglio costituito da
soli induttori e generatori di corrente, & possibile c¢he avvenganc
trasferimenti istantanei di energia fra tali componenti in corrispon-
denza ad andamenti di tipe impulsivo della corrente ovvero della
tensione. In assenza di generatori, tali variazioni istantanee di
energia possono ancora avvenire, ma solo per effetto di apertura o
chinsura di intarruttori. Tn tali casi pud accadere che il principio di
conservazione dell'energiaz appaia apparentemente violato, se non si
tiene conto che in presenza di tensioni o correnti impulisive l'interrut-
tore ideale si pud comportare come un elemento dissipativo. Si consi-
deri infatti 1a maglia di condensatori indicata in fig. I11.B.28,

A . \}Q B
A o _
l Fig.}1.8.28 - Maglia di con-

t=0
*;L densatori in presenza di un
W C v . interruttere. Le tensioni in-
H i V.-J v T [ di . s s xx 1.
2 + et P icate sono i valeri iniziali
"*“g____ﬂ..m M.-..gl validi per t < 0.
CE Cn-l

Utilizzando i} metodo di Laplace e ponendo in serie i genera-
tori e i condensatori nel dominio di s, si ottiene il circuite di fig.
II.B.29.

+ _i_ Fig. 11.B.29 - Circuito fitti-
CD}MY . @ by 1 zio nel deminio di Laplace
sk s C, T del circuito di fig, 111.B.28.

Dall'esame del circuito éi fig. 111.B.28 si pubd osservare che la
maglia di fig. 11T B 28 nuh essere sostitnita da una maglia confenente
un unico condensatore pari alla serie dei condensatori dati e avente
tensione iniziale pari alla somma delle tensioni iniziali. Detti quindi:

C,=1/[Z1/C] e V =2V,
si ottiene: l(s) = C, V_ e quindi: i (t) = G V_ uy{t)
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In ﬁgura"f [I1.B.28 Yinterruttore, corrispondente al bipoio con-
nesso fra i nodi A e B, presenta i seguenti andamenti di tensione e
-corrente: '

a) tensione: vyp(ty = [1-u,(t)]V,
b) corrente: i(t) = C, V, u,(t)

Pertanto il bipolo connesso al nodi A ¢ B assorbe 1a seguente
quantits di energia: '
ot ‘
E=| W [t ~e ] Vou ma
che, tenuto conto dell'integrale (I1I.B.1), & paria C, V.2 /2 . Tale
energia & detta energia perduta per commutezione ed & pari all'ener-
gia ceduta istantaneamente dal condensatore Cg neli'intervallo [ 07,
0*] . E evidente che il comportamento dell'interruttore nel caso
considerata & anomale, in quanto iale elemente in ogni altre caso
(tensione e corrente non impulsive) assorbe energia nulla. Situazioni
non anomale si possono ottenere inserendo un resistore nella maglia
considerata. 81 pud facilmente verificare che, gualunque sia il valore
di tale resistore, esso dissipa tutta l'energia perduta per commuta-
zione (in un tempo infinito) e che in tal caso Vinterruttore non dissi-
pa alcuna energia,.
Applichiamo le considerazioni precedenti all'esempio 1I1.B.10.

Esemple LB

Nel cireuito indicato in fig.111.8.30, si ha: C,=C,=1F Cp =0,5F e R=14Q.

Ko
%

e=0 Cy __L Fig. U1.B.30 - Circui-
. to  considerate nel.
3T . I'esempio I11.B.10

Pert < O l'interruttore & aperto, il condensatore €, & carico alla tensione
V=100 V, menire | condensatori G, e C, sono scarichi. L'interruttors si chiude
al'istante t = 0. .

Caicolare gli andamenti delle tensioni sui condensateri @ l'andamento deila
corrente nel condensatore C, . Delsrminare incltre Penergia totale del circuite per t<0
e per t che tende all'infinlto e verificare i bilancio energetico tenendo conto
dell'energia dissipata nel resistore e dell'energia perduta per commutazione.
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11 cirenito fittizio nel dominio di Laplace & indicato in fig.T111.B.31.

' 2
M ,VS

) | - :
i o
1 o R i - Fig.Hl.B.31 - Circuito nel
Y :E:IT 5l T 5T, dominio di s relative al-

1'esempio 111.B.10.

Dettoe G = 1/R , il sistema risolvente s base nodi & il seguente:
"."1 (5Cy#+3Cy)mVasCy=Cy Vy
“wV sCy Vi (sCy s Cy+G)==0
Dalls seconda equézione si ottiene:
5 (Cy+C3)+G Lis+1

Vi o= Vy = AT
| PreR 3 " 5

Sostituendo nella prima equazione si ottiene:

${C;+ECN+G
Yy { e (G + Cyg) =5 Ty pm O Wy
C, .
$(CLC+C Ca+CyCa) +G (T +Cy)
Vy =Cy Vp .

Gy

Essendo: €, Cy+C) Cy+C,Cy=2, si ha:

A
V3 S s
sl 2
e quindi, antitrasformando:
Vo
vy {ty=——etu_y (1)

D'altra parte si ha:

_@Sssel) Vo Ji+ B ] Vo ~L5+1
ks 2

N 5541} _2—

e quind:, antitrasformando:

vo
v (l}=—-—2~—(i+e“‘)umt )

D'alira parte la tensione e la corrente sul condensatore Cy sono pari a:
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v,

4]
va ()=v, ()-vs (1)m-§m(§—{}.5e-')uml 0
) dv, VY, Vo
1(1)=C3—é;——-—'- 3 ug (t)+-—5~—(}.56“u_[(1)

(Gli apdamenti delle tensieni v (t), vyit), v4lt) e della corrente i(t) somo
maostrati nelia figura 1I1.B.32. Occorre notare c¢he la corrente i(t) calcolata & la
stessa che scorre nellinterrutiore ¢ nel condensatore C, di fig. 11L.B.30.

By (e
L] |
?ﬁx a) ;ﬁ b)
— —
1/2 <} d)
/4
t \ T

della corrente i{t) per il circuito di fig. I11[.B.30. Tutte ordinate

Fig.111.B.32 - Andamenti nel tempo delle tensioni v,(t), vf{t), valtl e
e
devono essere moltiplicate per il fattore V- _

~ 'energia totale del circuito B, , immagazzinata nel condensatore C, , per t < 0,
eparia By =V,2/y

- Penergia totale del circuito E‘ilnf , immagazzinata nei condensatori C, e Cy pert
che tende all'infinito, & paria B, =(V,2/ 83+ (V2/8)=V 2/ 4

- l'energia totale B, dissipata sul resistore & pari a:

V.2

~ v3i(t) vy ¥ A o
ER=Jw dtﬂrmme‘l dt=— e a=-—0
0o R 0 Ry 2 4 Jo 8.

8i vede che il bilancio energetico fra le energie E, . E,.re Ey none
verificato in gquantoe risulta Ey » B, + E; . Essendo infatti presente una maglia
formata dai condensatori e dall'iaterruttore, occorre considerare anche 1'energia

EC perduta per commutazione. Essa si pud calcolare considerando la tensione ¢ la
corrente ai capi dell'interruttore e integrando la potenza assorbita nell'intervallo
[ 6, 0% 1, nel modo seguente:

Determiniamo.ora-i-valori.delie.energie.relative.al.circuito.considerato mmmmmmmmsmm:



230 Analisi dei circuiti con memoria . ' I3

2

0+ Vo Vo
E =J Vo |l=u_y (1) j——up () dt=—
C= ] o[ 1i)}4 o {t) 3

tenendo conto che il valore medio di 1-u  (t) per t =10 vale 4,5

['altra parte tale energia Ec si pud anche determinare considerando il
condensatore serie €, della maglia di condensatori e caleolando l'epergia perduta
da tale condensatore neilintervallo [ ", 0% 1. 8i sttiene: 1/t’3s = HO, + UGy + EICS
=4, dacui = 1/ 4 Pertanto si ha: B = 11/2) Cg V2 = 11/8) V2.

Considersade anche Penergin B, il bilancie energetico @ verificato.

Pl . & - W
Infatti si ha K, = i"inr

+ER+EC'




CAPITOLO IV

FUNZIONI D! RETE

1V.1 . Eccitazione e risposta di un circuito.

Un circuito eletrico diviene sede di fenomeni eleurici sotto la
azione di eccitazioni di origine sia esterna che internaal circuito stes-
so. Le eccitazioni di origine esterna sono «rappresentate » dai geaerato-
ri indipendenti, le cui grandezze impresse sono imposte dall'esterno; le
eccitazioni di origine interna sono quelle*dovute ai generatori indipen-
dent: presenti nei circuiti equivalenti secondo Laplace dei- componenti
reattivi, che tengono conto delle condizioni iniziali di questi, tramite
le loro grandezze impresse Dal puato di vista deil'apalisi di un circui-
to, 1 due cipi di generatori sono perfettamente equivalenti ed indistingui-

=biliz-lse-loro-grandezze impresse-sono-le=wcauses-dei-fenomeni-eletrrici

che si svolgono nel circuito e le grandezze elettriche conseguenti sono
1 relativi cefferti» o «risposte» del circuito,

Il legame tra effecto e causa nei circuiti che consideriamo & fa-
cilmente caratterizzabile per la linearita degli stessi, in conseguenza
della quale l'effecto di ciascuna causa risulta indipendente dalla presen-
za delle altre e dipendente in modo semplice dalla causa stessa, La ca-
ratterizzazione quantitativa di tale legame & l'oggetto del presente ca-
pitolo.

IV.1.1 - Caso di una sola eccitazione.

Il legame tra una qualsiasi eccitazione e(t) {grandezza impres-
sa di un generatore di tensione o corrente) ed una qualsiasirisposta u (t)
(teasione o corrente che si stabilisce nel circuito) & in generale di tipo
integro-differenziale, come visto nel cap.lll. Solo nel caso particolare
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dei circuiti senza memoria, tale legame si riduce ad una proporzionalita
diretra, cioé:

(IV.1.1) e(t) =ae(

in cui a dipende dalla struttura del circuito.

Il legame di semplice proporzionaliti vale per una classe di cir-
cuiti molto pid ampia, se si utilizza il metodo della trasformata di La-
place. Infatti nel cap.lll & stato fatto vedere che qualsiasi circuito li-
neare e permanente con memoria pud essere analizzato in modo del tutto
simile ad un circuito senza memoria, se in luogo di considerare il cir-
cuito assegnato nel dominio del tempo, se ne considera un altro equiva-
lente nel dominio della variabile s. In tale nuovo citcuito si hanno,al -
posto delle grandezze e(t) e u(t), le corrispondenti trasformate, cio¢ '
E(s) trasformata della eccitazione ed U(s) trasformatadeila risposta.
Tra U(s) ed E(s) esiste di conseguenza un legame di semplice pro-
porzionalitd, Occorre pero notare che la costante di proporzionalita, pur
non dipendendo da kK (s} per la linearita del circuito, dipende dalla va-
riabile s, cioé:

(IV.1.2) U(s) = F(s) E{s)

L'espressione (IV. 1.2) ha validitd molto pit ampia della (IV.1. 1), in
quanto si riferisce a qualsiasi circuito per il quale si pud applicare il
metodo della crasformata di Laplace . &
La funzione F(s), che permette di ottenere nel dominio di sl
risposta a partire dali'eccitazione, prende il nome di«funzione di reter.

Vale quindi la seguente definizione:

Definizione IV.1.1 - «Si definisce come funzione di rete il rapporto fro’
la & -trasformata dell'effetto {rispostal, dovuto ad une determinata cau-
safeccitazione) e lo L - trasformata della causa stessa».

E evidente che la funzione di rete dipende: 1) dalla struttura del
circuito; 2) dal tipo e posizione del generatore di eccitazione; 3) dal ti-
po e posizione della grandezza elettrica considerata come risposta. Ve-
dremo l'influenza di questi fattori nel & IV.2 e neli'appendice IV. A

(1) - E opportuno notare il fatto che la (IV.1.1) & un caso particolare della (Iv.1.2). tn-
facti nel c2so in cui F{s) non dipende da s,come ad esempio per i circuiti senza me-
moria, si ottiene: :

U(s) = F E(s)

che equivale alla (IV.1.1) nel dominic del tempo, essendo F una costante.
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Esempio |V.1.1

Nel circuito di fig./¥.1.1 determinare la funzione di rete, relativa alla tensio
ne oi copi de! resistore R, (risposta) ed dlia tensione del generato;e{”‘

Lo determinazione deila funzione di rete richiede diconsiderare una sola cau-
sa; supponiame percid scarico il condensatore oll'istonte iniziale. Di conseguenza il
circuito nel dominio di s che corrisponde @ quelte d'interesse écomeindicaro in figura

v.1.2,

v
e Rl
Fig.1V.1.1 - Circyito conside- , . AAY
rato nell'esempio IV. 1.1. T va- + R,
lori det componenti sono: v () GD e Ry
Ry=3,Ry=1,C=2 (1, F

Prendendo il nodo | come riferimento e scrivendo l'equazione al nodo 3 delle
correntl uscenti, sl ottiene! .

i 1 i
Erj(sC'P — ——-—->+V“(s)‘<sc+———)x0
' R, R,/ ¢ R

2
Da cui, essendo VRI(S) =% - E3, sl ha:

1
sC # —
R2

sC+

v, (s}

=

Quindi risulea:

sCR Ry *+ Ry

Vs = V_(s)
SCRERQT'-RI‘-“R.Z s

- Tenendo conto che nel caso preseme Vg(s) = E(s), Ufg) = VRl(S)’ si ha, n
base alla {IV.1.2). ’
Ry

: 0] 3
Fig.iv.1.2 - Circuito che cor- +
risponde nel dominio di s a 1
quello di fig.IV. L. L. v, (D = T Ry
s

(1} - Nell'esempio l'andamento della rensione v_{(t) non & stato indicato, poichéla fun-
zione di rete dipeade sclo dal tipo e dalla posizione del generatore di eccirazione.
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sCRyRy+ R,

F(s) = :
sCRlRZ-‘r R1+R2

Sostituendo 1 valori numerici, si ha: ‘

63+ 3

F(g) =
6s+ 4

che ¢ la funzione di rete richiesta.

Osservazione IV.1.1

Dalla definizione di funzione d1 rete si pud dedurre che essa, pur essendo una
funzione di 3, non & una trasformata di Laplace, ma semplicemente un rapporto di tra-
sformate di Lapiace{l). L utilied della nozione di funzione di rete deriva dal farro che
essa & un operatore molto semplice che permette di ortenere la risposta a partire dalla

eccitazione, qualunque essa sia.

Csservazione 1V.1.2

L’espressione {IV.1.2} definisce la funzione di rete F (s} come rapporre fra
efferto e causa nel dominio di s. Si sarebbe poruto con part validita definire wna fan-
zione G{s) come rapporto nel dominic di s fra la causa e 1'efferto in base alla seguen-

te relazione:
(IV.1.3) E(s) = Gis) U{s)

In alcuni casi viene efferzrivamente utilizzata espressione {IV.1.3); turcavia
occorre vsservare che in generale la G{s) non & una funzione dJi rete, ma l'inverso Jdi
una rale funzione, risuitando G(s) = 1/ F{s). Tale distinzione € necessaria, poiché le
funzioni di rete e le loro inverse non godono delle stesse proprietd. Un esempio molto
semplice in tal senso & il seguente. Si consideri il circuiro cpardtore resistivos di fi-
gura [V. 1.3, In questo caso ia causa ¢ la tensione V . ‘mentre ['effetto & la tensione

g

Vu; ia funzione di rete risulra:

RZ
{Iv.1.4) Fis) = - "
Ryt Ry
mentre 1l suo inverso: .
. R+ R,
RZ

{1} - E opportuno metere in evidenza che ua rapporto di trasformace non & mai legaro in
modo semplice al rapporro delle rispettive grandezze nel dominio del tempo.
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Fig.dV.1.3 - Partitore resistivo. R v
: A @ 2

I

:

Enrrambe e funzioni norn dipendono da s, peiché il circuito € senza memoria,
Turtavia mentre F (s} & sempre minore di uno (e tale proprieta é cararreristica del par-
titore), G(s} € sempre maggiore di uno. La differenza di proprieta delle funzioni di re-

te ¢ delie relative inverse verrd discussa in maggiore derraglio successivamente,

tV.1.2 - Casc di pid eccitazioni.

Nel caso che siano presenti nel circuito pilteccitazionila rispo-
sta si ottiene come somma delle risposte dovute alle singole eccitazio-
ni, ciascuna agente da sola. Tenendo conto che le eccitazioni sono do-
vute 0 a cause esterne o a cause interne (generatori presenti nei circui-
ti equivalenti dei componenti reattivi), si ottiene per la risposta la se-
guente espressione:

Ng ‘ Nc NL )
(IV.1.6)  U(s) = T FUE($)+ T H(s)v,(0)+ E K ()i, (0)
i=1 i

i=1

dove:

U(s)  &la generica risposta nel circuito in esame;

E (s) & la trasformata di Laplace della i-esima eccitazione di tipo e-

R i generatote i tensione 6 di CoFEnte)s
N :

F. (s}
v (07)

fg:73

il numero delle eccitazioni di tipo esterno;

[

la funzione di rete relativa ail'eccitazione E;(s);

b

la tensione ai capi dell'i-esimo condensatore all'istante t=0";

zZ
iy

il numero dei condensatori presenti;

la corrente relativa all'i-esimo induttore all'istante ¢ =07

=2
T

L]

-
o

¢ il numero degli induttori presenti.

Le funzioni H (s) e K,(s) differiscono da una funzione di rete
per un fattore che dipende dal particolare generatore usato per le condi~
zioni iniziali. Precisamente, si ha la seguente siwazione:

1) nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di tensio-
ne, la cui grandezza impressa & vi(O‘)/s, la funzione direte relativa &:

sHi(s')
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2) nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di corren-
te, la cui grandezza impressa & Ci vi({)‘), la funzione direterelativa &:

L H ()
c o

3) nel caso che si considert per ['induttore un generatore di tensione, la
cui grandezza impressa & I.,i i, (07, la funzione di rete relativa é&:

LK, (9)
Looey o

1

4) nel caso che si consideri per l'induttore un generatore di corrente, la
cui grandezza impressa & ij(O‘)/s, la funzione di rete relativa é:

s Ki(s)
Esempio 1V.1.2
Determinare le funzioni di rete relative olle singole eccitazioni per il circuito

di fig.1¥.1. 4, essendo la risposta d'interesse la corrente i(t) chepercorre il generato-

re di tensione.

R
Fig.1V.1.4 - Circuito considerato AR i
netl'esempio IV. 1.2, I walori dei : K'{) L
componenti sono! i +
v (o O LE Cc==v
R=1,L=2,C=1,v {)=u ) £ - F
v (0 =20, (8) =1 (§2, H, F, v, A)

Il circuito equivalente nel deminio di s, otteauro utilizzando per | componen-
ti reactivi gli schemi di tipo serie, € mostrato in fig. IV.1.5, Applicando il mewde di a-

nalisi su base maglie, si ottiene:

(R+5L)El+sLE2=Vg(S) *‘LEL(OH)

t 1 'v;(oh) . .
shI;+{ sL + ‘)I2= - +L1L(0)

-
Ricavando la corrente I, dalla seconda equazione si ha:
sC v (09

I,= = + L (G")-SLI:t
2 szLC+1[ s L L
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Sostituendo nella prima equazione tale espressione, si otriene:

(R i ) (o) - =€ ) - ©)
t e L L =Y (8) - ey (07} oo 3 {()
sfLc+l/ b 8T gleer oo s‘LC+l -

R

+ ks 1 { ) s
o(s .
v O @} 1
sl —

FigV.1.5 - Circuito di fig.IV.1.4 wasformawo nel dominio di s.

L'espressione della I,(s) & quindi:

e s2LC ¢ 1 ( sLC i L
§) = g Y ((g) - e (7)) 4+ (D]
U s?RLc+sL+R B SPRLC#+sL+R © s?RLC +sL +R &
. Confroatande tale espressione con la (IV.1.6) si ha:
Uls) =1,(s) .
N, =t  Ejs)=V_(s)
Fils) = =3
s"RLC+sL +R
Nc=1 ; \'1(0") mvc({)")
-sL C
Hy(s) = —
s"RLC +si. +R
Np =L 1007 =i, (00
i
K,(s) =—5
s“RLC +s1. +R
Sostituendo 1 valori numerici si oteiene:
F 252+ 1 2s 2
S R s I + R4 B e S ) R e —
! 2s%+ 2541 L 2%+ 28+l 1 232+2s+[
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Quindi le funziont di rete richieste sono:

2s° 1
F,(s) ; A S :

28t 42541 25425+ 1

1¥.2 - Classificazione delle funzioni di rete.

Abbiamo osservato, in relazione alla definizione di funzione di
rete, che essa dipende da tre fattori: struttura del circuito, posizione e
tipo della causa e dell'effetto. Nel presente paragrafo esaminiamo 'in-
fluenza deglt ultimi due fattori, rimandando per il primo all’ appendtce
TV. A, L'influenza di questi fattom & notevole e conviene che sia messa
in evidenza gia a livello di definizione. Precisamente dal punto di vista
delia posizione delia causa e dell'effetto le funzioni di rete si distin-
guono in funzioni di trasferimento € funzioni di immettenza di ingresso
{o semplicemente di immettenza). Nel primo caso la causa e ['effetto si
riferiscono a copple di morsetti di fferenti nel circuito e possono essere
a seconda del casi o tensioni o correnti; nel secondo caseinvece la cau-
sa e l'effetto si riferiscono alla stessa coppia di morsetti e percid una
deve essere una tensione e l'altra una corrente o viceversa. Adesempio
nel caso considerato nell'esempic IV, 1.1 la funzione di rete richiesta &
una funzione di trasferimento {{'eccitazione & infatti una tensione, men-
tre Ia pc:m)-..ra 2 la rensione al capl di un aliro ?wmn ) nel caso dell’e-
sempio IV.l.Z, invece, la funzxone di rete F, (s) ¢una funzione di im-
mettenza di ingresso, poiche l'eccitazione & la tensione ai capi di un
bipolo e la risposta & la corrente che lo attraversa,

Dal punto di vista del tipo della causa e dell'effetro, le funzio-
ni di rete si distinguono in gquattro tipi, a seconda che l'eccitazionee la
risposta siano tensioni o corrend. La nomenclatura utilizzata nei quat-
tro casi & riportata in tab.IV.2. 1. Si pud notare da questa tabella che
quando l'eccitazione e la risposta sono entrambe tensioni (o entrambe
correnti) st ha senz'altro il caso di una funzione di wasferimento. Nel
caso invece di impedenza o ammettenza, esse possono essere sia fun-
zioni di trasferimento sia funzioni d'immettenza d'ingresso.

infine & opportuno mettere 1n evidenza che lefunzionydi rete non
hanno dimensioni fisiche nel caso che |'ectitazione e la risposta siano
dello stesso tipo. Nei rimanenti due casi, esse hanno le dxmensmm di
ohm quando si tratta di un'impedenza e di mho quando si tracta di un'am-
mettenza.
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Tabella 1¥.2.1 - | vari tipi di funzioni di rete che si ottengono tenendo
conto deila natura delt'eccitazione e della risposta.

Eceltazione
Risposta Tensione Corrente
Tensione Funzione di tra- Impedenza
sferimento in
tensione
Corrente Ammetrenza Funziene di tra-
sferimento in
‘corrente

Osservazione {V.2.1

Le definizioni di impedenza ed ammettenza incrodotte in tab.IV.2.1 sono con-
gruenticon le definizioni di tali grandezze date nel cap.lil e ne rappresentano la naru-
rale estensione. Cid pud essere visto chiaramente nel seguente caso particolare, Con--
sideriamo due induttori accoppiati muruamente ed esaminiamo dapprima il caso in cui
sia presente una sola eccitazione applicaca ad vno di essi (generatore di corrente) e si
prenda come risposta la tensione al suoi capi (fig.IV.2.1}. Suppenendo che gli indutrori
siano a riposo all'istante t =07 ed usando la trasformara di Laplace, si ha che:

{(v.2. 1 Vils) =sL, 1;(s)

~In-questassituazioner-stry-dtimpedenza-del-primoindurrore; sl inrodotes

nel cap.lIl, e che in base aila tab.IV.2.] rappresenta un'immettenza d'ingresso del tipo
impedenza, in quanto la causa & la corrente del generatore ¢ l'efferro € la rensione ai
suoi capi. Consideriamo ora come effetto la tensione Vo dalle relazioni costirutive
degli induttori accoppiati muruamente si ha che;

{Iv.2.2) V2=sMIG

M
s o °
+
Fig.1¥.2.1 - Inductori ac- I v v
coppiati mutuamente. 0 ? 1 o2
L L,

1

Dalla tab . IV.2.1, vediame che sM & una funzione di rasferimento del tipo im-
pedenza.
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In conclusione, dall'esame delle relazioni costitucive degli indurrori accop-

piatl mutuamente, cioé:

V, =gl I‘ + 5 MI
(1v.2.3) ! B 2

#

Vg = sMi) sl

si vede chiaramente la congruenza delle definizioni di tab.IV.2.1 conquelle del cap 11,
in quaato rutte le funzioni s LE* SLQ, s M sono funzioni di rete del tipo impedenza, le

prime due funzioni d'ingresse, {'ultima di trasferimento,

Osservazione 1V.2.2

Nell'osservazione IV.1.2 e stato facto notare che in generale non sono delle
funzioni di rere quelle funzioni ottenute considerando nel dominio di s il rapporto fra
eccitazione ¢ risposta (e non come dalia definizione il rapporte fra risposta ed eccita-
zione); tali funzioni sono infatti inverse di funziéni di rete e corrispondono al fatto fi-
sico di oo scambio fra causa ed cffewo. Tale disciazionc rimance csscaziale perle funr
zioni di trasferimento, mentre risulta superfiva nel caso delle funzioni dilmmetrenzadi
ingresso; infatti In quest'ultimo caso si pud considerare come eccitazione latensione,
ottenendo come risposta la corrente, ovvero ¢ome eccitazione la corrente ottenendo co-
me efferto la tensione. Il fenomeno eletirico & nei due casi i medesimo; cid implica
che per ogni bipolo U'impedenza d'ingresso & sempre l'inversa dell'ammettenza 4" in-
gresso. Ambedue queste grandezze appartengono alla classe delle immewenze e pefcso
si pud enunciare la seguente propriera:

Proprieta 1¥.2.1 - « L "immeitenza d'ingresso e fu sua inversu sono en-
trambe funzioni di refes. ' ‘

Tale proprietd verrd utilizzaca nel § Iv.4.

1V.3 - La risposta impulsiva.

Nell'osservazione IV.1.1 & stato messo in evidenza che una fun-
zione di rete F(s) non & la trasformata di Laplace di una grandezza e-
iertrica presente nel circuito, ma bensi un rapporto di trasformate. ¥ tue-
tavia possibile individuare una situazione neila quale una funzione di
rete assume tale significato, faceado riferimento alla relazione che la
definisce, cioé alla: ' :

{Iv.3.1) U{s) = F(s) E(s)
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Ponendo infatti nelia (IV.3.1):
{(IV.3.2) A E{s)=1

si ha che la risposta corrispondente & proprio uguale alla funzione di re-
te, cio vale la seguente proprietd:

Ay
Proprieté 1V.3.1 - «Nel dominio di s, larisposta di uncircuito coincide
con la corrispondente funzione di rete, quando la funzione di eccitazio-
ne e uguale ad uno».

La proprieta [V.3.1 pud essere posta in unra forma pil SLgmeca-
tiva, effettuando l'antitrasformata delia (IV.3.2) e delia risposta, cioé:

(1V.3.3) : LHES =L 1 =u (0
(I1V.3.4) L)l =L [F(s)] =h()

La risposta h(t) ha un significato fisico preciso: essa rappre-
senta l'andamento nel tempo deil'effetto quando la causa ha un andamen-
to nel tempo coincideate con un impulso unitario. Tale risposta prende
il nome di risposta impulsiva. :

Dall'espressione (IV.3.4) si vede che la risposta impulsiva & a-
naliticamente espressa dall'antitrasformata della funzione di rete. Vale
percio la seguente propmeta che rappresenta la traduzione nel dommxo
del tempo della proprietd IV.3.1

Proprietd 1¥.3.2 - «L a risposta impulsiva & ugum'e ol l'antitrasformata
_della corrispondente funzione direter. . ... .

La risposta impulsiva, come la funzione di rete, dipende dalle
posizioni dell'impulso di eccitazione e delia risposta. Di conseguenza
in un circuico si possono definire pid risposte impulsive, ciascuna delle
quali corrisponde ad una particolare funzione di rete.

Esempio 1¥.3.1

Net circuite di fig.IV.3. 1 determinare la rispo sta impulsive, relativa alia cor

rente i{t) (eccitezione) e alia tensione v (1) (rispostal.

;Eg.lv.lll - Circuiro consi-
erato nell'esempio [V.3.1. . e
F valori del componenti so- 1o ?@ L Cmmvid
no: L=1, C=1 (H, F). -

G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecnica, 18
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Ricaviamo la funzione di rete relativa alla risposta impulsivarichiesta. A que-
sto scopo trasformiamo il circuito assegnato come rhostrato in fig.IV.3.2. Si ottiene:

' 1
I(s) = V(s) ( sC + —m)
sL
e quindi:
V{s) sL s
F(s) = =y "y
1{s) s“LC+1 s+ 1

Indicando con h(f) larisposta impuisiva, st ha in base alla proprieta IV.3.2:

5

o s
Wi = &1 {52+ " ] =eostrul{t)

a 1V.3.1tras formato nel

14 E
uuxu ar 3. T _

g.1v.3.2 - Cireuito di fi» 1(s) et sL e V(5)

C\..‘?Q
C

L'importanza della nozione di risposta impulsiva risiede nella
seguente proprieta:

Proprietd 1¥.3.3 - «In un circuite lineare e permonente, se & nota la ri-
sposta impulsiva h{t}, é univocamente determinata la risposte ad una
anPrlrU e(’c'fﬂzfone e (f) {])") - ’ )

infatti,per la pmprieta Iv. 3 2.s1 pud ottenere la funzione di rete
coruspondente

F(s) =L [h(0)]
Percio, ddpo aver calcolato la trasformatadell’eccitazione,cioé:
E(s) = L-[e (]
si ha per la trasformata della risposta:

U(s)=F(s) E(s)
e quindi: '

ulty = L1 [U(s)]

(1) - Supponiamo che sia h(t} sia e(r) siano L - trasformabili.
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In conclusione in un circuito lineare e permanente larisposta im-
pulsiva & sufficiente per caratterizzare ii comportamento del circuito in
presenza di eccitazioni di qualsiasi tipo.

Esempio 1V.3.2

Sapendo che un circuito lineare e permonente ha una risposta impulsiva:

hit) =3 e

t
U_l{*)
determinare la rispesta u (i} che corrisponde ad un'eccitazione o giadine e (1) =u_; {1},

Trasformando h(z) siottiene:

H{s) =
.5 +2
D'alera parce si ha:
i
E(s) =
s

Percié la trasformara della risposta vale:

U(S) -
si{s +2)

Sviluppando la U(s) in frazioni parziali, si ha:

........ Y B
D (g)meesmigs
s s+ 2
dove:
3 3 3 3
A= = ; R - G e— = —
s+ 2 s=0 2 CI R 2

Quindi si ha, antitrrasformande:
w(e) = L5~ e u (0

che rappresenta la risposta all'eccitazione a gradino.

Dsservazione |V.3.1

.
E stato visto che i circuiri lineari ¢ permanenti sono cararterizzati dalla se-

guente relazione tra risposta ed eccitazione:
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(1v.3.5) U{s) = F(s) E(s)

Ci si puo porre la domanda se sia pOSSiEile ortenere una relazione esplicica
nel dominio del tempo tra la risposta u(t) e l'eccitazione e(t); tale relazione dovra
essere ovviamente di tipo integro-differenziale.

Per rispondere 2 taic domanda € necessario fare uso delia nozione di risposta
impulsiva e di una operazione integrale detta «prodotto integrales o«prodozto di convo-

{n

luzione»' ™', Tale operazione & defxmca nel seguente modo!
Definizione 1V.3.1 - « Assegnate due funzioni f,(t) e f,(t),sidefinisce
prodotto integrale di tali funzioni I seguente espressione:

(1V.3.6) £,(1) a/ FT) Fy(t- T)dr
¢

L'uriliza dell'operazione di prodotto integrale & dovura al seguente recrema,

che viene dimostrato nell'ambito deila teoria della wrasformazione di Laplace:

Teorema 1V.3.1 « «La trosformata di Laplace del prodotto integrale di
due funzioni € yguale al prodotic delle trasformate diLaplaoce delle fun-
zioni stesse'?'s.

In base al recrema del prodotto Integrale siottiene,anticrasformando la{1V.3.5)
e ricordando l'espressione (IV.3.4):

r

r
(v.3.n uu)~.L‘£u~;>J =§0 1 Bes) sy ) / W ele- T d T
0

La (IV.3.7) rappresen:a il legame ditetro, nel dominio del tempo, fra l'eccita-
zione e{t) e la risposta u(t); in tale espressione la risposta impulsiva h(t) tiene con-
to dell'azione del circuito. Quanto detto i pud riassumere nella seguente propriera:

Proprietd 1¥.3.4 - « La risposta u(t) di uncircuito lineare e permanente
& uguale af prodotio integrale (prodotto di convoluzione) fra la risposta
impulsive h(t) e la funzione di eccitozione e(#)s.

(1) - 1 prodotto integrale viene indicato spesso con ia notazione abbreviata:

fa(e) = £,(e) ¥ £,(0

(2) - Tale teorema vale sotto opportune ipotesi reswitrive per le quali si rimanda ai te-
sti riguazdantl le trasformate di Laplace.
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L'espressicne (IV.3.7) rappresenta la generalizzazione dell’espress. (IV.1.1)
valida per i circuiti senza memoria. Infawi, per rali circuitd, larisposca impulsiva € un
impulso di ampiezza a, cioé:

(IV.3.8) hic) =a ua(t)

@ percid si ottiene dalla (IV.3.7):

4
(IV.3.9) u{t)=f auO(T)e(t~T)dT=a e(t- 7} =a e(t)
0

T =0

Osservazione 1V.3.2

La nozione di risposta impulsiva € moleo piG generale delia nozione di fun-
zione di rete. Quest'ultima, che vale nel dominio di s, pud essere utilizzata solo per
i circuiti lineari e permanenti; mentre la prima, che si riferisce a condizioni operarive
di funzionamento e non a proprietd matematiche, pud essere considerata per qualungue
circuito,

Per owenere operativamente la risposca impulsiva di un circuito & necessario
ucilizzare una forma d'onda di eccirazione che approssimi in modo adeguato l'impulso
unitario. Si pud facilmente moswrare che ¢id non & ditficile da ottenersi nel caso dei
circuici lneari. Iafated 'impulso unitario pud essere approssimato inquesto caso inmo-

do adeguaro da una qualunque forma d'onda e}, che goda delle seguenti proprieta:
1} ta funzione e (t) & diversa da zero solo. nell'intervaile (0, 8);

2} per ogni t, la risposta impulsiva h (t) deve potersi considerare costante in detto

Antervallo, 102 ho(tort ) haltdm pert=Oaoctoc-f

Per dimostrare la sufficienza delle suddette condizioni consideriamo il pro-
dotto integrale fra h{t} ed e(1). Si ottiene ' ! ‘

t
(IV.3.10) hl(t)=f e{T)h{t-r}dr
G

Per la prima ipotesi, poiché ¢{7) & nulla alllinfuosi dell'intervallo (0, @), si
pud sostituire 'inzegrale (IV.3.10} con il seguente:

g
(Iv.3.11) b=/ e(m he-mdr

(1} - Il prodotto integrale (IV.3.10) & scato espresso in forma diversa da quella consi-
derata nella (IV.3.7), scambiando fra loro e(r) ed h{t). E facile dimostrare che le
due forme sono equivalenti.
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Tenendo condo della seconda ipotesi, sostituendo h {t - ) con h (&) si
ottiene:

g : g
{Iv.3.12 'hl(t)i/\ e(‘T)h(t}d’T?—'h(t)f e(7ryd T
0 0

in conclusione la risposta h (1) differisce dalla vera risposta impulsiva hi(z)
per la quantita:

G
(1V.3.13) a = e{md T
o

La risposta del circuite hy{t) ha quindi lo stesso andamento della risposta
impulsiva ed inoltre la forma d'onda di eccitazione si comporta come se fosse impulsi-
va, Tuttavia essa non & un impulso unitario; la sua ampiezza infarti & pari alla quanti~
td a {che si misura in volt sec).

D'aitra parte in molte applicazioni non & poss1bsle e Spesso nemmenc coave-
niente appro<simare 'impnlso uniraric meglio di guanto richiesto nell'ambiro delle due
ipotesi precedenti. Premesso che una forma d’onda esattamente impulsiva € fisicamente
irrealizzabile, 'avvicinarsi troppo a tale forma d'onda pouebbe significare 'wilizza-
zione 4l variazioni tanto rapide nel tempo da rendere non pilt valide le.ipotesi faue sui
modelli circultall adortati; in particolare potrebbe non essere pit valida l'ipotesi di co-

stantl concentrate.

IV.4 - Propriets delle funzioni di rete.

Come & stato detto precedentemente, una funzione ‘di rete costi-
tuisce un operatore per passare, nel dominio di s, dalla funzione di ec-
citazione alla risposta del circuito, Una funzione di rete dipende, oltre
che dalla posizione e dal tipo della eccitazione e della risposta, anche
dalla strutrura del circuito a cui si riferisce. E chiaro quindi che snon si
possono specificare le proprieta delle funzioni di rete se non viene pre-
cisara la classe di circuitt a cul si fa riferimento.

Nel presente paragrafo l'attenzione verra limitata alle proprieta
piti generali deile funzioni di rete, rimandando per queile pit partxcolarl
all'appendice IV A,

IV.4.1 - Proprieta derivanti dal carastere «costanti concenirates.

Per tutti i circuiti lineari e permanenti a costanti concentrate, le
funzioni di rete, di qualsiasi tipo, godono delle seguenti proprieta.
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Proprieta 1V.4.1 - «Ogni funziene di rete di un circuito lineare, perme-
nente, o costanti concentrate € unu funzione rozionale acoefficientirea-
li della variabile s».

La proprietd IV.4.1 si dimoszea in modo molto semplice.Consideriamo allo sco-
po, senza perdita di genéralita, come funzione di eccitazione la grandezza impressa da
ua generatore di tensione ed analizziamo il circuito utilizzando i metodo delle maglie,
.dcpo averlo rrasformara nel dominio di s, ¢id che si puo fare in quanto é lineare e per-
manente per ipotesi. Detto allora [Imj il verroré delie trasformaze di Laplace delle cor-
rentl di maglia, {Zm} Ia matrice deile impedenze di maglia e EV"} il vetrore dei ter-
mini noti, si otriene it seguente sistema di equazioai risolventi: i}

(IV.4.1) [z, )01} =1v ]

n

Si pud osservare che ciascun elemento della matrice {Zm] & di tipo raziona-
le a coefficienti reali nella variabiie s, rappresentando la somma delle impedenze di
ciascuna maglin, ovvero la somma delle-impedenze in comune fra maglie diverse, in
quanto il circuito & a costanci conceatrate. Risolvendo il sistema si ha-

av.4.2) (1,1 =1z, v]

m

-1

Ciascun c¢lemento della mattice E2m} sl otclene effettuando il rapporto fra

due opportunl determinan della mawice [Zm} . Percid la matrice me }'E ¢ formata da
elementi coincidenti con funzioni razionali reali in s. Ricordando che si & supposta
presente una sola eccitazione V(8) si owerra allora dalla (IV.4.2) la seguente espres--

sione per la generica corrente di maglia:

AT ) E— SRR W AN, VA € —
g i

[}

dove F, &un opportunc elemento detla matrice {Zm L

D1 conseguenza ogni corrente del circuito risulta del tipe (IV.4.3), in  gquanto
€ yna combinazione lineare con goefficient * 1,0 delle correnti di maglia. Analoga-
mente ogni tensione del circuito & del tipo (IV.4.3), in quanto si otriene molciplicando
un'impedenza {funzione razionale reale in s nel caso presente) per una corrente, "

E evidente che un risuitazo simile si sarebbe ottenuto se la funzione di ecei-
tazione fosse stara la grandezza impressa di un generazore di corrente e si fosse ap-
plicate il metodo del nodi o dei tagli per "analisi del eircuizo.

In conclusione, ogni risposta di un circuito lineare permanente a costanti con-
centrate € proporzionale all'eccitazione nel dominio di s tramite una funzione razio-
nale reale della variabile s.

Osservazione 1V.4.1

La propriecd IV.4.1 & stata implicitamente utilizzata in precedenza quando si
& detro che nelle applicazioni usuali le funzicni di s delle quali & necessaric effet-
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tuare |'antitrasformazione sono funzioni razionall a coefficienti reali. Risulta infartl
verificato tale fatto per tutte le risposte corrisponden:i ad eccitazioni, la cui trasforma~
ta E{s) sia a sua volra razionale a coefficienti reali, come avviene nella maggior parte
dei ¢asi d'interesse.

La proprietd di essere a coefficientl reali & essenziale, poiché garantisce il
carattere reale dell'antitrasformara e quin&i il carattere reale della risposta nel domi-
nio del tempo (come & fisicamente necessario). i carattere di essere acoefficientirea-
li per la F{s) viene spesso espresso in un'altra forma equivalenrte, che sibasa sulla

seguente definizione:

Definizione I1V.4.1- «Una funzione di variabile complessa F(sjé defta rea-
le, se F(s) & reale per ¢ reale, cioé, se caleelondo la Funzione F(s) sul-
['asse reale della variabile si ottiene vna parte immeginaria vguole o zero».

E immediato verificare che una funzione razionale F(s) risulta reale sc e solo
se risulta a coefficient reali. Di conseguenza ¢ del turto equivalente dire funzione ra-
zionale reale ovvero funzione razionale a coefficienti reali, Quindi la proprieta IV.4.1

si puc esprimere anche nel seguente modo:

Propriets 1V.4.2 -« Ogni funzione di refe di uncircuito lineare, permanen-
te, o costanti concentrate & una funzione razionale reale della varichile s».

IV.4.2 - Proprieta derivanti dalla stabilita.

Un comportamento molto importante dei circuiti, che occorre co-
noscere a priori nelle applicazioni, & quello connesso con la stabilita.
Un circuito & stabile se, sottoposto a sollecitazioni esterne di durata li-
mitata, & capace di ritomare alla situazione di riposo dopo che le soile-
citazioni esterne hanno finito di agire. Nel caso dei circuiti lineari e
permanenti tale comportamento stabile pud essere precisato facilmente
in termini di risposta impulsiva. Infatti le eccitazioni di breve durata
possono scegliersi, senza perdita di generalitd, coincidenti con funzio-
ni impulsive sia nel caso di generatori di tensione siainquelio di gene-
ratori di corrente. Tenendo conto che tali generatori possono essere si-
tuati dovunque nel circuito e che come risposta si pudconsiderare qual-
siasi grandezza elettrica presente nel circuito, ne derivache affinche il

circuito sia stabile & necessario che ogni possibile risposta impulsiva

tenda a zero al crescere del tempo. Si pud percié adottare la seguente
definizione di circuito stabile:

Definizione 1V.4.2 - « Un circuito si dice stabile quando tutte le suepos-
sibili risposte impulsive tendono a zero al crescere del tempo‘ils.

{1) - La stabilita definita in questo modo é spesso denominara « stabilitd asintoticas.
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Ad ogni risposta impulsiva corrisponde una funzione di rete, co-
me & stato fatto notare nel $1V.3. Nasce quindiil problema di determina-
re quali proprieta debba avere una funzione di rete F(s), affinché la ri-
sposta’ 1mpuiswa corrzspondente h(r) tenda a zero al crescere dit. Per
la proprieta IV.3.2, si ha: :

(1V.4.4) hi) =2-1[F(s)]

Poiché la funzione F(s) & razionale e reale, lasuaantitrasfor-
mata si ottiene considerandone lo sviluppo in frazioni parziali, descrit-
to nell'appendice III. A. I termini che si ottengono con tale sviluppo so-
no dei seguenti tipi:

1) termini corrispondenti a poli reali:

(1V.4.5) a, a,a, reali
(S,ai)n n=12 ..
2) termini corrispondenti a coppie di poli complessi coniugari:
A A¥ A, s,  complessi
(1V.4.6) + -
(s-s,)" (s-s,)" a=1 2 ...

3) termini del tipo:

(IV.4.7) a gt

1

Questi termini sono. preserm quando la funzmne F(s) & razxonale im-

"'P#.Ui)[ld.

Calcoliamo il contributo di questi termini alla risposta impuisi-
va h(t), effertuandone 1'antitrasformata come indicato nell'appendice
I A.3, e verificandone il comportamento al crescere di .

1) Le antitrasformate dei termini del tipo (IV.4.9) hanno la seguente e-
spressione:
a,
2.t
gieted u_.{(t)

(1V.4.8) (0=

Gli andamenti di tali funzioni f,(t) sono mostrati nella fig.IV. 4.1, nei
tre casi a, <0, a, =0, a, > 0. '

Si vede chiaramente da questa figura che le funzioni f, (o) tendo-
no a zero nel caso in cui risulti:

(IV.‘4,9) a. < (O

1
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Non tendono a zero, ma rimangono limitate al crescere di ¢, nel
caso in cul risulti: : :

(I1V.4.10) o, =0 e n=1
Tendono all'infinito negli altri casi, cioé quando risulti:
av. 4.1 a, >0 oppure a,; =0, n>1
£,(0) £,(0 ‘s,
n=1
o L Lol
a, = ()
£,(0) a=1
n>1

Fig.1V.4.1 - Andamento nel tempe delle
funzioni che corrispondono ai rermini
del ripo (IV.4.5).

a, > §
1
2} Le anditrasformate dei termini del tipo (IV.4.6) hanno la seguente e-
spressione, come messo in evidenza in appendice HL A:
gn-t Tyt ‘
€ cos (w[}c + “pi} u_y (0

V.4.12 () =2!Al
(1V.4,12) (0 =214, =
dove |A.{§ ¢ il modulo del numero 4,, ¢, é&l'argomento del numero A,
o, ¢€la parte reale del polo s, ed w, ne ¢ la parte immaginaria.

Gli andament delle funzioni f,(t) sonc mostrati nella figura
. £ ra che

P — | oo

T A D ot vael mmet pemmellill R gada AL PR, o
IV, 4.2 ngi vark Casi pOoSSioii, of VEGE Chaldramente Ga quesia rngura ne

le funzioni f,(t) tendono a zero quando risuldi:

(IV.4.13) _ o, = Re [so} <0

Non tendono a zero, ma rimangono di valore limitato al crescere
di t, nel caso in cui risulti:

(IV.4. 14 0"Q=Re [SG] =0 ed n=}



v Funzioni di rete 251

Tendono all'infinito negli altri casi, cioé quando si abbia:

{Iv.4.15) o,=Re {s ] >0 oppure o, =Re[s;]=0 ed n>1

fo(0) ; B EPLE)

s

’f | “hﬂmw .

N~ t
/- VI

/// \u/
0'0<0 0‘0<O
n =1 n>1

n=1
fqoled _
—
-
=y
11 <
VL 3
h!‘\U ~
—~ ~
~ ~
,0>{} »;0>0
n o= n>1

Fig.I¥.4.2 - Andamento nel tempo delle funzioni che corrspondono ai ter-
mini del tipo {IV.4.6).

3) Le antitrasformate dei termini del tipo (I1V.4.7) hanno la seguente e-

spressione:
{IV. 4.16) £,(0) = a,u {0

Le funzioni f,(t) sono sempre nulle per t maggiore di zero.
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Possiamo riassumere la precedente discussione nelle seguenti
proprieta: '

Proprieta IV.4.3 - « Condizione necesscoria e sufficiente affinché una ri-
sposfa impulsiva tenda o zero ol crescere di t & che la corrispondente
funzione di rete abbia tutti i poli con parte reale negativa. Talipoli deb-
bono essere quindi contenuti tutti nel semipigno sinistro aperto dellava-
riahile s, indicato tratteggiato in fig.fV.4.3 e detto semipianodi stabi-

litén,
: | 7 1_[s)
Fig.l1V.4.3 - Semipiano di -
stabilitd (rrartegglato).
Re [s]

Proprieta IV.4.4 - « Condizione necessaria e sufficiente affinche una ri-
sposte impulsiva rimanga limitata ol crescere di + e che la corrispon-
dente funzione di rete abbia tutti i poli con parte reale minore od uguale
a zero e che i poli con porfe reale ugucle o zero siano semplici».

Preadiamo ora in esame i possibili comportamenti di un circuito
nei riguardi della stabilita, considerando separatamente le due grandi ca-
tegorie dei circuiti passivi ed attivi. Tali comportamenti possono essere
discussi in maniera intuitiva, valutando il bilancio energetico del cir-
cuito stesso. Tenendo presente che l'accertamento delia stabilita avvie-
ne solo dopo che sono cessate le sollecitazioni esterne, la valutazione
in questione riguarda i seguenti tipi di componenti:

1) componenti con memoria: tali componenti immagazzinano energia;

2} componenti dissipatori di energia: €ssi sottraggono energia al circui-
to. Se la loro azione prevale, si ha lo smorzamento di wieti 1 fenomenie-
lettrici e quindi un comportamento stabile;

3) componenti attivi: tali componenti forniscono energia al circuito. Se
la loro azione prevaie si ha un comportamento instabiie,

Circuiti passivi.
I circuiti passivi sono quelli costituiti dai componenti immagaz-

zinatori di energia e dissipatori. In assenza di eccitazioni esterne, tali
circuiti non possono incrementare la propria energia e percid ['andamen-



v Funzioni di rete 253

to nel tempo delle grandezze elettriche deve rimanerelimitato al cresce-
re di t. Di conseguenza vale per essi la seguente proprieta:

Proprietd 1V.4.5 - « Ogni risposta impulsiva di un circuito passivo rima-
ne {imitata ol crescere del tempos.

Per quanto riguarda la posizione dei poli delle funzioni di rete,
si pud ailora applicare la proprietd IV. 4.4, deducendo che tali poli sj
debbono trovare nel semipiano sinistro, compreso |'asse immaginario del-
la variabile s e che questi ultimi devono essere semplici.

In particolare deve essere semplice |'eventuale polo all'infinite, cidche si pud
dedurre nel seguente modo. Si supponga per assurdo che esista un cireuito passivo a-
vente una funzione di rete F(s) con un polo multipio ail'infinite. Indichiamo con A ra-
le circuito. S ¢consideri quindi un circuito B, ottenuto da queile A sostiruendo:r 1) ad
ogni condensartore di capacitd C un indurrore di induttanza 1/C; 2) ad ogei induttore
di induttanza I un condeasarore di capacita 1/L.

E evidente che ogni funzione di rete del circuito B si ortiene sostituendo
1/s al posto deila variabile s nella corrispondente funzione di zete del circuize A In

particelare il circuito B ha una funzione di rete pari a:

i
(IV.4.17) ’ Gis) = F (——)

5

Poiché abbiamo supposto che la funzione F{s) abbia un pole multiplo per s
che tende all'infinito, la funzione G(s) in base aila relazione (IV.4.17) possiedera un

polo multiplo per s che rende a zero. D'altza parte il circuite. B

¢ anchlesso.passive..

e quindinon pud avere polimultipli sull*asses Tmmasiaario ed i Parcicolre per s &0,
Si pud quindi concludere che non esiste un circuite A passivo avente una funzione di

rete con pole multiplo all'infinito.

Riassumendo quanto & stato detto sulle funzioni di rete di un cir-
cuito passivo, si pud enunciare la seguente proprieta:

Proprieta 1V.4.6 - «/ poli delle funzioni di rete di un circuito passivo
possono essere dei seguenti tipi:

1) poli disposti nel semipiano sinistro della variabile s;
2) poli semplici disposti sull'asse immaginario;

3) un polo semplice all'infinita'1ts.

(1) - Il caso 3) pud essere omesso, quando si segua la convenzione di considerare il
punte s =™ come se fosse un punto dell'dsse immaginario di 5. Cidpudessereaccet-
tato proprie in base all'analogia di comportamento.
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Rimane da discutere se il comportamento di un circuito passivo
sia o meno stabile. Per quanto & stato detto precedentemente i poli del
tipo 2) danno luogo ad un andamento che non tende a zero, nel dominio
del tempo, per t che tende all'infinito;la presenza di tali poli indiche-
rebbe quindi un comportamento non asintoticamente stabile. Tuttavia &
necessario notare che ¢id é dovuto ad un processo di idealizzazione
dei componenti con memoria, in base ol quale ¢ stata ammessa come
possibile l'evoluzione del fenomeno elettrico all'interno del circuito sen
za alouna dissipazione di energia. Tale ipotesi, introdotta per comodita
di calcolo, non risulta mai verificata in realtd, poichéadogni componen-
te con memoria & sempre associato un elemento parassitache tiene con-
to delle inevitabili perdite. Per questa ragione & conveniente classifi-
care un circuito passivo come circuito stabile, ricordando che i suoi e-
vensuali poli sull'asse immaginario provengono da un processo di idea-
lizzazione € cortispondono sempre nella realtd a poli disposti nel se-
mipiano di stabilita. Tale corrispondenza pud esseremessain una forma
esatta, come vedremo successivamenie nell'osservazione V. 4.2

A
. £,

Esempio 1V.4.1

Determinare i poli della funzione ammettenza d'ingresso del circuito di figura

IV.4.4.
ISR LY FatPr st + (; . l R2 : L
Fig.dV.4.4 - Circairo consi ; i
derato nell'esempio IV.4.1. v GD R, TC L

La funzione ammettenza d'ingresso & pari al rapporto fra la corrente I(s) ¢ la
rensione V{s). Tale funzione pud essere facilmente determinara risolvendo il circuite
di fig.IV.4.4 mediante operazioni di serie ¢ di parallelo. 5i ottiene:

Eseguendo | calcoli si ha:

Y{(s) =

sZLCR, +5 (L+CR; Ry + R  +R,

H

La funzione Y(s) hai seguenti poli:
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Ry

5 e 2 : g = ®

Si vede che il polo al finito & reale € negativo e sitrova percid nel semipiano
di stabilitd. Il polo all’infinito € semplice, poiché il grado del numeratore supera di una
sola unita quello del denominatwre. Cid & in accordo con la propriecd IV.4.6.

Circuiti attivi.

[ circuiti attivi sono quelli che contengono i componenti capaci
di fornire energia quali ad esempio il nullore, i generatori controllati,
ecc, In tali circutti, anche in assenza di eccitazioni esterne, si puo a-
‘vere qualsiasi tipo di comportamento in quanto sono presenti componen-
ti sia capaci di fornire che di assorbire energia. Si possono percid ave-
re circuiti attivi stabili ed instabili. Nei circuiti attiviquindi la szabili-
td non costituisce ung propriets intrinseca, mapinttosto un requisito che
viene richiesto nelle applicazioni.

Per verificare se un circuito attive & stabile occorre applicare la
definizione 1V.4.2, controllando in base alla proprietd 1V.4.3 che i poli
di tutte le sue funziont di rete si trovino nel semipiano sinistro aperto.
Occorre notare che in questo caso i poli sull'asse immaginario corri-
spondono ad un comportamento instabile, in quanto non provengono pid
da un processo di idealizzazione come nel caso deicircuiti passivi, ma
corrispondono a precise modalita di funzionamento del circuito.

Osservazione [V.4.2

E stato precedentemente affermazo che per un circuiro passivo i poli sull'as-
se immaginario sono dovuti alla presenza nel circuito di componeati con memoria idea”
H, completamente privi di perdire. Verra ora mostrato come introducendo rali perdite si
provoca uno spostamente di tutd I poli del circuizo verso il semipiano sinistro, in mo-
do che vengono eliminaci tutti i poli sull'asse immaginario. A rale scopo utilizziamo
per gli elementi con memoria gli schemi gia introdotei nel § 1.6; precisamente ad ogni
induttore associamo un resiszore in serie e ad ogni condensatore un resistore in paral-
lelo. Ad ogni induttore con perdite del tipo mostrato in fig.IV.4.5 a) corrisponde unim-
pedenza pari a:

R
g

{IV.4.18) ZL(s_) ssL4+R =L{ s+ )
s L

Ad ogni condensatore con perdite del tipo mostrate in fig.IV.4.5 b) corrispon-
de un'ammettenza pari a: .
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‘ 1 i
(1V.4.19) YJQ=Cs+m—=C<s+wmm)
| R, CR

- - e - L. R . . - . -
Supponiamo ora per semplicita di wartazione che per wutr: gli indurtorl e per
tutel i condensatori del circuito si abbia: '

R i : i=12..N
(IV.4.20) d=( S)=(_—- 5
N L/ CR k=12 ...N
i p "k

dove d & una guantitad costante. Tale ipotesi corrisponde ad ammerttere «uniformis le

H
—

i
—

perdite dei componentl reattivi.
In base alla (IV.4,20)} ed alie (IV.4.18) ¢ {IV.4.19) si ha:

(Iv.4.21} Z;(s)=L{s +d

(Iv.4.22) Yc(s) =C(s +d)

. L
Fig.1V.4.5 - Schemi equi-
valenti con perdite del-
induttore e del conden- C =
satore, i R
5

a)

Introduciamo ora una nuova varizbile p definita nel mode seguente:
{IV.4.2%) p=s+d

In funzione di questa variabile, le impedenze Z; ed Y  divengono:

(1V.4.24) Z, () =Lp
{1V.4.25) YC {p) =Cp
Dalle espressioni pméedenri si deduce che gii elementi con memoria si com-

cSEere Senza Fe:di;g n”a variabile p. Consideriamo orauna funzio-

ache cull'agza lmmagindris (in becs alla neapsio-

P I ST 1 -~
HGLLL Sulicss puddiie ooa

td [V.4.6), Consideriamo un polo generico p =p,. Passando alla variabile s si ha:

(IV.4.20) s+td = Py
e percio:

(IV.4,27) 5 = pg - d .
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Essendo d positivo, si ottiene che tueel 1 poll nelia variabile s possono es-
sere calcolafi a partire da quelli nella variabile p, sposrandoli verso sinistra della
quancitd d. In particolare per un polo sull’asse immaginario p =] @, sihauapolo pa-

i a:

(IV.4.28) ' s =jwy-d

In conclusione vediamo che la funzione di rete ¥ (s) non pud avere poli a
destra di una retea parallela ail'asse immaginario e distante da quest'ultimo della quan-
ticd d (fig.IV.4.6).

I gp} b im [s)

H

& wO jwo_d?..,__-
I

& Pp Sy S~ HEI-—

. | i
Re[p} I Re [s]

|
. . ) |

P -] Wy ] eged o

Pianc p. - Plano s

Fig.IV.4.6 - Legame tra la posizione dei poli di una funzione di rete di un
circuito passivo nel piano p e nel piano s.

La limitazione sulla posizione dei poli, dovuta alle perdite dei compeonent

reaccivi, € molw importante nelle applicazioni, in quanto tali poli hanno una grande in-

—.fluenza sul comportamento del citcuito stesso. Per questa ragione & opportuno, sia des

finire dei fattori di merito per la valutazione delle pecdite deisudderti componenti (co-
me fatzo nel $1.6), sia introdurre una misura della vicinanza ail’asse immaginariodi un

polo disposto nel piano complesso. Tall fatori di merito sono i seguenti:

o
(Iv.4.29) per un pole oy *jay Qp S
o
0
. w, L
© per un induttore .
(1V.4.303 (alla pulsazione wg) QL R
5
er un condensatore
(Iv.4.30) alia pulsazione @) Q wgy Rp

»

In base alle considerazioni precedent si deduce che: soeto ! 'ipotesi di unifor-
mitg della distribuzione delle perdite, il fattore di merito dei poli non pué superare il

fattore di merito dei componenti con memorin.

- G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecnica, 17
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La trattazione qui fatta costituisce solo un cenno aila teoria delle perdite as-
sociate al componentl reatwcivi di un circuico passivo. Tale teoria € particolarmente uti-
le in fase di progetto dei circuiti e da essa trae origine un metodo detto della « predi-

storsione», per il gquale si rimanda ai resti di sintesi del cizeuiti elenrici.

Esempio 1V.4.2
Assegnata le funzione di rete:

¥

Flp) % ——
p:Z + w20

nell'ipotesi che i poli sull'osse immaginario abbiano un fattore di merite pari a Qp
= 100, determinare il numero di oscillazioni della risposte impulsiva corrispondente,

affinche ¢ sua ampiezza si riduca di 1/e del valore iniziale.

Laparte reale del poloda considerare éinbase alla{IV.4.29) uguale a wO/IDO,

ercio neila variabile s la funzione che corrisponde alle F{p) asseguaia &
£

1

) wy 2
5 b e - wg
: 1006

Sviluppando in frazioni parziali tale funzione, si ha:

F(s) =

A A%

+ i s*.-—--~»—~iw0

0 190

dove:

Antitrasformando, si ottiene:

L e
O Gt 4 et
fn={Ae W00 7700 4 ¥ 100 ] u {0 =

= e sin @yt u_l(c)
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La funzione F{t) ha l'andamento di una sinusoide leggermente smorzata. La
ampiezza per t =0 & pari ad l/wo. L'ampiezza si riduce di 1/e quando risulta:
“q x

160

Quindi, ricordando che il periode T della sinusoide é&:

1 2m
Tz — = ———
f @y
si ottiene:
100 160 ~
t, = —— =—— T ~ {359 T
* w 27

0

Quindi l'ampiezza si riduce ad /e del valore iniziale all'incirca dopo 16

periodi di oscillazione.

Esempio 1V.4.3

Calcolare i poli dell'impedenza d'ingresso del circuito di fig.1V.4.7, nell'ipo-
tesi che | componenti con memoria chbiano perdite uniformemente distribuite con d =

= 0,1 sec-l.

+
[:% o

Fig.tV.4.7 - Circuito conside-
rato nell'esempio IV.4.3.1 va- ] v {(h oo =

i0rL deél component) sond: j b

L4

C=1 L=1(F H..

1

Supponendo il circuito di fig.iV.4.7 senze perdite, si ottiene:

v 1 me" P

{ 1 p“LC+1 p“t1
p €t
pl

5

Essendo d =0,1 si ottiene:

p=s+0,1
e quindi:
s +0,1

F(s) = o
{s+0,H°+1

che ¢ la funzione impedenza d'ingresso cercara.
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Essa ha i seguenti poli:

sy =-0,1+] ‘ sy = 0,1-]

Osservazione 1V.4.3

Nell'osservazione [V.2.2 & stato farto notare che quando si considera la fun-
zione di rete F(s) ditipo impedenza o ammettenza d'ingresso, anche la funzione
1/ F(s) & una funzione di rete dello stesso tipo. Tale considerazione comporta ulterio-
ri proprietd desivantl dalla stabilita di un circuito per le funzieni di rete tipo immerren-
za. Infacri gii zeri di una funzione F(s), cioé quei valori di s per cul la funzione ri-
sulta uguale 4 zere, sono coincidenti con 1 poli della funzione 1/F(s). Di conseguen-
za vale la seguente proprieta:

Proprieta 1V.4.7 - «Per le funzioni immettenzao d'ingresso di qualsiasi
circuito, gli zeri soddisfano le stesse proprietd dei poli».

IV.5 - Suddivisione delld risposta di un circuite in parti signifi-
cative.

La risposta di un circuito U(s), nel caso piligeneralee nel do-
minio di s, @& data dall'espressione (IV.1.6), dove la funzione U(s)
espressa-in funzione delle eccitazioni e delle condizioni iniziali. L'an-
damento nel rempo u{r) si ortiene antirrasformando la U(s). Per ricor-
dare che sono stati tenuti in conto tutti i possibili contributi, la U(s)
viene indicata come «risposta complem» del circuiro.

E usuale suddividere la risposta completa in parti con lo scopo
- di evidenziare in essa degli aspetti ritenuti particolarmente importanti,
Le suddivisioni pid usate sono le seguenti:

1} suddivisione in risposta libera e risposta forzata;
2} suddivisione in risposta permanente e risposta transitoria.

Nel

resente naraprafo ci occun neremn solo éella

o nrHma IN AT

Nel presente paragrafo cif occu p prima, in quan
to fa seconda verrd trattata diffusamente nel cap.

Par ciamants Hlhaws A3 e f‘tr‘f“nr"d’\ el tatende In m L

Per rspeste Hbore di ¢i intende iz risposta quande

non & presente alcun generatore esterno, ma solo le condizioni iniziali.
Nel dominio di s, rale risposta U, (s) si pud esprimere nel modo se-
guente (a partire dalla (IV, L&) (1" '

(1) - I simbeli wilizzaii nelle espressioni (IV.3.1) e (IV.5.3) hamno gli stessi SLgmeca—
ti indicati nella formula (IV.1.6).
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Ne Ny
(1V.5.1) Us)= 5 H,(9) v, 00+ 3 K ()09

L.a corrispondente espressione nel tempo si ottiene’ antitrasfor-

mando la (IV.5. 1)
(IV.5.2) u (0 =L-1U, ()]

Per risposta forzata di un circuito s'intende la risposta quaado
-sono presenti i generatori esterni con condizioni iniziali nulle. Nei do-
minio di s, tale risposta U (s) si pud esprimere nel modo seguen-
(1). i
tet

N
(Iv.5.3) Uﬂﬁ=.§fgﬂEgﬂ

La corrispondente espressione nel tempo si ottiene antitrasfor-
mando la (IV.5.3): - :

(IV.5.4) w0 =L U (s)]

E evidente che risulta:

(IV.5.5) Us) = Uy (s) + U ()

Esempio 1V.5.1

Dato il circuita di fig.1V.5. 1,determinare la risposta libera e lq risposta for-

- zata,-considerando-come-grandezza-dtinteresse-la-tensione—v (1)
5 )

Fig.IV.5.1 . Circuito considerato
nell'esempio [V.5.1, [ valori dei
componenti sono:

R=2’le,vc(0—}m2.’vg(t}= Vg(t)q

=sin 2c-u {0 ({1, F, .

Con rifecimento a fig.IV.5.2, dove & riportato lo schema rtrasformato net domi-
nio di s del ¢circuito d'interesse, in ¢ul:

Vg(S} =i [sin2¢ ud(r)} = T

{13« v. nota di pagina precedente.
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PP

Fig-lV.Sl.Z - Circuiro crasfoi- +GD ( 1)/5 = v, (07) +
mato nel dominio di s di quel- vV (s R v
lo di fig.IV.5.1. 8 s 2{s)
s)
si ottiene la seguente equazione di equilibrio:
v, (0

1
I(s) (— + R) =V (s) +
ol £

s s

Quindi si ha: ) R

sRC RC .
Vols)= i V() + ———— v _(07)
1+sCR © 1+sRC °©

In base alla definizione data in precedénza risulra:

2 2s 2
2 ; Vopls)=

Vo (s) =

1+2s 1+2s s2+4

Anticrasformando Vg siottiene la risposta libera nel dominio del rempo,
cioé:

2z

- ] =2¢70050 u_ {0
s+0.3

V2L (t) =£-i [

Per otenere la risposta forzara nel dominio del tempo, occorre sviluppare pre-

liminarmente Vgyp in frazioni parziali:

( 2s 2 L 2s A B B*
Vopls) = = = + N—
F 1+2s s2+4 (s+0,5)(s*+4) s+0,5 s-j2  s+j2
dove:
2 4
A: 5 R
sPHa |0 U7
B~ 2s t - 2 (1_4;)2 L~iartaz4_ 2 ,..'i1933
@+05xs+pﬂsﬁ2 17 o It

Antitrasformando i singoli termini dello sviluppo si ottiene ['espressione vo-

futa:
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i

(A 05t 1._B@jQL_E_Bilee--_‘;in)u‘l(t) =

vop (D)

4 4
= [—-—e‘o’st + cos(2¢ - 1,33)i| u_q {0}

17 417

Osservazione [V.5.1

Le risposte libera e forzata hanno proprietd carasteristiche net caso delia clas-
se molro impbrtance dei circuiti stabifi. In base alla definizione dara nel $IV.4.2, un
circuito stabile & cararterizzate dal ritornare nelle condizioni diripeso dopo che & sca-
to sotroposto all'azione di eccitazioni di breve durata. Poiché con tali eccitazioni &
possibile otwenere nel circuito una qualsiasi configurazione di grandezze elerwriche in

corrispeondenza all'istante in cul esse cessano di agire, possiamo affermare che:
Proprieta 1Y¥.5.1 - « L 'andamento nel tempo della rispostaliberadiun cir-
cuita stabile tende a zero al crescere del tempo, per un qualunque insie-
me di condizioni iniziali».

Tale proprietd equivale nel dominio di s alla seguente alera:
Proprieta 1Y.5.2 - «! poli della risposta libera di un circuito stabile si
trovano nel semipianc sinistro aperto della variabile s, per un qualun-

gue insieme di condizioni inizialis.

Per quanto riguarda la risposta forzata nel dominio di s, & facile constaare

-chei-suoi-poli-appartengono-o-alle-funzioni-di-rete-oppure-alle-eccirazioni-fnettipore=

si che queste siano coincidentl con funzioai razionali reali delia variabile s). Di con-
seguenza ¢ possibile rrarre qualche conclusione generale nel caso dei circuiti stabiii
solo se si considerano eccitazioni di tipo particolare. Usn caso che ha importanza pra-
tica & quello delle eccitazioni che hanno un andamento limitato nel rempo. Per rali ec-
citazioni sapplame che le relative wasformate di Laplace hanno poli o nel semipiano
sinistro aperto o semplici sull'asse immaginario. Poiché le funzioni di rete di un cir-
cuito stabile hanno poli sole nel sempianc sinistro aperto, ne deriva che la risposta
forzata nel caso presenre abbia poli o el semipiano sinistre aperro oppure semplici
sull'asse immaginario. Di conseguenza vale ia seguente proprieta:

Proprieta 1V.5.3 - «L 'andamento nel tempo della risposta forzata di un
circuito stabile si mantiene limitato quando tutte le funzioni di eccita-
zione sono o foro volta limitate».




APPENDICE AL CAPITOLO IV

IV.A - Proprieta delle funzioni di rete conseguenti dalla struttura
del circuito.

L'effetto della struttura del circuito sulle proprieradelle funzio-
ni di rete & notevole sia per quanto riguarda la natura dei componenti
presenti sia per quanto riguarda la sua topologia. Nella presente appen-
dice vogliamo dare un'idea di questo argomento, rimandando per |'appro-
fondimento ai testi di sintesi delle reti eleuriche, dove l'argomento stes-
so assume un'importanza predominante, in quanto solo attraverso la co-
noscenza dettagliata delle proprietd delle funzioni di rete si pud risali-
re al circuito che soddisfa le specifiche di progetto.

tV.A.1 - Proprieta derivanti dalla natura dei componenti,

.a presenza o meno dei vari tipi di componenti ha un'influenza
notevole sulle funzioni di rete. L'analisi di tale influepza & importante -
ai fini della caratterizzazione di ciascuna funzione di rete, in modo che
si possa sapere a priori se una funzione érealizzabile o meno come fun-
zione di rete di un certo tipo di circuito. Ha anche una notevole influen-
za sulle funzioni di rete l'eventuale numero di componenti di uno stesso
tipo presenti nel circuito; accenneremo a cid per quanto riguarda i tran-
sistori schematizzati tramite il loro elémento ideale (nullore sbilancia-
to). Le proprieta delle funzioni di rete che scaturiscono dalla presenza
di interi circuiti equivalenti sono usualmente poco note e sono state in-
dividuate solo per classi limitate di circuiti.
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Nel presente paragrafo accenniamo brevemente alle proprietd di
alcune funzioni di rete di circuiti tipict, Le proprteta sono riassunte nel-
la tab. IV, A. 1 e si riferiscono all'ammettenza d'ingresso ed alla funzio-
ne di trasferimento in tensione, come premsato nella tabella stessa. 1
circuiti considerati sono: 1) quelli passivi tradizionali, costituiti da re-
sistori, condensatori, induttori e trasformatori; 2) alcune categorie pid
particolari di circuiti passivi, cioé i circuiti RC (costituiti solo da resi-
stori e condensatori) ed i circuiti reattivi (caratterizzati dall'assenza
dei resistori); 3) i circuiti attivi corrispondentl al microciccuiti lineari,
ciog costituiti da resistori, condensatori e transistori.

Il transistore viene schematizzato nel suo funzionamento lineare
con un nullore sbilanciato. E evidente che una schematizzazione miglio-
re richiederebbe 1'uso di un circuito equivalente del transistore com-
prendente, oltre al nullore, anche dei resistori e dei condensatori. Tut-
tavia le proprietd delle funzioni di rete che si hanno in questo caso so-
no poco note e molto complicate a dedursi. Per questa ragione nella ta-
belia IV.A.1 ci limitiamo a distinguete soltanto i due casi di presenza
di uno o pii transistori, allo scopo di far vedere come questa semplice
differenza gia comporti notevoli conseguenze a livello di proprieta del-
le funzioni di rete. _

Nella tab.IV. A1 le propriecé delle funzioni di rete considerate
sono espresse in termini di posizione di zert e polidella funzionerazio-
nale reale cornspondente di residui net poli, di parte reale della fun-
zione per s =jw, di costante moltipiicativa,

IV.A.2 - Proprieta derivanti dalla topolegia del circuito.

La configurazione topologica del circuite ha una notevole in-
fluenza sulle funzioni di rete. Allo scopo di dare un'tdeaditale influen-
za, consideriamo un caso tipico: quello del circuito a scala. Per tale
circuito, rappresentato in fig.IV.A 1, esaminiamo l'influenza della con-
figurazione topologica su una qualsiasi funzione di trasferimento ingres-

Zy Ly 2«2,,_1

. /
Vg 22 q Zn-2 Q

FigJV.A.1 - Circuito a scalz. I bipoli Z2K+I’ K=1, 2, ...n-1, sono i rami
longitudinali; i bipoli Z2K' K=1,2 ...0, sono it rami trasversali.

Y
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so-uscita. E intuitivo che la grandezza elettrica in uscita & nulla, se la
trasmissione ingresso-uscita & interrotta, ¢id che pudaccadere o perché
un bipolo loangitudinale ha un'impedenza infinita o perché un bipolo tra-
sversale ha un'impedenza nulla. Tuttavia, un esame pill accurato della
trasmissione fa vedere che tale interruzione non sempre avviene nelie
due sitvazioni dette, per cui vale la seguente proprietd:

Proprieta 1V.A.1 - «Gli zeri di una funzione di trasferimento ingresso-u-
scita di un circuito o scale possono essere solo o peli dell 'impedenza
dei rami longitudinali o zeri dell'impedenza dei rami trasversalin.

Tenendo conto di questa proprieta e di tab.IV.A.1 vediamo che
gli zeri delle funzioni di trasferimento di un circuite RC ascala posso-
no essere situati solo sull'asse reale negativo. Analogamente, nel caso
di un circuito a scala passivo tali zeri possono essere sitati solo nel
semipiano sinistro chiuso della variabile s




CAPITOLO V

ANALISI IN REGIME PERMANENTE

In gran parte delle applicazioni, sia nel caso dei cireuiti di
potenza, sia nel caso di cireuiti per il trattamento dell'informazione,
gli andamenti nel tempo pid comuni per le grandezze elettriche sono
quelli di tipo sinuseidale. Inoltre il comportamento di un circuito
sotto T'azione di ececitazioni di tipo sinusoidale riveste una grande
importanza teerica per la possibilita di risalire da questo comporta-
. mento a quello dovuto ad eccitazioni di tipo pitt generale. La risposta
del circuito che interessa in tutti questi casi & quella che predomina
al passare del tempo. Tale risposta prende il nome di «permanente» e
V'analisi che si effettua in queste condizioni & quella in «regime
permanente sinusoidales. Tale analisi 2 T'argomento del presente
eapitolo, in cuji viene jntradetto un metodo astremamente efficiente
per svolgeria: «il metodo dei fasori», derivato da quello della trasfor-
mata di Laplace, gia descritto nel cap. 1L

V.1 - Suddivisione della risposta di un circvito nella parte tran-
sitoria e nella porte permanente.

V.1.1 - Definizione di risposta transitoria e permanente.

Si consideri un circuito lineare e permanente che sia sede di un

-a) il fenomeno elettrico abbia inizio all'istante t =0, inpresenzadicon-
dizieni iniziali nulle; ‘

b) sia presente un'eccitazione esterna di ripo sinusoidale, aveate il se-
guente andamento’?’ ed inizio all'istante t =0,

(1) - Per il nome ed i significato dei simboli che si usanc nel caso di un'eccitazione
sinusoidale, si veda it §1IL2.3 del cap.IH.
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(V.1.D : e(t) =A cos{oyt + @) u_; (&)
c) il circuito sia stabile ().

In tali econdizioni analizziamo l'andamento nel tempo di una
qualunque risposta u (t) del circuito, utilizzando il metodo della
trasformata di Laplace. Deita E (s) la trasformata di Laplace
dell'eccitazione e (t) e con F (s) la funzione di rete d'interesse, si
ha:

(V.1.2) ‘ U(s) = F(s) E{s)
V4

L'andamento della funzione u (t) si ottiene effettuande lo
sviluppo in frazioni parziali della: U(s) ed antitrasformando i singoli
termini. A questo scopo occorre esaminare la posizione dei poli della
Uts). St vede facilmente che essi sono di due tipi:

a) poli coincidenti con quelli della funzione di rete F(s); rali poli si
trovano nel semipiano sinistro aperto della variabile s, essendo per i-
potesi il circuito di tipo stabile, cioé risulca:

(V.1.3) s, =0+, ; o, <0

H

b) poli coincidenti con i poli della funzione di eccitazione E(s); cali po-
Li'si trovane sull'asse immaginario, cio@ sono del tipo seguente:

(V.1.4) s. =t jo,

essendo w, la pulsazione della funzione e(t) riportata nella (V.1.1).

Distinguendo i poli nelle due categorie precedenti, lo sviluppo
in frazioni parziali risulta suddivisibile nel modo seguente:

R R*
(V.1.9) Uls) = U (s)+ —— e
- - s-jwy, stjo,

dove la funzione U (s) corrisponde alla parte dello sviluppo relativo
ai poli del tipo a), mentre gli altri due addendi corrispondono ai poli
del tipo b).

E facile verificare le seguenti proprieta:

1} f'antitrasformata ut(c) della funzione Ut(s} tende a zero al cresce-
re del tempo, in base alla (V.1.3);

2} Vantirrasformara della funzione:

(1) - 5i tengano presenti le considerazioni fatte nel § IV.4.2 relativamente alla stabili-
ta.
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(V.1.6) U (s) = e + :
4 S- Jag §+jm,

nen tende a zero al crescere di t, ma il suc andamento appartiene
alla stessa classe di funzioni a-cui appartiene l'eccitazione e(t) ed &
ciod del tipo:

(V.1.7) u (6) = Ay coslwyt + 0} u_, (0)

E opportuno notare che tale funzione ha la stessa pulsazione w,
deila funzione e(t), ma ha ampiezza A, e fase iniziale @, differen-
ti in generale dalle corrispondenti ampiezza e fase iniziale di e (t).

Le considerazioni precedenti conducono ad una suddivisione del-
la risposta, valida nel dominio di s e nel dominio di t, deltiposeguen-
te:

(v.1.8) U(s)

i

Ut(s)—%-Up(s)
(V.1.9) u(t}‘—“fut(t)*Ftip(c)

La parte u, (t) viene detta risposta transitoria del circuito
{poiché tale risposta si esaurisce al crescere del tempo), mentre la
parte u, (t) viene detta risposte permanente del circuito {poiché tale
risposta & quella che predomina al crescere del tempo). A volte la
risposta  ug (1) viene anche detta risposta a regime del circuito
{(poiché essa eoincide con la risposta totale u {t} quando i fenomeni
transitori si sono esauriti),

Esempic V.1.1 ‘ . ‘ .

Oeterminare lo risposta transitoria e la risposta permanente del circuite d&i fi-

gura V:1.1, considerando come grandezza d'interesse la tensione Yo (t}.

R
Fig.¥.1.1 - Circuito considerato nel~ WA +
l'esempio V.1.1. I valori dei compo- +
aenti sono: v {2 Gi\ ey o
R=l, L=2.v ()=2cos 2t u ; (), A 4 ; 2
ity -0 @ uowy -
LN v o i T, Y

Risolvendo il circuito nel dominio deila trasformata di Laplace (fig.V.1.2), si
ottiene la seguente espressione per la tensione Vols)

( Ve
Vo (8) = e V(s
2 R+sL ¥



S
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dove: . 5
s
V {s) =8 [2cos2tu I{r)] =
& - s+ 4
‘ [ poli della funzione Vz(s) sono i seguenti:
a) poli della funzione di rete. Vi & un solo polo reale e negative:

R

5 =- == == 05

b) poli della funzione di eccirazione. Vi sono due poli con parte reale nulla pari a:
s =+ j2

Effettuando fo sviluppo in frazioni parziall della Vz{s}, si ottiene:

A B B*
Viy(s) = b o— ¢
) s+0,5 s +i2 s-i2
dove:
: 2s 2
A=V, (s)* (s +0,5) =5 —3 ==
$=-0,5 sTtd | a1
: 5 2s 16-j4
B=V2(s)(s+j2') = - - = -
. aunj2 s+0,5 s5~j2 — 17
L.a parte transitoria (nel dominio di s) risulta:
A 2717
A" EVE =
<t §-4-0,5 503
Antitrasformando si ha:
Vo (0= — ey (o)
7
R
vV N
Fig.¥.1.2 - Circuito trasfor- +
mato nel dominio di s di V. (s)
quelio di fig.V.I.1. MON()] sLg Vyls)

La parte permanente (nel dominio di s) risulta:

4 4 413
v, (s) = — +
P 17 \s+j2  s-j2
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Antitrasformando si ha:

Vzp(t)*";*_;” {a- e g+ e’zt}uﬁl(t}

Essendo:

1
-jartg T . "
T e R e

st ha:

4 s :
<3 (2t40,2 0,21
{e 3( £ » 5)+QJ(2K 0, 5)}11‘1([‘}._,,,: cos(2t+0,23) u_i(t)
17 {1'.’
Si vede che 'andamento nel tempo della rensione teansitoria Vg, k2 tendé a
zero al crescere di t, mentre la tensione permanente Vzp{t) ha un andamento coslau-

soidale, avente la stessa pulsazione della eccitazione vg(c).

‘V.,1.2 - Limiti di velidita della suddivisione della risposta di un circui-
to nelle parti transitoric e permanente.

La suddivisione della risposta di un circuito in permanente e
transitoria & stata effettuata sotto le i 1potes1 a), bye ¢) rxportate all'ini-
zio del § V.1.1. Queste ipotesi tuttavia sono state scelte pid restrittive
del necessario per semplicita di trattazione e per introdurre la nozio-
ne di risposta permanente. Non sussistendo pitt le ragioni precedenti,
conviene riprendere tali ipotesi, estendendoie a situazioni pid generali,
quall sono richieste nelle applicazioni, sempre tenendo presente che i
circuiti che stiamo considerando sono quelli lineari e permanenn

a) 5i pué ammettere la presenza anche di condizioni iniziali non nulle.
Infatti in tale caso,in luogo dell'equazione (V.1:2) perja U(s), si pud
utilizzare [’ espressmne seguente (derivata dalla (IV.1.6) del. cap IV, a
cui si rimanda per i simboli)

Ne NL
(V.1.10) Uis)=r(s)E{s}+ 2. H. (S)v 07y + 2, K. (S)L (0

Si riconosce facilmente che i contributi alla risposta u(t) dei
fatrori: '

Ne Ny,
(V.1.11) 7 H(S)V(O)+ }3 K(S)l(O)
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tendono a zero al crescere del tempo per i circuiti stabili. Quindi si pud
affermare che la risposta del circuito pud ancora ‘essere suddivisa in
transitoria ¢ permanente e che quest'ultima ha un andamento del tutto
identico a quello che si ha nel caso in cui si abbiano condizioni inizia-
i1 nulle,

b) Si puc ammettere la presenza di pil eccitazioni esterne del tipo se-
guente:

(V.1.12) e, () = A, cos(wyt + ) u_, (£)
purché aventi tutte je medesima pu.[sazione 0, Infatti in tal caso, in
luogo della (V.1.2), si pud utilizzare la seguente espressione:
Ng
(V.1.13) Uls) = Z F (s)E (s)
i=1

Si riconosce facilmente che la (V.1.13) pud essere suddivisanel-
la parte transitoria e nella parte permanente. Quest'ultima & uguale alla
somma delle parti permanenti che si ottengono considerando una eccita-
zione per volta,

-¢) 3ipud accettare la presenza di poli sull'asse immaginario perla fun-
zione di rete F{s), sotto le seguenti condizioni:
1) il circuito considerato & passivo;

2) non si ha coincidenza di detti poli con i poli derivanti dall'eccitazio-
ne. ' ‘

Infatei, nel caso dei circuiti passivi, i poli “sull'asse immagina-
rio delle funzioni di rete corrispondono ad aver trascurato (per comodita
di calcolo) tutte le perdite associate ai componenti con memoria (si ve-
da il §1V.4.2 e l'osservazione [V.4.2 del cap. 1V); da un punto di visca
fisico tali poli si trovano sempre disposti nel semipiano sinistro {anche
se molto vicini all'asse immaginario, nel caso di elevato factore di me-
rito). Percio, nel dominio del tempo, in corrispondenza a tali poli si ot-
tiene un andamento che non tende a zero,come limite di un andamento
leggermente smorzato. Si pud quindi fisicamente giustificare la separa-
bilita della risposta transitoria (il cui andamento & leggermente smorza-
to) dalla risposta permanente (il cui andamento nel tempo mantiene una
ampiezza rigorosamente costance); questultima infatci prevale, anche se
a lungo termine.

La suddivisione in transitorio e permanente non ¢ invece pii ac-
cettabile quando un eventuale polo sull'asse immaginario della funzio-
ne di rete F(s) coincide con il polo dell’eccitazione. In tal caso infat-

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 18
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ti, per la presenza di un polo multiplo, lo sviluppe in frazioni parziali
assume una forma del tutto particolare, nella quale non &distinguibileil
coatributo del circuito da quello dell'eccitazione.

Esempio V¥.1.2

Determinare lo parte transitoria e la porte permanente delic corrente i (1) che

percorre il circuito di fig. V. 1.2,

C

14
Fig.V.1.3 - Circuito conside- H
1l'ato ge}l'esempio V.1.2.1 va- +
ori dei componenti sono;
Vg(t) GD L

C=1 , L=l , v,0)= He)
=cosztu_]{t} (F, H, V) .

Si ottiene nel dominio di s

[(s) ------—-—-—SC v
§) = = (s)
2Lcer f
in cui:
V (s) =& [cos2 (1)) = :
gs 4o L COS fu--{tj" 2.

Quindi si ha:

[(S)z,...,...mm__,.._',_m..

‘Nel dominio del tempo, antitrasformando la 1(s) si ottiene:

1 2 .
1{(t) = [*—;sint + :— sin?z} uﬂl(c)
T B4 - =

Si constara che la corrente i{t) & la somma di due sinusoidi, la prima corri-
spondente ai poli delia funzione di rete ¢ la seconda corrispondente ai poli dell’eccira-
zione. Per quanto detto, perd, il primo termine & presente solo perché abbiamo rrascu-
rato le perdice degli elementi reattivi. Se tenessimo conto di tali perdite,il termine sud-
derto sarebbe moltiplicato per un esponenziale decrescente. Per questa ragione esso
pud essere considerato come risposta transitoria del circuito. Il secondo termine inve-

ce non tende a zero in alcun case, percid la quantica:
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ip(t} = —3— sin2t a_y {e)

& la risposia permanente del circuiro.

Osservazione V.1.1

[n alcuni casi parricelari, ma notevoli dal punto di vista delle applicazioni,
puo accadere che nella suddivisione (V.1.5) della risposta U (s) inparte permanente e
in parte transitoria, quest'uitima risuiti idencicamente nulla, In questi casi Ja (V.1.5%}
diviene:

R¥

{(V.1.14} Uis) = R + -
S-j@y S + 1 g

essendo Uz(s) ENS

Vediamo sotto quali condiziont si verifica questa situazione, escludendo il
caso banale del circuito senza memoria, per il quale la parre transitoria & sempre as-
sente.Consideriamo percid un circuito con memoria, nel quale supporremo condi-
zivni iniziali nulle. Sia sy il generico polo della funzione di rete F sl

[l corrispondente residuo a, vale:

(V.1.15) a, = lim [(s-s)F(s) E(s)]

85,
Affinché si abbia U[(s) =0, sideve avere per ogni polo g

(V.1.16) a, =0

(VI Sy sola el Ed 56 in el

Tale-condizione (V- 116) & comparibtlevonta

sia:
(V.1.17) E(SD) = {3

¢id che si verifica quando sy € uno zero della fuczione di eccitazions. Nel caso qui

considerato di eccitazioni del tipo (V.i.1) la funzione E{s) ha la forma:

5 COs ‘fﬂ—oaa sin @

2 2
s+c@o

(V.1.18) E(s) =
Dal confronto della {(V.1.17} con la (V.1.18) si deduce che deve essere:
(V.1.19) Sg = 5 tan @

In conclusione la parce wansitoria della cispesta del cireuito & identicamente

nulla sotro le due seguenti condizioni:

(1) - Non verrd considerato, per sempliciza, il caso di fupzioni F{s) aveati poli mul-
cipli.
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a) la funzione di rete F{s) ha un unico polo, disposto sull'asse reale {eventualmente
P P

nullo o infinito);

L) fra il pole di F{s), la pulsazione wy e la fase iniziale P della funzione di ecci-

tazione sussiste la relazione {(V.1.19).

L 'assenza della parte tramsitoria della risposta & richiesta in quelle
applicazioni in cui si desidera che il regime permanente abbia inizic im*media't.m
mente all'atto della inserzione dell’eccitazione. In presenza di cendizioni iniziali
diverse da zero, st pud ottenere 'assenza deila parte transitoria della risposta in
condizioni pit generali rispetto a guelle indicate nella presente osservazione {vedi
esempio V.A.4).

Esempio V.1.3

Deato i circuvito di fig-V.1.4, a riposo oll'istante inizigle, determinare la fase
iniziale @ della funzione di eccitazione in modo che nella carrente i {t) non sia pre-
sente i} termine transitorio.

t=0 L
O

Fig.Vv.1.4 - Circuito conside-
rato nell’esempio V.1.3.11 va-

FEOH 6
+
lore di v (t) é: v {t) (]D R
i{r)

v ({)= Veosiog b + @

Nel dominio di s si ottiene il seguente legame fra V(s) ed I(s)
1
(s} = ——— V{s}
sL+R

La funzione di trasferimento F{s) & uguale a:

F(s) = ——
' sL + R

Tale funzione possiede un polo reale e negativo avente i seguente valore:

R

Applicando la relazione (V.1.19) si ottiene:

R
T = e 2 @y bAD P
¢ - 0
da cui:
R
¢ =-atan +kn
g

con k=0 oppure k=1.
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Nel caso in cui‘ R =0, il fenomeno transitorio & assente quando la fase ini-
ziale @ & uguale a zero ovvero a 7, cid corrisponde ai casi in cul la forma d'onda di
tensione assume i} valore assoluto massimo per ©=0.

L'esempio qui svoito ha importanza quando interessi alimentare con una
tensione sinuseidale un utilizzatore il cui circuito equivalente.sia approssimabile
ton un cirewito di tipe RL, a riposo nell'istante iniziale; tale situazicne & molto
comune, come ad esempio nel case’dell'alimentazione di un trasformatore ovvero
di una macchina elettrica. In tali casi come & stato qui mostrato ha importanza la
fase con la quale viene inserita la tensione di alimentazione. Se la fase ¢ ha uno
dei valori ricavati in precedenza, non si ha alcun fenomeno transitorie, per cui la
corrente assorhita ha subito 'andamento di tipo permanente. Nei rimanenti casi,
si ha un fenomeno transitorio, a eausa del quale la corrente assume valori mas-
simi che possono essere alquanto maggiori (fino a due volte) rispette a quelli che
si hanao in regime permanente.

V.2 - Derivazione del metodo dei fasori da quello della 4rasfor-
mate di Laplace.

Quando un circuito si trova in regime permanente tuite le
grandezze elettriche (tensioni e correnti) sono di tipo sinusoidale e
riconducibili all'espressione {V.1.1) nella quale risultano variabili da
grandezza a grandezza i valori di- A (ampiezza) e ¢ (fase iniziale),
mentre il valore di ®, (pulsazione) risulta uguale per tutte le gran-
dezze dei circuito. A seguito di tale circostanza & conveniente utiliz-

zare i fasori delle grandezze elettriche,. introdotti.nel.§.11.2.4

V.2.1- Legame fra il fasore dell'eccitazione ed il fasore delle risposta
in regime permanente.

L'introduzione della nozione di fasore associato ad una gran-
dezza sinusoidale & particolarmente utile nella determinazione della
risposta di un circuito in regime permanente. Si consideri, infatti, un
circuito al quale sia applicata un'eccitazione sinusoidale di pulsazio-
ne o, del tipo {I11.2.20), il cui fasore & dato, per quanto detto, dalla
quantita (111.2.24).

Supponendo di applicare tale eccitazione all'istante t = 0 e
che quindi essa abbia l'andamento (V.1.1), la sua trasformata di
Laplace 2 data dalla (II1.A.15), in funzione del fasore E.
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La risposta del circuito nella variabile s & di conseguenza:

‘ ¥
(vV.2.1) U(s)=F(s) {%.L%,% E.. ] .. .

s-jw, stjw,

Limitando 1'attenzione alla parte permanente di U(s), indicata
con U (s), & sufficiente considerare la parte dello sviluppo in frazio-
ni parmaix riguardante i poli fjw,, clo&:

I 1 *
P 2 s jw, 2 stja

avendo indicato con U il doppio del residuo di U(s) nelpolo s =] cu
La quantita U vale, tenendo conto della (V.2.1)

1 :
(V.2.3) U=2U(s) (5-)cw,) =2F(s) E-E =F(jwy)E

S*JWG s=3w{)

D'alira parte, antitrasformando 1'espressione (V.2.2) st ottiene:

- e 0 4 yr 7
(V.2.4) up(t) = 5 Ll_l(t)‘

da cui, confrontando con la (111.2.26),si riconosce chela quantitd comples-
sa U & pari al fasore associato alla grandezza stnusoidale u (t); que-
st'ultima inoltre risulta 1sofrequenzxale con l'eccitazione e(t). Da quan-
to detto consegue la proprieta:

Proprieta V.2.1 - «Per un circuito lineare e permanente, limifatamente ai
casi nei gquali é possibile suddividere la risposta nella parte transitoria
e nella parte permanente, la risposta aregimerisultaisofrequenziale con
la funzione di eccitazione. Inoltre il fasore U relative alla risposta &
legato al fasore E dell’eccitazione tramite lo relazione seguente:

(v.2.5) U=F(jw,)E

: — . vos .y ¢ . it L . r. 2 il S0 S -
dove r‘lwol @ o vQlore assunye aaliag runzione air rere I \s3) per 5 ™
= jwgr.

La proprieta V.2.1 riveste importanza fondamentale nell'analisi -
dei circuiti in regime permanente. Da essa si pud tratre un metodo di a-
nalisi estremamente efficiente per calcolare direttamente la risposta a
regime di un circuito, detto metodo dei fasori, che verra sviluppato nel
paragrafo seguente.
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Esempio V.2.1,

Determinare la risposta in regime permanente del circuito di fig.V.2.1.

. C

Fig.V.2.1 - Circuito considera- %I

to nell’esempio V.2.1. I valori + +
v, 0 i(:.D RS v,y ()

dei componenti sono:

R=1,C=1,v (¢)=2sin2c
E
u (e, (€, F vy .

Risolvendo il circuito nel dominio di Laplace, si ottiene:

V (s} sRC
V,(s} =R £ = YV (s)
1 sRC+1 £
R4 =
sC

La funzione di rete F(s) d'inceresse risulta quindi:

sRC s
Fis) = =
sRC+1 s+ 1

Calcoliameo ora ii fasore della funzione di eccitazione; si ha:

ki3
v {t) = 2sin2¢ = 2cos(2c-——)
= 2

da cui si ricava il fasore:

.
2.

S S SRV

B
Applichiamo la proprieta v.2.1 ponendo nella (V.2.5l) s =} &y =2, siottie~

ne il fasore della risposta permanente:

Va=FGag v, :(

s+ 1

2 “
) V. = Ci=—(1-j2)
Swin g 12 +1 S

Per determinare 'andamente nel tempo della risposta in regime permanente

vz(t), poniamo il fasore V2 in forma polare, ciog:

Vo 4 ojatan 2

SREl

Quindi si otriene:

vz{c) = cos (2 t - atan 2)

b
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V._3 - Metodo dei fasori.

Il 'metodo & basato sulla proprietd V.2.1 e sulla seguente os-
servazione. La quantitda F (j oy) & stata ottenuta effettuando l'ana-
lisi nel dominio di s e ponendo successivamente s = j ®,. Si pud
perd procedere in senso inverso e ciod porre subito s = w, e succes-
sivamente analizzare il procedimento risultante. I risultati sono
chiaramente identici nei due casi, ma nel secondo caso si & ottenuta
una notevole semplificazione dei calcoli. Tenendo conto di ¢id, si ha

il seguente procedimento di analisi.

Procedimento di analisi in regime permanente (metodo dei fasori).

1) Detta « la pulsazione del generatore, sostituire al circuito assegna-
to nel do m1mo del tempo un circuito fittizio ottenuto nel modo seguente:
a) sostituire ad ogni resistore R un bipolo di impedenza R;

b) sostituire ad ognt induttore L. un bipolo di impedenza ]wOL;

¢) sostituire ad ogai condensatore C un bipolo di impedenza 1/jw C;

d) sostituire al generatore e(t) un generatore la cui grandezza impressa
sia uguale al fasore E della funzione e(t);

2) Analizzare il circuito risultante con { metodi usuali, tenendo conto.

chele grandezze elettriche sono rappresentate dai rispettivi fasori. De-
terminare il fasore U della risposta;

3) Passare nel dominio del tempo, determicando la funzione u(t) corri-
spondente al fasore U con la (I111.2.27).

Il procedimento qui descritto & completamente differente dal me-
" todo di analisi secondo Laplace. l.a differenza principale consiste nel
farto che il circuito fittizio ottenuto al punto 1) contiene dei bipoli la
_cui impedenza non & una funzione di-s, ma & un numero complesso ii
cui valore dipende dalla pulsazione w, del generarore. In secondo luo-
go le tensioni e le correnti associate al circuito fittizio rappresentano,
in base alla proprieta V.2.1, i fasori delle corrispondenti grandezze nel
dominio del tempo e non pil le loro trasformate di Laplace.

Il metodo dei fasori ha senso seolo se esiste per il circuito che

si sta analizzando la risposta permanente. Quindi la sua giustifica-
zione teorica coincide eon la dimostrazione dell'esistenza del regime
permanente e della proprietd V.2.1.

N
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Esempio ¥.3.1

Reterminare la risposta in regime permanente del circuito di fig. V.3. 1 median-
te il metodo dei fasari. ‘

T
i

Fig.V.3.1 - Circuito considera-
to nell’esempio V.3.1. [ valori

N +
del i : ' R
el componentt sono Vg(t) CD

v,y (©)

R=1, C=1, v (t)=
g
= 2sin2c  (C}, F, V)

Sostiruiamo al circuire di fig.V.3.1 il circuico fittizio di fig.V.3.2,ilquale con-
tiene i seguenti componenti:

1) un generatore di tensione, la cul tensione impressa V_ & vguale al fasore corri-
g
spondente alla funzione di eccirazione; sl ottiene:

. Vo =.2j
: g
2} un bipolo lz cui Emlpedr':nza vale 1/} wyC al posto del condensatore; si orziene:
1 1 i

= *_v.im.._

}'a)ﬁC j2.

3} un bipolo la cuj impedenza vale R= ! al posto del resistore.

1
_j "“'2“"
Fig.V.3.2 - Circuito trasfor- ”
mato nel dominio dei fasori ; |+

diquello di fig. V.31

Ne! circuito di fig.V.3.2 ruwe le grandezze elettriche rappresentanc i fasori
delle corrispondenti grandezze relative al circuito reale nel dominio del tempo. Sipud
quirdi risolvere il circuito con | merodi usuali, Il fasore | deila corrente vale:

-2
1
R
2

If tasore della tensione di uscita &:

-2j 4
Vy = R o woes 5 o (1412)
1 s
1ej—
2
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I risulrato ottenute & ovvizmente identico a quelle dell'esempio V.2.1, dove
i'analisl & stata effertuata con un altro procedimento.

Osservazione V.3.1

E necessario mettere in evidenza il fatto che, accanto ai notevoli vantagpi
computazionali, il metodo dei fasori presenta lo svantaggio di non permettere di
verificare la validitd del regime permanente del circuito. Infatti, non essendo
nola l'espressione analitica della funziene di rete F (s), non risulta possibile
verificare la stabilité del circuito. 8i pud andare incontro di conseguenza ai
seguenti inconvenienti:

1) Caso dei circuiti contenenti elementi astivi. Tali circuitl possono o meno essere
stabill a2 seconda della loro costituzione, Il calcolo effettuato mediante il metodo dei
fasori perde di validita nel case di circuktl non stabili. Purtroppo nelcorso dello svol-
gimento dei caleoli non & presente alcun passaggic che permeua di accertare tale e-

ventuallra.

2) Caso dei circuiti passivi. Talicircuiti sono sempre stabili, anche in presenza di
poli sull'asse immaginario. i calcolo effetruate mediante il metodo deifasori perde di
validita solo se un polo della funzione di rete coincide con il pole della funzione di
eccirazione. Nel corso dello svolgimento dei calcoli, rale eventualita viene evidenzia-
ta dalla presenza di una operazione di divisione con divisore nuilo. In conclusione si
pud affermare che il metodo dei fasori puc essere applicato solo quando é notaa prio-
ri le validite dell’enclisi in regime permanente per il circuito in esame.

Esempio V.3.2

Determinare con il metodo dei fusori lo rispostopermanente del circuito di fi-

gura ¥.3.3 (il generatore v, @ controllate deila corrente i).

+
Fig.¥.3.3 - Circuiro conside- o +
to nell’esempio V.3.2. { va- + c
loti del componcnti sono: ey —

< M
i
V-t
]
P
/)
falt
i
o
0
o}
I
-
<
—
o
L.
e
—|
e
[ ]

Applichiamo il metodo dei fasori. Il circuito fittizio assogiato a gquello di fi-
gura V.3.3 & quello di fig.V.3.4, in cui ¥ ‘& il fasore dellatensione impressa dal ge-
neratore indipendente e vale:
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VC
+
Fig.V.3.4 - Circuito trasfor- % +
:inaro nlel deminic dei fasori . * |
irque lo di fig.V.?).B. . v w4}
. IGD D 'ijC-» 2
Inoltze si ha:
1
= H v = 3 l
e, C ¢
Dalla fig.V.3.4 si ottlene:
ViV,
I = - ui{Za—Vc)~j(2+3l)
-}
Percis risulea:
) ) 32
(1-j3) =2 ; = ——
1-j3
Si ha quindi:
2 2
V,a2-ji= =— {1 +}3)
2 1-§3 10

da cul si pud ricavare facilmente H'andamento nel tempo deila tensione di uscira.

283

Si pud notare che il circuito assegnato contiene un elemento di tipo activo (il

generatore controllato} e quindi potrebbe essere instabile. Per veri_ficare clo, calcolia~

mo nel dominio di Laplace i'espressione della funzione di trasferimento fra {a rensione

in fig.V.3.5. Per tale ¢ircuito si ha:

Iis) = [v )+ v (s3] sC

¥, (s)
oyt
L)

Fig.V.3.5 - Circuito trasfor- +
mato nel dominie di s di 1
D i(sD sC T

+
quello di fig.V.3.3. Vi{s) G

Essendo:
V.(s) = 31(s)

¢ sostituendo il valore della capacita,si orriene:

sy = [V, (s) + 31()) s

vz(s)
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Da cui risulta: :

1 1
Vaols) = — I{s) = —— V, (s)
v s i~3s

Quindi ia funzione di rere cercata &

Vyls) ol
Fs) = —mmme 2 o
Vi(s} 1-3g

Poiché la funzione F{s) possiede un poio nel semipiano destro di s, il cir-
cuito & di tipo instabile. Di conseguenza la risposta di rale circulto risulta crescente
nel tempo e quindi non & fisicamente valida la suddivisione di rale risposta nelle parti
transitoria ¢ permanente.

L'applicazione del metodo del fasori, nel presente esempio, ha quindi condot-
to ad un risultato non corretro, poiché 'andamenro della risposta, determinato con tale
merodo, non ha alcun riferimento cord 1l fenomeno fisico che si svolge nel circuiro in e-
same. E bene notare che. dal punto di vista formale. 1 calcoll efferruaridurante losval-
gimento del procedimenro di analisi con il metodo dei fasori sono del cutro correrti. Cid
mette in evidenza il fatto che tale metodo deve essere adoperato con caurela nel caso

del circuitl contenenti elementi areivi.

Esempio V.3.3 .

Determinare con il metodo dei fasori la risposts permanente del circuitodi fi-
gura V.3.6. .
R
VAA% ‘ +

Fig.V.3.6 - Circuito considera-
to nell'esempio V.3.3. I valori
dei componenti sono: o) t IS L vz(t)
R=2,L=1, C=0,25,

i) =sin2c (1, H,F,A V). -

Urilizzando il metode del fasori, essendo:
w, =2 1 =-j
si ottiene i circuito Feiizio di fig.V.3.7. Applicando il metodo dei nodi si ha la se-
gllmhr’:‘:\ﬁl’ll?ﬂ";ﬂnﬁ'
v 1 1 .
—_—— e ) m
\jz g2

Da tale equazione non & possibile determinare il valore del fasore Incognito

V., in quanto il coefficiente moliiplicativo di ¥, & nullo.
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Fig.V.3.7 - Circuito trasfor-
mato nel dominio dei fasorl

di quello di fig.V.3.6. F=j e -

Eavl

il
1

Per wrovare la causa di tale risultato & necessario considerare il circuite as-
segnato in maggiore detraglio. 5i pud senz'altro dire che tale circuizo é stabile In quan-
to non contiene elementi attivi. Tutravia la funzione di rete potrebbe avere deipoli sul-
l'asse immaginario della variabile s, avendo supposto per semplicitd i componenti
réatcivi privi del rurro di perdite. Per verificare c¢i& consideriamo ii circuito fitzizio nel

dominio di Laplace moserato in fig.V.3.8: Per tale circuito si otriene:

‘ ) s 1
V,(s) (-;- +f>m sy .
& 5

2
VYA

Fig.V.3.8 - Circuito trasfor- ¥
mato nel deminio di Laplace 4
di quello di fig.V.3.6. 1(s) 1@ — s SV, (s)

La funzione di rete corrispondente risulta uguale a:

Vois) s
F($) m i = o
I\o) B i s
ed ha i poli sull'asse immaginacio per: .
Sy T 32

Tali poli coincidono con i poli della funzione di eccirazione ¢ quindi non ri-
sulta possibile la suddivisione della risposta nelle parti transitoria e permanente, co-
me detto in precedenl_za. )

Nel case in cui si sia incerti sulla stabilitd del circuito, gquando esso sia
attive, occerre accertare tale condizione. In questo éaso,' nen comviene pil
applicare il metodo dei fasori, in guanto siamo stati costretti a determinare F {s).
Percid, si pud utilizzare direttamente ia proprieta V.2.1. Il procedimento da usare
in tale circ.ustanzai consiste guindi nei seguenti passi:

1) trasformare il circuito nel dominio di Laplace, determinando la fuazione di rete
F (s) diinteresse. K avidente che si pud omeitere di considerare sia le condizioni
iniziali sia le trasformate delle eccitazioni;
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2) controilare che la F (s} wnon abbia poli nel semipiano destro chiuso. Se il
controlle da un risultato negative, non esiste il regime permanents;

3) caleolare F (j o,), sestituendo in Fis) s =] g
4) caleolare il fasore dell'eccitaziene E;
5} determinare il fasore della risposta U= F {j w,) E;

6} determinare 'andamento nel tempo della risposta mediante la (I11[.2.27).

V.3.1 - Circéuito fittizio nel dominio dei fasori.

Nel procedimento di analisi con il metedo dei fasori, si pro-
pone nel primo passo una trasformazione dei circuito da analizzare.
Quello che si ottiene pud essere ancora chiamate circuito in quanteo
soddisfa le leggi di Kirchhoff ed & composto da elementi senza memo-
ria. Tale proprietd deriva dalla constatazione che i} circuito fittizio
nel dominio dei fasori & identice a quello che si ha nel dominie di
Laplace, salvo che s = j w,, non ¢i sono condizioni iniziali e le eccita-
zioni sono sostituite dai lore fasori.

Poiché il circuito fittizio nel dominio dei faseori soddisfa le
leggi di Kirchhoff per esso vale la proprietd di ortogonalitd del vet-
tore dei fasori delle tensioni e dell'analogo vettore dei fasori delle
correnti. Tale proprieta vale anche se i due vettori si riferiscono a
circuiti diversi purché di uguale grafo (teorema di Tellegen). Un'ap-
plicazione interessante del teorema di Tellegen riguarda il easo in cui
si consideri il eireunito di interesse ed un aliro circuito ottenuto dal
primo semplicemente sostituendo le eccitazioni e le impedenze con i
complessi coniugati. In tale nuove circuito tutte le grandezze in gioco
sono le complesse coniugate delle corrispondenti grandezze del
circuito iniziale. L'applicazione del teorema di Tellegen in questo
caso comporta la seguente proprietd, che utilizzeremo successivamen-
te:

Propriatéd V.3.1 - Detto con ¥ il vetiore dei fasori delle tensloni dei rami di
un circuito ed | l'analogo delle corremti, risulta:

(V.3.1) VieE=0

V.4 - Uso grafico dei fasori neil’analisi in regime permanente
sinusoidale, )

Quando si considera il regime permanente sinusoidale, tutre le
grandezze elettriche presenti in un circuito hanno un andamento nel tem-
po di tipo sinusoidale e sono isofrequenziali. Il comportamento del cir-
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cuito pud essere descritto utilizzando i fasori associati a tali grandez-
ze. Poiché d'altra parte ogni fasore, essendo una quantitd complessa,
pad essere rappresentato come un vettore nel piano dei fasori, l'analisi
dei circuiti in reglme permanente viene spesso effettuata conslderando
la disposizione di rali vettori nel piano complesso.

Abbiamo gia fatto vedere nel § 1I1.2.4 come si possa interpre-
tare per via grafica il legame tra le grandezze nel tempo ed i fasori.

Nel presente paragrafo faremo vedere come in regime perma-
nente i legami fra le grandezze eletiriche possano essere interpretati
graficamente nel piano dei fasori, nel caso dei singoli bipoli elemen-
tari e nel caso delle leggi di Kirchhoff. Illustreremo poi tale metodo
grafico nel caso dell'analisi di una particolare categoria di circuiti: i
circuiti a scala. Vedremo poi nel § V.7 un uso tipico del metodo
grafico in relazione ai sistemi trifase, che si atilizzano nelle applica-
zioni di potenza. E da sottolineare che proprio in tale ambito & pilt
usgato il metodo del fasori per via grafica.

V.4.1 - Interpretazione grafica dei tegami fra i fosori delle grandezze e-
lettriche relative ai singoli componenti elementari.

Si consideri una grandezza sinusoidale e(t), il cui fasore sia
E. Se si effettua la derivata rispetto al tempo di e(r), cioé de/dt, ra-
le nuova grandezza & ancora sinusoidale isofrequenziale con la e (o)
quindi caratterizzata da ua fasore, che possiamo ottenere derivando ri-

spetto al tempo ambo i membri della (111.2.28). Si ottiene:

. d 7
(V.4.1) © =Re [j sy e 0]

d[‘

Quindi il fasore cercato & jw, E
Ricordando che j=ein/2, sl pud enunciare la seguente pro-
prieta:

Froprieta V.4.1 - Dote una grandezza sinusoidale e(#), il cuifosore & E,
il fasore relativo alla derivata de/dt, he un modulo pari od w, [E E edé
ruotato rispetto ad E di 90° in senso antiorario, come illustrato in fi-
gura v.4.100,

Utilizzando la proprieta V.4.1 si ottengono facilmente le relazio-
ni fra i fasori della tensione e della corrente, relativi al resistore, allo
induttore ed al condensatore riportati in tabella V. 4.1.

(1)~ La propriera V.4.1 si enoncia spesso dxcendo che il vertore jw, E ¢ in anticipo
di fuse di 909 rispetro ad E. Tale enunciaro & conseguenza del fated che if vettore ro
tante associato alla derivawm precede di 999 il vertore rotante associate ad E.
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Fig.V.4.1 - Legame tra il
fasore E di una grandez-
za sinusoidale ed il faso-
re G delis sua derivaca
rispetto al tempo.

jogE=6

Re

E

Tabella V.4.1 - Relazione tra i fasori della tensione e della corrente per
glt elementi ideali resistore, induttore e condensatore.

Elemento Relazione costitutiva | Interpretazione grafica deila
ideale nel dominio dei fasori relazione costitutiva
Resistore [m V=RI
(resistenza R) V=RI |
= Re
Indurtore Vo wGL 1 Im
(induttanza L} Vo wy Lt I
Re
im
Condensatore I=jw, CV
(capacita C) 1=] ay CcyY
Re

A

V.4.2 - Interpretazione grafica delle leggi diKirchhoffnel pianc dei fasori.

L'operazione di passaggio dal fasore alla relativa funzione del
tempo & lineare, in quanto basata sull'operatore «parte reale», come ri-
sulta dalla (II1.2.28).Cid implica la seguente proprieta:

Proprieta V.4.2 - «Una combinazione lineare di funzionisinusoidali iso-
frequenziali & una funzione sinusoidale di frequenza uguale a quella del-
le funzioni componenti. !l fasore di tale funzione si ottiene sostituendo
nella combinazione lineare alle funzioni componenti i relativi fasoris.
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Una situazione particolare si verifica quando la combinazione li-
neare che si sta considerando @ identicamente nulla, come accade ad e-
sempio quando si applicano le leggi di Kirchhoff. In conseguenza della
proprieta V.4.2, i fasori relativi alle tensioni di una maglia o alle cor-
renti di un taglio di un circuito hanno somma algebrica ugualea zero. Di
conseguenza tali fasori possono essere rappresentatinel piano comples-
so per mezzo di una linea poligonale chiusa come mostrato in fig. V.4.2.

Im !3

Jom & v

Re

4

Fig.V.4.2 - Incerpretazione grafica delle leggi di Kirchhoff: a) caso della
prima legge; b} caso della seconda legge.

FcamPin v . S D

Determinare con il metodo grafice 'ampiezza e [a fase deila seguente funzio-
g . g

ne sinuscidal e:
f(t} = cos2t + 3 sin 2t

Nel ptano del fasori si possono
individuare facilmente i fasori relativi ai Im
due addendi dellafunzione F (). I fasore
F della funzione f(t) & quindi pari alla oo

somma dei due fasori (fig.V.4.3).

Risulta:
F=1-3j ~3
e quindi:
[z} = {zﬁ cos (2t -atan 3) . Fig.V.4.3 - Esempio V.41,

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fandamenti di Elettrotecnica, 19
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Esempio V.4.2

Date il cireuito di fig.V.4.4 determinare con il metodo grafice le tensioni e le
correnti in tutti | suoi rami.

' v R B C
Fig.V.4.4 - Circuito considerato C YAYAY, 1 ey T}
nell'esempio V.4.2. I valori dei +
componenti Sono: + +
!
11x1+j ;52=1-i;R=l; l‘i?@vgl L L vg2@122
wok =13 wyC=2 @, . i
A

Riportiamo nel plano dei fasori il diagramma delle correnti ael vari rami del
circuito; tale diagramma si otriene immediatamente applicando la prima legge di Kirch-
hoff al nodo B (fig.V.4.5).

inm

Fiz V4.8 - Legame tra i faso-
ri delle correnti che entrano e By
nel node B delcircuito di fi- p
gura V.4.4. Le correnti sono e~
espresse in ampete.

L

Il diagramma delle tensioni nel piano dei fasori si pud ottenere dalle comrenti
gia determinate e dalle definizioni dei componenti, come mostraro infig. V.4.8,dovecon
VL’ VC’ Vg sono state indicate le tensioni ai capi rispertivamente dell'indutrore, del
condensatore ¢ del resistore, con Vg! e V_, letensioni ai capl del generateri dicor-
rente. Si noti che i} nodo A € stato preso come riferimento e quindi il fasore della re-
lativa tensione & 'origine del piano dei fasori. 5i pud anche notare che ildiagramma di
fig.V.4.8 & equivalente al grafo del circuito considerato.

4

Im
Ve
Fig.V.4.6 - Legame tra /
i fasori delle tensioni
del circuito di figura VS/\ J

V.d. 4.
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Esempio V.4.3

Dato il circuito di fig. V4.7 determinare con il metodo grafico le tensioni e
e correnti di tutti i suoi rami.

A
Y
. S
Fig.\{#.? - C;irc\}liéofsco?sid?;at R Ig3 !ﬁ
to nell esemplo V.4.3. valor! +
dei componenti sono: b vV % c
. + st B V2 +
v1=1'v2x1-j’v3=-3'§{ml +

wh=1,C=1, (v,{, 8 M

Riportiamo nel piano dei fasori {fig.V.4.8) il diagramma delle tensioni; rale
diagramma si ortiene immediatamente, osservando che [ generatori di tensione sono po-~
st su un albero del circuito.

Im
| Al V1B | Re
Fig.V.4.8 - Diagramma ¥y v,
detfasori deile tensioni v
delcizcuitodi fig. V.4.7 v s ¢
(V). R ]
D C
. v, i

Dal diagramma di fig.V.4.8, in base alle definizioni dei compenenti ed alle
teggi di Kirchhoff relative ainodi D, C e B si possono ottenere le correnti snel rami
del circuito (fig.V.4.9).

Im
!
B [L
Re
Ig3

Fig.V.4.9 - Diagramma
dei fasori delie correnti : lgl
del circuito di fig. V.4.7 T ic
(A). g2
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Osservazione V.4.1

Gli esempi V.4.2 e V.4.3 moswano che-in alcuni casi un circuite in regime
permanente sinusoidale pud essere risolto utilizzando Il metodo grafico. Cid non vale
in generale, in quanto per I'analisi di un circuito & usualmente richiesta l'utilizzazio-
ne di uno dei merodi vistl precedentemente (metodo delle maglie, dei nodi o dei ragli)
& quindi la soluzione di un sistema di equazioni lineari acoefficiemicompiessi.l-nqum
sti casi il diagramma delle tensioni e delle correnti del circiito nel plano dei fasori
pud essere ottenuto solo dopo aver-analizzato nel modo detto il circuico; tali- diagram-
mi sono ancora utili per mettere in evidenza le relazioni di ampiezza e di fase fra le

varie grandezze elettriche.

V.4.3 « Analisi del circuito a scala.

I circuito a scala,rappresentato in fig.V.4.10, & particolarmente
indicato per 'applicazione del metodo grafico di analisi, quando inte-
ressi il legame tenstone di uscita-tensione d'ingresso. [n questo caso
infatet & sufficiente supporre nota la tensione di uscita e risalire per via
grafica alla tensione d'ingresso. A questo scopo, posto V =1, si calco-
lano per via grafica i seguenti fasori (fig.V.4.11).

Im

Fig.V.4.11 -.Interpretazione
grafica delle (V.4.2).

(V.4.2)

<

il
<

.

N
=
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Tali fasori corrispondono alla teasione e alla corrente relative
alla sezione n-esima del circuito a scala (fig.V.4.10). Si pus ora proce-
dere al calcolo deila tensione e della corrente nella k-esima sezione a
partire da k=n-1 fino a k=1, procedendo dal fondo del circuito verso
la sezione iniziale. Il passo genetico di tale procedimento, illustrato in
fig.V.4.12, consiste nelle seguenti operazioni:

=1, +Y,V

(V.4.8) Vo=V, tZ, |

k-l

con k=n-1,n-2,...,2,1

SZi

Fig, ¥.4.12 - Interpretazione
grafica delle (V.4.2),

Tale procedimento permette di determinare tutte le tensioni e le
correnti del circuito, compresa la tensione del generatore che risulta pa-
ri alla tensione ¥, di fig.V.4.10; cioé si ha: '

(V.4.4) Vo= v,
: g

Potchié il talesls™s

V. =1, il valore di V. ottenuto tramite la (V.4.4) rappresenta in effet-
ti il rapporto ¥, /¥, . "Pertanto il valore effertivo di V, si ottiene divi-
dendo per questa quantita, determinata per via grafica, il fasore asse-
gnato deila tensione di ingresso!l),

Nelle figure V.4.14 viene risolto mediante il metodo grafico il
circuito a scala indicato in fig.V.4.13.

i |
1 2
P nd
A A V}N
+ +
Yy Y 2 v Fig.V.4.13 - Esempio di applica-
hCD 2o’ J u zione del metodo grafico per 1'a-

nalisi di Cirmijld a scala, I valo-
riosono in Y, 12,

{1} - Il metodo qui descritto ed in particolare le formule ricorrenti (V.4.3) costituiscos
no un procedimento molto efficiente per analisi automatica di circuiti a scala.

S SRS TAT S poneado T e T T u e —
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12
s
B
o]

<

\
N/ rs

a) - b

F1g.V.4.14 - Risciuzione grafica del circuiro di fig.V.4,13;
a) diagramma delle tensioni;
b) diagramma deile correnti.

5.+ Potenza ed.energia in regime permanente sinusoidaie.

L'analisi degli scambi di energia tra { componenti in regime per-
maneate sinusoidale richiede I'introduzione di grandezze opportune, in
quanto sia la potenza sia l'energia variano nel tempo, essendo le gran-
‘dezze elettriche presenti variabili sinusoidalmente nel tempo. Per le va-
rie applicazioni dei circuiti occorre avere a disposizione i mezzi per mi-
surare gli aspetti che pit-interessano, quali il valore medio dell'energia
fornita od asserbita, il valore medio dell energia scambiata con ghi ele-
menti accumulatori di energia. Nel presente paragrafo definiremo le gran-
dezze piii usate per raggiungere questi scopt, fornendo contemporanea-
mente le formule che le collegano ai fasori delie grandezze elettriche
presenti nel circuito.

V.5.1 - Espressione della potenzo istantanes in regime permanente.

Si consideri un bipole alimentato da un generatore (fig.V.5.1). Sup-
o 1Za pcrdi a d i ‘ s

che mpedenza dei
L\t} la {€hsivnd la

in fig.V.5.1) & noto che la potenza p(t
neratore al bipolo &:

~—
[o}
1
£
=
-
jav
,'.'.3
o

oo
,’.'.3
-
k2]
ot
)
=]
f‘?

(V.5.1) p(0) = () i)
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Tale quanttta che si misura in watt, viene detta ; ipotenza: istan-
itdned: assorbita dalbipolo.

In regime permaneate sinusoidale, le grandezze v(t) e i(r) hanno
entrambe andamento sinusoidale tsofrequenzzaie Dettataiila pulsazios
ne e:

(V.5.2) Vo=iVee i

v
i®
(V.5.3) b=le!
. + - . .
Fig.V,5.1 - Situazione considerata per GD | _819010 di
la definizione della potenza istanta- v ~ impedenza
nea. z

i fasori rispettivamente della tensione e della corrente, ricaviamo
un'espressione della potenza istantanes nella quale compaionoe in
modo esplicito i suddetti fasori. A tale scopo esprimiamo v{t) e i(t)
in funzione dei rispettivi fasori nel modo seguente:

1 jw ~jw
(V.5.4) oo == [v g0y et
. 1 jegt ¥ -jwt
(V.5.5) 1(;_)&7 (le + | e 01
Sostituendo le espressioni {V.5.4) e (V.5.5) nella (V.5.1} st ot-
tiene: :
p(t) m}g (v &0 F VTN [0 T

(V.5.6)

t V>\< * -120-’ ]

1 * * I 2w
= Y+ V1] 4+— [V1e 7 +
4{ ] 4{ e 0

Osservando che i termini ottenuti sono a due a due complessi co-
atugati, si ha:

(v.5.7
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“tipo sinusoidale con pulsazione uguale'a: 2y La(V.s. 7)cost1tuzsce it
punto di- partenza di tutte le considerazioni successwe Analizziamo in
dettaglio i due termini che la compongono,

V.5.2 -'Potenza attiva,

[i significato del termine costante delia potenza istantanea p(t),
si pud ottenere facilmente esplicitando |'espressione {V.5.7) nel modo
seguente:

1 1 :
(V.5.8) p(t) nge[Vf*} +?Vicos Qo +e +o)

Riportando in funzicne del tempo |'andamento di p(t) si ottiene .
un diagramma del dpo indicato in fig.V.5.2. Tale andamento mostra che
la potenza p(r) varia sinusoidalmente con pulsazione 2w  ed ha un va-
lore medio uguale al termine costante della (V.5.7), cioé:

a

(V.5.9) P m%—Re VI

plt)
( wazt)

4 NG e

Fig.V.5.2 - Andamento nel tempo della potenza istanzanea.

La potenza attiva implica quindi una media della potenza istantaneca da effet-

tearsi su un opportuno intervallo di tempo. A questo rigeardo occorre osservare che se
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Pintervallo di tempo in questione non & scelto bene, il valore medio risultante & diver-

so dalla potenza awiva. Due scelte tipiche che forniscono i risuleati voluti seno:

1) intervatlo di tempo uguale ad un multiplo intero N di semiperiodi delle grandezze e-

tettriche, Il valore medio della potenca istantanea é:

T T
_ 1 m 1 m £y ® 1
plo) = — p{g) de = — {*—Re[Vi}Jr”*VIcostcﬂ-Cp +@,) bde =
T T 2 2 Vot
m*Q0 m ()

(V.5.10)
N { =k] ) 1 Vi { L ) }
W-E-Re Vi +; W szn(ZwGTm-Hi}v'}-C?i)—sm((Pv‘f'q')i)
m

2 ey

Poiché per ipotesi T & uguale a N#/w,, N=1,2,3,... il contributo de! termi-
m 0
ne variabile della porenza istantanea € nello. Quindi il valore medio & in questo caso

proprio la potenza astiva;

2) intervollo di tempo infinitamente gronde, Il contributo del termine variabile delia po-

enza istantanea vale:

1 VI

(V.5.11) lim -
T ~w 2 2w T
0 m

m

(sin (2, T+ @, +9) = sinte, +93] =0

Percid anche in questo ¢aso il valore medio della potenza istantanea coincide

con ia potenza attiva,

E evidente che se si efferrua la media della potenza pi{z) su intervalli di tempo

che non rientrano nei due casi precedenti, si ottiene un valore medio differente da P_,

=potehé-tn-trle-caso-il-terminepariabile-dd-uncontributo-diverso-da zero:

L‘espreésione (V.5.9) detla potenza attiva P puo essere esplici-
tata in base alle espressioni (V.5.2) e (V.5.3) in modo che compaiano i
valori dei moduli e delle fasi di V ed 1. 8i ottiene:

(V:3.12) Pa =< Re [V 1= £ Re {Veﬁp" iejq)‘] == VIcos(g,- ¢

1
2

Detto ® l'angolo di sfasamento della tenstone rispetto alla cor-
rente:

{(V.5.13) Cbrcpv- @
si ha:

(V.5.14)
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La O‘uanuta cos@ ‘prende’ il ‘fiome < «'fanore':' potenza» 5i vede chiaramente
da questa espressione che la potenza attiva dipende in modo notevole dallo sfasamen-
to tra corrente ¢ tensione, In partxcolare pud accadere che anche con valori grandi del-
la tensione e della corrente si abbiano valori piccoli di potenza activa a causa di uno
sfasamento tra le due grandezze clettriche vicino a 90°. Tale constarazione é di for-
damentale imporianza nella trasmissione dell'energia clearica e rende chiara la neces-

sita dell'azione di «rifasamento» che si opera in tali casi (cfr. esempio V.5.3).

I.a presenza del coefficiente 2 nella (V.5.14) viene usualmente
‘resa superflua mediaate l'utilizzazione dei «wvealori efficacis delle gran-
dezze sinusoidali. Si definiscono come valori efficaci delia tensione e
della corrente le seguenti quantita;

1 1
(V.5.13) Vg ==V Lot = = 1
2 {z
In termini efficaci la potenza attiva assume la forma

(V.5.16) P,=V_I,cosd

Altre espressioni equivalenti della potenza attiva si ottengono,
tenendo conto del legame tra tensione € correnteimposto dal carico. Pre-
cisamente si ha:

L.
(V.5.17) P, m-z—Re (711" = R P2,

: 1 1
(V.5.18) P,=> Re [YVV']= T Re[Y] V2 =Re [Y] V2,

Da queste espressioni si deduce che la potenza attiva dipende
solo dalle parti reali dell'impedenza e dell'ammettenza.

inita ia prcccdcnza aon [oandee alduu ole-
meato di valutazione d I termine variabile nel tempo che appare nell'e-

spressione (V,5.7) della potenza istantanea. Occorre percid introdurre
ulteriori grandezze. Per raggiungere questo scopo & opportuno trasforma-
re preventivamente il termine suddetto, in modo che in esso compaia e--

splicitamente la potenza attiva, ciog:
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J,?,(ul

A2y iRyt e 20, ] =

(t)ﬂ—%Re[Vl }mé—Re [Vie

(V.5.19
2(1-‘01"‘2@ )

—~lR<~3f\f'ﬁc ]

avendo indicato con @, l'argomento. del fasore della corrente. La quanti-
ta p,(t) & di tipo sinusoidale con pulsazione 2w,; ad essa pud essere
associata la quantita:

1
(V.5.20) P =—Vi

La quantita P, prende il nome dispotenza complessa» e svolge un
ruolo importante nella caratterizzazione dei circuiti in regime permacen-
te sinusoidale, come vedremo successivamente. Il modulo di. P,, che
coincide con l'ampiezza della quaﬂmta p, (1), prende il nome: di «poten-
za apparentes € vale:

1
(v.s.21) P =—-Vi=YV

ap _2”

[

eff "eff

La potenza apparente, che si misura in voltampere, ha interesse in quei casi in
cui occorre conescere contemporaneamente 'ampiezza della censione e della corrente
per valutare globalmente 'impegno che ne deriva per 'apparecchiatura che si sta con-
sxderando Infatti in una macchina elettrica la complessita dell'isolamento e dei circui-

& proporzionale all'ampierza della tensione e la complessizd degli.avvolgiz

menti ¢ proporzionate all"ampiezza dela corrénte. PErcid in quests casso 1a potenza ap—
parente fornisce una misura della complessitd della macchina stessa, B interessante

osservare che la potenza apparente non & mai inferiore alla potenza attiva, cioé:

(V.5.22) P 2P

ap a

La (V.5.19) richiede la parte reale del prodotto dei due numeri
complessi P_ ed ei2@t+29, Quindi, coincide con la differenza del
prodotto delle loro partl reali ed il prodotto delle loro parti immagi-
narie, ciog:

p (0 = —2—-‘Re [vi® ]cos(2w0t~|~2fpi)
(V.5.23) .
~32- tm (V] sin(2e t+29)
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[ due termini in cui risulta suddivisa la parte variabile della po-
tenza istantanea hanno un sigaificato fisico preciso, anche se sono sta-
ti ottenuti soltanto per via analitica. Essi corrispondonoinfatti all'effet-
to di due cause distinte, che provocano la variabilita della potenza istan-
tanea: |' andamento sinusoidale delle grandezze elettriche e la presenza
deglt elementt immagazzinatori-di energia. Per separare t due effetsi &
sufficiente osservare che in assenza di elementi reartivi i due fasort V
ed | sarebbero in fase e quindi sarebbe presente solo il primo termine
della (V.5.23). Percia & del tucto naturale identificare tale primo termine
con I'efferto delia prima causa ed il secondo con |'effetto della seconda
causa. Osserviamo che quest’ultimo termine ha un'ampiezza pari a:

LI (vi™]
2

che coincide con l'ampiezza della parte immaginaria della potenza com-
plessa, definita nella (V.5.20). Tale parte lmmagmarta quindi, costitui-
sce una misura dello scambio cutigmic_u Con gu elementl Hm[idgd(.anci-

tori di energia e prende il nome di <potenza recttives, cios:

i 1 1
(V.5.24) Py m—éw Im[V1 ]—wszE sin (@, —{9)-_-2— V[sin@xVeﬁ.Ie&sinCI)

Esplicitando la (V.5.24) in funzione dell'impedenza o dell'am-

mettenza del bipolo si ha un'ulteriore conferma del legame della potenza
reattiva gon 0]1 elementi rr-'-arr!v1 infartd s1 ha:

1
Pp =~ Im [z} 2= Im [2] -1

(V.5.2%) )
PR m""’é"[m [Y] 'V2=‘Im [Y] ‘Vegff

L'unita di misura usata per la potenza reattiva & il var (volt ampere renttivi;
multiplo: kilovar). Noa si usa quindi il wazt, in quanzo si trazea di una poteénza solsanto
scambiata e non utilizzata.

E importante notare che tra le varie grandezze introdotte esiste
un legame molto semplice, come si deduce dalle (V.5.20), (V.5. 14) e
{V.5.24), cioeé:

(V.5.26) P, =P +jP,
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Inoltre la potenza apparente & semplicemente il modulo del faso-
re P_. Queste relazioni sono ricavabili in modo immediato nel piano dei-
le potenze complesse, come si deduce dalla fig.V.5.3.

{var}

Fig.V.5.3 - Legame tra potenza com- -
plessa, poteniza attiva ¢ potenza reat-
tva, La potenza apparente coincide
con la lunghezza del segmento QA,

{watr)

Esempio V.5.1,
Dato i} cireuito di fig.V.5.4, determinare le potenze attiva, reattiva, complessa,

apporente entranti nel bipole.

R
VATAY
Fig.V.5.4 - Circuito considerato nell'e- 1t
sempio V.5.1. I valori dei componenti VGD | L
sono: V=100, R=3, L=2, w,=2 (V, [},
H, rad/ sec).

Dalt'equazione di equilibric deil'unica magiia presente, si har

- g5 T0v93

il 5

v joc 100 g L
) T2ET 16 =0 g AT ds

R+ j&)bi_ I+i4 25
In base alle definizioni precedenti si ha;

1 ®
P =—RelVI ) =600 want
3 .z

1 EY

P = —Im[V1 ] = 800 VAR
2

P, =P _+jP_ =600+i800

1
P = VI = 1000 voltampere
ap 2 .
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Tra le quantita precedenti esiste il legame mostrato in fig. V.5.5.

(var) PR

8O0
Fig.V.5.5 - Rappresentazione delle po-
tenze attiva, reattiva ¢ complessa per
il circuito dell’'esempio V.5.1,

- pa
(watr)

600

Appiicando la formula (V.5.8) si ottiene |'espressione della potenza istaticanea

plt):

1 - 1
pl)y = — Re [VI ] + — VI cos(2at+ @ + Q) =
2 ] 2 v 1

T

A

1
=3 Re [100(12+716)] + = 100 20 cos(4t-0,93) = 600+1000 cos(4t-0,93) wart
2

L'zndamento nel tempo di tale potenza istancanea p{t) & riportato nella fig. V.5.6.
Dall'esame di questa figura si vede chiaramente che:

P = 600 watt .

a

p(t}

(wate)
1600.-

Fig.V.5.6 - Andamento della potenza istantanea: p{t) =600 + 1000 cos{4r- 0,93).

Il termine variabile della potenza istancanea pud essere ulteriormente suddiviso come

indicato neila (V.5.23), cicé:
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* 1 *
—~ Re [v 1 ] cos(4t- 1,86) -'*;-Im [vi Isin(4c-1,36) =

i

pV(c}
600 cos(4t- 1,86) - BOO sin(4¢- 1,86)

#

f.a p (t) € perciéd uguale alla somma di due sinusoidi, la prima di ampiezza pari a

600, la seconda di ampiezza pari a 800. Tenendo conto del termine costante, si ottiene la

seguente espressione della potenza istantanea:

p(0) = 600 L1 4 cos(4t- 1,86}] - 80O sin(4t - 1,86)
Il primo termine rappresenta la potenza dissipata sulla parre reale  dell'impedenza
rappresenia ia potenza

{cioe la resistenza R). H secondo termine, la cui ampiezza & 800,
scambiata tra il generatore ¢ la parre immaginaria dell'impedenza (cicé la reartanza mOL).

L'andamento di tali termini & riportaro in fig.V.5.7.
{wats) plo)

600 [14 cos(4e-1,86) ]

1200 .

767 800 _|

-BG0 sin{4c- 1,86)

Fig.V.5.7 - Andamento delle potenze istancanee applicate al resistore ed ali'in-

duttore del circuito di fig.V.9.4.

V.5.4 - Conservazione della potenza complessa.
E stato messo in evidenza nel $1.10.5 che i circuiti a costanti
concentrate soddisfano al principio fondamentale di conservazione della

energia, come conseguenza delle leggi di Kirchhoff. Di conseguenza an-
che in regime permanente sinusoidale vale la seguente proprieta:
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Propriets V.5.1~ «in ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, la
somma delle potenze istantanee pi(f) assorbite da tutti | bipoH(” pre-
senti ¢ uguale a zero, ciog:

' N
(V.5.27) 3 p(t) =0
. iml]
dove N & il numero dei bipoli che compongena il circuito, inclusi i ge-

'

neratori indipendentis,

Nel caso del regime permanente abbiamo visto che & opportuno
utilizzare al posto della potenza istantanea, altre grandezze qualila po-
tenza complessa, la potenza attiva, la potenza reattiva e la potenza ap-
parente. E quindi naturale domandarci se sia possibileé o meno estende-
dere la proprieta V.5.1 a queste grandezze. La risposta a tale domanda
¢ data dalia seguente proprieta:

Proprietd ¥.5.2 ~ ol ogni circuite, in regime permunenie sinusoidule,
fa somma delle potenze complesse P_; assorbite da futti i bipolipresen-
ti é vguale a zero, civé:

P. =0

1 33

[ -4

{V.5.28)

i
dove N e il numero dei bipoli costituenti il circuitos.

Tale proprieta & la traduzione in termini di potenza complessa della
proprieta V.3.1.

Dalia proprieta V.5.2 si deduce che anche le potenze attiva e
reattiva soddisfano al principio di conservazione. Per vedere cid & suf-
ficieate ricordare la (V.5.26), in base alla quale si derivanc le seguenti
proprieta:

Proprieta ¥.5.3 -~ «ln ogni circuito, in regime permanente sinusoidale,
la somma delle potenze attive P,; assorbite da tutti | bipofli presentié
uguale o zero, ciod: ' :

(Y B D0
VY el Tai

Y -
v}
|
[n]

(1) - L'ipotesi che giano presenti nel circuito solo bipoli non & restrittive, in quanto’
come vedremo nel gVI.IO.Z, ogni componente a due porte & sostituibile con un circuito
equivalente costituito da bipolr. i
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Proprieta ¥Y.5.4 - «In ogni circuifo, in regime permanente sinusoidale,
la somma delle patenze reattive PRi assorbite da tutti | bipoli present]
¢ uguale a zero, cios: '

(V.5.80)

_ Le proprieta dimostrate nel presente paragrafo mettonoin eviden-
za che & possibile trattare le potenze complessa, attiva e reattiva come
fossero potenze istantanee ed effettuare per ciascuna di esse i bilanci
energetici nel circuito considerato. Qccorre notare che una proprietd a-
naloga non vale per la potenza apparente, in quanto nella sua definizio-
ne interviene ['operazione di modulo, che non & lineare.

Esempio V.5.2.

Verificare lo conservazione delle potenze attive e reattive per il cireuito di fi-
gura ¥.5.8.

R _ R
D 1 @ 2 4+
.i.

Fig.V.5.8 - Circuito conside- vV } NAAY &)
rato neil'esempio V.5.2. [ va-
lori dei componenti seno! + + +
Ve =64 , Vygm-1-27 , Vo Dy e E RO

[ B . L g2
Riy=Rg=R=1, L=1, -

wg =2 (V,Q, H, rad/sec).

Sostituendo [ valori numerici si ha:

S+j-E ==,

1
= (5 + E( 2+~;_~)+1+2ij
i

- E-1-2j ==,

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica, 20
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I.a seluzione é:

E=2, Iglﬂ"*?w".j, ]g"2=3+2j (v, &)

Si ottengono quindi i seguenti valori per [e tensioni e le correnti applicate a

ciascun componente:

Va T3t b =7 301
Var =345 Iy = 3+
VL o=2 o=~ (v, &)
Vo ==3-2j ¢ Tpo =~ 3-2i
Ve = 1-2i5 Ly =3+2]

In fig.V.5.9 sono riportati 1 diagrammi vettoriali del fasori relativi alie tensioni
ed alle correnti del ciréuico. Le potenze attive e reattive assorbite da ciascun compo-

nente sono le seguenti:

Generatore \lﬁgi : Pal ==-8 ; PRI = 1
Resistore RI : Paz =5 5 pRZ =0
Induttore : Pa3 =0 pﬂ3 =1 (watt, var}
e . SR . -
Resistore R:z : 534 6,5; PIM 0
Generatore ng : Pas =35 PRS =2
im 4
Im @ i IR IL
Vel
l
@ Yme g, _ o Re
£ ()]
Ve Yae .
@ ‘ N

Fig.V.5.9- Fasori delle tensioni e delle correnti del circuito di fig.V.5.8(V, A),

Si verifica immediatamente che la somma delle potenze attive e reattive é ugnale
a zero. In fig-V.5.10 & riportato infine il diagramma delle porenze complesse per il cir
cuito in esame (accanto ad ogni vettore & indicato il componente che assorbe la poten-
za corrispondente). Si vede chiaramente che | fasori di tali potenze costituiscono i lati

di una poligonale chiusa,
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(var)4 P
R, .
Ry L ] ____21' |
P r——— s
-8 -3

(wate)

Fig.V.5.10- Diagramma delie potenze complesse assorbite dai bipoli costituenti
il circuito di fig. V.5.8.

V.5.5 - Espressiane esplicita della potenza attiva e reattiva assorbita
dai componentidi un circuito,

Le grandezze introdotte in precedenza per caratterizzare la po-
tenza in regime permanente sinusoidale assumono una forma caratteristi-
ca nel caso dei componenti tipici del circuito, quali il resistore, il con-
densatore, !'induttore, il crasformatoré ideale ed il giratore tdeaie Fsa-
miniamo ia dettaglio tali componeati nel presente paragrafo. Per quanto
riguarda gli aleri componeati, & immediato rendersi conto che sia la po-
tenza complessa, sia ia poten'z'a attiva, sia la potenza reattiva possono
assumere qualuasz valore per i componenti del tipo generatori indipen-
deati, generatori controllati, nullori. Tali componenti verranno percis nel
seguito indicati come s componenti energeticamente inde finitis.

a) Resistore,

St constderi un resistore di resistenza R in regime permanente
sinusoidale. Detti V ed 1 i fasori della tensione e della corrente, la
potenza istantanea p(t) assume la seguente espresstone in base alla

{(V.5.8):

(V.5.31) p(t) = = R 12 [1+cos(Quw it + 29 )]

1
2

ed ha quindi 'andamento riportato in fig. V.5.11.
La potenza complessa P_ assume la seguente forma:

i ® 1 i '2
(V.5.32) P=—VI =_-RI?Z=—-GV
c 2 2 2
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(watt) 4 ()

1.
5 RI¥(1+cos20,)
7

Fig.V.5.11 - Andamento delia potenza istantanea assorbita da un resistore di
resistenza R. .

i{sec)

Essendo la potenza complessa puramente reale, si deduce che la
potenza attiva P_ vale:

RIZ =1

{V.5.33) P = =
2

L GV? = RIZ = GV?
a 2 - off eff

e che la potenza reattiva P, & nulla cioé!

(V.5.34) P, =0

A volte si indica con il simbolo F_, il valore delia potenza me-
dia dissipata nel resistore di resistenza R,, facente parte di un circuito.
Dalla (V.5.33) si ottiene:

1.
(V.5.35) Fmi = B Ri 12
b} Indutiore.

St consideri un induttore di induttanza L in regime | permanente -
sinusoidale. Detti V ed 11 fasori della tensione e della corrente, la po-
tenza istantanea p(t) assume la seguente forma, inbase alla (V.5.8):

f o . o ] i - / N
plt) =— Re lJew LIl +—2—w01,1~coskzw0c+2q:\i+ ~2—) =

(V.5.36)

o T
“, L[”cos(2w0t+2(¢)i %5>

ed ha quindi !'andamento riportato in fig.\;",S,12.




v Analisi in regime permanente 309

p(c}
{ wacr)

-jl)-wGlesinZCﬂ //\ //\\ I—w L2
t(sec)
\/ \/ \/I 74
7 “

Fig.¥.512 - Andamento della potenza istantanea assorbita da us induttore
di induttanza ..

La potenza complessa P_ assume la segueate forma:

' 1. 1
(V.5.37) o P = 5 Ve 5 Li?
Essendo la potenza comples$sa immaginaria pura, si ottiene il ri-

N

sultato che la potenza attiva P & uguale a zero:

(V.5.38) P =

a

e che la potenza reattiva P, &uguale a:

' 3
— 2
(V539) pﬂ = E C‘JOL I

~La-potenzareattiva g una misuradepl T scambi-dr snersia esn 1

compoaenti reattivi. Nell'ambito dell’induttore & intuitivo che la potenza
reattiva sia legara in qualche modo con l'energia immagazzinatain esso:
ciog a:

(V.5.40) £ = % L i%{1)

Per individuare questo legame calcoliamo il valore medio di que-
sta energia istantanea, usando come intervallo di tempo su cui effetrua-
re la media lo stesso visto nel caso della potenza attiva. Si ha:

£ lfﬂrmlt'zmdc Liz fo 2w t+)d
£) = v e I t = COsS“{ .t A =
Tod, 27 2T J, ot

m

i

(V.5.41) €

1/4 L1?




310 . Analisi in regime permanente : v

Confrontando la (V.5.89) con la (V.5.41) si ottiene la .seguente
proprieta: '

Proprieta V.5.5 - «La potenza recitiva assorbito do un induttore di in-
duttanza L & vguale a:

(V.5.42) | Pp=2w &

avendo indicato con 8’L. I'energia medio immagazzinata nell'indutfores,

a) Condensatore.

Si counsideri ua condensatore di capacita C in regime permanen-
te sinusoidale, Detti V ed | i fasori della tensione e della corrente, la
potenza istantanea p(t) assume la seguente forma, in base alla (V.5.8):

~
L/

(V.5.43 )wlR L CV?] ! cv? ( W)—!
.5.43)  p(t =3 e [, +—2—w(} cos\2w0t+2cpu~i~-- =

1 2 T
mgwncv cos<2w0t+2tpv+w§~)

ed ha quindi ' andamento riportato in fig. V.5.13.

plo)
{wate)

1  — v — — m———— — — e —
wm iy CV2sin2 = 1
R AN
-
1 5 {sec)
. ?wDCV

Fig.V.5.13 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un condensatore
di capacita C.

La potenza complessa P_assume la seguente forma:

L * o1
(V.5.44) P o= — VI =-;-2—w0(:v2

Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri-
sultato che la potenza attiva P_ & uguale a zero:
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(V.5.45) P =10
¢ che la potenza reattiva P, & uguale a:

1
(V.5.486) . Pp=- 5 cv?

Si noti che nel condensatore la potenza reattiva assume ia ogat
caso un valore negativo, a differenza dell'induttore,dove la potenza reat-
tiva & sempre positiva.

La.potenza reattiva nel condensatore & legata all'energia media
immagazzinata in esso, analogamente a quello che accade per 1'indutto-
re. Calcoliamo I’energia media in questione; si ha, utilizzando un inter-
vallo di tempo su cui effettuare la media, scelto come nel caso della po-
tenza atfl\’&

T,

cos?(wyt+y Ydr=

i

C

‘ T
: & i 1 "1 cv?
(V.5.47) £ E(t) = ——mf — Cvinydr=

rI.m ] 2 2Tm

1

= - CV?2

4

Confrontando la (V.5.47) con la (V.5.46), si ottiene la seguente

proprieta:

Proprieta ¥.5.6 ~ «La potenza reattiva assorbita da un condensatore di

ST 1 NCTCTR Y, N a8 uguafe o

(V.5.48) Py=-2w, £,

avendo indicate con 8{: 'energia medie immagazzinata nel condensata-
re.

d} trosfarmatore ideale.
In base alle reiazionl costitutive;
v o= av

(V.5.49) | !
i, = - iz/n

2

il trasformatore ideale non assorbe potenza istantanea, come gia messo
in evidenza nella (1.9.8). Analogameunte, utahzzando le (V.5.49) scritte
nel dominio dei fasori, si ba:
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I © % 1 i
| (V.5.50) Pc :?Vl fl‘l'—z* V2 12

i

1 1 .
—v "+ —qv (—-I— 1*>=0
p) i 2 I

Vale quindi la seguente proprieta:
]
Proprietd V.5.7 - «Un trasformotore ideale non ossorbe sio o potenza
istantanea sio la potenza comp lesso sia lo potenza attiva sje la paten-
za reattiva s,

e) giratore ideale.

In base alle relazioni costitutive:

(V.5.51) v =-Ryi, 5 v,=R,i

il giratore ideale non assorbe potenza istantanea, come gia messo in e-
videnza nella {[.9.10). Per quanto riguarda la potenza complessa si ha,
utilizzando le (V.5.51) nel dominio det tasori:

wi ] 1 ® 1 Lk 1 * [
Poe sV v =Vl === Ryl I+ = Ry 1 T=jim [R

(V.5.52)

#*
2 !l 12]

Quindi vale la seguente proprieti:

Proprietd V.5.8 - «Un giratore ideale non assorbe né potenza istantanea
né potenze attiva. La potenza reattiva é data da:

(V.5.53) Pp=Im [Ry 1) 1",

é la resistenza di girozione ed 1, ed |, sono i fasori delle

in cui Ro N

correnti entrantis,

V.5.6 - Bilancio energetico di un circyito,

Si consaden un circuito costituito da componenm energeticamen-
ot daflmies £ Armrr trAie
P S LT E!
sistori, condensatori, induttort, trasformatori e giratori ideali. In base
alla proprieta V.5.2 (conservazione della potenzacomplessa)si pud scri-

VEre:

e A 3 o - contre l‘ﬁ"‘ nulln-“\ e
il k&\.&;\-tut.v‘g WG pTaLon, &l.'u\..xuuvl.s COUITCLene, DMLLSTL,, TT

N Mg N N N
v.esn 3 P = 3 pfily 5 PGLi + 5 POl 5 p©

1-»1 i=1 i=1 i=p © i=1 ¢
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dove: ,
Ng & il numero deil componenti energeticamente indefiniti;

Pc{gi’ ¢ la potenza complessa erogata dall’i-esimo componente energeti-
camente indefinito;

Ny &1l aumero dei resistori;

(i) o . . . .
P. "' & la potenza complessa assorbita dall'i-esimo resistore;

N, & il numero degli induttori;

L

(L ) . . . .
PCL‘ ¢ la potenza complessa assorbita dall'i-esimo induttore;
N @il numero dei condeasatori;
) ' : . .
PCC' ¢ la potenza complessa assorbita dall'i-esimo condensatore;
N. ¢il numero dei giratori ideali;
Gy oy . . . .
P "% & la potenza complessa assorbita dall'i-esimo giratore.
Ricordando 1'espressione (V.5.35), si ha;
Ng N Ng
(R;) o 2
(V.5.55) P V=3 RI[!=Z2F
' [ . JE . mi
i=1 i=12 i=1

Tale potenza complessa, assorbita da tutti i resistori del circuitq
& una quantiti reale,
‘ Ricordando {'espressione (V.5.42), si ha:

N1, (L. . Np, —
(V.5.56) PN = j2w, & E

i=1 © i=p

Tale potenza complessa, assorbita da tutti gli induttori del cir-
cutto, & una quantiti immaginaria pura.
Ricordando 'espressione (V.5.48) si ha:

' Ne Ne
;) . &
(V.5.57) P =-j2w, ZE
. = g

= i=1

Tale potenza complessa, assorbita‘da tutti i condensatori del ¢ir-
cutto, & una quantitd immaginaria pura,

Scindendo il bilancio della potenza complessalV.5.54) nella
parte reale ed immaginaria, si ottiene, tenendo conto delle (V.5.55),
(V.5.56), (V.5.57) e (V.5.53):
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Ng

(V.5.58) Z pgl = F .

i=1 i=1 ™!

N N ' .

Eogp G (G N - Ne o

(V.5.59) TP, - I Py = 2w z g,. -2 &

. . i . C;

jal i=1 i=1 1

(Ei) ’

dove P, &la potenza acuva erogata dall'i-esimo componente energe-
ticamente zndefmtto Pg’ ¢ la potenza reattiva erogata dallo stesso
componeate; Py i) g g potenza reattiva assorbita dall'i-esimo giratore.

Le due espressioni (V.5.58) e (V.5.59) rappresentanc i bilanci
energetici che si possono effettuare in v circuito in regime perma-
nente sinusoidale. Esse equivalgono alle seguenti proprieta:

Proprieta V.5.9 - «In ogni circuifo in reqgime permanente sinuscidale, la
somma delle potenze agttive erogate da tutti i componenti energeficamen-
te indefiniti é voguole alle somma delle potenze medise oscarbita da fut
i resistori presenti».

Corollari de”a propr:em V.5.9 sono le seguenti formule:

=2

(g}

1

P >0 per i circuiti con perdite

=

{V.5.60)

8 M
=

=
"

{V.5.61)

=0 per-i circuiti senza perdite

i M
T

o

Proprieta V.5.10 - «In ogni circuito in regime permanenfe sinusoidale,
la somma delle potenze reaftive erogafe da futti i componenti energeti-
camente indefiniti e dai giratori & legata, framite l'espressione (V.5.59),
alla somma delle energie medie immagezzinate negli induttori ed alla
somma delle energie medie immagazzinate nei condensatoris.

St noti che il segno della potenza reattiva globalmente erogarta
Aot nnr—vﬂnﬂ—\'—l-: e P A SN, [ A PP d = Aalla
Wzl i) jli)\)licllLi ChiCr 5LL{\.61111L11L\.. KIJ\ACLLILLLL [ L.{Gll Elhdtull i.i)l.-lluc il il
prevalenza o meno deli’energia totaie media di tipo magnetico rispetto a
yuella wiate media di ipo cleiiico, 56 pud avere  un valore nuilo
per la potenza reattiva totale quando nop sono presenti componenti reat-
tivi, ovvero quando 1 due tipt di energia totale media si bilanciano esat-

tamente,




v Analisi in regime permanente 315

V.5.7 - Problema del ritasamento di un carico reattivo.

Il problema pud essere descritto chiaramente mediante un
esempio.

Esempio ¥,5.3.

Assegnato il circuito di fig.V.5.14, determinare il valore della capacita C, in
modo che risulti nulla (se possibile) la potenza reattiva erogata dal generatore, Effet-

tuare inoltre il bilencio energetico del circuito.

vy -

Fig.V.5.14 - Circuito conside:ato nell'esempio V.3.3. I valort del componenti
sono: R, =100,R =10, wOL = 10, wy = 314 (f), rad/sec).

Risolviamo il problema con il metodo grafico, utilizzando il procedimento de-
scricto nel § V.4.5. Poniamo a questo scopo | =1 A e riportiamo tale valore sul dia-
gramma delle correnti (fig, V.5.15). Sul diagramma delle tensioni (fig.V.5.16) deriviamo
fa posizione dei vertori ¥, ¥ e V.. 5ipud quindi ottenere, sul diagramma delle cor-
renti, la direzione che dovra avere la corrente | "che percorre il condensatore. Tale
direzione deve essere tale da formare un angolo di 90° in anticipo dspetro alla direzio-
me di Y,

=T ey i

1 T Re Vo 100 Re

Fig.¥.5.15 - Diagramma dellie correnti del
circuito di fig.V.5.14. Le correnti sono in
ampere.

Fig.V.5.16 - Diagramma delie tensioni
del circuito di fig.V.5.14. Le tensioni
sone in volt.

La corrente lc’ sommata alla corrente !u, fornisce la correate erogata dal ge-

neratore Eg. Non & nota a priori, tutravia, 'ampiezza dellz corrence los poiché & inco-

gnita la capacita C, Tale incognita viene determinata imponendo che i1 generacore di

tensione non eroghi potenza reastiva. A questo scopo occorre che | sia rale chela cor-

rente |

formi un angole nulle con la direzione della tensione V_. Tale scelea & indi-

caza in fig.V.5.17, dove & mostrato il diagramma complero delle cotrend.
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Fié.V.S.!? - Determinazione della
correate | .. ! |

In fig.V.5.18 € riportato il diagramma completo delle tensioni. Si noti che a pa-

la scelta effettuata per la corrente dei condensatore | & tale da rendere mi-

cica di |
i
nimo i} valore del meduio della corrente lg che scorre nel generatore e nella resisten-
za R .
£
Im "
Fig.¥.5.18 - Determinazione della ten-
sione Vg . Y. YRy
YL
= ::JO(} Re

It valore della capacitd C pud essere determinato sia per via analitica sia per -

via grafica. Usando il metodo grafico si ha da fig.V.5.17

I o= [u sin® = sin @

<

I alura parte dalla §ig.V.5.16 si ottiene:

_ Yoo
VL. = V. sin® tagP = — 5 — =0,1 ; $ = 0,099
v 100
u
che equivale a:
fc sin® @
0 = sin®- =
wOC wo(‘;
il valore detla capacita & dungue;
sinZ P
== = 3,133 uF
14 “y

Procedendo per via analitica, tenendo conto che il generatore non deve erogare

potenza reattiva, si deve avere per la proprietda V.5.10:;
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dove:
. . 1

é l'energia media immagazzinata sotto forma magnetica nell'induttore e:
. :

o 1
_ & 2
Ecmécvc

& {'energia media immagazzinata soto forma elewrica nel condensatore. Si ha quin-

diz .
2
I
C= L —
V‘Z
C

)

Sostitwendo | valori numeriel si ottiene il valore precedente, ciod:

10 1
C = = 3,153 uF

M 1002+ 104

Per completare il bilancio energetico occorre verificare 1'uguaglianza tra la po-
P 1 B p

tenza attiva erogata dal generatore e la somma delle potenze medie dissipate nel resi-

storl. Si ottiene:

L1 EEEETETY9957A

a

Inoltre da fig. V.5.18, si ha:.

Vo=V tLR = \ 1002 + 102 + 100,995 = 110,45 v

8
Quindi si ottiene per la potenza attiva erogata dal generatore:

"

L
PY = v I = 54,95 wau
> BB

Risulta quindi verificaco il bilancio delle potenze attive.
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[i problema trattato nel presente esempio prende il nome di
problema del rifasamento di un circuito reattive. Tale problema si
incontra molto spesso nelle applicazioni tecniche. In tal ¢aso i bipoli
R, ed L rappresentano il carico dove, accanto ad un ‘elemento
resistivo ¢'é anche un elemento induttivo, per cui alla potenza attiva
& sempre associata anche una potenza reattiva. Se non fosse presente
il condensatore C, tale potenza reattiva dovrebbe essere fornita dal
generatore. Cio darebbe luoge ad un aumento delle perdite sulla
resistenza Rg, che rappresenta la resistenza interna del generatore
stesso e le perdite deila linea che serve a irasportare l'energia dal
generatore al carico. La presenza del condensatore C evita Veroga-
zione di potenza reattiva da parte del generatore, minimizzando in
guesto modo, a parithd di potenza attiva fornita al carico, il modulo
della corrente 1, che scorre lungo ia linea e quindi diminuendo le
perdite lungo la linea stessa.

V.6 - Regime permanente in presenza di grandezze elettriche di
tipo non sinuscidale,

Quanto detto net paragrafi precedenti si riferisce al caso in cui
le grandezze elettriche impresse varino sinusoidalmente nel tempo e sia-
no isofrequenziali. Nei limici di validita del metodo dei fasori, 'analist
viene effettuata considerando al posto di tutte le grandezze elettriche i
relativi fasori e quindi procedendo con tecniche del tutto simili a quelle
usate nel caso del cap.ll pert circuiti reststivi. Tale sempliticazione
netla trattazione dell'analisi in regime permanente & tuttavialimitata so-
lo al caso visto. Quando sono presenti eccitazioni sinusoidali non iso-
frequenziali oppure eccitazioni periodiche qualsiasi oppure, ancora pid
in generale, eccitazioni di tipo aperiodico, occorre procedere in modo di-
verso per ricavare la risposta permaneate. Le osservazioni fondamentali
su cui & basato tl procedimento di analisi in questo caso sono tre:

1) un'eccitazione periodica non sinusoidale & sviluppabile in una serie
di funziont sinusoidali di frequenza multipla della propria frequenza (svi-
luppo in serie di Fourier);

2) un'eccitazione non periodica & sviluppabile in una serie infinita di
funzioni sinusoidali di ogni frequenza possibile (sviluppo nell’integrale
di Fourier);

3} in un circiito lineare {'effetto di pilt eccitazioni coiacide conla som-

ma degli effetti delle singole eccitazioni,considerate come se agissero
da sole (principio di sovrapposizione degli effetci).
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La conseguenza immediata della prima e della seconda osserva-
zione & che possiamo limitare la nostra attenzione solo al caso in cui le
eccitazioni presentt siano di tipo sinusoidale. La terza osservazione,
invece, suggerisce di procedere a passi successivi, suddividendo preli-
minarmente le eccitazioni presenti in gruppi isofrequenziali, quindi de-
terminando con il metodo dei fasori ['effetto di ciascuno di essi ed infi-
ne sommando questi effetti per ottenere il risultato voluto. Il metodo ri-
sultante pud essere schematizzato operativamente come segue:

Metodo di analisi in regime permanente in presenza di eccitezioni sinu-
soidali di frequenza diversa.

1} Raggruppare le eccitazioni di uguale frequenza. [ gruppi siano in to;

tale N, caratterizzati dalle frequenze LT R e

2) Disattivare tutti i gruppi di eccitazioni con ['esclusione del primo;

cié implica il corto-circuito per i generatori indipendenti di tensione ed
tl circuito aperto per quelli di corrente di frequenza diversa da £

3) Applicare al circuito cosi ottenuto il metodo dei fasori, tenendo pre-
sente che la pulsazione & w, =27f,. Determinare la grandezza elettri-
ca tncognita e quindi calcolare la sua espressione in funzione del tem-
po, cioé: '

(V.6.1) u, (1) = Ulcos{wltdvcpi)

4).R 1 petere. lp A8SL. A -3 up elotl-derslimo— £ puﬁppe — = N’_ dis at =

?
vando tutti gli aleri gruppi. Si ottiene per fa grandezza d'interesse !'e-
spressione:

(V.6.2) u, (0) = u, cos(wkc+£pk}

3) L.a soluzione del problema d'analisi &:

’

M=z

(V.6.3) uft) =

il

; lUk cos(wakt + @)

Il metodo precedente & applicabile sia nel caso che le varie ec-
citazioni siano gii assegnate in forma sinusoidale sia nel caso che oc-
corra preventivamente svilupparle in componenti di questo tipo, come nel
caso di funzioni periodiche (§ V.6.2) ed aperiodiche (§ V.6.3).
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Esempio V.6.1.
Determinare {'espressione della tensione v (?) in regime permonente nel cir-

coite di fig. V.6.1.

- +
Vgg(t) CD ?igl{t) C o L

Fig.V.4. 'I - Circuico considerato nell'esempio V.6.1. T valori del componenti
sono: R =1, C=1, L=1, =2 cos(2¢}, v wcos(1,5c+ 7/3),1

=1,5 cos (0, §c+43/3w) ©LF V.8,

Passo 1. | gruppi di eccitazionl presenti sono tre, ciascuno contenente un solo genera-

tore, L.e pulsazioni implicate sono:

Passo 2. Disattivando tutti i generatori, esclusi guelli de! primo gruppo, si ha il
cireuito di fig.V.6.Za, che nel dominio dei fasori & equivaleate a quello di

£ T oo tn pgunonin 'iads a P | o marotor i 5 i 3
fig. V.8.2b, in guanis Uindutiore & {n perallcle al generatore &i tensione 2 guindi

non influisce sulla tensione del condensatore. I valore della tensione incognita &:

vl o 1/2] 2 = 6 . f_ o 0,9273
© o 1/2) +2/3 3447 5

| 2/3
VAVAY : YATAY,
(R +R,)R, . J R
{r)
[

Ly
i

R «+R +R o 1) L. (1}
é =V, (o) 2(] fromer Vc

Q-(-
e

(3%
H

A T
ajy . )

Fig.V.6.2 - Circuito che si otriene nel passo 2 da quello di fig.V.6. L

Percid 'espressione nel tempo &:

1,2 cos(2¢ - 0,9273)

il

SO
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Passo 3. Facciamo agire i generatori del secondo gruppo. Si ha il circuito di
fig.V.6.3a, che nel dominio dai fasori & equivalente a quelle di fig.V.8.3b, in
quanate l'induttore non influisce sulla tensione del condensatore. Il valore dalla

tensione incognita e

1
e o
, -
vi2 o JL5%0,5 e 8 zﬁ L2
] 1 . 3

——t 1
PiL3+0.5

AA S
Ry + +
. - (2}
RtRe CFF L OMES = v
a} b)

Fig.V¥.6.3 - Circuito che si ottiene nel passo 3 da quelio di fig.V.G. 1.

Percid l'espressione nel tempo &:

2 7
v{z)(t) ﬂf—ces (l,ﬁci‘w—wﬁ
¢ 3 12

'
Passo 4. Facciamo agire i -generatori del terzo gruppe. Si ha il cireuite di

fig.V.6.48, che nel dominio dei fasori ¢ equivalente a quelle di fig.V.6.4b, in
guanto lindutiore non influisce sulla tensione del condensatore. Il valore della

lensione iacughita ¢
o
VORI Lse? = 0,4743 el 3867
< ——-1—_— ,
0,55+ 1

R el o CT R, E315¢°3 L == v

a) ) b)
Fig.V.6.4 - Circuito che si ottiene nel passo 4 da quello di fig.V.6.1
Percid "espressione nel tempo é:

vés)(r) = 0,4743 * cos (0,5t + 3,8670)

G; MARTINELLI-M. SALERNO: Foridementi di Elettrotecnica, 21
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Passe 5, La seluzione cercata é&;

ﬁ

o L
v (= 1,2cos{2¢ -0,9473) +7 cos (1,5_[_+ m§)+ 0,4743cos (0,51 4 3,867)
1

La presenza di eccitazioni noa sinusoidali, in regime permanen-
te, oltre alla necessita di avere a disposizione un merodo di analist, ri-
chiede la caratterizzazione dei fenomeni di scambio energetico median-
te grandezze globali appropriate, analogamente a quanto fatto nel caso
sinusoidale. E opportuno precisare che nel caso presente, ['unica gran-
dezza correntemente usata & la potenza attiva, definita come media di
quella istantanea. L'intervalle di tempo su cui effettvare la media va
scelto in modo compatibile con quanto fatto nel §V.5.2 nel caso sinusoi-
dale. Dall'esame deli'influenza dell'intervallo in questione st vede chia-
ramente che l'unica possibilitd valida in generale & quella di una lua-
ghezza molto grande, al limite infinita, per tale intervallo. Infatti solo
tale scelta @ compatibile con grandezize sinusoidali aventi periodi non
commeasurabili tra di loro. Nel caso particolare che le grandezze si-
nusoidali abbiano periodi commensurabili, allora evidentemente & pos-
sibile scegliere l'intervallo coincidente con il minimo comune multiplo
di tali periodi od un multiplo intero di tale quantita. Valgono percid le
segueati definizioni della potenza attiva:

Definizione V.6.1 — «Si definisce come potenza attiva in regime permo-
nente in presenza di eccitazioni sinuseidali, aventi periodi commensu-
rabili tra loro, il valore medio dells potenze istantaneo celcolote su un
intervallo di tempo coincidente o con il minimo comune muitiplo dei pe-
riodi di futte le eccitazioni sinusoidali presenti o can un multiplo inte-
ro di tale quantitanr.

Definizione V.6.2 — «5i definisce come pofenza attive in regime perma-
nente in presenza di eccitezioni sinusoidali qualsiasi, il valore medio
della potenza istontanea calcolato su un intervallo ditempo infinitamen-
te lungo».

La potenza attiva, cosi definita, gode di proprietd assaiutili nel-
le applicazioni, che considereremo in detraglio di seguito.

V.6.1 - Proprietd della potenza attiva in regime permanente non sinusoi-
dale,

Nel caso del regime permanente in cui siano presenti eccitazio-
ni sinusoidali di frequenza diversa, tutte le grandezze elettriche sono
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esprimibili mediante una combinazione lineare di funzioni sinusoidali di
frequenza uguale a quelle delle suddette eccitazioni, ciog del tipo
(V.6.3). Cid implica che la potenza istantanea, essendoil prodotto di u- .
na tensione per una corrente, & del tipo:

(V.5.4) {kgl Re {Vk cimkz}J (hgl Re {Ih ejmhi})

avendo utilizzato i fasori delle varie componenti sinusoidali.

Nella determinazione della potenza attiva dalla potenza istanta-
nea tramite operazioni di media, i termini che derivano dallo sviluppo
della (V.6.4) subiscono un trattamento assai diverso, a seconda che sia-
no o meno il prodotto di due funzioni sinusoidali di uguale pulsazione.
Nel primo caso si ha:

% .[J'“ [é- Re[v, 1] + —;—Re[Vk I, eizwkl]}dz -

(V.6.5)
1 1 Vi I i
= — Re[Vs: ;;} o Ref i (i 2 0k T — 1)
2 2 | 2jay T,
che & uguale a:
1
{V.6.8) Eﬁe[vk I;}

sia nel caso che T sia il minimo comune multipio dei periodi delle
funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista) sia nel caso che sia’

~infinitamente grande.

Quando il termine dello sviluppo (V.6.4) & invece il prodotto di
due funzioni sinusoidali di pulsazione diversa, ailora si ha:

—1—me lRe [V 1, ek oyt 1R V, IF e J@k —wp )t
Tado |2 L7kh J”’"Eek“e }‘”:

V.8.7 = ! Re YicIn (ei(mk“‘mh)T 1)
V.67 2| oy sy Ty i

1 V. I .
+ — Re m._j__li__.__.. (e} (g -ty )Ty _1)
2 @y —wp) Ty

che & uguale a zero sia nel caso che T_ sia il minimo comune multi-
plo dei periodi delle funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista)
sia nel caso che sia infinitamente grande.




324 Analisi in regime permanente v

In conclusione 1'espressione della potenza attiva &

v K : ‘ N1 .
( -6.8) Pa = kél ‘é"Rﬂ [Vk Ik]

L'esame della (V.6.8) mette in evidenza la seguente proprietd
fondamentale deila potenza attiva in regime permanente non sinusoida-
le.

Proprieta V.6.1 - « La potenza attiva in regime permanente in presenza
di eccitazioni sinusoidali di pulsazione diversa é uguale alla sommadel-
le potenze attive che si hanno considerando separatamente gli effetti dei
gruppi di eccitazioni di vguale pulsazionenr.

La proprietd precedente fornisce un modo abbreviato ed operati-

vo per calcolare in regime permanente non sinusoidale la potenza atti-

va

Esempio V.6.2

Nel circuito di fig.V.6.1 caleolare o potenza attiva assorbite dal resistore

R3, verificondo la proprieta V.6.1.

Applicando il metodo di analisi in regime permanente non sinusoidale, siot-
tiene per la tensione applicata al resistore 9% ' ’

S D @) )

YR3 T ¥YR3 T YRy ¥ VYgms
oy »v‘“:-g—cos(zwoééas)
YRy el Ve 5 ’
TN 42 24 h
v(2} =y - v(2) =ecos|l,3t + — ~£ cos{ 1,5t 4+ — | = r cos{l,5¢c + 1,511)
g2 ¢ 3 3 12 3

"(aas) - v‘j) = 0,4743 cos (0,5t + 3,867)

I periodi deile eccitazionl presenti sono:

ed hanno il minimo comune wmultiplo 4 7. Utilizzando percid la definizione V.6.1, la po-

tenza attiva vale:
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1 g {5. .
P o= = cos{2t+0,6433) 4~ cos(1,5c+ 1,511) +0,4743 cos(0,5¢c +
a 4WR3 o 3 3 .

+3,867}} % dr = 1,670 ware

Calcoliamo ora le¢ potenze active dissipate sul resistore R3 gquando agiscons se-
paratamente i re generatori. Si ha:

v o8 osas p't = 1,280
R3 5 ! . a
5 @

yt? m£011.5ﬂ . P =0,2778
R3 3 . a

(3 4 (3)

" j3.867 =

Ve 0,4743 ; P 40,1123
P =Py PP P L1670 wan

a a & a . .

Osservazione V.5.1.

La proprieta V.6.1 fornisce un modo molto semplice di’ procedere nel calcolo
della potenza atriva quando sono presenti pill eccitazioni sinusoidali. £ imporcante pe-
o notare che tale propriecd & valida solo se le pulsazioni delle eccituzioni sono diver-
se, 5i commetterebbé un errore se si sommassero le potenze attive relative ad eccita-

zioni sinusoidali di uguale pulsazione. Mettiamo in evidenza questa osservarione con
un esempio,

Esempio V.6.3.

Mel cirevito di fig.V.6.5 calcolare la potenza attiva essarbita dal resistore.

AN .
+ R +

C‘OS&JLE GD

. Fig.V.6.5 - Circuito considerato nel-
D cos .t |'esempio V.6.3.

fain

Utilizzando la proprietd V.6.1, determiniamo la potenza attiva assorbita dal ce-
sistore quando agiscono singolarmente i1 due generatori. Si ha:
1 1
P — ; P = wc—
S 2 9R




326 Analisi in regime permanentg v

La potenxza atriva assorbita vale percid:

1
P = -
R

Se i generatort sinusoidali avessero una stessz pulsazione, cioeé:

allora, come si vede direcramente dalla figura, il resistore non sarebbe percorse da cor-
rente e la potenza attiva da esso assorbita sarebbe zero. Chiaramente, non vale in que-
st'ultimo caso la proprietd V.6. 1.

Osservazione V.6.2,

Nel calcolo della potenza attiva assorbira o erogata da un bipolo in regime per-
mancnte nen sinusoidale occorre considerare, in base alla proprieta V.6.1, le potenze
attive corrispondenti alle singote pulsazioni. Cid implica che un generatore sinuscida-

troul : solo per efferre della componente di
uguale puisazione che risulta ad esso applicata, In particolare pud accadere che la po-
tenza attiva erogata od assorbita dal generatore in questione siz nulla, malgrado che le

grandezze elettriche ad esso applicate siano di notevole ampiezza,

Esempio V.6.4.

Far vedere nel circuito di fig.V.6.6 che la potenza attiva erogata dal generato-

re di tensione di pulsazione «, & nulls, onche se la corrente che lo ottraversa é di am-

. 1
piezza notevole.

Fig.V.6.6 - Clrcuito conside-

rato nell'esempio V.G.4.1 va-

lori di I. ¢ C sono tali che cosuy xQ
LCef = 1.

=y
r

DCOSW r

"

Consideriamo presente il gencratore di pulsazione @ . Poiché il bipolo costitul-
to dal parallelo di L e C ha impedenza infinita in corrispondenza alla pulsazione @,
non circola corrente nel cirouito e percid il generatore in questione non eroga potenza
arciva. Calcoliamo gquindi 1'effeteo dell'aluo generatore. l.a corrente i vale in questo

caso, usando i fasorni:

@ ] _ 1
j o fC e, /C
R4 g T

-2 : _.2
1/LC - o ang o
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i ¥ R . . .
Il valore del moduic di 1(2 pud essere anche notevole nel caso di valor parti-

colart det componenti ¢ delie pulsaziont, ¢i¢ che dimostra quanzo asserico.

V.6.2 - Sviluppo in componenti sinuscidali di un'eccitazione periodica.

Le eccirazioni det circuicl che possono interessare le applica-
zionl sono moelteplici, anche nel caso che interessi il solo regime per-
manente, Nel presente paragrafo consideriamo il caso in cul le funzioni
che rappresentano le e¢ccitazioni siano periediche nel tempo, nel senso
che il loro andamento si ripete ad intervalli regotari di uguale larghezza.
In modo esatto, si puo dire che una funzione periodica f(t) & caratteriz-
zata daila condizione:

(V.6.9 fey = f(t+T) -0 < <4 @
ed a T si dail nome di «periodos. Esempt tipici di funzioni periodiche

d'interesse (oltre alla funzione sinusoidale) sono «!'onda guadras, «l'on-
da triangolares riportate in fig.V.6.7.

£(t) O

-

a)

Fig.V.6.7 - Forme tipiche di eccitazioni periodiche: a) onda quadra; b) onda
triangolare. )

L.a combinazione di funzioni sinusoidalt di ampiezza, frequenza
e fase opportune permette di ottenere forme d'onda periodiche. Un esem-
pio semplice in tal senso & quello mostrato in fig.V.6.8 dove sono rap-
presentate le segueati funziont periodiche:
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f)y= i sinwet
1 o

4 ) T .
(V.6.10) fz(t)m——-(sm e 4 —5121377{)
f(t).4(silt+1 in3 +1'5£>
‘ o o we gl 3 WL sl YW
3 ™ 3 . 5.
F Q0 4(' + L dasmet Lasinsmer L sinzme
4(t = sm'n.{ —B—’-s.merr- —ﬁ-sm 71'. 7 sia
fl(t}
4/’7"'
0 t
i
-4/ 7 -
fqlr) 1 f,{04 )
1-(\/\4- 1_’!‘\;\/\/1_
0 ¢ 0 | t
¢ j2 1 Iz
RE DU [ PNPN Y R PN |

Fig.V¥.6.8 - Funzioni periodiche risultantd dalla combinazione lineare di funzio-

nt sinusoidali.
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Si vede chiaramente che, all'aumentare delle funzioni siausoida-
li comporenti, la forma d'onda risultante tende ad avvicinarsi a quella
quadra di fig.V.6.7. Cid permette di intuire la possibilita di sviluppare
in turti i casi d'interesse una qualsiasi eccitazione periodicainuna som-
ma di funzioni sinuseoidali. In termini analitici esatti, cia vienefatto con
lo sviluppe in serie di Fourier, in base al quale una funzione periodica
& sviluppabile nella setie di funzioni sinusoidali del tipo:

(V.6.11y oy = aﬂ—}—a[cos(@ez)+azcos(2a{°t)+, S+

i

+b, sin(wot)+ b;‘,sin(z%w.--

o . & )
=a -+ !.(2: [akcos (ke )+ b, sin (ke 0] =a0~}~k>=:l dkcos(kw’ow-(bk) .
in cui:
(V.6.12)

. 2w

_ 2 pT ' 2. pT

W, T ;oA = Ti:»/; f(:)-cos(kwoc)dt : bkm—_ﬁ/; f(z)-sin(kwoc)dt :
d, = ya?+ b O, =-artag (b, /a ) ; k=1,2,... @

% k k ‘ xf %k

. -
ag = —_ij f(o) de
_ o

La componeate di pulsazione @, prende il nome di ccomponente

fendamentales e quella di pulsazione kw, di sarmonica di ordine k.

E importante tgnete presente che lo sviluppo in sere di Fourler esiste per una

funzione periodica solo se esaa soddisfa le condizioni di Dirichlet, cioé:

1} ia ogni periodo il numers dei massimi ¢ dei minimi deve essere finito ¢ le ampiezze
reiative devono essere finite; ‘

2) il numero di discontinuita in un periodo deve essere finito;

3) deve essere:

-
(V.6.13) f f o] ar < 0
1]

Per le dimostrazioni e per le proprietd delto sviluppo in serie di Fourier, per le
semplificazioni che si possono ottenere in conseguenza di proprietd particolari della

f(t) (funzioni pari, dispari, ... ecc.), si rimanda ai testi specifici di analisi.
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Esempio V.46.5.

Deferminare ia fensione di déé?tc'vu(ﬂ del rettificatore di fig.V.6.9a), neli'ipo-
tesi che sic accettabile la schematizz azioné mostrata nelle parte b) di tale figuro (tale

schematizzoezione consiste nel supporre il trosformatore ideale ed i diodi ideali).

e()=Ep|sinw, ]

v (1) = VO sin Gyt
a) b)

Fig.V.4.9- Schema di un rettificatare con filrra ad indureanza di Blaceqa. U valori
det compoenrentl 50n0: .
L=3, C=30, R=2, Ey=10, wy=314, Vy=nEq(H, «F, k{1, V, rad/sec).

Per poter applicare il metodo di analisi in regime permanente in presenza di pit
eccitazioni sinuscidali, occorre sviluppare in serie di Fourier In funzione di eccitazio-

ne ef(r). St ha, considerando solo sinwat , in base alle (V.G.12):

1 PTI | 2
a_ = sinwet dr = —
o ch .

hid

2 PT 1 ” e
b = — [sinwotlsincucdt = sin? xdx - sin?xdx [=0
1 T 0 £
1] =40 m
oz T T
bk m o Isinwotlsinkwet de =—f }s‘mxxsinkx-dx =
Tdy Ty

L [ |
=---[_ sinx sink xdx - sinx sinkadx | =
WLJG T J‘n J

1 kil r 2 2
 J— 1: f cos(k-i)xdx-f cos{k+1)xdx~f cos(k—l)xdgc-l—f cos(k"'l)xcix] =0
2 4] Q . bl i
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Sono percio presenti solo le componenti in coseno, come del resto si pud de-
durre dalle proprieta generali, osservando che 1a funzione !sin @q c! & pari. Per quan-

to riguarda | coefficienti a,, siha:

3 T 1 T 2 i
a, = — f lsinmaclcoskwotdt= “[] sinxcos kxdx~ sinxcoskxdx} =
T g ‘
0 . 0

ki

-

it per k dispari

per k pari

2k~ 1) 206 ),

2 i: cos(k-1)x cos(k + Dx jlxzn

kil

E facile constatare che seno diversi da zeto solo gl a, checorrispondono a

valori pari di k. Per questi risulta:

z( 1 1 ) 41
a W —— . — Rl L,
Mg \2h+1 2h-l m 48’1

In particolare si ha:

20

()

Fig.V.db.IO - Circu{iw cor- 40
rispondente a quello di fi- IO

b q QD awg:osZwUt

gurd V.6.9. I valori dei
= GOMPONneReL L, C, Reedi

“er - sono que i riporesti _‘EL )
inofig.V,G.Q. GD lsﬂrco:.timot g
O ‘
T COShH
£ 35w 00

Limitandoci 2 considerare le componenti armeniche di ordine 2, 4, 6 il circui-
to risultante & quello di fig.Vv.6.10. E interessante osservare che nel caso presente si
ha anche un'eccitazione continua, i cul efferro in regime permanente & deducibile in
modo assal semplice, notando che in continua i condensatori equivalgono a circuiti a-
perti e gli indutrori a corto-circuiti. Percid la determinazione della componente conti-
nua di v, viene fara mediante i circuito di fig.V.6.11 a), orcenuto disattivando rturtl
i generatori fuorché quelio in continua ed eliminando il condensatore e 'indurtore nel

modo dezto. 5i vede da rale circuito che:
20
L9 o

4 "
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j 1884 S
s | .
' T 40 T _l_ el
3n . -133.08 _I.. 2000 un
a) 5) .

¢} d)

Fig.V.6.11 - Circuiti corzispondenti alle varie pulsazioni delicircuito di fi-
gura V.6.10. I valeri dei componenti sono in 4, V .

Il contributo degli altri generatori viene otcenuto facilmente mediante gli sche-
mi di fig.V.6.11. Precisamente si ha: ‘

. 5
(2 .. _‘_‘_9_ -jl,062 10 ’:‘wiom 0,027
vi2) . " 5 = 0,0193 e
u 3w 3,662 10%+1,000 10 "
40 -j 26,54 2000 20 .
V{‘”‘ P J 6 5‘; - 9‘46 10“4 610'013
" 157 $7,483% 10°+1,000 10 b
. 4
o SO _IIIWIC B e
v 357 1,127 107 41,600 10 ”

In conciusione, la rensione all'uscita del rentificatore vale:

20
v ()= — [1 40,0193 cos (628t + 0,027) + 9,46 10" cos (1256t + 0,013) +

(TRRA
LAl

e 4 00080y
4t + ¢,0080)]

E]

e si vede chiaramente come il circuito analizzato trasformi Ia tensione alternara di in-

gresso in una ad andamente quasi costante nel tempo di valore 20/ 7.




v Analisi in regime permanente 333

V.7 - Analisi dei circuiti con ia trasformata di Fourier: analisi in
frequenza dei circuiti.

Le grandezze impresse dai generatori presenti in un eircuito
sono, nella maggioranza dei casi di interesse, segnali che il eircuito
eiabora e rende disponibile sotto forma di una grandezza eletirica
(tensione o corrente). ¥ quindi opportunc tenere conto della descri-
zione analitica pid frequentemente usata per i segnali nelle applica-
zioni. Tale descrizione & quella che si ricava applicando alla funzione
del tempo la trasformata di Fourier, ottenendo una funzione com-
plessa di una nuova variabile reale: la frequenza. Essendo complessa,
la funziene trasformata & caratterizzata da un module e da un
argomento. Agli andamenti con la frequenza del modulo e dell'argo-
mento viene dato il nome di speitro di ampiezza e di fuse rispettiva-
mente. In ogni applicazione sornoe note le proprietd del segnale relati-
vamente ai suoi spettri.

Per quanto detto, & evidente I'importanza di effettuare 'anali-
s1 di un cireuito direttamente nel dominie della frequenza. Tale
analisi prende il nome &i analisi in frequenza.

¥.7.1 - La trasformata di Fourier: dsfinizione s proprieta.

La trasformata di Fourier di una funzione g (i) del tempo t
& definita come:

(V.7.1) G (@) = J’“’ g (1) erj@t de

dove @ =2 nf & la pulsazione ed f la frequenza. La funzione tra-
sformata & complessa: '

{(V.7.2) G(w) = A(@)eli® = R(n) + i X{(n)
in cui A{w) & lo spettro di amplezza, ¢ (@) lo spettz;o di fase di g (t).
La funzione g (t) pud essere ottenuta dalla sua trasformata

mediante:

i .
(V.7.3) : g (1) = --mj G (m)ei®tdo
2R dee

Tale formula di inversione vale se sono soddisfatte opportune
condizioni, che corrispondono a situazioni via via pil complicate.
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Caso 1. La funzione soddisfa le condizioni di Dirichlet, cioé:

1) la funzivne ¢ assolutamente integrabile:
J' fefdt <eo

2} il pumero dei massimi ¢ dei minimi & {inite e le ampiezze relative sone finite;

3} il numero delle discontinuita 2 finito.

Caso 2, Lintegrale (V.7.3) & improprio: esso esiste solo come valore principale di -
Cauchy.

Case 3. La git) & una distribuzione e gli integrali (V.7.1) e (V.7.3) vanno intesi
nel senso delle distribuzioni.

Le funziori g (t} presenti nel circuito corrispondono a gran-
dezze fisiche e quindi sono reali; per esse risulta:

(V.7.4) R(-o) = R@) ; X(-o)=-X©®

ciod la parte reale della trasformata & pari e 1a parte immaginaria &
dispari.

Proprieta V.7.1 - Linearita.

Sia Gy {w) la trasformata di Fourier di g, (1); si ha: -
. N N :
(V.7.5) 34 Tagex (= X ag Gy (w)
k=1 k=1
avendo indicato con 3 { . } Voperazione di trasformazione secondo Fourier.

't‘?’roprieté V.7.2 . Derivazione nel tempo:

L

}:jm(}{m)

#

7.6 3
(V.7.6) . m

Proprieta V.7.3 - Integrazione nel tempo:

' 1
(V.7.7) 3 {Lg(r)dz} = G (0) ug () + “}“EE'G (©)



n
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Proprieta V.7.4 . Convoluzione:

(V.7.8) 3 {}': g1 (D) g5 (1-1) de} = G, (@) G, ()
nell'ipotesi che:
- [[alfdr< = i=12

Proprieta V.7.5 - Formule di Parseval:

= 2 Lo
Lm’g{‘c)’ dv= o LWA (@) de
(V.7.9) '
onr 1 oo
Fawaoa-= 5= |G )G, (@) do
Proprieta V.7.6 - Traslazione nel tempo:

(V.7.10) F{g(t-tp)}=Gwel®w

Proprietd V.7.7.. Traslazione in frequenza:

(V.7.11) E{ejm”tg(t}}zG{w_mo} .

Osservazione V.7.1.

La trasformata di Fourier pué essere considerata uoa generalizzazione
dello sviiuppo in serie di Fourier, nel senso di considerare la funzione g (1) come

una-funzione -periodica-di-periodo-infinitamente-grande: Tale interpretazione &
molto semplice; ha perd l'inconveniente di non permettere l'individuazione delle
condizieni di validita della trasformata stessa. Malgrado questo inconveniente, la
riportiamo di seguito, per il carattere intuitive che introduce nella trattazione.

Riscriviamo l'espressione deilo sviluppo in serie di Fourier di una
funzione f(t) di periede T considerata neila (V.6.11):

(V.7.12) £0) = 3 fag cosk wpt + by sink optf= 3 oy JE 00!
in cui:
ey = bk lj{}" £ [cosk gt — jsink ogt]dt =

2 T
(V.7.13)

L T ~jkagt
“fjo fyett Tl g
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Le formule possono essere anche scritte nel mode seguente, tenendo conto
che:

. ) I o

o T 2nm

I = . ) T
(V.7.14) ) = 5= 3 ogFkoye®0t ; F)= JO fRe®dL

T ki .

Per T moito grande e quindi per «; molto piccolo, I'espressione della
fit) tende a divenire un integrale effettuato rispette alla variabile wg,; ciod tende
alla (V.7.3te la F (w) tende alla (V.7.1).

i

V.7.2 - Trasformate di Fourier di andamenti tipici.

_ Riportiamo in tab.V.7.1 un elenco di trasformate di andamenti
tipici. Di aleuni di questi & opportuno dare un cenno.

Caso 1: impulso unitaric ug (1).

Si tratta della distribuzione definita tramite 'integrale:
(V.7.15) _ [ wwew=g©

con riferimento a qualsiasi funzione g{t) continua nell'origine.
Considerando come g (t) la funzione 9t gi ha che:

(V.7.18) B 3o, ) =1
l.a formula inversa richiede anch'essa l'utilizzazione di

proprieta opportune. Infatti, si ha, considerando il valore principale
di Cauchy:

i o . 1 oa
————J' d® 4w = —1 coswt=
Tt oo )

L T dwoa

(V.7.17)

i ) 1) L sin Wo t
= lim j coswidw = Hm
L u‘)o-«-)‘w"_mo Wy = nt

che enineida con I ty (),

Caso 2: valore costante uguale ad 1,

Applichiamo la (V.7.1) e tenendo conto della {V.7.17), si ha:

(V.7.18) Flt={ ci®a=]" ®dt=2m0@

—oa
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Tabella V.7.1 - Trasformate di Fourier.

i

g (&) G ()
g (1) 1
u, (8 S Rug () + To
‘ 2

Il "

. 1
e*fu, () a>0 -::_j_c;

-at 1
te®u,(t) , a0 m
sinwgt _ infug (@ + @g) ~ uy (@ ~ w,)]
cos W, t ‘ 7 {ug (@ + @p) + ug (® — )]
SO b _:;_3_ [oa (@ =0y = o v op s 2=

' T ja

cCos Wyt u, (t) . "2" [uo (@~ wg) + yy (W + 030)] + ';)":5":"&]’"2“

@y

e?'sinwyt- u, (), a>0 —_
(a + jo) + o

D'altra parte, dalla formula di inlversione (V.7.3), abbiamo:

’ 1 e
(V.7.19) " Iy (@ei®tdm = 1
} I

G. MARTINELLI-M. SALERNO: Fondamenti i Elettrotecnice, 22
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Caso 3: gradino unitario.

) 11 gradino unitario & legato all'impulso unitario tramite deri-
vazione rispetto al tempo nel senso delle distribuzioni:
du (1)

(V.7.20) Y =
to (1) "

Applicando ia proprietd V.7.2, si ha:
(V.7.21) : 1= jof3 {ug )+ Hup ()]

in cui il termine H u, (w) & stato inserito per tenere conto della pro-
prietd delVimpulse unitario:

(V.7.22) oy (W)=0

La (V.7.22) & una conseguenza della definizione di uj, (t)
riportata nella (V.7.15), in base alla quale risulta:

(V.7.23) Cg(Wug (D = g (@) up ()

per ogni funzione continua in t = 0. Infatti si ha la (V.7.22} conside-
rando g (t) =t e serivendola in funzione della variabile @ al posto
di t.

La {V.7.21) definisce la trasformata di Fourier del gradino
unitarie 2 meno del termine H u; (®w}. Per determinare la costante
H, utilizziamo la formula inversa calcolando u_, (0), che & uguale ad
1/2 (disconsinuita):

(I _
{V.7.24) cag{t) = Py f_“ |:Ta; - H ug (m)]e}@‘dm
da cui:
1 1 ~ GO i H
(V.7.25) —= J’ ——— el o
2 2rjd= @ 2Im 2n

Percid si ha:

(V.7.26) 3 {u_; (t)}w-_—i;)—+nuo {w)
. I
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Caso 4: funzione sinusoidale sin wpl.

Applichiamo la formula (V.7.1) alla funzione sin wgyf, scritta
in forma esponenziale:

o . I had i - -
J{gino}og}sz [c_]m(}f_efm(}[}ejmldt:
2jdes

{(V.7.27)

1 J‘“ o (mo—m)adl_ r" e—_i(m-i—to())tdt

In base alla (V.7.17), si ha:
3 {sin oy z}m;‘n[uo (m+c}{)‘)—u0 (o - @)(_))] .

Caso 5: funzione sinuscidale nulla per t < 0.

L funzione considerata &:
(V.7.28) | g(t)=sinw,t u, ()

che si pud riscrivere come:
(V.7.29) g(t) = %-,[ej"’ﬂt (-0 y (t)]
]

Applicando le proprietd V.7.1 e V.7.7 e tenendo conto della

trasformata di Fourier del gradino unitario, riportata nella (V.7.28),. .

s1 Was

1
3 . , {}: n — @ e o+ m — s sr—
{sinwgt . u; @} ———zj[uo {w—mg}~ ug ( r;)] 3 (o gy
(V.7.30)
! n _ WDy
e, == e {10y {08 = gy ) = Ugy {03+ W )|+
2 (@4 og) 25{ 0 (&= @n) =t o) wh —w?

Osservazione V¥.7.2.

La determinazione delle trasformate di Fourier delle funzioni del tempo
che pid interessano nell’analisi dei circuiti e cioé di gquelle che sone nulle per t <« 0 e
tendunoc a zero per ¢ c¢he teode all'infiniio, viene effettuata semplicemente
sostituendo nelle relative trasformate di Laplace al posto della variabile s la
guantitd j w. Cid & conseguenza del legame che esiste ira le due trasfrmate,

come verrd evidenziato nel prossimo sottuparagrafo.ﬁ
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V.7.3 - Legame tra le trasformate di Fourier e Laplace di funzioni nulle per
1<0. :

Se una funzione f(t) u,; {t), ciod nulla per t«<0, ammette Ea
trasformata di Laplace F (s), allora se esisfe la sua trasformata di
Fourier pud essere ricavata da F (s) nel modo seguente. Se la fun-
zione f(t} u_ (t) ammette la trasformata di Fourier G (w), allora la
sua trasformata di Laplace esiste ed & uguale a G (s/)).

Esaminiamo pilt in dettaglio il prime punto. Occorre distin-
guere tre casi a seconda che l'asse immaginario nel piano della
variabile s sia incluso, escluso o di confine del! dominio di cenver-
genza della trasformata di Laplace. In ogni caso c¢i riferiamoc a
trasformate di Laplace razionali reali.

Caso 1: asse immaginario incluso.
In questo easo la trasformata di Fourier & semplicemente
{V.7.31) Glow)=F (o .

Un esempio relativo a questo caso & la funzione e-at u,{t)
della tab.V.7.1. Tale funzione ha trasformata di Laplace:

Caso 2: asse immaginario escluso.

Nen esiste la trasformata di Fourier.

Caso 3: asse immaginario di confine.

Si verifica nel caso che la trasformata di Laplace ha poli
sull'asse immaginario. Il caso che ci interessa & quello di poli sempli-
ci, ciod:

N i ¥
(V.7.32) Ry = Fya+ ¥ I R!ﬁ - R‘f _!

Bl LS"“jmk S+kaJ
con F, (s} avente dominio di convergenza comprendente l'asse
immaginario. In questo caso, tenendo conto della funzione del tempo

che corrisponde ad F (s), si ha:
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G(w) = F ('w)+§: Re & Ry
PO S Tlowg) | j@+ay)

{V.7.33)

N
+ Y [R‘c g (@ -y ) + Ry ug {m+mk)]
k=1

" Tale sviluppo & stato gia considerato nel caso 5 del sottopara-
grafo precedente, nella derivazione della trasformata di sinw, t u ; (t).

V.7.4 - Anslisi in frequenza.

Il metodo di analisi che consideriamo si basa sulla trasforma-
zione secondo Fourier degli andamenti nel tempo di tutte le grandez-
ze presenti nel circuito. La sua validitd, percid, richiede che tali
andamenti siano trasformabili. In particolare & necessario che il
circuito sia stabile in modo che ogni risposta impulsiva seddisfi le
condizioni di Dirichlet. In questo caso, supponendo le grandezze
impresse dai generatori trasformabili secondo Fourier, il circuito pud
essere analizzato nel modo seguente:

1) Effettuare le trasformazioni seconde Fourier delle grandezze
impresse, eventualmente usando la tab. V.7.1.

2) Analizzare il circuito come nel caso del metodo dei fasori, conside-
rando perd la pulsazione come un parametro.

3) Determinare per la grandezza di interesse lo spettro di ampiezza e

fases-brandamento-nel-te mpo-pud-essere ricavato-effettrandolean i

trasformazione. Eventualmente, si pud utilizzare la tab. V.7.1.

Esempio V.7.1

Un filtro passa-basso ideale & definito tramite la risposta in freguenza di fi-
gura V.7.1, cioé: 1) ha una risposta in ampiezza costante ed uguale ad uno nell’inter-

vallo —e¥ @, dove w, & la sua pulsazione di taglio  costonte ed uguale a zero per

o il
fe altre pulsazioni; 7) ha una risposts in fase decrescente linesrmente con 1o pulsazio-
ne e zero per w = 0,

Fare vedere che tale risposta proveca 'assurde fisice che un'eccitozione ap-

ticata all'istante t+ = 0, he un effetto antecedonte oll'applicazione.
p i

Consideriamo come eccitazione il gradino unitario, che ha la masformatadi Fou-
rier {tab.V.7.1) uguale a:
1
wou {wy +——
o] jea
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(el | arg (H(j @)

Fig. V.7.1 - Risposta in frequenza di un filtro passa basso ideale.

Determiniame quindi la tisposca, molriplicando la funzione H(jew) per lo spetcro

deli'eccirazione, cioé:

, ! o |35
Hjw) = n‘uo(m) b — IH()(») e 0
j

in cuf -ty & la pendenza delia curva arg (Hije)).
Caleolaado l'andamento della risposta nel tempo mediante la (V.7.3), si ha:

ty  jeltet)

1 s jus (-t g3 T R o
uft) = — ue(a.!) e dw + de =

24, 295 e w

0 (i
1 1 “ ci“"("‘ﬁ) - e‘jw("'ﬁ} 1 1 “o sinw(t-tp)
B b dw = — + — —— de =

2 *dy Zjw 2 Tdo w

1 1
= —+ — i [agte- el
2 = .
in cui la funzione Sil...} &la funzione scno integrzle.L'andamento deila risposta

& mostrato in fig.V.7.2 ¢ chiaramente ¢ assucdo, in quanto @ diverso da zero per v <0,

§ ule)
I L E -
i | L | '
i . ; | ; ;z,oa
i i I T I
! E 051, ! i i
! ” ] " N k4 /I b | ar § b _E
P i i VAR f | i
{ Pl i - ; L i h | ¥ L] -
V { \_i>(/ wyty ) @yt
0.05 0,09
0,05 -

Fig.V.7.2 - Andamento della risposta del filro passa-basse ideale ad un'ec-
citazione a gradino.
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V.8 - Sistemi trifase.

Nelle applicazioni di potenza, quali il trasporto dell'energia,
la conversiene eletiromeccanica dell'energia, i circuiti considerati e
quindi le relative grandezze elettriche sono trattati in gruppi di tre.
Il regime che interessa 2 usualmente quello permanente sinusoidale,
che esiste sempre per la passivitd delle strutture considerate. L'uti-
lizzazione del metodo dei fasori per via grafica & particolarmente
utile, in quante fornisce in modo immediate una valutazione delle tre
componenti elettriche presenti. Tali tre componenti prendonc il nome
di fasi di un sistema trifase.

" Per comprendere in modo semplice il significato dei sistemi
trifase, conviene fare riferimento alla situazione pill semplice cireui-
tale, ciod a queila di un generatore chiuso su un carico. Poiché, siamo
nel caso trifase, sia il generatore che il carico si compongono di ire
elementi e nasce il problema della lero connessione. Una delle con-
nessioni pitt usate & quella a stella, in cui i tre elementi hanno un
morsette in comune. Riportiamo in fig.V.8.1 il circuito costituite da
un generatore trifase collegato a stella connesso ad un carico trifase
anch'esso collegato a stella. Le tre tensioni E_, E;, E, impresse dai
generatore prendono il nome di tensioni steliate.

4

[

Fig.V.8.1 - Sistema trifase con generatori a stella.

Un primo problema di analisi, relativo al circuito di fig.V.8.1 &
quello della’ determinazione delle tensioni tra i nedi a, b, ¢; tali
tensioni prendono il nome di tensioni concatenate del generatore. Esse
si ottengono immediatamente per via grafica, come mostrate in
fig.V.8.2.

Le tensioni concatenate sono rappresentate inmodule e fase dai
vertori corrispondenti ai lati del triangolo (a; b, ¢). Si noti che il rife-
rimento & stato preso coincidente con il nodo 1, detto centro-stella re-
lativo al generatori.
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Em
a

Fig. V.8.2 - Determina-
ziene deiletensioni con- E
catenate da guelle stel- 1
late (V). ’ b Eb Ri

e,/

c

Un secondo problema riguarda il carico, rappreseatato in figura
V. 8. 1 dalle tre impedenze Z_, Z, e Z_ disposte a stella, Si tratta di
dererminare la tensione del nodo 2, centro-stella del carico, riferita al
nodo di riferimento 1, Tale problema si risolve facilmente utilizzando il
metodo dei nodi e precisamente esprimendo 1'equazione di equilibrio del-
le correnti uscenti dal nodo 2. Detta E_ la tensione incognita di que-
sto nodo, rispetto al nodo 1, si ha:

(V.8.1)  E (Y +Y,+Y)-Y E,-Y,E, -Y E_=0
dove Y _, Y, Y_ sonole ammettenze pari all'inverso delle impedenze
Z,Z,. Z, . Dall’equazione (V.8.1) si ottiene:
Y E +Y, E,+Y_E
a o a b b

(v.8.2) E_= e

x Y +Y 4+Y

2 b [

Riportando E_ nel piano dei fasori,si ottiene il diagramma com-
pleto delle tensioni del circuito trifase (fig.V.8.3). In particolareda ta-
le diagramma si possono determinare le tensioni E), E}, E', relative ai
tre bipoli che rappresentanoc il carico,

Fig.V.8.3 - Derivazione delle tensioni di carico.
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Il diagramma delle correnti deriva immediatamente da quello del-
te tensioni, essendo note le impedenze di carico. :

Il sistema trifase viene a volte assegnato in forma differente da
quella qui descrirta. Si consideri il circuito di fig. V.8.4, incui il siste-
ma trifase dei generatori costituisce un triangolo 1avece di una stella
come in fig, V.8.1. Per la legge di Kirchhoff applicata alla magiia del
generatori, deve esseret!: '

{V.8.3) V. V.. +v ., =0

Fig. V.8.4 - Sistema trifase con generatori collegati a triangolo.

Il diagramma delle tensioni pud essere anche ia questo caso de-
terminato facilmente, come mostrato in fig. V.8.5, in cui il nodo ¢ vie-
ae preso come nodo dt riferimento,

Im

b
I o

Re

[

Fig. ¥.8.58 - Diagramma delle tensionl dei gencratori del sistema trifase di fig. V.8.4.

[n questo caso la tensione E_ del nodo 2 (centro-stella del cari-
co) si pud determinare con la seguente equazione di equilibrio:

(1) - In molti casi invece di assegnare le tensioni concatenate in modo completo, viene
dato soltanto il loro modulo. In tal caso il sistema wrifase si pud determinare per mez-
zo del wriangolo delle tensioni concatenate, sotto la condizione di esistenza di rale
triangolo (clascuna tensione deve essere in modulo maggiore della differenza ¢ minore
delle somma dei moduli delle alire due).
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(V.8.4) ‘ Ex(Ya+Yb+Yc} +Y V. Y, v, =0
da cui: '
Vs E Yb Vbc_ Ya Vca
.B. =
(V.8.3) =7 7Y ¥y, 4y,

[l diagramma delle correnti risuita indeterminato,in quanto la cor-
rente che scorre nella maglia formata dai generatort 2 arbitraria. Fissa-
ta tale corrente il diagramma si ottiene facilmente.

Particolarmente importanti, nelte applicazioni, sono quet siste-
mi trifase ia cui tl triangolo delle tensioni ed il triangolo delle correntt
presentano particolari proprieta di simmetria. Alcuni di questi cast sa-
ranno trattati di seguito. :

V.8.1 - Sistemi trifase simmetrici ed equilibratl.

Con riferimento alla fig. V.8.6, si considerinole tre tensioni stel-
late E,, E,, E,. Se esse godono delle seguenti proprieta:

D 1
) Ia
@ Iy

Fig. V.8.6 - Schema generale di un sistema urifase.

k-1 AL
(V.8.6) E,=Ee % | con k=123

ove E & un vettore generico, allora il sistema trifase viene detto sim-
metrico, di tipe diretto. Se invece della (V.8.6) &soddisfatta la seguen-
te proprieta: '

- ki

+jik- l}"'z_

{V.8.7} Ek = E e . con k=123

allora il sistema trifase viene detto simmetrico di tipo inverso. Ripor-
tando le tre tensioni stellate sul piano dei fasori, si ottengono i dia-
grammi riportati nella fig. V.8.7, per il caso diretto a) e per il caso in-
verso b), avendo scelto arbitrariamente E = j.
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Fig.¥.8.7 - Diagramma dellé tensioni stellate e concatenate per sistemi
rrifase simmertrici; a) sistema trifase simmetrico direrto, b) sistema tri-
fase simmetrico inversa,

E evidente dalle fig. V.8.7 che anche le tre teasioni concatenate
Yo Vi Y., godono di particolari condizioni di simmertria ed in parti-
colare hanno tutte lo stesso modulo V; & facile ricavare la relazione
fra il module V ed il modulo E delle tensioni stellate. Tale relazione
é la seguente:

(V.8.8) V=13E
Se le tre impedenze di carico Z, Z,, Z, sono uguali fra loro:
(V.8.9) Z,=2,=2,=1

atlora anche le tre correnti di fase |, 1,, I, godono di particolari con-
dizioni di simmetria. Infatti, in questo caso, in base alla(V.8.2),si ri-

(V.8.10) E =0

Pertanto le tre correnti di fase si possono ricavare con le relazioni se-
guenti:

{V.8.11; I, = Ek/Z con k=1 2.3

Quindi le correnti di fase godono di proprieta del tutto analoghe alle
{V.8.8) per i sistemi diretti e {V.8.7) per i sistemi inversi.In questo ca-

so il sistema trifase prende il nome di «equilibrato».
Il diagramma delle tensioni e delle correnti per un sistema trifa-
se simmetrico ed equilibrato & mostrato in fig. V.8.8, nel caso diretto.

Applicando le definizioni di potenza attiva e reattiva, date nel
§ V.5, si ottiene per un sistema trifase simmetrico ed equilibrato:




348 Analisi in regime permanenie v

D
El
Fig.vV.8.8 - Dzagra*ﬂma delle
tensioni stellate ¢ delle cor-
_renti di fase per un sistema
trifase simmetrico ed equili-
brato. I
3
P
Es
@
\% s “‘P—'; IR.{E ¥ —SE'I D =
{(V.8.12) potenza attiva = 272 3 e{E 1) ey cos® =
3
= e V| cos @
L

ove | & il modulo comune delle tre correnti di fase e @ & l'angolo di.
sfasamento fra ciascuna tensione stellata e la relativa corrente di fase,
come mostrato in fig. V.8.8. La potenza P _ rappresenta la potenza at-
tiva trasferita globalmente dai tre generaton verso le tre impedenze di
carico. Per la potenza reattiva si ha:

3

1 :
(V.8.13) P = ?Im[Ekl,f]=-2—E'Isin®:—§'\/15in®

-
n

I

k=1

Una notevole proprietd si ha nei riguardi della potenza istanta-
nea totale transitante dai generatori verso il carico. Utilizzando infatti
ia (V.B.7) st ottiene:

k) 3 1 . 3 1
= Z = 5 R [_ ] P j2et
p(o) 2 P, (0 2 Rels E !, +,kzz 5 Re [E 1 e 1

2 47
(=_E-Jcos® +— Re|] — ei® 3 7773
P ? L 4 k=1 )
Essendo
3 arr
(V.8.14) s Sk g
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risuira:

a

(V.8.15) B(0) = %E {cos® = P

e pertanio si ottiene la seguente proprieta‘l):

Proprieta V.8.1 ~ Un sistemo trifose simmetrico ed equilibrofo trasferi-
sce duoi generatori verso il carico unao potenza istantaneatotale costante
nel tempo ed uguale alla potenza attiva totale.

Osservazione V.8.1: [l trasporto dell'anergia alatirica.

La proprieta V.8.1 mostra che, a differenza del caso generico in cui la poten-
za israntanea p(t) in regime permanente dipende dal tempo (si veda ad esempio fa fi-.
gura V.8.2 riferita ai circuito di fig. V.5.1, nel caso di un eircuito trifase simmezrico
ed ecuilibrato si ha {'indipendenza dal tempo delia potenza istantanea rotale; natural-
mente la proprietd V.B.1 non vale nei riguardi delle singole potenze istantanee assor-
bite da ciascuno dei tre bipoli costituenti il carico.

in base alia proprietd sudderta & facile prevedere che il wasferimento di ener-
gia dai generarori verso il carico, nel caso dei sistemi trifase simmetrici ed equilibra-
ti debba avere del vantaggi rispetto al caso generico, poiché in quest’ultimo caso la
potenza attiva & pari solo in media alla potenza tstantanea ¢ non iswmnte per {scante.
Tale risultato pud esscre provato facilmente facendo riferimento ail due circuiti mostra-

t nelle figg. V.8.9a e b.

b}

£ig.¥.8.9 - Coafronto fra un circuite trifase simmetrico ed equilibrato (a) ed
un ¢ircuito monofase (b,

AY
1l circuito di fig. V.8.9a mostra un carico trifase alimentato da unalinea carac-
terizzata da tre resistori di resistenza R; il circuito di fig. V.8.9b mostua invece un

singolo bipolo alimentato da una linea caratterizzata da due resistori di resistenza R.

Quest'uiti mo circuito verra denominato per contrapposizione scircuito monofase s,

{1) - 5i vede facilmente che la proprietd V.8.1 vale anche per i sistemi wifase di tipo
inverso,
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Considerando come «utile» Ia potenza dissipata sul carico e come «perdutan la

potenza dissipata sui resistori di linea, nel caso wifase si ottiene:

‘ 3
(V.8.16) potenza utile = — E* 1 cos® = P!
2

3
(V.8.17) potenca perduta = — [1|2R = p{l)
2

mentre nel caso del circuito monofase si ottiene:

1
(V.8.18} potenza utile = — E*tcos® = Pu(ﬂ
2

(V.8.19) poienza perduta = 112w = PP(Z)

Effetruando il rapporto fra potenza utile e potenza perduta, si vttiene:

(V.8.20) Pj“/p;“ = 21{52’/9;2’

che mostra lu convenienza del sistema uifase rispetto a quello monofase net riguardi

della trasmissione dell'energia rel caso simmetrico ed equilibraco.

Le consideraziont sviluppale aeliz presente osservaziene sono alla base
del trasporte dell’energia elettrica. L'efficienza molto elevata di tale trasporto
viene raggiunta utilizzande contemporaneamente ai sistemi trifase, tensiont
elevate ed il rifasamento dei carichi utilizzatori,

V.8.2 - Sistemi trifase non simmetrici @ non equilibrati.

Nelle applicaziouni, il casodei sistemi trifase perfettamente sim-
metrici ed equilibrati & difficile da ottenere, tn quanto uno squilibrio sul-
le tre impedenze di carico da luogo ad uno squilibrio fra le tre correnti
di linea e quindi una dissimmetria fra le tre tensioni sul carico a causa
deile impedenze interne dei generatori (pur ammettendo perfettamente
simmetrico il sistema delle tensioni a vuoto). Pertanto risulta moito im-
portante il caso dei sistemitrifase che si discostano da quelli coasidera-
ti nel paragrafo precedente,

Tuttavia il caso simmetrico ed equilibrato conserva la sua impor-
tanza a causa della seguente proprietd, che permette di ricondurre ad es-
so anche il caso pid generale.
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Proprietyd V.B.2 - Ogni ternc di grandezze (tensioni o correnti} costitui-
ta da tre vettori generici Ai’ A, Aa’ si puc sempre suddividere nello
somma di fre terne, nel modo seguente:

a) una terna trifase simmetrica direfta A, A, A ot
b} una terna trifase simmedrica inverse Ail’ Aiz’ Ais;
¢) una ferne monofase A, A A

La dimostrazione della propricta V.8.2 si riduce alla risoluzione diun sistema
di tre equazioni in tre incognite, Infacti la proprictd stessa si pud esprimere analitica-

mente nel modo seguente;

AD+Ad1+A = A

TR
(V.8.21) At Ay, tA, = A,
Agt Ayt A= Ay

21

jmw--w

3

Ricordande le {V.8.8) e le {V.B.7), detto o= e , si ha:

. " 1 _ -2

v 8.2%; Ag = Ags Agp = Age Aga= Age
o z - = - = 2
Ay A A= Ae A=A d

& tenendo conto che @ = I, st ha al=a , a?=a.

Quindi i} sistema (V.8.21) diviene:

_— [1 |1 17 AT AL
""""" 2 P

(V.8.23) ‘ I a o Ad 2

L1« 2?1 A d LA,

Essendo it determinante det covfficienti diverse da zero, si possond ricavare le
tre incogaite AQ, Ay e Ai ,il che dimosua la proprieca (V.8.2).

Il sistema (V.B.23) permerte anche di determinace 12 formula per i caleole di

2

Ags Ad 9 Ai: infatti ricordando che 1+ o +a® =0, si ortiene faciimente:

i
AO ”‘“;(Al'f‘A,z'f“AB)
! 2
+V.8.24) Ad = ;(Al'!-Azﬁ"*“A?’ﬂ)
L0 24 A
Aj h";'(Al‘l'A.zﬂ» + 3‘1)
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Le formule (V.8.24) possono essere utilizzate facilmente anche pervia grafica,
osservando che @ é un operatore che ruota un vettore di un terzo di angolo giro in sen-

so antiorario; tale interpretazione grafica e datain fig. V.8.10,

Fig.v.8.10 - Costruzione grafica
per ottenere la suddivisione di una
terna di tre vettori seconds le pro-
prietd V.8.2, in base alle formule
(V.8.24).

La proprieta V.8.2 & notevolmente importante in moite appliCa~
zioni, quali ad esempio quelle riguardanti le macchine elettriche sia nel
caso che la si utilizzi per trattare una terna non simmetrica di tensioni
sia nel caso di una terna non equlhbraca dicorrenti. Particolarmente u-
tilt sono le conseguenze di tale proprieta sulla potenza complessa tran-
sitante globalmente in un sistema trifase.

Considerando infatti un sistema trifase generico, la potenza com-
plessa assorbita dal carico risulta:

. : 3 3
(V.8.25) P =3 P 2 E I

*
|2
k

1.
Fd

Supponendo che il sistema trifase sia non simmetrico ¢ non equi-
librato, applicando la proprietd V.8.2 si ottiene:

1
{V.8.26) P =—
¢ 2k

*

o ‘
(Eo+ Eg T Ep) g T 150

sl M
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tenendo conto che il termine mogwfase della corrente & nullo in base alla
prima della {V.8,24}, essendo 2 1,=0. La (V.8.26) si pud semplificare
notevotmente, poiché:

3 3 3 3,
LE; =0 k%rg“‘xo’ E;; Lo =0 k%liikm{)
3 . 3 .
kZ:l Edkltk =0 kzuz B i:k= 0
Quindi si ottiene:
(V.8.27) | L L
© 2 =t SRk D HCHE

Pertanto la potenza complessa totale & part alla somma delle po-
tenze trasportate dai due sistemitrifase simmetrici ed equilibrati, diret-
to e tnverso, essendo nulll weel { termint nweui nell'espressione (V.8.26).
Si ha pertanto la seguente proprieti:

Proprieta V.8.3 - «La potenza complessa trasportata da un sistema tri-
fase generico é pari alla somma delle potenze complesse trasportate sin-
golarmente dui due sistemi trifase simmetrici ed equilibrati, diretto ed
inverso, ottenibili applicando la proprietd V.8.2 wlla terno delle tensio-
ni e alla terna delle correntis.

Ovviamente la proprietd V.8.3 da luogo a due analoghe proprie-
ta riguardant la potenza attiva € reattiva.

Esempio V.B.1.

Assegnato il sistema trifase simmetrico di fig.V.8.11,ricavare con il metodo gra-
fico ta terna delle correnti di fase. Suddividere quindi tale terna secondo la proprietq

V.8.2 ed attenare la potenza cssorbita dal carico utilizzondoe la proprietg V.8.3.

Fig.V.B.H - Sistema crifase simmetrico ¢ non equiiibrato considerato nell'esem-
pie V.81, E=200V, R=10§).

G. MARTINELLI-M. SALERNQ: Fondamenti di Elettrotecrica, 23
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Utilizzando la (V. 8. 2 }si ottiene la tensione del nodo §' rispetto al nodo 0, Ec.

Si ha: ’
: G E,
E, —+ E,G+E.G R :
I 2 2 3 ) El
Ex= - o e ——
G 3 3
— 4 2G =
2 2

Utilizzande il metodo grafice e scegliendo arbitratiumente pari a 7/ 2 la fasedi
E. si ottiene il diagramma delle tensioni indicato ia fig.V.8.12a; il corrispondente dia-

gramma delle correntd & riportato infig.V.8.12b,

The
\
<13® ’ lg
v
. L ™~
) h ¢ "
El L ’Eza_'z \44/ |3
0 N !
f] 0.2
E gfo~Ey I e
| e |3 \I\; l
[ —_— O
106 volt 1A . i0A
a) b} <)

Fig.V.8.12 - Diagrammi utilizzati nell'esempio V.8.1.

a} diagramma delle tensioni;
by diagramma deile correnti;
¢} diagramma per ricavare i sistemi equilibrati directo

e inverso delle correnti,
Paila fig. V.8,12b si ottengono i scguent valori approssimati per le correnti:

¥z L, ¥ 17,5 -6 ; I, 5-17.5-16 (&

Suddividendo la terna delle correnti in base alla proprietd V.8.2, secondola co-

struzione di fig.V.8.10, si ortiene il diagramma di fig.V.8.12¢; dal suddetto diagramma
st otrtengono i seguenti valori approssimati di 3 i; e 31;:

A

= P48 31,5 =512 (A

31

da cui si ottiene Id;'i 16 e Ii?_:—j4_
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Per quanto riguarda la potenza, si ottiene che la potenza reattiva & nulla, es-
sendo il carico resistivo od inoltre risulea anche vuila la pocenza trasportata dal sisce-
ma rifase inverso delle correnti, essendo il sistema wrifase delie tensioni simmetrico

¢ diretto. Pereanto, per la potenza attiva, si ha:

1
P o — E
g 2k

Tk T dk

EMe

-[.' = — E-“1
2




APPENDICI AL CAPITOLO V

V.A - Esempi di applicezione de! metodo deli fasori.

Riportiamo di seguite quattro esempi di applicazione del me-

todo dei fasori in situazioni in cui & anche richiesto Vimpiego del me-
todo basato sulla trasformata di Laplace, sviluppato nel capitolo IIL

Esempio V.A.1

Nel circuito di fig.V.A.1, I"interruttore si opre oll'istante t=0, Nell'ipotesi che
il generatore di tensione indipendente sinuscidele agisco do un tempo sufficientemen-
te lontano rispefto @ £=0, in mode da poter supporre il circuito o regime nel momente
dell'apertura deil'interruttore, determinare quonto vale |'energio immagazzinajorel con-

densctore di capecita C1 ali‘istante 1t =1 sec.

+ Fv C +

11
T . 111 S——|
1

[ |

Fig.V.A.1 - Circuito considerato nell'esempio V.A 1. | valori dei componenti,
espressi in {7, F, V, sono:

. " . o e
R1=2; R3=1, Cle,S, Vg:Z sm(Zc-i- ——3—) . Ry=2; R4-3, CZ—CS_.I .

il circuito da analizzare pud essere const derato con buona approssimazione in

regime permanente sinusoidale all'istante =0, prima dell'apertura dell'interruttore,
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Occorte perckd analizzarto con il metodo dei fasori. Tenendo conto che la puisazione

¢ w2 echeil fasore della tensione del generatore indipendente &

E = 218

sl ottiene i} circuito trasformaro nel dominio dei fasori mostrate in Fg. V.AL2,

Analizzando tale circuito con il merodo dei nodi, prendendo come nedo di cife-

rimento il nodo 6, otteniamo le seguenti equazioni:

nodo i: (l-i-Zj)E—ES*Z}'E?mlg
. H . )
nodo 2 ] E2 - 21E = Ix
3
nodo 3: . - -
2;.1‘33 = - | il 5 l2
1 1 .
nodo 4 ol SR S N -S|
nodo 5 E:’: - =~ 12

A causa della presenza del crasformatore ideale otteniame le seguenti equazioni

aggiuntive:

54 = ES ll = |2
........ ) — -
2
E “BEGU 5 *
® 4 & 1:1 Ea P E?. 2 {1 43
J_ A+ S|
i 2E +
1 1 1 4
_— - . —— 1 E
3 T 2 2 0

Fig.V.A.2 - Circuito trasformace nel dominio det fasocri a partire da quello di
relativa am-

fig.V.A.1; accanto ai condensatori od ai resistori é indicata la

mettenza.
Per la presenza del generatore controliato otteniamo ancora:

E, - 153‘x L’E4
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Nel nostro caso non occorre analizzare completamente il circuito, ma & sufficien-®
te caleolare la tensione E, ai capi del condensatore €. Utilizzando le eguazioni del

trasformatore, insieme a queile dei nodi 4 ¢ 3, si ottiene:

(1+1}E4‘$ l1 54'E=-|§

da cui st ha:
54{2+i}=E
e quindi:
'n-i- t 1)
el e Artp ~—
%

= 0,8944 ¢10:9872

Quindi'la tensionc ai capi del condensatare <, all'tstante ¢ =0 vales

v(0) = 0,8944 cos (20 - 0,9872)| = 0,4928

Dopo 1'apertara dell’intesruttore la tensione ai capi del condensatore decresce
in guanto questo si scarica sul resistore Rl' Per determinare andamento nel tempo
detla tensione, utilizziamo i risultati deil'esempio [11.1.3, per cui,inbase aila(IH.1.12),
si ha: .

/R, C,

vcéz) = wil) e = 0,4928 ¢”'  (volt)

Poiché 'encrgia immagazzinata nel condensatore vale:

1
—¢ vl " 10,4928)% %' (Joule)

all'istante ¢= 1 see, si ha un'encrgin di 8,217° 1073 joule.

Esempio V.A.2.

hid
.
(=4
@
w2
o
3
o
=
o
=
[+
=,
[«
a o
o
g
o
o
3
ey
&
<
i3
=
ol
a4
oY)
ju
«
=]

iy
esiste, quel valore P della fose di uno d

[ - . - oE L
W BN IUNE Ut LU Us] wuitusis 3G

in base all'ipotesi di applicazione dell'eccitazione da tempe molto lontaroe ri-
spetto a t=0, possiamo analizzare 1l circuito per t <0 con il metodo det fasori. Per
determinare ia tensione ai capi del condensatore, applichiamo il principio di sovrappo-

sizione degli cffetti, essendo i generatori di pulsazione diversa,
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Fig.V.A.3 - Circuito considerato nell'esempio V.A.2. [ valori dei componenti,
espressi in A, (1, F, sono: ;

iﬂi(r} = 2 ees3t ; i 2(:) = ch(t+<P);
R1=R2=I; R3=R4 2: =3, C=1.

1 ox

359

Nel caso in cui & presente solo 1]l generatore di pulsazione 3, if circuito divie-
ng, nel dominio dei fasori, quello di fig. V. A4, Applicando il merwodo delle maglie, se-

condo le indicazioni di fig-V.A.4, si ha:

Zh o=V,

Cr5)

34—, -1 +3i=
i3 2 1

3h- 1, - 3i=0

199
e
1
i1 | 3 Fig.V.A.4 - Circuito risul-
2 tante da queilo di fig.V.A.3,
~ quande: 1) viene disattivato
| S—— N J—r_ il generatere di pulsazione
1 : i @ = 1; 2 viene considerato
+ 3i nel dominie dei fasori per
2 T 1 2 =3
- Vg fl i3

Dalla seconda cquazione dei sistema si ha:

1
(34";;‘3) §2+2Ii”~“0
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¢ quindi:

iQ"—‘“GiIE"—‘—jD :
La tensione ai capi del condensarore vale percia:

V(l) e —
¢ i3 ?
¢ quindi, nel dominio del tempo:
Vi'}(n) = 4 cos3t

Nel caso in cul agisca "altro generatore, il circuito divigne, nel relativo domi-

nio dei fasori (w = 1), quello mostrato in fg.V.A.5. Scrivendo le equaxioni alle maglie

si ha: _
2 - 2I3+35=0
(‘3"‘3)!2-2!3“3i"w“0
4E3w211-2i2“¢vg

a cui occorre aggiungere le equazijoni:

Dalla seconda equazione del sistema si bhas

3-j-n1, -249 =0

e quindi si has

W

12$2i<r

Fig.V.A.5 - Circuite risul-
tante da guello di fig.V.A.3,
guande: 1) viene disattivato -
il generatore di pulsaiivins
@ = 3; 2) viene considerato
nel dominio dei fasori per
[OTE I

La rensione ai capi del condensatore vale perranto:

1 . .
véZ‘ = 2j (:"'(p = ZQJq)
1
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e quindi, nel dominio del tempo:

vs:z}(t) = 2 cos (t+¢)

[.'andamento nel tempo della tensione v, # percid:

vc(t) = v(c”(t) + viz\(r) = 4 cos 3t + 2 cos {1+

e, per 159, vale;

vc(O} = 442 cosP

Dalla espressione precedente si vede che non esiste aleun valore di @ per cui

v () @ nulia.
<

Esempio Y. A.3

Nel circuito indicato in fig.V.A.8, si ha:

vg(t)=cosmt s CE=02=1 , L=t

=l

" 2
@ @ - B et svempto VA,

Si determini, in fupzione di w, l'andamente dell'impedenza wvista dal
generutore, individuando i valori di ® ¢he rendons infinita tale impedenza. Per
cgnune del valori di @ cosi tadividualti, si applichi un generatore Vg (I) wcos o t
u_y (1) e sidetermini l'andamento della correnie eregata itth.

fl bipols di cui occorre determimare l'impedenza & quelio visto a destra

dei morsetti A e Bin fig.V.A.6. Tale impedenza vale:

11 252 %1
Zisy= = 1=‘_"52 .
s s(s°+1)

s+—
5

In regime permanente risulta:

Re [Zje]=0

-2 @+l

Em[Zéjw}]=~m

il cui andamento in funzione di @ & riportato in fig. V.A.7.
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Fig. V.A.7 - Andamento

o della reattanza. del cir-
cuito considerato nel-
esempic V.A.3 in fun-
. zione di @,

I poti dell'tmpedenza Z sono presenti per w=0 e per w=1.
Considerando il caso di o = 0, si applichi in ingresso al circuito dato un

generatere di tensione v, (ti= v 4 (t) In tal caso st ha:

g
Vis) _1 s£s2+l}_ st

F{s}= =
Zis) s 2st+1 2T+l

Sviluppando in frazieni parziali si ottiene:

b2 1t 1z
T(s)mewus 05t e s e 4 B i
2 2st+1 2 4 stzﬂlz ’

da cui antitrasformandoe si ha:

V2

1 i
P{1) = —ug ft}+——sin —==1 u_; (¢
{ 7 13 } 4 Ji‘ IL)

Considerando poi il caso di w = 1, si applichi in ingresso al cireuito dato
un generatere di tensione vy {t) = cost u_j {t). In tal case si ha;

_Visy s s(s2+i)_ 5?

TZist sT4l 2s241 2sitl

13 .
V. (s) = —— 1 (s
& s+t )

Sviluppando in frazieni pavziali si ottiene:

ozt 17
Iy m s 2
#) 241 2 4J—sz+1;2 ’

da cui antitrasformando si ha:

Py =L ug (t) —[2— sin ——I—-l Uy (1)
2 & Jr
8i pud notare che in entrambi i casi considerati & assente la parte perma-
nente della rispesta. Tuttavia, poiché la funzione di rete ha poli sull'asse immagi-
nario, le parti traasitorie, che coincidono con le forme d'onda trovate, non
tendono a zero per t che tende alb'infinito.
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Esempio V.A.4
Nal circuito indicato in fig.V.A.8, si ha:

vg(t)='cos!u_1{t) ., Cy=Cp=1 , L=1 , Ry=Ry=t

JRURPEE I ————

v:QD Ty IILTCI I 1'2‘

Flg. V.A.8 - Circuito considerato nell'esempic V.A.4.

Si determinino le condizieni iniziali al tempo t = 0, in modoe tale che la
risposta del ¢ircunito per t > 0 sia priva di transitorio.

Per determinare le condizioni iniziali richieste, si applichi al cireunito
un'eccitazione pari a vg(t) = cos t ¢ si risolva il circuito in regime permanente.
81 determinino poi i valori delle tensioni dei condeasatori e della corrvente dell'in-
duttore all’istante t = Q. Tali valori saranno proprio pari alle condizioni iniziali
richieste. .

Risolviamo il circuito date con il metodo grafico. Assegnando il valore
arbitrario V, = 1, si ottengone { diagrammi vettoriali di fig. V.A.9.

4
Vi

i

1 Iy

a .. A%

: I

N 1 amnpere

Ty o 1 volt

Fig. V.A.9 - Diagrammi vettoriali delle tensioni e delle correnti ot-
tenuti nella risoluzione del circuito di fig. V.A.8, in regime perma-
nente, sotto Vipotesi arbitraria di Vo = 1.

Poiché si ha vg(u = ¢os L e guindi Vg = ], per ottenere i diagrammi
vettortali corretti, & necessario rwotare i diagrammi di fig.V.A.9 di 90° in seaso

orario e dividere per due la scala delle ampiezze. 8i ottengono cosi i diagrammi
vettoriali indicati in fig. V.A. 10,

Dall’esame dei diagrammi di fig. V.A.10, si ottengono i seguenti valori
per le tensioni dei condensatori e per la corrente dell'induttore:

- condensatore Cl" Vi =05 , vilt} = 0,5 cost vl(()) = 0,5;
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Q.5 ampere
0,5 voit

Fig. V.A.10 - Diagrammi vettoriali delle tensioni e delle correnti
ottenuti nella risoluziene del circuito di fig. V.A.8 in regime perma-
nente, :

—condensatore Cgr Vo =-j0,8 , voit)=05sint | vl =G
- induttore Lt 1 =0,5-j0,6 , ij{t)=05cost+05sint , i3i0)=0,5.

Si effettui ora una verifica della correttezza dei risultati otteauti. A tale
scapn occorre analizzare il ecireuito di fig.V.A.8 coen il metode di Laplace (il
generatore applicate @ pari a: Ve {t)=cos tu (t) e l'e condizione iniziali sono
quelle determinate}. Si ottiene il circuito indicato in fig. V.A 11,

Fig. V.A.11 - Circuite fitti-
ziv nel doeminio di Laplace
per Vanalist del circuito di
fig. V.A.8.

Analizzando il circuito di fig.V.A.11 con il metodo dei nodi, si ottiene:

[s+:+iJ UL S S VA
3 o5t +] 25 s 23
[S+E+—E-) Vz-——l- V§=—£-—

5 s 2s

[lalla seconda equazione si ottiene:

7 ,«,..-. r{.-‘. 1\“’ ’ 1
AEs il 1Y

Sostituendo netla prima, si ha:

1 3 1 1 5 1 1
s+~ [18“4sd ] V) muelma Vo 2o p e e
( s] [( ) 2 2:’ s 2 s2+l 2 2s
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1 2 I I 1 ] 1 1
- wm I Vy=—lgtidtm |+ o —
[(s%—ﬂ-‘] (s +s+l) s} ] 2(5 s) 3 27 7.

]

3

(53 +252 +3s+2) Vo =—L(s+2}+ 5
2 % +1

Quindi si ottiene:

(SZ+§)(S+2)+25 s3425%c3s42
2 (32 +1) ) 2 (SZHJ

(F+2s2+3542) vy =

da cui, semplificando:
1

V=
2 (2 +1)
infine, antitrasformando si ha:
v (l}"ls'mtlu i)
z (=7 -1
Risulia quindi confermato che la risposta del cireunito, con le coadizioni

iniziali calcolate precedentemente, @ priva della parte trapsitoria. Inoltre tale
risposta coinecide, per t > 0, con la risposta permanente gia determinata.
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