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Prefazione 
alla quarta edizione 

Questa quarta edizione è nata allo scopo di presentare un'introduzione alle strutture 
dati e agli algoritmi e, in particolare, al loro progetto, alla loro analisi e alla loro im-
plementazione. Relativamente ai programmi degli insegnamenti di informatica e di 
ingegneria informatica, questo testo è stato ritagliato fondamentalmente sulle esi-
genze dei corsi di strutture dati per il livello Freshman-Sophomore. In riferimento ai 
programmi basati su\VIEEE7ACM 2001 Computing Curriculum, questo libro è in-
dicato per l'adozione nei corsi CS102 (versioni I/O/B), CS103 (versioni I/O/B), 
CS111 (versione A) e CS112 (versioni A/I/O/F/H ). Ulteriori indicazioni sull'utilizzo 
di questo libro per i suddetti corsi si troveranno più avanti nel corso della prefazione. 

Le più evidenti modifiche, rispetto alla terza edizione, sono le seguenti: 
• Aggiunta di un nuovo capitolo dedicato ad array, linked list e ricorsione. 
• Aggiunta di un nuovo capitolo dedicato alla gestione della memoria. 
• Integrazione completa con Java 5.0. 
• Migliore integrazione con la Collections Framework di Java. 
• Miglioramento della trattazione degli iteratori. 
• Ampliamento della trattazione delle liste di array, contenente la sostituzione 

della classe java.util.vector con la classe java.util.ArrayList. 
• Aggiornamento di tutte le API (Application Programming Interface) di Java 

che prevedono l'introduzione di tipi generici. 
• Semplificazione dei tipi di dati astratti (TDA) lista, albero binario e coda a prio-

rità. 
• Ulteriore raffinamento della trattazione matematica delle sette funzioni più uti-

lizzate. 
• Ampliamento e revisione della parte esercitativa, che ha raggiunto un totale di 

670 esercizi, distribuiti tra livello di base, livello avanzato e progetto. Gli esercizi 
aggiuntivi comprendono nuovi progetti sulla manutenzione di una lista dei mas-
simi punteggi di un gioco, sulla valutazione di espressioni infisse e suffisse, sul-
l'albero di gioco minimo e massimo, sull'elaborazione degli ordini di acquisto e 
vendita merci, sullo scheduling della CPU, sulla simulazione rc-body, sul calcolo 
della distanza delle parti identiche in una sequenza di basi del DNA, sulla crea-
zione e risoluzione di giochi enigmistici. 
Questo libro è relazionabile ai seguenti testi: 

• M.T. Goodrich, R. Tamassia, D.M. Mount, Data Structures and Algorithms in 
C++, John Wiley & Sons, 2004. Il libro in oggetto è strutturato complessivamente 
in modo analogo al presente volume, ma impiega C++ come linguaggio di riferi-



mento (questo particolare approccio presenta alcune differenze modeste, ma di-
datticamente necessarie rispetto a Java). Pertanto quello sopra citato si presta a 
diventare un utile testo complementare in un programma che tratti sia Java sia 
C++ nei corsi di informatica di base. 

• M.T. Goodrich, R. Tamassia, Algorithm Design: Foundations, Analysis, and Inter-
net Examples, John Wiley & Sons, 2002. Questo è un manuale per un corso più 
avanzato di algoritmi e strutture dati, come CS7 nel programma ACM 1978 o 
CS210 (versioni T/W/C/S) nel programma IEEE/ACM 2001. 

Impiego come libro di testo 
L'analisi e il progetto di strutture dati efficienti sono da sempre stati riconosciuti 
come argomenti indispensabili per il calcolo numerico, e per questo motivo lo stu-
dio delle strutture dati costituisce una parte essenziale dei programmi accademici 
più tradizionali di Informatica e Ingegneria informatica. Le strutture dati elementa-
ri nel primo corso di programmazione oppure di introduzione all'Informatica sono 
presentate per lo più sinteticamente e poi vengono approfondite nei corsi successi-
vi. Dopo questi corsi, di solito, sono ancora previsti altri studi di maggior approfon-
dimento su algoritmi e strutture dati. Il ruolo dell'analisi e del progetto di strutture 
dati nel piano di studi è, secondo la nostra opinione, decisamente centrale, vista 
l'importanza di strutture dati efficienti nella maggior parte dei sistemi software, ivi 
compresi il Web, i sistemi operativi, i database, i compilatori e i sistemi di simulazio-
ne scientifica. 

Data l'affermazione del paradigma a oggetti come struttura da preferire per lo 
sviluppo di un software efficace e riutilizzabile, si è cercato di caratterizzare questo 
testo mediante un'impostazione orientata agli oggetti (object-oriented). Uno dei 
principali concetti sottesi dall'approccio object-oriented riguarda il fatto che i dati 
devono essere rappresentati come se fossero incapsulati nei metodi che hanno acces-
so a essi e possono modificarli. In altre parole, alla visione dei dati come collezione di 
byte e indirizzi se ne sostituisce un'altra, quella dei dati come istanze di un tipo di 
dato astratto (TDA), che comprende un repertorio di metodi per effettuare opera-
zioni sui dati. Analogamente, il paradigma orientato agli oggetti spesso si fonda su 
design pattern che semplificano il riutilizzo del codice e ne favoriscono l'efficacia. 
Ogni struttura dati viene introdotta impiegando i tipi di dato astratto e le loro relati-
ve implementazioni; vengono descritti anche importanti design pattern come mezzi 
finalizzati all'organizzazione di tali implementazioni in classi, metodi e oggetti. 

Ogni tipo di dato astratto presentato in questo volume si accompagna a una in-
terfaccia Java associata. Le strutture dati concrete che realizzano i TDA sono mo-
strate come classi di Java che implementano quelle interfacce. Si correda il tutto con 
implementazioni in Java degli algoritmi fondamentali (come quelli di ordinamento 
e di attraversamento dei grafi) e con esempi applicativi delle strutture dati (come 
l'accoppiamento dei tag HTML e un album fotografico). Per motivi di limitatezza 
di spazio disponibile, nel libro talvolta vengono mostrati soltanto frammenti di co-
dice, mentre il codice sorgente completo è disponibile sul sito Web associato, che si 
può trovare all'indirizzo: http://java.datastructures.net. 

Tutto il codice Java impiegato per implementare le strutture dati fondamentali 
di questo libro è organizzato in un singolo pacchetto Java, net.datastructures. Que-
sto pacchetto forma una libreria coerente di strutture dati e algoritmi in Java, pro-
gettati appositamente per scopi didattici in modo complementare a quello previsto 
dalla Collections Framework di Java. 

http://java.datastructures.net


Valore didattico aggiuntivo delle risorse Web 
Questo libro è corredato da un sito Web ricco e vasto: 

http://java.datastructures.net 

Gli studenti sono sollecitati all'utilizzo congiunto di questo sito con il testo, allo sco-
po di sostegno negli esercizi e di potenziamento nella comprensione della materia. 
Anche i docenti sono invitati a impiegare il sito come ausilio nella programmazio-
ne, nell'organizzazione e nella presentazione del materiale didattico. 

• Per lo studente 
Per tutti i lettori e particolarmente per gli studenti si includono: 
• Tutti i codici sorgenti Java presentati in questo libro. 
• La versione per gli studenti del pacchetto Java net .datastructures. 
• Le slide in formato PDF (quattro per pagina). 
• Un database di suggerimenti per tutti gli esercizi, ordinati per numero del pro-

blema. 
• Animazioni Java e applet interattive per le strutture dati e gli algoritmi. 
• Collegamenti ad altre risorse Web dedicate agli algoritmi e alle strutture dati. 
Le animazioni Java e le applet interattive saranno probabilmente di particolare inte-
resse, poiché è intuibile che tali sussidi consentono ai lettori di «giocare» in modo in-
terattivo con le diverse strutture dati, aiutandoli a una maggiore comprensione dei 
vari TDA. I suggerimenti devono essere tenuti in particolare considerazione da quan-
ti necessitano di un aiuto iniziale per avviarsi nella soluzione di certi tipi di esercizi. 

U Per il docente 
Per i docenti che adottano questo testo, si includono i seguenti sussidi didattici ag-
giuntivi: 
• Le soluzioni di più di duecento esercizi contenuti nel libro. 
• Un database con ricerca per parola chiave di ulteriori esercizi. 
• Il pacchetto Java net.datastructures completo. 
• Codice Java sorgente aggiuntivo. 
• Le slide in doppio formato Powerpoint e PDF (una per pagina). 
• Supplementi monografici su argomenti specifici, che includono le trattazioni su 

insiemi convessi (convex-hull), range tree e intersezione di segmenti ortogonali. 
Le slide sono completamente modificabili, per permettere un utilizzo in piena li-
bertà di questo libro da parte del docente, nella preparazione personalizzata delle 
lezioni da svolgere. 

Questo libro contiene numerosi frammenti in codice Java e in pseudocodice e più 
di 670 esercizi, che sono approssimativamente suddivisi in un 40% di esercizi di base, 
un 40% di esercizi di livello avanzato e un 20% di progetti di programmazione. 

Elenco dei capitoli 
I capitoli di questo corso prevedono l'organizzazione di un percorso educativo che 
inizia dai fondamenti della programmazione in Java e dalla progettazione orientata 
agli oggetti, si articola verso strutture concrete, quali array e linked list, aggiunge 

http://java.datastructures.net


tecniche fondamentali come la ricorsione e l'analisi dell'algoritmo, poi presenta le 
strutture dati e gli algoritmi fondamentali, concludendo con una trattazione della 
gestione della memoria (vale a dire il substrato architettonico delle strutture dati). 
In particolare, i capitoli di questo libro sono organizzati nel modo seguente: 
1. Fondamenti di programmazione in Java 
2. Progettazione orientata a oggetti 
3. Array, linked list e ricorsione 
4. Strumenti per l'analisi 
5. Stack e code 
6. Le liste e gli iteratori 
7. Gli alberi 
8. Le code a priorità 
9. Mappe e dizionari 
10. Alberi binari di ricerca 
11. Ordinamento, insiemi e selezione 
12. Elaborazione di testi 
13. I grafi 
14. La memoria 
A. Proprietà matematiche utili 

Prerequisiti 
Questo libro è stato scritto partendo dalla certezza che il lettore possieda alcune co-
noscenze pregresse. Si presume che il lettore abbia almeno una vaga familiarità con 
un linguaggio di programmazione ad alto livello, come C, C++ oppure Java, e che 
sia in grado di comprendere i principali costrutti di uno di questi linguaggi, come: 
• Variabili ed espressioni. 
• Metodi (noti anche come funzioni o procedure). 
• Strutture decisionali (come i costrutti if e le strutture switch). 
• Strutture iterative (cicli for e cicli while). 
È stato dedicato un capitolo introduttivo a Java (Capitolo 1) a beneficio dei lettori 
che abbiano familiarità con i concetti sopra elencati, ma non con il modo di espri-
merli in Java. Questo volume è principalmente un manuale sulle strutture dati e 
non un manuale di Java; pertanto esso non può prevedere una trattazione esaustiva 
di Java. Tuttavia non si presuppone che il lettore sia necessariamente pratico di pro-
gettazione orientata agli oggetti o di strutture collegate, come le linked list, e per 
questo tali argomenti sono trattati nei capitoli centrali di questo libro. 

Per quanto riguarda le nozioni di matematica di base, si ipotizza che il lettore ab-
bia una certa familiarità con la matematica degli istituti superiori: nel Capitolo 4 si 
esaminano le sette funzioni di maggiore importanza per l'analisi degli algoritmi. In ef-
fetti si è deciso di contrassegnare con un asterisco (*) e di considerare facoltativi quei 
paragrafi in cui si sfruttano funzioni diverse da queste sette. Nell'Appendice A si offre 
un sommario di altri utili elementi matematici, compresa la probabilità elementare. 

Nota sugli autori 
I professori Goodrich e Tamassia sono due stimati ricercatori di algoritmi e struttu-
re dati e hanno pubblicato parecchi articoli in questo campo, con applicazioni relati-
ve a Internet, visualizzazione dell'informazione, sicurezza informatica ed elabora-
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dazione di IEEE Transactions on Computers. 

Gli autori hanno anche una vasta esperienza di insegnamento. Per esempio, Mi-
chael Goodrich ha insegnato in corsi di strutture dati e algoritmi, ricevendo diversi 
riconoscimenti per le sue capacità didattiche. Il suo metodo didattico consiste nel 
coinvolgere gli allievi in lezioni vivacemente interattive, che mirano a tirar fuori 
profonde intuizioni sulle tecniche relative agli algoritmi e strutture dati. Roberto 
Tamassia ha insegnato fin dal 1988 in corsi introduttivi di algoritmi e strutture dati: 
un elemento che contraddistingue il suo stile didattico e l'uso efficace di presenta-
zioni ipermediali interattive integrate nel Web. 
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Nota dei traduttori 
I motivi che ci hanno spinto a proporre una traduzione italiana di questo testo sono 
essenzialmente dovuti alla sua notevole diffusione nella didattica degli algoritmi e 
strutture dati, con particolare riferimento all'utilizzo dell'ambiente di programma-
zione Java. La chiarezza, il grado di aggiornamento, la consistenza degli esempi e la 
profondità del dettaglio collocano quest'opera in una posizione di eminenza nel-
l'ambito dei supporti alla formazione di base della cultura informatica. 

II lavoro di traduzione merita alcune considerazioni di carattere generale circa 
le scelte operate per quanto riguarda la terminologia: pur ritenendo necessario tra-
durre integralmente le argomentazioni dell'intero testo, abbiamo conservato in lin-
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parte del codice, considerato anche il collegamento del testo originale al sito Web 
datastructures. net. 
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Fondamenti 
di programmazione 
in Java 

1.1 Per iniziare: classi, tipi e oggetti 

La costruzione di strutture dati e di algoritmi richiede di impartire dettagliate istru-
zioni a un computer e di utilizzare un linguaggio di programmazione ad alto livello, 
come Java, che costituisce uno strumento eccellente per il conseguimento di questa 
finalità. In questo capitolo si offre una rapida panoramica del linguaggio di pro-
grammazione Java, supponendo che il lettore abbia sufficiente familiarità con un 
qualsiasi linguaggio di programmazione ad alto livello. Questo libro non prevede 
una trattazione completa del linguaggio Java. 

Ci sono aspetti importanti del linguaggio Java, come i thread e i socket che non 
hanno rilevanza specifica per il progetto di strutture dati e che quindi non saranno 
presentati. Per chi fosse interessato a una conoscenza più approfondita di questi ar-
gomenti, si consiglia di consultare le note contenute nella parte finale del capitolo. 
Per iniziare è proposto un programma che scrive sullo schermo «Hello Universe!», 
analizzato in Figura 1.1. 

I «protagonisti» di un programma Java sono gli oggetti. Gli oggetti immagazzi-
nano i dati e forniscono metodi per accedere e modificare i dati stessi. Ogni oggetto 

Tutto il codice Parentesi graffa 
di un programma Java per l'apertura 

deve appartenere del corpo 
Questo termine a una classe della classe 

denota che chiunque \ Q u e s t 0 è „ n o m e 
può eseguire \ d e | | a c | a s s e 

questo metodo \ \ * 1 X 
I public ! i class I i Universe ! ; { ! 

Chiunque 
può eseguire 

questo metodo 

Questo metodo - — 
appartiene alla classe, 

non a un oggetto 
(se ne parlerà 

in seguito) 
Parentesi graffa 
per la chiusura 

della classe 

Questo metodo 
non restituisce nulla 

public! static: — — 

! System.out.println 

' VOid : main; (Stringi ] args) j Hf 
("Hello Universe!") j 

Nome del metodo chiamato 
(in questo caso il metodo 

per stampare stringhe 
sullo schermo) 

I parametri passati a questo 
metodo (in questo caso 
gli argomenti della riga 
di comando presentati 
come array di stringhe) 

Parentesi graffa 
— per l'apetura 
del corpo del metodo 
i Punto e virgola per 

chiudere una istruzione 

Parametro passato 
a questo metodo 

(in questo caso la stringa 
che si vuole stampare) 

Parentesi graffa 
per la chiusura 

del corpo del metodo 

FIGURA 1 . 1 Un programma «Hello Universe!». 



è un'istanza di una classe che definisce il tipo di dati che l'oggetto immagazzina in-
sieme alle operazioni che possono essere effettuate su quei dati. In particolare i 
membri consentiti di una classe Java sono i seguenti: 
• I dati degli oggetti Java sono memorizzati in variabili di istanza (dette anche 

campi). Perciò, se un oggetto di una certa classe deve immagazzinare dati, allora 
la sua classe deve specificare le variabili d'istanza per tale oggetto. Le variabili 
d'istanza possono provenire dai tipi di base (come interi, numeri in virgola mo-
bile o booleani) oppure possono riferirsi a oggetti di altre classi. 

• Sono chiamati metodi le operazioni che si effettuano sui dati e che esprimono i 
«messaggi» a cui gli oggetti devono rispondere. I metodi di una classe possono 
essere costruttori, procedure e funzioni. Essi definiscono il comportamento degli 
oggetti di una classe. 

• Come sono dichiarate le classi 
Riassumendo, un oggetto è una combinazione specifica di dati e di metodi che pos-
sono elaborare e comunicare tali dati. Le classi definiscono i tipi degli oggetti; gli 
oggetti si possono considerare come delle istanze della classe che ne definisce il tipo 
di appartenenza. 

Un esempio di definizione di una classe Java è mostrato nel Frammento di co-
dice 1.1. 

In questo esempio si noti che la definizione di classe è delimitata da parentesi 
graffe, cioè inizia con una «(» e finisce con una «}». In Java ogni insieme di istruzioni 
tra parentesi graffe «{» e «)» definisce un blocco del programma. 

Anche la classe Contatore, come la classe Universe, è dichiarata public, con il si-
gnificato che ogni altra classe può creare e utilizzare un oggetto Contatore. Conta-
tore possiede un'unica variabile d'istanza: l'intero conta. Questa variabile è inizia-
lizzata a 0 nel metodo costruttore, Contatore, chiamato quando si vuole creare un 
nuovo oggetto Contatore (questo metodo ha sempre lo stesso nome della classe cui 
appartiene). Questa classe ha anche un metodo di accesso, ricavaContatore, che re-
stituisce il valore corrente del contatore. Questa classe, infine, ha due metodi di ag-
giornamento: il primo, incrementaConta, che incrementa il contatore, e il secondo, 
decrementaConta, che lo decrementa. Questa dell'esempio precedente non si può 
considerare una classe degna di attenzione, ma serve solo per mostrare la sintassi e 
la struttura di una classe Java. Osservandola si rileva anche che una classe Java non 
deve necessariamente avere un metodo principale (main), anche se una classe così 
fatta non ha facoltà di esecuzione autonoma. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1.1 
Classe Contatore 
che implementa 
un semplice contatore, 
cui si può accedere 
ricavandone il valore, 
incrementandolo 
e decrementandolo. 

public class Contatore { 
protectedint conta; / / semplice variabile d'istanza intera 
/** Costruttore di default per un oggetto Contatore */ 
ContatoreC ) l conta = 0; } 
/** Metodo di accesso per ricavare il valore corrente di conta */ 
public int ricavaContatoreC ) [ restituisce conta; ) 
/** Metodo per incrementare conta */ 
public void incrementaContaQ { conta++; } 
/** Metodo per decrementare conta */ 
public void decrementaConta( ) (conta—; ( 

l 



P a r o l e r i s e r v a t e 

abstract else interface switch 
boolean extends long synchronized 
break false native this 
byte final new throw 
case finally null throws 
catch float package transient 
char for private true 
class goto protected try 
const if public void 
continue implements return volatile 
default import short while 
do instanceof static 
double int super 

Il nome di una classe, di un metodo o di una variabile in Java si dice identifica-
tore: una stringa di caratteri che inizia con una lettera ed è formata da lettere, da 
numeri e dal carattere sottolineato (underscore) (in cui «lettere» e «numeri» pro-
vengono da qualsiasi linguaggio scritto definito nell'insieme dei caratteri Unicode). 
Nella Tabella 1.1 sono elencate le eccezioni a questa regola generale per gli identifi-
catoti Java. 

TABELLA 1 . 1 
Una lista delle parole 
riservate di Java. 
In Java queste parole 
non possono essere 
utilizzate come nomi 
di metodi o 
di variabili. 

• Modificatoti di classe 
I modificatori di classe sono parole chiave facoltative che precedono la parola chia-
ve class. In generale, i diversi modificatori di classe e il loro significato sono quelli 
di seguito descritti. 
• Il modificatore di classe abstract descrive una classe che possiede metodi 

astratti. I metodi astratti sono dichiarati con la parola chiave abstract e sono 
vuoti (in altri termini, essi non hanno alcun blocco che definisca un corpo del co-
dice per questo metodo). Una classe che non abbia nient'altro che metodi astrat-
ti e nessuna variabile d'istanza è più propriamente definita come un'interfaccia 
(si veda il Paragrafo 2.4), mentre una classe abstract di solito possiede un insie-
me misto di metodi astratti e metodi reali (si tratteranno le classi astratte e il 
loro impiego nel Paragrafo 2.4). 

• Il modificatore di classe final descrive una classe che non può avere sottoclassi 
(questo concetto sarà esposto nel capitolo seguente). 

• Il modificatore di classe public descrive una classe che può essere ¡stanziata o 
estesa da un oggetto qualsiasi nello stesso package oppure da qualsiasi oggetto 
che importi la classe (questo è spiegato con maggior dettaglio nel Paragrafo 
1.8). Tutte le classi pubbliche sono dichiarate in un file distinto chiamato 
nome_della_classe,java, in cui «nome_della_classe» è il nome della classe. 

• Se il modificatore di classe public non è utilizzato, la classe è considerata 
friendly. Ciò significa che esse può essere adoperata e istanziata da tutte le classi 
che fanno parte dello stesso package. Quest'ultimo è il modificatore di classe di 
default. 



1.1.1 Tipi di base 
I tipi di oggetti sono determinati dalla classe cui essi appartengono. Per motivi di ef-
ficienza e semplicità, Java possiede i seguenti tipi di base (chiamati anche tipi pri-
mitivi), che non sono oggetti: 

boolean valore booleano: vero o falso 
char carattere Unicode a 16 bit 
byte intero con segno a 8 bit espresso in complemento a due 
short intero con segno a 16 bit espresso in complemento a due 
int intero con segno a 32 bit espresso in complemento a due 
long intero con segno a 64 bit espresso in complemento a due 
float numero in virgola mobile a 32 bit (IEEE 754-1985) 
doublé numero in virgola mobile a 64 bit (IEEE 754-1985) 

Se si dichiara che una variabile appartiene a uno di questi tipi, significa semplice-
mente che essa memorizza un valore appartenente a quel tipo, invece di un riferi-
mento a un certo oggetto. Le costanti intere, come 14 o 195, sono di tipo int, a meno 
che non siano immediatamente seguite da una «L» oppure da una «1», caso in cui 
sono di tipo long. Le costanti in virgola mobile, come 3.1415 oppure 2.158e5, sono 
di tipo doublé, a meno che non siano immediatamente seguite da una «F» oppure 
da una «f», caso in cui sono di tipo float. Nel Frammento di codice 1.2 è mostrata 
una semplice classe che definisce un cero numero di tpi di base come variabili locali 
per il metodo principale. 

• Commenti 
Si presti particolare attenzione all'uso di commenti in questo e in altri esempi. Que-
sti commenti sono annotazioni previste per gli utenti e non sono prese in considera-

F R A M M E N T O DI CODICE 
1.2 
La classe Base che 
illustra un esempio 
sull'impiego dei tipi 
di base. 

public c lass Base { 
public static vo id main (String!] args) ( 

boolean flag = true; 
char ch = 'A'; 
byte b = 12; 
short s = 24; 
int i = 257; 
long 1 = 890L; 
float f = 3.1415F; 
doable d = 2 .1828; 
System.out.println ("flag = " + flag); 
System.out.println ("ch = " + ch); 
System.out.println ("b = " + b); 
System.out.println ("s = 
System.out.println (" i = 
System.out.println (" 1 = 
System.out.println ("f = 
System.out.println ("d = 

1 

/ / s i noti l'uso di "L" 
/ / s i noti l'uso di "F" 

/ / è la concatenazione 

+ s); 
+ i); 
+ 1); 
+ 0; 

' + d); 



zione dal compilatore Java. In Java si possono trovare due tipi di commenti: il bloc-
co di commento e la riga di commento, che definiscono una parte di testo ignorato 
dal compilatore. Java utilizza /* per iniziare un blocco di commento e */ per termi-
narlo. Degni di nota sono i commenti che iniziano con /**, che hanno un formato 
speciale che consente loro di essere elaborati da un programma chiamato Javadoc 
per produrre automaticamente una documentazione per i programmi Java. Nel Pa-
ragrafo 1.9.3 sarà discussa la sintassi e l'interfpretazione dei commenti Javadoc. 

Oltre ai blocchi di commento Java impiega i caratteri // per iniziare commenti su 
una riga, ignorando ogni parola successiva presente sulla riga. Per esempio: 

/ * 
* Questo è u n blocco di commento. 
*/ 
I l Questa è una riga di commento. 

flag = true 
ch = A 
b = 12 
s = 24 
i = 257 
1 = 890 
f = 3 .1415 
d = 2 .1828 

F I G U R A 1 . 2 
Output della classe 
Base. 

• Output della classe B a s e 
In Figura 1.2 è mostrato l'output di una esecuzione della classe Base (metodo prin-
cipale). 

Pur non riferendosi direttamente a oggetti, le variabili dei tipi di base sono utili 
nel contesto degli oggetti, poiché spesso costituiscono le variabili d'istanza (o cam-
pi) interne all'oggetto. Per esempio, la classe Contatore (Frammento di codice 1.1) 
ha una singola variabile d'istanza di tipo int. Un'altra caratteristica positiva dei tipi 
di base in Java è quella che le variabili d'istanza appartenenti a tipi di base hanno 
sempre un valore iniziale quando è creato un oggetto che le contenga (questo valo-
re può essere zero, false o il carattere nuli, a seconda del tipo di appartenenza). 

1.1.2 Oggetti 
In Java gli oggetti nuovi di una determinata classe sono creati utilizzando l'operato-
re new. L'operatore new crea un nuovo oggetto di una classe specificata e restitui-
sce un riferimento a quell'oggetto. Per creare un nuovo oggetto di un certo tipo, bi-
sogna seguire direttamente l'utilizzo dell'operatore new mediante una chiamata di 
un costruttore di quel tipo di oggetto. Si può impiegare qualsiasi costruttore incluso 
nella definizione della classe, compreso il costruttore di default (privo di argomenti 
tra parentesi). In Figura 1.3 si mostrano diversi esempi distinti di utilizzo dell'opera-
tore new, sia per creare semplicemente nuovi oggetti che per assegnare a una varia-
bile il riferimento a questi oggetti. 

La chiamata dell'operatore new su un tipo di classe, genera i tre eventi seguenti: 
• Un nuovo oggetto è allocato dinamicamente in memoria e tutte le variabili 

d'istanza sono inizializzate a valori standard di default. I valori di default sono 
nuli per oggetti variabili e 0 per tutti i tipi di base tranne le variabili di tipo boo-
lean (che per default sono false). 

• Il costruttore per il nuovo oggetto è chiamato con i parametri specificati. Il co-
struttore introduce valori significativi per le variabili d'istanza ed effettua ogni 
ulteriore calcolo necessario per la creazione di quest'oggetto. 

• Dopo che il costruttore ha finito, l'operatore new restituisce un riferimento (ovve-
ro un indirizzo di memoria) per l'oggetto appena creato. Se l'espressione è nella 
forma di un'istruzione di assegnazione, allora il suo indirizzo è memorizzato nella 
variabile oggetto, in modo che essa si riferisca a questo oggetto di nuova creazione. 
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• Oggetti numerici 
Può capitare talvolta di voler memorizzare dei numeri come oggetti, ma i numeri 
come tipi di base non sono affatto oggetti di per sé, come si è avuto modo di osser-
vare. Per aggirare questo ostacolo Java definisce una classe comprendente ogni tipo 
numerico di base. Queste classi sono chiamate classi numeriche. Nella Tabella 1.2 
sono mostrati i tipi numerici di base e le loro corrispondenti classi numeriche, insie-
me a esempi di creazione e di accesso a oggetti numerici. Da Java 5.0 in poi, viene 
automaticamente eseguita un'operazione di creazione ogni volta che si passa un nu-
mero di base a un metodo che aspetta un corrispondente oggetto. Il metodo di ac-
cesso corrispondente è eseguito automaticamente anch'esso ogniqualvolta si desi-
deri assegnare il valore di un corrispondente oggetto numerico a un tipo numerico 
di base. 

• Oggetti Strìnga 
La stringa è una sequenza di caratteri provenienti da un alfabeto che è un insieme di 
tutti i caratteri possibili. Ogni carattere c che forma una stringa s può essere indivi-
duato nella stringa dal suo indice, che è uguale al numero di caratteri che precedono c 
nella stringa s (l'indice del primo carattere è 0). In Java l'alfabeto utilizzato per defi-

Tip i d i base N o m e de l l a classe Esemp io d i c r e a z i o n e Esemp io d i accesso 

byte B y t e n = new Byte((byte)34); n.byteValue( ) 
short Short n = new Short(Cshort) 100); n.shortValueC ) 

int Integer n = new IntegerC 1045); n.lntValueO 
long Long n = new LongC 10849L); n.longValueC ) 
float Float n = new Float (3.934F); n.floatValueC ) 

double Double n = new Double(3.394); n.doubleValue( ) 
TABELLA 1 . 2 Classi numeriche di Java. Ogni classe è presentata con il suo corrispondente tipo 
di base ed espressioni esemplificative per la creazione e l'accesso a questi oggetti. Si ipotizza 
che per ogni riga la variabile n sia dichiarata con il nome della classe corrispondente. 



nire le stringhe è l'insieme di caratteri internazionali Unicode, una codifica di carat-
teri a 16 bit che ricopre tutti i caratteri più usati nelle lingue scritte. Altri linguaggi di 
programmazione tendono all'adozione del più ristretto insieme di caratteri ASCII 
(che è un sottoinsieme proprio dell'alfabeto Unicode, basato su una codifica a 7 bit). 
Inoltre Java definisce una speciale classe predefinita di oggetti detti oggetti String. 

Per esempio, P potrebbe essere la stringa 
" hogs and dogs ", 

che è lunga 13 caratteri e potrebbe essere tratta dalla pagina Web di una persona 
qualsiasi. In questo caso il carattere di indice 2 è «g» e il carattere di indice 5 è «a». 
In alternativa, P potrebbe essere la stringa «CGTAATAGTTAATCCG», che è lunga 16 
caratteri e potrebbe provenire da un'applicazione scientifica di sequenziazione del 
DNA, in cui l'alfabeto è (G,C,A,T(. 

• Concatenazione 
L'elaborazione di stringhe implica il trattamento di stringhe. L'operazione elemen-
tare per la combinazione di stringhe è chiamata concatenazione-, essa prende due 
stringhe P e Q e le combina in una nuova stringa, indicata con P + Q, formata da 
tutti i caratteri di P seguiti da tutti i caratteri di Q. In Java l'operazione «+» funzio-
na esattamente come quando si agisce su due stringhe. Pertanto è consentito (e an-
che vantaggioso) scrivere in Java un'espressione di assegnazione come: 

String s = "chilo" + "metri"; 
Questa espressione definisce una variabile s che referenzia oggetti della classe 
String assegnandole la stringa "chilometri" (le espressioni di assegnazione e simi-
lari saranno oggetto di ulteriore approfondimento nel seguito di questo capitolo). Si 
assume che ogni oggetto Java possegga un metodo precostituito toString( ), che for-
nisce in uscita una stringa associata a quell'oggetto. Questa descrizione della classe 
String dovrebbe essere esauriente per la maggioranza delle applicazioni; con mag-
gior dettaglio, nel Paragrafo 12.1, verrà presentata la classe String e la classe String-
Buffer a essa «imparentata». 

• Riferimenti a oggetti 
Come già detto in precedenza, la creazione di un nuovo oggetto implica l'introdu-
zione di un operatore new per l'allocazione di uno spazio di memoria per l'oggetto 
e l'impiego del costruttore dell'oggetto per l'inizializzazione di questo spazio. La lo-
cazione, o indirizzo, di questo spazio è allora tipicamente assegnato a una variabile 
di riferimento. Pertanto, una variabile di riferimento può essere vista come un 
«puntatore» a un dato oggetto. È come se la variabile facesse da contenitore per un 
telecomando, utilizzato per comandare l'oggetto creato (come se fosse un dispositi-
vo telecomandato). In altre parole, la variabile è un mezzo per puntare all'oggetto, 
chiedergli di eseguire azioni o permettere l'accesso ai suoi dati. Si illustra questo 
concetto nella Figura 1.4. 

• L'operatore punto (dot) 
Ogni variabile di riferimento deve essere collegata a un certo oggetto, eventual-
mente anche all'oggetto nuli, caso in cui la variabile non punta a nessun oggetto. 
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Richiamando l'analogia con il telecomando, un riferimento nuli è un contenitore 
vuoto per il telecomando. All'inizio, se non si fa puntare la variabile a un oggetto, il 
riferimento è nuli. 

Ci possono essere molteplici riferimenti allo stesso oggetto e ogni riferimento a 
uno specifico oggetto può essere impiegato per chiamare i metodi di quell'oggetto. 
Tale situazione corrisponde alla presenza di molti telecomandi funzionanti per uno 
stesso dispositivo. Ogni telecomando può servire ad esempio per cambiare un cana-
le su una TV. Si osservi che se si adopera un solo telecomando per modificare qual-
cosa nel dispositivo, allora subisce un cambiamento il (singolo) oggetto cui puntano 
tutti i telecomandi. Allo stesso modo, se viene utilizzata una singola variabile di rife-
rimento per cambiare lo stato di un oggetto, questo stato cambia anche per tutte le 
altre variabili che si riferiscono a esso. Questo comportamento deriva dal fatto che 
esistono molte variabili di riferimento che puntano tutte a uno stesso oggetto. 

Uno dei principali ruoli di una variabile di riferimento di un oggetto è quello di 
consentire a questo oggetto, singola istanza della sua classe, l'accesso ai membri del-
la classe stessa. In altre parole, una variabile di riferimento a un oggetto è utile per 
accedere ai metodi e alle variabili di istanza associate a un oggetto. Questo accesso 
è effettuato mediante l'operatore punto («.»). Un metodo associato con un oggetto 
viene chiamato facendo uso del nome della variabile di riferimento, seguito dall'o-
peratore punto, dal nome del metodo e dai suoi parametri. 

Questo costrutto serve per chiamare il metodo che porta il nome specificato per 
l'oggetto richiamato da questo riferimento all'oggetto. In questo modo è possibile 
passare anche parametri multipli. Qualora esistano diversi metodi con lo stesso 
nome definiti per lo stesso oggetto, allora Java durante l'esecuzione utilizza quello 
che si accorda con il numero dei parametri e che ha maggior similitudine con i loro 
rispettivi tipi. Il nome di un metodo, il numero e i tipi dei suoi parametri rappresen-
tano la firma (o signature) di un metodo: essa comprende tutte le parti che servono 
per determinare il metodo che bisogna realmente considerare per effettuare una 
certa chiamata di metodo. Si considerino gli esempi che seguono: 

forno.cuociCenaC ); 
forno. cuoeiCena(cibo) ; 
forno.cuociCena(cibo,condimento); 

In effetti, ognuna di queste chiamate di metodo è riferita a un metodo diverso con il 
medesimo nome definito nella classe cui appartiene l'oggetto forno. In ogni caso bi-



sogna osservare che la firma di un metodo in Java non comprende il tipo restituito 
dal metodo, e pertanto Java non permette a due metodi con la stessa firma di resti-
tuire tipi differenti. 

• Variabili di istanza 
Le classi Java possono definire delle variabili di istanza, dette anche campi. Queste 
variabili rappresentano i dati associati agli oggetti di una classe. Le variabili d'istanza 
devono avere un tipo, che può essere un tipo di base (come int, float, doublé) oppu-
re un tipo di riferimento (in analogia al telecomando), cioè una classe, come String, 
un'interfaccia (si veda il Paragrafo 2.4) oppure un array (si veda il Paragrafo 1.5). 
Una variabile di istanza appartenente a un tipo di base memorizza un valore di quel 
tipo di base, mentre una variabile di istanza dichiarata con il nome di una classe me-
morizza un riferimento a un oggetto appartenente a quella classe. 

Continuando l'analogia tra telecomandi e riferimenti agli oggetti, le variabili 
d'istanza sono come parametri di un dispositivo che possono essere letti o impo-
stati da un telecomando (come avviene per il volume o i canali in una TV). Data 
una variabile di riferimento v, che punta a un certo oggetto o, si può accedere a 
ogni variabile d'istanza di o, a meno che non ci sia qualche restrizione. Per esem-
pio, le variabili d'istanza public sono accessibili da tutti. Il valore di una di queste 
variabili d'istanza, i, può essere ottenuto utilizzando l'operatore punto, per esem-
pio scrivendo v.i in un'espressione aritmetica. Analogamente, si può fissare il va-
lore di una di queste variabili d'istanza, i, scrivendo v.i a sinistra di un operatore 
di assegnazione («=») (Figura 1.5). Per fare un esempio, se gnomo è un riferimen-
to all'oggetto Gnomo, che ha variabili d'istanza public che sono nome e anni, al-
lora è possibile scrivere come segue: 

gnomo.nome = "professor Smythe"; 
gnomo.anni = 132; 

Il riferimento a un oggetto può essere anche diverso da una variabile di riferimento. 
Per esempio può essere un'espressione che restituisce un riferimento a un oggetto. 

F I G U R A 1 . 5 
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• Modificatoti di variabile 
In alcuni casi non è possibile accedere direttamente ad alcune variabili d'istanza di 
un oggetto. Per esempio, una variabile d'istanza dichiarata come private in una clas-
se è accessibile solo dai metodi definiti internamente alla classe stessa. Queste varia-
bili d'istanza sono simili ai parametri di un dispositivo che non possono essere rego-
lati direttamente da un telecomando. Per esempio, alcuni dispositivi hanno parametri 
interni che possono solo essere letti o assegnati da un tecnico specializzato (mentre 
l'utente non può cambiare tali parametri senza violare i vincoli di garanzia). 

Dichiarando una variabile d'istanza si può scegliere di introdurre questo modifi-
catore di variabile, private, facendolo seguire dal tipo della variabile e dal suo iden-
tificatore. Inoltre può essere assegnato un valore iniziale alla variabile (mediante 
l'operatore di assegnazione «=»). Le regole per il nome di una variabile sono le 
stesse che valgono per tutti gli altri identificatori di Java. Il tipo della variabile può 
essere un tipo di base, e in questo caso la variabile memorizza valori di tale tipo, op-
pure può essere il nome di una classe, e in quest'altro caso questa variabile è un ri-
ferimento a un oggetto di tale classe. Infine, il valore iniziale facoltativo attribuibile 
a una variabile d'istanza deve accordarsi con il tipo di variabile. Per esempio, può 
essere definita una classe Gnomo, contenente molte definizioni di variabili d'istanza 
mostrate nel Frammento di codice 1.3. 

La visibilità (scope) delle variabili di istanza può essere controllato mediante 
l'utilizzo dei seguenti modificatori di variabile. 
• public: tutti hanno accesso alle variabili di istanza public. 
• protected: soltanto i metodi dello stesso pacchetto o sottoclassi hanno accesso 

alle variabili di istanza protected. 
• private: soltanto i metodi dello stessa classe (e non i metodi delle sottoclassi) 

hanno accesso alle variabili di istanza private. 
• Se non è usato nessuno dei modificatori precedenti, la variabile di istanza è con-

siderata friendly. Le variabili di istanza friendly possono essere accessibili da 
ogni classe appartenente allo stesso pacchetto. I pacchetti sono illustrati in mag-
gior dettaglio nel Paragrafo 1.8. 
In aggiunta alla alterazione della visibilità, possono esistere anche i seguenti mo-

dificatori. 
• statici la parola chiave static è adottata per dichiarare una variabile associata 

alla classe e non a una particolare istanza di quella classe. Le variabili static sono 
utilizzate per memorizzare informazioni «globali» di una classe (per esempio si 
può prendere una variabile static per contenere il numero totale degli oggetti 
Gnomo creati). Le variabili static esistono anche se non è creata nessuna istanza 
della loro classe. 

• final: una variabile di istanza final deve avere un valore iniziale assegnato e non 
può essere assegnato a essa nessun altro valore. Se è un tipo di base, allora è co-
stante (come la costante ALTEZZA_MASSIMA nella precedente classe Gnomo). 
Se un oggetto variabile è final, allora esso si riferirà sempre allo stesso oggetto 
(anche se l'oggetto cambia il suo stato interno). 
Si noti anche l'impiego delle variabili di istanza nell'esempio Gnomo. Le variabili 

anni, magico ed altezza sono tipi di base, la variabile nome è riferita a un'istanza del-
la classe incorporata String e la variabile amico_gnomo è un riferimento a un oggetto 
proprio della classe che si sta definendo. La dichiarazione della variabile d'istanza 



public class Gnomo { 
/ / Variabili d'istanza: 
public String nome; 
public int anni; 
public Gnomo amicoGnomo; 
private boolean magico = false; 
protected double altezza = 2.6; 
public static f inal int ALTEZZA_MASSIMA = 3; / / massima altezza 
/ / Costruttori: 
Gnomo(String nm, int an, Gnomo ami, double alt) { / / tutti i parametri 

nome = nm; 
anni = an; 
amicoGnomo = ami; 
altezza = alt; 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 . 3 
La classe Gnomo. 

GnomoC) { / / Costruttore di default 
nome = " Rumple " ; 
anni = 204; 
amicoGnomo = nuli; 
altezza = 2 . 1 ; 

] 
/ / Metodi: 
public static void makeKing (Gnomo h) { 

h.nome = "Re " + h.ottieniNomeReale(); 
h.magico = true; / / Soltanto la classe Gnomo può far riferimento 

a questo campo 
] 
public void Fa.mMiRe ( ) { 

nome = "Re " + h.ottieniNomeRealeO; 
magico = true; 

public boolean essereMagico( ) {return magico; ) 
public void settAltezza(int nuovAltezza) (altezza = nuovAltezza; 1 
public String ottieniNome( ) { return " Non lo diròl " ; | 
public String h.ottieniNomeReale ( ) ( return nome; } 
public void rinominaGnomo(String s) { nome = s; ) 

ALTEZZA_MASSIMA si avvale di un certo numero di modificatori di variabile per 
definire una «variabile» che ha un valore costante fissato. I valori costanti associati a 
una classe devono essere dichiarati per essere contemporaneamente static e final. 

1.1.3 Tipi enumerativi 
A partire dalla versione 5.0, Java supporta tipi enumerativi, detti enum. Si tratta di 
tipi che possono assumere come valori solo alcuni nomi che fanno parte di un insie-
me specificato. Sono dichiarati all'interno di una classe come segue: 

modificatore enum nome [valore_nome0, valore_nome{,..., valore_nomen_ì}\ 
in cui può mancare il modificatore oppure può essere public, protected o private. 
Il nome di questo enum può essere qualsiasi identificatore consentito da Java. Tutti 



F R A M M E N T O DI CODICE 
1 . 4 
Esempio di utilizzo 
di un tipo enum. 

public class DayTripper { 
public enum Giorno {LOT", MAR, MER, GIO, VEN, SAB, DOM}; 
public static void main(String[] args) { 

Giorno g = Giorno.LOT; 
System.out.printlnC"All'inizio g è " + g); 
g = Giorno.MER; 
System.out.println("Poi è " + g); 
Giorno t = Giorno.valueOfC'MER"); 
System.out.printlnC"Significa che g e t coincidono: " + (g == t)); 

l 
1 

gli identificatori di valore, valore_nome¡, sono nomi di possibili valori che possono 
assumere le variabili di tipo enum. Essi possono anche essere identificatori consen-
tititi da Java, ma la convenzione di Java è che debbano iniziare con una lettera 
maiuscola. Per esempio, può essere utile la seguente definizione di un tipo enume-
rativo in un programma riguardante date: 

public e n u m Giorno { LUN, MAR, MER, GIO, VEN, SAB, DOM); 
Assai similmente a quanto avviene per i nomi di classe, si può utilizzare un tipo 
enum, dopo che sia stato definito, per definire altre variabili. Però Java conosce tutti i 
nomi dei valori di un tipo enumerativo e quindi se si introducesse un tipo enum in 
una espressione di tipo stringa, Java utilizzerebbe automaticamente il suo nome. I tipi 
enum posseggono anche alcuni metodi precostruiti, compreso il metodo valueOf, che 
restituisce il valore enum coincidente con una data stringa. Nel Frammento di codi-
ce 1.4 è mostrato un esempio di utilizzo di un tipo enum. 

1 .2 Metodi 

I metodi in Java sono concettualmente simili alle funzioni e procedure negli altri 
linguaggi ad alto livello. In generale essi sono «pezzi» di codice che possono essere 
chiamati su un particolare oggetto (di una certa classe). I metodi possono accettare 
come argomenti dei parametri e il loro comportamento dipende dall'oggetto cui ap-
partengono e dai valori di alcuni parametri che sono passati. Ogni metodo in Java è 
specificato nel corpo di una classe. La definizione di un metodo è formata da due 
parti: la signature (prototipo), che definisce il nome e i parametri del metodo, e il 
corpo (body), che definisce come opera il metodo. 

Un metodo consente al programmatore di inviare un messaggio a un oggetto. La si-
gnature del metodo specifica l'aspetto di questo messaggio, cioè la sua forma, mentre 
il corpo del metodo specifica come deve agire l'oggetto quando riceve il messaggio. 

• Dichiarazione di metodi 
La sintassi per definire un metodo è la seguente: 

modificatori tipo nome (tipon parametro0,..., tipon _, parametro„ _,) { 
/ / corpo del metodo... 



Ciascuna parte di questa dichiarazione ha un suo ruolo preminente, che sarà de-
scritto dettagliatamente in questo paragrafo. La parte dei modificatori include lo 
stesso tipo di modificatori di visibilità introdotti per le variabili, come public, pro-
tected o static, con significati analoghi. La parte di dichiarazione riservata al tipo 
definisce il tipo restituito dal metodo. Il nome è il nome del metodo, ovvero un 
identificatore consentito da Java. La lista dei parametri e dei loro tipi dichiara le va-
riabili locali che corrispondono ai valori da passare come argomenti a questo meto-
do. Le dichiarazioni di tipOj possono essere nomi di tipi di Java e i parametri para-
metrOj possono essere identificatori di Java. Questa lista di parametri e i loro tipi 
possono essere vuoti, il che significa che non si devono passare valori al metodo 
quando è chiamato. I parametri, similmente alle variabili d'istanza delle classi, pos-
sono essere utilizzati nel corpo del metodo. Dall'interno del corpo di un metodo 
possono essere chiamati anche altri metodi di questa classe. 

Quando è invocato il metodo di una classe, tale invocazione è riferita a una spe-
cifica istanza di quella classe e può cambiare lo stato di quell'oggetto (fatta eccezio-
ne per un metodo static, che è associato con la classe stessa). Per esempio, invocan-
do il seguente metodo su un particolare gnomo, si cambia il suo nome. 

public vo id rinominaGnomo (String s) { 
nome = s; / / Riassegnazione del nome della variabi le di i s t anza 

/ / d i questo gnomo 
1 

• Modificatori di metodo 
Come illustrato per le variabili di istanza, i modificatori di metodo possono restrin-
gere la visibilità di un metodo come segue. 
• public: tutti possono chiamare i metodi public. 
• protected: soltanto i metodi dello stesso pacchetto o sottoclassi possono chia-

mare un metodo protected. 
• private: soltanto i metodi della stessa classe (e non i metodi delle sottoclassi) 

possono chiamare un metodo private. 
• Se non è usato nessuno dei modificatori precedenti, il metodo è considerato 

friendly. I metodi friendly possono essere chiamati soltanto da oggetti delle 
classi appartenenti allo stesso pacchetto. 

Questi modificatori di metodo possono essere preceduti dai seguenti ulteriori modi-
ficatori. 
• abstract: un metodo dichiarato come abstract non ha nessun codice. Un meto-

do abstract è seguito da punto e virgola e non c'è nessun corpo del metodo. Per 
esempio: 

public abstract vo id setAltezza (doublé newAltezza); 
I metodi astratti possono appartenere soltanto a classi astratte. Si analizza l'uti-
lità di questo costrutto nel Paragrafo 2.4. 

• final: questo metodo non può essere soprascritto da una sottoclasse. 
• static: questo metodo è associato alla classe stessa e non a una particolare istan-

za della classe. I metodi static possono essere utilizzati anche per cambiare lo 
stato di variabili static associate con una classe (facendo in modo che queste va-
riabili non siano dichiarate come final). 
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• Tipi restituiti 
La definizione di un metodo è tenuta a specificare il tipo del valore che il metodo 
restituisce. Se il metodo non restituisce alcun valore, allora la parola chiave da in-
trodurre è void. Se il tipo restituito è void, il metodo prende il nome di procedura; 
altrimenti è chiamato funzione. Per restituire un valore in uscita un metodo in Java 
deve utilizzare la parola chiave return (e il tipo restituito deve essere in accordo 
con il tipo restituito dal metodo). Di seguito è presentato un esempio di un metodo 
di tipo funzione (tratto dalla classe Gnome): 

public boolean essereMagico ( ) { 
return magico; 

) 
In una funzione Java la chiamata di metodo termina appena è effettuato il return. 

Le funzioni Java possono restituire un solo valore. Per restituire più valori biso-
gna combinare tutti i valori che si desiderano in un oggetto composto (compound 
object), le cui variabili di istanza includono tutti i valori che si vogliono in uscita e 
poi restituire un riferimento a quell'oggetto composto. Come modo alternativo per 
avere in uscita molteplici risultati si può anche modificare lo stato interno di un og-
getto passato a un metodo. 

• Parametri 
I parametri di un metodo sono definiti tra parentesi in una lista di argomenti sepa-
rati da virgole dopo il nome del metodo stesso. Un parametro è formato da due 
parti: il tipo e il nome del parametro. Se un metodo non ha parametri, compare sol-
tanto una coppia di parentesi vuote. 

Tutti i parametri in Java sono passati per valore, cioè ogniqualvolta si passa un 
parametro a un metodo, si fa una copia di quel parametro per l'utilizzo interno al 
corpo del metodo. Quindi se si passa al metodo una variabile di tipo int allora viene 
copiato il valore intero di quella variabile. Il metodo può alterare la copia, ma non 
l'originale. Se ad un metodo viene passato come parametro il riferimento ad un og-
getto, anche in questo caso viene copiato il riferimento. Si ricordi che si possono 
avere molte variabili diverse che si riferiscono tutte allo stesso oggetto. Cambiando 
il riferimento interno ad un metodo non si altera il riferimento che è stato passato. 
Ad esempio, se il riferimento g ad uno Gnomo viene passato ad un metodo che 
cambia il nome di questo parametro, chiamandolo h, allora questo metodo può 
cambiare l'oggetto destinatario di questo riferimento h, mentre g continua a riferir-
si sempre allo stesso oggetto originario. Naturalmente, il metodo può adoperare il 
riferimento h per cambiare lo stato interno dell'oggetto, alterando così anche l'og-
getto cui g fa riferimento (g ed h si riferiscono correntemente allo stesso oggetto). 

• Costruttori 
II costruttore è un metodo particolare utilizzato per inizializzare gli oggetti di nuova 
creazione. Java possiede un modo specifico per dichiarare e per chiamare un costrut-
tore. In primo luogo, è illustrata la sintassi per la dichiarazione di un costruttore: 

modificatovi nome (tipoQ parametro^,..., tipon_] parametron ,) { 
/ / corpo del cost rut tore . . . 



Questa sintassi è essenzialmente la stessa di quella utilizzata per ogni altro metodo, 
ma si rilevano alcune importanti differenze. Il nome del costruttore, nome, deve es-
sere nome della classe che esso costruisce. Pertanto, se la classe è chiamata Pesce, 
anche il costruttore deve essere chiamato Pesce. Inoltre per un costruttore si speci-
fica alcun tipo in uscita: il tipo di uscita è implicitamente lo stesso del suo nome 
(che poi è lo stesso nome della classe). I modificatori di costruttore, mostrati sopra 
come modificatori, seguono le stesse regole degli altri metodi, ma non è consentito 
l'uso di costruttori di tipo abstract, static oppure final. 

Ecco un esempio: 
public Pesce ( int w, String n) { 

peso = w; 
nome = n; 

• Definizione e chiamata di costruttore 
Il corpo di un costruttore è come quello di un qualsiasi altro metodo, con un paio di 
piccole eccezioni. La prima differenza tra il corpo di un costruttore e il corpo di un 
metodo normale riguarda un concetto noto come concatenamento di costruttore, 
che sarà argomento del Paragrafo 2.2.3. 

La seconda differenza è che le istruzioni re turn non sono ammesse nel corpo di 
un costruttore. Il corpo di un costruttore è finalizzato all'inizializzazione dei dati as-
sociati con oggetti della classe corrispondente, così che questi oggetti possano tro-
varsi in uno stato iniziale stabile al momento della prima creazione. 

I costruttori devono essere chiamati in un solo modo: utilizzando l'operatore 
new. In tal modo, alla chiamata è automaticamente creata una nuova istanza di 
questa classe e a quel punto è chiamato il relativo costruttore per inizializzare le va-
riabili d'istanza di tale classe e compiere altre operazioni di impostazione. Per 
esempio, consideriamo la seguente chiamata di costruttore (che è anche una dichia-
razione per la variabile myFish): 

Fish myFish = n e w Fish (7, "Wally"); 
Una classe può avere molti costruttori, ma ognuno di essi deve avere una signature 
diversa, ovvero ognuno deve essere distinguibile per il tipo e il numero di parametri 
accettati. 

• Il metodo m a i n 
Alcune classi di Java sono utilizzabili da altre classi, altre invece costituiscono pro-
grammi indipendenti. Classi che definiscono programmi indipendenti devono inclu-
dere un altro metodo speciale: il metodo main. Quando si desidera eseguire un pro-
gramma Java indipendente, si fa riferimento alla classe che lo definisce, cioè si for-
mula il seguente comando (in una shell Windows, Linux o Unix): 

java Aquarium 
In questo caso il sistema Java al momento di esecuzione cerca una versione compi-
lata della classe Aquarium e dopo chiama il metodo speciale main in quella classe. 
Questo metodo deve essere dichiarato nel modo seguente: 



public static vo id main (Stringi] args) { 
/ / corpo del metodo m a i n ... 

1 
Gli argomenti args passati come parametri al metodo main sono le righe di com-
mando introdotte all'atto della chiamata del programma. La variabile args è un ar-
ray di oggetti String, cioè una raccolta di stringhe indicizzate dove la prima stringa 
è args[0], la seconda args[l] e così via (si tratteranno diffusamente gli array nel Pa-
ragrafo 1.5). 

• Chiamata di un programma Java da una riga di comando 
I programmi Java possono essere chiamati da una riga di comando mediante il co-
mando java, seguito dal nome della classe Java di cui si vuole eseguire il metodo 
main con argomenti facoltativi. Per esempio, si può definire il programma Aqua-
rium in modo che esso accetti un argomento facoltativo che specifichi il numero di 
pesci dell'acquario. Poi si può chiamare il programma scrivendo 

java Aquarium 4 5 
per specificare che l'acquario deve contenere 45 pesci. In tal caso, args[0] si riferi-
sce alla stringa "45". Una caratteristica favorevole del metodo main è che esso per-
mette a ogni classe di definire un programma indipendente e uno dei suoi impieghi 
è quello di testare tutti gli altri metodi di una classe. Conseguentemente, un utilizzo 
accurato del metodo main è un efficace strumento di debugging applicabile agli in-
siemi di classi Java. 

• Blocchi di espressioni e variabili locali 
II corpo di un metodo è un blocco di espressioni, ovvero una sequenza di espressio-
ni e dichiarazioni da eseguire comprese tra parentesi graffe «{» e «}». I corpi del me-
todo e altri blocchi di espressioni possono a loro volta contenere blocchi di espres-
sioni annidati al loro interno. I blocchi di espressioni possono contenere dichiara-
zioni di variabili locali, oltre alle espressioni che eseguono un determinata azione, 
come una chiamata di un metodo di un certo oggetto. Queste variabili sono dichia-
rate all'interno del corpo di espressioni, tipicamente all'inizio (tra parentesi graffe 
«{» e «}»). Le variabili locali sono simili alle variabili d'istanza, con la differenza che 
esistono soltanto durante l'esecuzione del blocco di espressioni. Appena il flusso di 
controllo esce da quel blocco, tutte le variabili locali a esso interne non possono più 
essere referenziate. Una variabile locale può appartenere a un tipo di base (come 
int, float, doublé) oppure essere un riferimento a un'istanza di una determinata 
classe. Le singole espressioni e dichiarazioni in Java terminano sempre con un pun-
to e virgola, cioè «;». 

Si possono usare due espressioni per la dichiarazione di variabili locali: 
tipo nome; 
tipo nome = valore_iniziale\ 

La prima dichiarazione definisce semplicemente l'identificatore, nome, e il tipo di 
appartenenza. La seconda dichiarazione definisce l'identificatore, il tipo e inizializza 
la variabile a un valore specificato. Ecco alcuni esempi di dichiarazioni di variabili 
locali: 



double r; 
Point p l = n e w Point (3 , 4); 
Point p2 = n e w Point (8 , 2); 
in t i = 512; 
double e = 2 . 7 1 8 2 8 ; 

1.3 Espressioni 

Le variabili e le costanti sono utilizzate nelle espressioni per definire nuovi valori e 
per modificare variabili. In questo paragrafo si approfondisce in dettaglio il modo 
in cui sono trattate le espressioni in Java. Le espressioni richiedono l'uso di 
letterali, variabili e operatori. Le variabili sono state già illustrate in precedenza e 
quindi l'attenzione sarà focalizzata sui letterali e sugli operatori. 

1.3.1 Letterali 
Ogni valore «costante» che può essere adoperato in un'assegnazione o altra espres-
sione è un letterale. Java consente i seguenti tipi di letterali. 
• Il riferimento nuli (questo è l'unico oggetto letterale ed è definito come elemen-

to della classe generica Object). 
• Boolean: t r a e e fa l se . 
• Integer: un intero come 176 o -52 è considerato per default di tipo int, e rap-

presenta un intero di 32 bit. Un letterale intero lungo deve terminare con una 
«L» o una «1», per esempio 176L oppure -521, e definisce un intero a 64 bit. 

• Virgola mobile: i numeri in virgola mobile come 3.1415 e 10035.23 sono per 
default di tipo doublé. Per specificare che un letterale è di tipo float si deve po-
sporre a esso una «F» oppure una «f». Sono anche consentiti letterali in virgola 
mobile in notazione esponenziale, come 3.14E2 oppure ,19el0; per ipotesi la 
base è 10. 

• Carattere: in Java le costanti di tipo carattere si considerano provenienti dall'al-
fabeto Unicode. Tipicamente si definisce come carattere un simbolo individuale 
racchiuso tra apici, ad esempio 'a ' e '? ' . Inoltre Java prende in considerazione 
anche i seguenti caratteri costanti speciali: 

' \ n ' (rigo nuovo) ' \ t ' (tabulazione) 
1 \t)1 (backspace) ' \ r ' (invio) 
' \ f (avanzamento pagina) 1 \ \ 1 (backslash) 
' \ " (apice) 1 \ " 1 (virgolette) 

• Stringhe di letterali: una stringa di letterali è una sequenza di caratteri racchiusa 
tra virgolette, per esempio: 

"i cani non possono arrampicarsi sugli alberi" 

1.3.2 Operatori 
Le espressioni Java consistono nella composizione di letterali e variabili mediante 
operatori. In questo paragrafo saranno esaminati gli operatori in Java. 



• L'operatore di assegnazione 
In Java l'operatore di assegnazione standard è «=». È consuetudine assegnare un 
valore a una variabile di istanza o a una variabile locale. La sintassi di questa asse-
gnazione è la seguente: 

variabile = espressione 
in cui variabile si riferisce a una variabile che può essere referenziata da un blocco 
dichiarativo contenente questa espressione. Il valore di un'operazione di assegna-
zione è quello dell'espressione che è stata assegnata. Per questo motivo se i e j sono 
ambedue dichiarati come appartenenti al tipo int, è corretta una espressione di as-
segnazione della seguente forma: 

i = j = 25; / / funziona perché gli operatori ' = ' sono valutati 
/ / d a destra a sinistra 

• Operatori aritmetici 
Quelli che seguono sono operatori aritmetici binari in Java: 

+ addizione 
- sottrazione 
* moltiplicazione 
/ divisione 
% operatore modulo 

Quest'ultimo operatore, modulo, è anche conosciuto come operatore «resto», poi-
ché non è altro che il resto di una divisione tra numeri interi. Si trova spesso anche 
la notazione «mod» per denotare lo stesso operatore modulo che si definisce for-
malmente come segue: 

n mod m = r 
è tale che 

n = mq + r per q intero e 0 < r < n . 
Java prevede anche un segno meno (-) unario, che può essere collocato davanti 

a un'espressione aritmetica per invertirne il segno. Le parentesi possono essere uti-
lizzate in qualsiasi espressione per definire l'ordine di esecuzione delle operazioni. 
Quando non si fa ricorso alle parentesi per determinare l'ordine di esecuzione delle 
operazioni, in Java vige una regola abbastanza intuitiva di precedenza tra gli opera-
tori. A differenza del C++, Java non permette l'overloading degli operatori. 

• Operatori incremento e decremento 
Come il C e il C++, Java prevede l'uso di operatori di incremento e di decremento. 
Specificamente prevede l'uso degli operatori di incremento unitario (++) e di de-
cremento unitario ( - - ) . Se questi operatori sono anteposti al riferimento a una va-
riabile, allora a quella variabile è aggiunta (oppure sottratta) un'unità e il valore 
che ne risulta è letto nell'espressione. Se gli stessi operatori sono posposti al riferi-
mento a una variabile, allora viene prima letto il valore della variabile e poi la va-
riabile viene incrementata o decrementata di un'unità. Per esempio, dato il seguen-
te frammento di codice: 
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int i = 8; 
int j = i++; 
int k = ++i; 
int m = i - - ; 
int n = 9 + i++; 

si assegna il valore 8 alla variabile j, il valore 10 alla variabile k e alla variabile m, il 
valore 18 alla variabile n e si lascia il valore 10 alla variabile i. 

• Operatori logici 
Java ammette l'utilizzo di operatori di confronto standard tra numeri: 

< minore di 
< = minore o uguale di 
= = uguale a 
!= diverso da 
> = maggiore o uguale di 
> maggiore di 

Gli operatori = = e != possono essere impiegati anche per riferimenti a oggetti. Il 
tipo del risultato di un confronto è boolean. 

Gli operatori che agiscono su valori boolean sono i seguenti: 
! not (prefisso) 
&& and condizionale 
I I or condizionale 

Gli operatori booleani && e I I non valutano il secondo operando (cioè quello a de-
stra) delle loro espressioni se non è necessario per determinare il valore dell'espres-
sione. Questa caratteristica è utile, per esempio, per la costruzione di espressioni 
booleane in cui viene prima verificata una certa condizione (come la diversità da 
zero di una certa variabile) e successivamente si controlla una condizione che, altri-
menti, potrebbe generare un errore qualora la verifica precedente non avesse otte-
nuto un esito positivo. 

• Operatori bit a bit 
Java contempla anche l'esistenza dei seguenti operatori bit a bit per gli interi e i 
booleani: 

complemento bit a bit (prefisso operatore unario) 
& and bit a bit 
I or bit a bit 
A or esclusivo bit a bit 
« spostamento di bit a sinistra, con riempimento degli spazi vuoti con zero 
» spostamento di bit a destra, con riempimento degli spazi vuoti con bit segno 
» > spostamento di bit a sinistra, con riempimento degli spazi vuoti con zero 

• Operatore di assegnazione operazionale 
Oltre all'operatore di assegnazione standard (=), Java prevede una quantità di ulte-
riori operatori di assegnazione che presentano effetti collaterali. Questo altro gene-
re di operatori assume la seguente forma: 



variabile op = espressione 
in cui op è un operatore binario. Questa forma è equivalente all'espressione: 

variabile = variabile op espressione 
fatta eccezione per il caso in cui variabile contiene un'espressione (per esempio un 
indice di un array), l'espressione stessa è valutata una sola volta. Per questo motivo 
il frammento di codice: 

a[5] = 10; 
i = 5; 
a[i++] += 2; 

memorizza il valore 12 in a[5] e il valore 6 in i. 

• Concatenazione di stringhe 
Le stringhe possono essere composte mediante l'uso dell'operatore di concatena-
zione (+), e quindi l'effetto del seguente codice 

String rug = " tappeto " ; 
String dog = " macchia " ; 
String mess = rug + dog; 
String risposta = mess + "mi costerà" + 5 + "dollaril"; 

sarà quello di far riferire risposta alla stringa 
" tappetomacchia mi costerà 5 dollaril " 

Questo esempio illustra che, quando in un'operazione di concatenazione sono coin-
volte delle stringhe, Java converte in stringhe le costanti che originariamente non 
erano stringhe. 

• Precedenza tra gli operatori 
Gli operatori in Java sono caratterizzati da un grado di priorità, o precedenza, che 
determina l'ordine in cui devono essere eseguite le operazioni quando l'assenza di 
parentesi può generare problemi di ambiguità. 

Nella Tabella 1.3 viene mostrato l'ordine di precedenza tra gli operatori in Java 
(analogo a quello del linguaggio C). 

Sono stati presi in considerazione quasi tutti gli operatori inseriti nella Tabel-
la 1.3. Un'eccezione notevole è costituita dall'operatore condizionale, che prevede 
la valutazione di un'espressione booleana e, successivamente, la scelta del valore 
opportuno a seconda del fatto che l'espressione booleana sia vera o falsa (l'utilizzo 
dell'operatore instanceof sarà oggetto di studio del prossimo capitolo). 

1.3.3 Casting e autoboxing/unboxing nelle espressioni 
Il casting (da to cast - trasformare) è un'operazione che permette di cambiare il 
tipo di una variabile. Essenzialmente si può prendere una variabile di un certo tipo 
e trasformarla in una variabile equivalente di un tipo diverso. Il casting è utile per 
eseguire alcune operazioni numeriche e di input/output. 



Precedenza t r a g l i o p e r a t o r i 

T i p o S i m b o l i 

1 operatori suffisso 
operatori prefisso 
cast 

exp ++ exp — 
++exp — e x p +exp -exp -exp \exp 
(tipo)exp 

2 moltiplicazione/divisione */% 
3 addizione/sottrazione + -
4 spostamento (shift) « » » > 
5 confronto <<=>>= instanceof 
6 eguaglianza = = ! = 

7 and bit a bit & 

8 xor bit a bit A 

9 or bit a bit 1 

10 and && 
11 or I I 

12 condizionale espressione_booleana ? valore_se_vero: valore_se_falso 

13 assegnazione = + = - = * = / = % = » = « = » > = & = A = 1= 

TABELLA 1 . 3 Regole di precedenza di Java. Qualora non siano utilizzate parentesi per determinare 
l'ordine di valutazione, in Java gli operatori sono valutati secondo l'ordine mostrato in tabella. 
Gli operatori che compaiono sulla stessa riga sono valutati nell'ordine da sinistra a destra 
(eccezion fatta per le operazioni di assegnazione e per i prefissi che sono valutati da destra a 
sinistra), secondo la regola di valutazione condizionale per le operazioni booleane di and e or. 
Le operazioni sono elencate in ordine decrescente di precedenza (si adotta la notazione exp per 
denotare un'espressione atomica o con parentesi). Quando non compare una parentesizzazione, 
gli operatori che hanno un più elevato grado di precedenza sono considerati prima di quelli con 
minor grado di precedenza. 

La sintassi per trasformare una variabile nel tipo desiderato è la seguente: 
(tipo) exp 

in cui tipo è il tipo dell'espressione exp. In Java ci sono due tipi fondamentali di ca-
sting. E possibile effettuare trasformazioni di tipo sia di tipi numerici di base sia di 
oggetti. Qui si esamina un casting di tipi numerici e stringhe, rimandando al Para-
grafo 2.5.1 la trattazione relativa al casting di oggetti. Per esempio, potrebbe essere 
utile trasformare una variabile di tipo int in doublé al fine di sviluppare operazioni 
di divisione. 

• Casting ordinario 
Nella trasformazione da doublé a int si può verificare una perdita di precisione. Ciò 
comporta che il risultante valore doublé dovrà essere arrotondato. Ma la trasforma-
zione inversa da int a doublé può avvenire senza particolari preoccupazioni. Per 
esempio si considerino le seguenti espressioni: 

doublé d i = 3.2; 
doublé d2 = 3 .9999; 
int i l = ( int )dl / / i l ha valore 3 
int i2 = (int)d2; / / i2 ha valore 3 
doublé d3 = (double)i2; / / d3 ha valore 3 .0 



• Casting con gli operatori 
Alcuni operatori binari, come la divisione, possono avere risultati diversi a seconda 
dei tipi di variabile con i quali sono adoperati. Si deve prestare attenzione per assi-
curare che le operazioni effettuino le loro elaborazioni su valori appartenenti al 
tipo richiesto. Per esempio, quando è eseguita su numeri interi, la divisione non tie-
ne traccia della parte frazionaria. La divisione invece memorizza la parte fraziona-
ria quando è eseguita su numeri di tipo doublé, come viene mostrato nell'esempio 
seguente: 

int i l = 3; 
int i2 = 6; 
dresu l t = (doublé) i l / (doublé) i2; / / d resul t h a va lore 0 .5 
dresu l t = i l / 12 / / dresul t h a valore 0 .0 

Si osservi che quando il e i2 sono trasformate in tipo doublé, è effettuata una nor-
male divisione tra numeri reali. Quando il e i2 non sono trasformate, l'operatore 
«/» effettua una divisione tra interi e il risultato di il / i2 è l'intero 0. In questo caso 
Java realizza un casting implicito nell'assegnare un valore doublé a un risultato ori-
ginariamente di tipo int. Nel sottoparagrafo che segue è trattato il casting implicito. 

• Casting implicito e autoboxing/unboxing 
In alcuni casi Java effettua un casting implicito, a seconda del tipo della variabile di 
assegnazione, con la cautela di non perdere precisione. Per esempio: 

int iresult, i = 3; 
doublé dresul t , d = 3.2; 
d resu l t = i / d; / / d resul t è 0 .9375 . i è t r a s f o r m a t o in doublé 
i resul t = i / d; / / perd i ta di precisione -> compare un e r ro r e 

/ / d i compilazione 
i resul t = ( int) i / d; / / i resul t è 0, poiché la p a r t e f r az iona r i a 

/ / v a p e r d u t a 
Si noti che Java non effettua un casting implicito quando può verificarsi una perdita 
di precisione e quindi nell'ultima riga di sopra è richiesto un casting esplicito. 

Da Java 5.0 in poi esiste un nuovo tipo di casting implicito, per effettuare tra-
sformazioni tra oggetti Numero, come Integer e Float, e i relativi tipi di base, come 
int e float. Quando si aspetta come parametro di un metodo un oggetto Ninnerò, 
può essere passato il corrispondente tipo di base. In tal caso Java effettuerà un ca-
sting implicito, detto autoboxing (letteralmente auto-inscatolamento), che conver-
tirà il tipo di base nel corrispondente oggetto Numero. Analogamente, quando in 
un'espressione comprendente un riferimento a Numero si aspetta un tipo di base, 
quell'oggetto Numero è trasformato nel corrispondente tipo di base, con un'opera-
zione detta unboxing (letteralmente fuori scatola). 

Bisogna badare ad alcune avvertenze riguardo all'autoboxing/unboxing. La pri-
ma riguarda il fatto che, se il riferimento a Numero è nuli, allora il tentativo di ef-
fettuare un unboxing provocherà un errore, chiamato NullPointerException. La 
seconda richiama l'attenzione sull'operatore «= =», utilizzato sia per verificare l'u-
guaglianza di valori appartenenti a tipi di base sia per rilevare se due riferimenti a 
Numero puntano allo stesso oggetto. In casi di verifica di uguaglianza bisogna cer-
care di impedire i casting impliciti effettuati dall'autoboxing/unboxing. Infine, i ca-



sting impliciti, di qualsiasi tipo, comportano uno spreco di tempo, cosicché in appli-
cazioni critiche per la risorsa temporale è preferibile minimizzare il ricorso a essi. 

Per inciso, in Java si verifica un'unica situazione in cui è consentito un casting so-
lamente implicito: la concatenazione di stringhe. Quando una stringa è concatenata 
con un oggetto o un tipo di base, quell'oggetto o tipo di base è automaticamente 
convertito in stringa. Ma non è consentito un casting esplicito di un oggetto o tipo 
di base in una stringa. Per questo motivo le seguenti assegnazioni sono errate: 

String s = (String) 4.5; / / e r r o r e ! 
Str ing i = "Valore= " + (String) 13; / / e r r o r e ! 
String u = 22; / / e r r o r e ! 

Per realizzare una conversione in stringa bisogna invece sfruttare l'apposito metodo 
toString oppure ottenere un casting implicito mediante l'operazione di concatena-
zione. 

Sono pertanto corrette le seguenti espressioni: 
String s = " " + 4.5; / / c o r r e t t a , m a non elegante 
String t = "Valore=" + 13; / / c o r r e t t a 
String u = Integer.toString(22); / / c o r r e t t a 

1 .4 Flusso di controllo 

Il flusso di controllo in Java è simile a quello degli altri linguaggi ad alto livello. In 
questo paragrafo si approfondiscono lo studio della struttura di base e della sintassi 
del flusso di controllo di Java, i risultati dei metodi, i costrutti if, switch, i cicli e le 
forme ristrette di «salti» (i costrutti break e contìnue). 

1.4.1 Le istruzioni if e switch 
Le espressioni condizionali in Java sono analoghe a quelle di altri linguaggi. Esse 
costituiscono una modalità per prendere una decisione, l'esito della quale determi-
na l'esecuzione di uno o più blocchi di istruzioni differenti. 

• L'istruzione i f 
La sintassi di un'istruzione if è la seguente: 

if (espjbooleana) 
blocco_true 

else 
blocco_false 

in cui esp_booleana è un'espressione booleana e blocco_true e blocco_false possono 
essere blocchi di istruzioni chiuse tra parentesi graffe («{» e «)»). Si osservi che, di-
versamente da alcuni linguaggi simili, la condizione che compare nell'istruzione if 
deve essere un'espressione booleana. Invece, come in altri linguaggi simili, la parte 
else (e il blocco a essa associato) è facoltativo. Esiste anche un modo per raggrup-
pare un certo numero di test booleani, che è quello scritto qui di seguito: 

if (prima_esp_booleana) 
blocco_true 
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else if (seconda_esp_booleana) 
secondo_blocco_true 

e l se 
blocco_false 

Se la prima espressione booleana è falsa, sarà testata la seconda espressione boo-
leana e così via. Un'istruzione if può avere un numero facoltativo di parti else if. 

Quello che segue è un esempio di costrutto if corretto: 
if (liveUoNeve < 2) { 

andareLezioneC ); 
tornareCasa; 

1 
e lse if (livelloNeve < 5 ) { 

andareSlittaC ); 
ComhatterePalleNeveC ); 

1 
e l se 

restareCasaC ); 

• Istruzioni switch 
Java prevede un flusso di controllo a più valori mediante l'istruzione switch, parti-
colarmente utile per i tipi enum. Qui di seguito si mostra un esempio indicativo (ba-
sato su una variabile d del tipo enum Giorno del Paragrafo 1.1.3): 

s w i t c h (d) { 
case LUN: 

System.out.printlnC "E' dura. " ); 
break; 

case MAH: 
System.out.printlnC "Va meglio. "); 
break; 

case MER: 
System.out.printlnC "Siamo a metà strada. "); 
break; 

case GIO: 
System.out.printlnC "Vedo la luce."); 
break; 

case VEN: 
System.out.printlnC "Possiamo parlarne. "); 
break; 

default: 
System.out.printlnC " Giorno liberol " ); 

break; 
1 

Il costrutto switch valuta un'espressione intera o enum e il flusso di controllo 
provoca un salto alla locazione di codice etichettata con il valore di questa espres-
sione. Se non esiste nessuna etichetta conforme al valore in oggetto, allora il flusso 
di controllo salta alla locazione etichettata con «default». Questo è l'unico salto 
esplicito effettuato dall'istruzione switch e, quindi, il flusso di controllo «ricadreb-
be» negli altri casi previsti dallo switch se il codice relativo a ogni altro caso non 
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fosse terminato mediante un'istruzione di break (l'istruzione di break provoca un 
salto del flusso di controllo alla riga successiva all'istruzione switch). 

1.4.2 Cidi 
Un altro importante meccanismo del flusso di controllo in un linguaggio di pro-
grammazione è l'iterazione. Java prevede tre tipi di cicli. 

• Cicli while 
Il tipo più elementare di ciclo in Java è il ciclo while. Questo ciclo controlla che sia 
soddisfatta una certa condizione ed esegue il blocco di istruzioni contenuto nel ciclo 
ogni volta che questa condizione è verificata. Di seguito è illustrata la sintassi per il 
controllo della condizione che va verificata prima dell'esecuzione del ciclo: 

while (espressione Jbooleana) 
corpo_istruzioni _cicìo 

All'inizio di ciascuna iterazione, è esaminata l'espressione booleana espressio-
nejbooleana e, successivamente, solo se questa condizione risulta essere vera, è ese-
guito il corpo del ciclo, corpo^istruzioni _ciclo. Il corpo del ciclo può essere costitui-
to da un blocco di istruzioni. 

Si consideri, per esempio, uno gnomo che cerca di annaffiare tutte le carote del 
suo giardino, finché non si svuoti l'annaffiatoio. Dato che all'inizio dell'azione l'an-
naffiatoio potrebbe essere già vuoto, il codice relativo all'esecuzione di questo com-
pito dovrebbe essere scritto nel modo seguente: 

public vo id annaffiaCarote ( ) ( 
Carota attuale = giardino.trovaProxCarota ( ); 
whi le (lannaffiatoio.isBmpty ( )) { 

annaffia (attuale, annaffiatoio); 
attuale = giardino.trovaProxCarota ( ); 

) 
} 

Si ricordi che «!» in Java esprime l'operatore «not». 

• Cicli f o r 
Un altro tipo di ciclo è il ciclo for. Nella loro forma più semplice i cicli for prevedo-
no la ripetizione di una parte di codice mediante il controllo effettuato su un indice 
intero. In tal senso Java offre caratteristiche aggiuntive rispetto ad altri linguaggi. 
La funzionalità di un ciclo for è significativamente più flessibile. In particolare l'uso 
di un ciclo for si può dividere in quattro parti: l'inizializzazione, la condizione, l'in-
cremento e il corpo. 

• Definizione di un ciclo f o r 
La sintassi di un ciclo for in Java è la seguente: 

for (inizializzazione\ condizione-, incremento)', 
corpo istruzioni _ciclo 
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in cui le sezioni inizializzazione, condizione e incremento possono essere vuote. 
Nella parte inizializzazione si può dichiarare un indice variabile visibile soltanto al 
ciclo for. Se per esempio si vuole indicizzare un ciclo mediante un contatore e non 
si ha bisogno della variabile contatore al di fuori del ciclo for, allora se si dichiara 

for (int contatore = 0; condizione-, incremento) 
corpo istruzioni _ciclo 

si sta dichiarando una variabile contatore con una visibilità limitata al solo corpo di 
istruzioni interno al ciclo. 

Nella parte condizione viene specificata la condizione di ripetizione del ciclo. 
Questa deve essere un'espressione booleana. Il corpo del ciclo for sarà eseguito 
ogni volta che, prima di una potenziale iterazione, la condizione risulta essere true 
(vera). Appena la condizione risulta essere false (falsa), allora il corpo del ciclo non 
viene più eseguito e al suo posto il programma esegue l'espressione immediatamen-
te successiva al ciclo for. 

Nella parte incremento è espressa l'istruzione di incremento per il ciclo. Questa 
può essere qualsiasi istruzione prevista dal linguaggio, consentendo così una signifi-
cativa flessibilità del codice. Perciò la sintassi di un ciclo for è equivalente alla se-
guente: 

inizializzazione-, 
whi le (condizione) { 

corpo Jstruzioni __ciclo\ 
incremento-, 

) 
In Java l'equivalenza sussiste con l'unica differenza che, mentre in un ciclo while 
deve esserci necessariamente una condizione booleana, in un ciclo for essa non risul-
ta essere indispensabile. L'esempio seguente mostra un semplice ciclo for in Java: 

public vo id mangiaMele (Mele mele) | 
numMele = mele. ottienüNTumMele ( ); 
for (int x = 0; x < numMele ; x++) { 

mangiaMela (mele.ottieniMela (x)); 
sputallNocciolo (); 

} 
) 

Nel precedente esempio Java, la variabile del ciclo x è stata dichiarata come int 
x = 0. Prima di ogni iterazione il ciclo controlla la condizione «x < NumMele» ed 
esegue il corpo del ciclo solo se la condizione risulta essere vera. Poi alla fine di 
ogni ripetizione di ciclo viene eseguita l'istruzione x++ per incrementare la variabi-
le di ciclo x prima di controllare nuovamente la condizione. 

Per inciso, dalla versione 5.0 Java comprende anche un ciclo for-each, descritto 
nel Paragrafo 6.3.2. 

• Cicli do-while 
Oltre al ciclo for e al ciclo while standard, Java è provvisto di un altro tipo di ciclo: il 
do-while. Mentre i cicli precedenti testano una condizione prima di effettuare un'ite-
razione del corpo del ciclo, il ciclo do-while esegue questa verifica dopo l'esecuzione 
del corpo del ciclo. La sintassi per il ciclo do-while è quella mostrata di seguito: 
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do 
corpo Jstruzioni _ciclo\ 

while (espressionejbooleana) 
Il corpo del ciclo può essere una singola istruzione o un blocco di istruzioni e la 
condizione deve essere un'espressione booleana. In un ciclo do-while le istruzioni 
contenute all'interno del ciclo vengono ripetute finché la condizione è vera. 

Si pensi, per esempio, di voler scrivere un programma che attende un'immissio-
ne di dati che poi sono opportunamente elaborati (nel Paragrafo 1.6 è trattato con 
maggior dettaglio l'input e l'output dei dati in Java). In questo caso una possibile 
condizione per uscire dal ciclo è quella di avere in input una stringa vuota. Comun-
que, anche in questo caso, si può rendere possibile l'elaborazione dell'input e l'invio 
di un messaggio all'utente per informarlo che è uscito dal programma. Questo caso 
è illustrato dall'esempio seguente: 

public v o i d prendilnputUtente { 
String input; 
do { 

input = prendiStringaInput( ); 
elaboralnput(input) ; 

} w h i l e input.length( )>0); 
1 

Si osservi la condizione di uscita dell'esempio precedente. In particolare essa è scrit-
ta in accordo con la regola Java secondo cui si esce da un ciclo do-while quando la 
condizione non è vera (al contrario di ciò che avviene per il costrutto repeat-until 
tipico di altri linguaggi). 

1.4.3 Istruzioni esplicite di flusso di controllo 
Java prevede anche istruzioni che permettono un cambiamento esplicito del flusso 
di controllo di un programma. 

• Ritorno da un metodo 
Se il tipo restituito da un metodo Java è dichiarato void, allora il flusso di controllo 
ritorna al programma principale quando raggiunge l'ultima linea di codice del me-
todo oppure quando incontra un'istruzione di return senza nessun argomento. In-
vece, quando si dichiara che un metodo ha un'uscita di un determinato tipo, allora 
quel metodo è una funzione e quando esso termina deve restituire il valore di quel-
la funzione come argomento di un'istruzione di return. Il seguente esempio (cor-
retto) illustra l'uscita di una funzione: 

/ / R i c e r c a d i u n d e t e r m i n a t o c o m p l e a n n o 
public boolean ricercaCplanno ( int data) { 

if (data == Compleanni.MEKES_CPLAOTJO) ( 
r e turn true; 

1 
re turn fa l se ; 

) 
Ne consegue che l'istruzione di return deve essere l'ultima che la funzione esegue, 
poiché la restante parte del codice non sarà mai eseguita. 
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Si noti che in un metodo c'è una sostanziale differenza tra l'istruzione dell'ulti-
ma riga di codice eseguita e l'effettiva ultima riga di codice del metodo stesso. Nel-
l'esempio precedente la riga return true non è evidentemente l'ultima riga di codice 
nella funzione, ma può essere l'ultima riga a essere eseguita (nell'eventualità che la 
condizione sulla data sia true). Una simile istruzione interrompe il flusso di control-
lo del metodo. Esistono altre due istruzioni esplicite di flusso di controllo dello stes-
so genere che vengono impiegate insieme ai cicli e alle istruzioni switch. 

• L'istruzione break 
L'impiego tipico di un'istruzione break ha la seguente semplice sintassi: 

break; 
Essa serve per uscire dal corpo più interno di istruzioni di switch, for, while o do-
while. L'esecuzione di un'istruzione di break fa saltare il flusso di controllo alla riga 
successiva al ciclo o all'istruzione di switch nel cui corpo è contenuto il break. 

L'istruzione break può anche assumere una forma in cui presenta una label per 
uscire da un ciclo o un'istruzione switch più esterna, mediante la seguente sintassi: 

break label, 
in cui label è un identificatore Java utilizzato per etichettare un ciclo oppure un'i-
struzione switch. Questa etichetta può comparire soltanto all'inizio della dichiara-
zione di un ciclo; in Java non esistono istruzioni di «go to» di nessun altro genere. 

Nel seguito è descritto come introdurre una label in un'istruzione break: 
public stat ic boolean haZeroIngressi (int[] [] a) { 

boolean trovatoFlag = false; 
cercaZero: 

for (int i=0; i<a.length; i++) { 
for (int j=0; j<a[i].length; j++) { 

if Ca[i][j] = = 0) { 
trovatoFlag = true; 
break cercaZero; 

) 
1 

1 
return trovatoFlag; 

} 
In questo esempio sono impiegati gli array, trattati nel Paragrafo 3.1. 

• L'istruzione continue 
L'altra istruzione per cambiare esplicitamente il flusso di controllo in un program-
ma Java è l'istruzione continue, la cui sintassi è: 

continue label-, 
in cui label è un identificatore Java utilizzato per etichettare un ciclo. Come prima 
precisato, in Java non esistono istruzioni di «go to» esplicite. L'istruzione continue 



trova impiego soltanto all'interno di cicli (for, while e do-while) e provoca il salto 
al successivo passo del ciclo (continuando la ripetizione del ciclo qualora sia soddi-
sfatta la relativa condizione). 

1.5 Gli array 

Un problema ricorrente nella programmazione è quello di tenere traccia di un 
gruppo numerato di oggetti collegati tra loro. Per esempio si vuole che un videoga-
me tenga traccia dei dieci punteggi più alti riportati nel gioco. Invece di impiegare 
dieci variabili per assolvere a questo compito, si preferisce introdurre un singolo 
nome per il gruppo e utilizzare numeri indice per fare riferimento ai punteggi più 
alti del gruppo. Similmente, si può avere l'esigenza di progettare un sistema infor-
mativo per tenere traccia dei letti assegnati ai pazienti in un ospedale. Anche in 
questo caso si evita di introdurre 200 variabili nel programma se l'ospedale ha 200 
posti letto. 

In casi come quelli citati si possono risparmiare risorse di programmazione uti-
lizzando un array, che è un insieme numerato di variabili tutte dello stesso tipo. 
Ogni variabile, o cella, di un array ha un suo indice, che si riferisce esclusivamente 
al valore immagazzinato in tale cella. Le celle di un array a sono numerate consecu-
tivamente da 0,1, 2, e così via. Nella Figura 1.6 è illustrato un array con i punteggi 
più alti di un videogame. 

Questa organizzazione è assai vantaggiosa, in quanto consente di effettuare al-
cuni calcoli interessanti. Per esempio, il seguente metodo addiziona tutti i numeri 
presenti in un array di interi: 

/** Addiziona tutti i numeri presenti in un array di interi. */ 
public s tat ic int somma (int[] a) { 
int total = 0; 
for ( int i=0; i < a.length; i++) / / si noti l'uso di length 

total += a[i]; 
return total; 
1 

Questo esempio trae vantaggio da una opportuna caratteristica di Java, che consen-
te di trovare il numero di celle che un array contiene, ovvero la propria lunghezza. 
In Java, un array a è un oggetto speciale e la lunghezza di a è memorizzata in una 
variabile d'istanza, length. In Java non è necessario indovinare la lunghezza di un 
array; essa può essere trovata come segue: 

nome_array. length 
dove nome_array è il nome dell'array. Per questo motivo, le celle di un array a sono 
numerate 0,1,2 e così via fino ad a.length - 1. 

Punteggi 
più alti 940 880 830 790 750 660 650 590 510 440 

0 1 2 3 4 
Indici 

5 6 7 8 9 
F I G U R A 1 . 6 
Illustrazione 
di un array dei dieci 
punteggi più alti (Int) 
in un videogame. 
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• Elementi e capacità di un array 
Ogni oggetto contenuto in un array è denominato elemento dell'array. L'elemento 
numero 0 è a[0], l'elemento numero 1 è a[l], l'elemento numero 2 è a[2] e così via. 
La lunghezza di un array determina il massimo numero di oggetti che possono esse-
re contenuti in esso, che può essere chiamata capacità dell'array. Si mostra un altro 
semplice utilizzo di un array nel seguente frammento di codice, che calcola quante 
volte un certo numero compare in un array: 

/ ** Conta il n u m e r o di volte in cui u n intero compare in u n a r r a y . */ 
public stat ic int contalnteri (int[] a, int x ) { 

int conta = 0; 
for ( int e: a) | / / si noti l 'utilizzo del ciclo " foreach" 

if (e == k) / / controlla se l 'e lemento cor ren te è uguale a k 
count++; 

1 
return count; 

} 

• Errori di uscita dai limiti 
È un errore pericoloso tentare di accedere a un array a con un indice che è un nu-
mero che si trova al di fuori del range compreso tra 0 e a.length - 1. Tale riferimen-
to è detto fuori dai limiti (out of bounds). Riferimenti fuori dai limiti sono comu-
nemente sfruttati dagli hacker mediante un metodo chiamato buffer overflow at-
tack (attacco ad overflow del buffer) per compromettere la sicurezza dei sistemi di 
calcolo scritti in linguaggi diversi da Java. In Java come misura di sicurezza gli indici 
degli array sono sempre controllati, per verificare se si trovino fuori dai limiti. Se 
ciò si verifica, l'ambiente di esecuzione di Java segnala una condizione di errore. Il 
nome di questa condizione è arraylndexOutOfBoundsException. Questo controllo 
aiuta Java a evitare molti problemi di sicurezza (compresi gli eventi di buffer over-
flow attack) cui altri linguaggi devono far fronte. In ogni caso non è mai necessario 
indovinare la lunghezza di un array al fine di evitare l'errore di uscita dai limiti. 

Gli errori di uscita dai limiti si possono evitare assicurandosi che l'indice sia 
sempre minore della lunghezza dell'array, a, cioè scegliendo un intero compreso tra 
0 e a.length - 1. Un modo più breve per evitare l'errore è quello di utilizzare la ter-
minazione abbreviata (o «valutazione cortocircuita») delle operazioni booleane, ca-
ratteristica di Java. Per esempio, un'istruzione del tipo seguente non potrà mai ge-
nerare un errore di uscita dai limiti: 

if ((i >= 0) SeSe (i < a.length) &?& (a[i] > 2 ) ) 
x = ali]; 

il confronto «a[i] > 2» sarà effettuato solo se le relazioni dei due confronti prece-
denti sono verificate. 

1.5.1 Dichiarazione di array 
La sintassi per dichiarare un array è quella che segue: 

tipo_elemento [] nome_array = \val_iniz_0, val_iniz_l,...,val_iniz_N-l\\ 



Il tipojelemento può essere ogni tipo di base di Java o il nome di una classe, e 
nome_array un qualsiasi valore di identificatore Java. I valori iniziali devono essere 
dello stesso tipo dell'array. Per esempio, si consideri la seguente dichiarazione di ar-
ray inizializzata per contenere i primi dieci numeri primi: 

int[] primes = |2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 , 29); 
In alternativa per creare un array e definire tutti i suoi valori iniziali, si può dichia-
rare una variabile array senza inizializzarla. La forma di questa dichiarazione è la 
seguente: 

tipojelemento [ ] nome_array\ 
Un array creato in questo modo è inizializzato con tutti zeri se il tipo dell'array è un 
tipo numerico. Gli array di oggetti sono inizializzati a riferimenti tutti nulli. Quando 
l'array è dichiarato in questo modo, in seguito si possono creare insiemi di celle me-
diante la seguente sintassi: 

new tipo_elemento[lunghezza] 
in cui lunghezza è un numero intero positivo che denota la lunghezza dell'array 
creato. Questa espressione compare tipicamente in un'istruzione di assegnazione 
con un nome di array dalla parte sinistra dell'operatore di assegnazione. Così, per 
esempio, le seguenti istruzioni definiscono una variabile array indicata con a, e asse-
gnano all'array 10 celle, ognuna di tipo doublé, con questa inizializzazione: 

doublet] a; 
I I . . . vari passi . . . 
a = n e w doublet 10] ; 
f or ( int k=0; le < a.length; k++) { 

a[k] = 1.0; 
} 

Le celle del nuovo array «a» sono indicizzate usando l'insieme di interi (0,1,2,..., 9} 
(si noti che gli array in Java iniziano sempre dall'indice 0) e, come tutti gli array in 
Java, le celle dell'array appartengono tutte allo stesso tipo doublé. 

1.5.2 Gli array sono oggetti 
Gli array in Java sono speciali oggetti, il che spiega l'utilizzo dell'operatore new per 
creare una nuova istanza di un array. Un array può essere utilizzato come un generi-
co oggetto, ma presenta una sintassi particolare (compare una coppia di parentesi 
quadre «[» e «]») per i riferimenti ai suoi elementi. Un array in Java si comporta come 
un oggetto generale. Poiché un array è un oggetto, tuttavia, il nome di un array è in 
realtà un riferimento a una locazione di memoria in cui è immagazzinato l'array. Per-
ciò è normale impiegare l'operatore dot e la variabile d'istanza, length, per riferirsi 
alla lunghezza di un array, per esempio con l'espressione «a.length». Il nome, a, in 
questo caso è un semplice riferimento, o puntatore, al sottostante oggetto array. 

Il fatto che gli array in Java sono degli oggetti ha un'importante conseguenza 
quando si utilizzano nomi di array nelle istruzioni di assegnazione. Per esempio, se 
in un programma Java si scrive: 

b = a; 



significa che ora b e a fanno riferimento ambedue allo stesso array. Così, se si scrive: 
b[3] = 5; 

allora si sta fissando anche a[3] = 5. Questo importante punto è illustrato in Figura 1.7. 

• Clonazione di un array 
Se, al contrario, si volesse creare una copia esatta dell'array a e porre questo array 
uguale alla variabile b, si potrebbe scrivere: b = a.cloneQ; 
che equivale a copiare tutte le celle in un nuovo array, facendo puntare b a questo 
nuovo array. In realtà, il metodo clone è incorporato in ogni oggetto Java, e produce 
una copia esatta degli oggetti. In questo caso, se si scrive: 

b[3] = 5; 
allora nel nuovo array (copiato) sarà assegnato il valore 5 alla cella di indice 3, 
mentre a[3] rimarrà invariata. Questo fatto è illustrato in Figura 1.8. 

Si sottolinea che, quando si opera una clonazione, le celle di un array sono co-
piate. Se le celle appartengono a un tipo di base, come int, sono copiati i loro valori. 
Tuttavia, se le celle sono riferimenti a oggetti, allora sono questi riferimenti a essere 
copiati. Ciò significa che esistono due modi per riferirsi a un oggetto di questo ge-
nere. Nell'Esercizio R-l . l si esploreranno le conseguenze di questa caratteristica. 

1.6 Semplici esempi di input e output 

Java prevede un vasto repertorio di classi e metodi per effettuare input e output in 
un programma. In Java esistono apposite classi per la progettazione di interfacce 
grafiche utente, complete di finestre pop-up e di menu a tendina ed esistono altresì 
metodi per visualizzare e inserire testo e numeri. Java prevede anche metodi per 
l'elaborazione di oggetti grafici, immagini, suoni, pagine web e azioni del mouse 
(come click, passaggi su determinate zone e trascinamenti). Inoltre, molti di questi 
metodi per l'input e l'output possono esser utilizzati indifferentemente in singoli 
programmi oppure in applet. 

Sfortunatamente esula dagli argomenti previsti per questo libro un approfondi-
mento dei dettagli di funzionamento dei metodi per la costruzione di sofisticate inter-
facce grafiche utente. Ma, per maggior completezza, in questo paragrafo si fornisce 
una breve descrizione di come possano essere costruiti semplici input e output in Java. 

FIGURA 1 . 7 
Illustrazione 
di un'assegnazione 
su oggetti array. 
Si mostra il risultato 
che consegue dall'aver 
posto «b[3] = 5;» dopo 
aver posto «b = a;». 

940 680 830 790 750 660 650 590 510 440 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

; Cambiamento 
! che deriva 
• dal l 'assegnazione 
T b[3] = 5; 

940 880 830 5 750 660 650 590 510 440 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 



a 940 880 830 790 750 660 650 590 510 440 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

b 940 880 830 790 750 660 650 590 510 440 

Cambiamento 
che deriva 

dal l 'assegnazione 
b[3] = 5; 

940 880 830 790 750 660 650 590 510 440 

F I G U R A 1 . 8 
Illustrazione 
della clonazione 
di oggetti array. 
Si mostra il risultato 
che consegue dall'aver 
posto «b[3] = 5;» 
dopo aver posto 
«b = a.cloneO;». 

940 880 830 5 750 660 650 590 510 440 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

In Java questi semplici input e output si presentano all'interno della finestra del-
la console Java. A seconda dell'ambiente Java che si sta utilizzando, questa finestra 
può essere o una speciale finestra pop-up, che può essere impiegata per mostrare e 
inserire del testo, oppure è una finestra introdotta per inviare comandi al sistema 
operativo (si fa riferimento a tale specie di finestre con il nome di finestre di shell, 
finestre DOS oppure finestre terminali). 

• Semplici metodi per l'output 
Java prevede un oggetto statico incorporato, chiamato System.out, che tratta l'out-
put per il dispositivo «output standard». La maggior parte delle shell dei sistemi 
operativi consentono agli utenti di reindirizzare l'output standard verso file oppure 
verso l'input di altri programmi, ma l'output di default è la finestra di console Java. 
L'oggetto System.out è un'istanza della classe java.io.PrintStream. Questa classe 
definisce i metodi per un flusso di output bufferizzato, che trasferisce i caratteri in 
una locazione temporanea, chiamata buffer, svuotata quando la finestra di console è 
pronta per stampare i caratteri. 

In particolare la classe java.io.PrintStream prevede i seguenti metodi per effet-
tuare semplici output (qui si adopera tipojbase come riferimento a tutti i possibili 
tipi di base): 

print(Object o): Stampa l'oggetto o mediante il suo metodo toString. 
print(String ,v): Stampa la stringa s. 

ynT\{{tipo_kase b): Stampa il valore b di un tipo di base. 
println(String v): Stampa la stringa s seguita dal carattere di rigo nuovo. 

• Esempio di output 
Si consideri come esempio il seguente frammento di codice: 

System.out.printC"Valori Java: "); 
System.out.print(3.1415); 
System.out.printC ', ' ); 
System.out.print(15); 
System.out.printlnC " (doublé, char, int)."); 
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L'esecuzione di questo frammento produce il seguente output nella finestra di con-
sole Java: 

valori Java: 3 . 1 4 1 5 , 1 5 (doublé,char,int). 

• Semplici metodi per l'input con la classe java.util.Scanner 
Così come esiste un oggetto speciale per l'output verso una finestra di console Java, 
esiste anche un oggetto speciale, chiamato System.in, che serve per effettuare l'in-
put da una finestra di console di Java. Tecnicamente l'input proviene dal dispositivo 
di «input standard», per default la tastiera, che invia l'eco dei suoi caratteri alla con-
sole Java. L'oggetto System.in è associato al dispositivo standard di input. Un sem-
plice modo per leggere l'input con questo oggetto è quello di utilizzarlo per creare 
un oggetto Scanner, mediante l'espressione: 

n e w Scanner(System.in) 
La classe Scanner comprende numerosi utili metodi per la lettura da un dato flusso 
in input. Per esempio, il seguente programma utilizza un oggetto Scanner per pro-
cessare l'input: 

import java.io.*; 
import java.util.Scanner; 
public c lass InputExample ( 

public stat ic vo id main(String args[]) throws IOException { 
Scanner s = n e w Scanner(System.in); 
System.out.print("Inserisci la tua altezza in centimetri: "); 
f loat altezza = s.nextFloat( ); 
System.out.print("Inserisci il tuo peso in chilogrammi: "); 
float peso = s.nextFloat( ); 
float bmi = peso/(altezza*altezza)* 10000; 
System.out.printlnC'Il tuo indice di massa corporea è " + bmi + ". "); 

1 
1 

Questo programma, quando va in esecuzione, produce l'output seguente sulla con-
sole Java: 

Inserisci la tua altezza in centimetri: 180 
Inserisci il tuo peso in chilogrammi: 80 .5 
Il tuo indice di massa corporea è 2 4 . 8 4 5 6 8 

• Metodi della classe java.util.Scarmer 
La classe Scanner legge il flusso di dati in input e lo divide in token, che sono strin-
ghe contigue di caratteri separate da delimitatori, che sono caratteri speciali di se-
parazione. Il delimitatore di default è lo spazio, vale a dire, i token per default sono 
separati da stringhe di spazi, tabulazioni e carattere nuovo rigo. Essi possono anche 
essere immediatamente letti come stringhe; altrimenti, un oggetto Scanner può 
convertire un token in un tipo di base, se il token è scritto nella sintassi corretta. In 
particolare, la classe Scanner comprende i seguenti metodi per 1 trattamento dei 
token: 



Restituisce true se e solo se esiste un altro token nel flusso 
di input. 
Restituisce il token successivo nel flusso in input; genera un 
errore se non ci sono altri token. 
Restituisce true se e solo se esiste un altro token nel flusso 
di input, che può essere interpretato come il corrispondente 
tipo di base, Type, che può essere Boolean, Byte, Doublé, 
Float, Int, Long o Short. 
Restituisce il token successivo nel flusso di input, sotto for-
ma del tipo di base corrispondente a Type, genera un errore 
se non ci sono altri token oppure se un token non può esse-
re interpretato come tipo di base corrispondente a Type. 

In aggiunta a ciò, gli oggetti Scanner possono processare l'ingresso riga per riga, 
ignorando i delimitatori e ricercando anche strutture caratteristiche interne alle ri-
ghe. I metodi per l'elaborazione dell'ingresso, pertanto, comprendono i seguenti: 

hasNextLine( ): Restituisce true se e solo se il flusso di input ha una ulterio-
re riga di testo. 

nextLine( ): Fa avanzare l'input fino dopo la terminazione della riga cor-
rente e restituisce l'input che è stato saltato. 

findlnLine(Slring s): Cerca di trovare una stringa uguale alla struttura s (espres-
sione regolare) nella riga corrente. Se è trovata la struttura 
che si sta cercando, essa è restituita e lo scanner avanza fino 
al primo carattere successivo a essa. Se la struttura non è 
trovata, lo scanner restituisce nuli e non avanza. 

Questi metodi possono essere utilizzati con quelli precedenti, come mostrato di se-
guito: 

Scanner input = n e w Scanner(System.in); 
System.out.print(" Inserire un numero intero: "); 
whi le (linput.hasNextlntC )) | 

input.nextLineC ); 
System.out.print(" Questo non è un numero intero; inserire un numero 

intero: "); 
1 
int i = input.nextlnt( ); 

hasNextC ): 

nex t ( ): 

hasNext Type: 

next Type: 

1.7 Un programma esemplificativo 

In questo paragrafo è descritto un semplice esempio di programma Java, che illu-
stra molti dei costrutti definiti nei paragrafi precedenti. L'esempio è formato da due 
classi: la prima, CreditCard, che definisce l'oggetto carta di credito, e la seconda, 
Test, che controlla la funzionalità della classe CreditCard. Gli oggetti carta di credi-
to definiti dalla classe CreditCard sono delle versioni semplificate delle carte di cre-
dito tradizionali. Esse contengono: numeri identificativi, informazioni di identifica-
zione dei loro intestatari e della banca di emissione, informazioni della loro situa-
zione attuale e del limite di credito. Le carte non addebitano interessi sui ritardi di 
pagamento ma impediscono i versamenti che potrebbero causare il superamento 
del limite di spesa. 



• La classe CreditCard 
Si illustra la classe CreditCard nel Frammento di codice 1.5. Si osservi che la classe 
CreditCard definisce cinque variabili di istanza tutte locali per la classe e prevede 
un semplice costruttore che inizializza queste variabili di istanza. 

Essa definisce anche cinque metodi di accesso, che garantiscono appunto l'ac-
cesso ai valori correnti di queste variabili di istanza. Naturalmente le variabili di 
istanza si sarebbero anche potute definire come public, met tendo così in discussione 
l'utilizzo dei metodi di accesso. Lo svantaggio di questo approccio diretto è di con-

public class CreditCard { 
/ / Variabili di istanza: 
private String numero; 
private String nome; 
private String banca; 
private double saldo; 
private int limite; 
/ / Costruttore: 
CreditCardCString no, String nm, String bk, double bai, int lim) { 

numero = no; 
nome = nm; 
banca = bk; 
saldo = bai; 
limite = lim; 

/ / Metodi di accesso: 
public String getNumber( ) ( return numero; ) 
public String getName( ) { return nome; ) 
public String getBankC ) { return banca; ) 
public double getBalanceC ) { return saldo; } 
public int getLimitC ) ( return limite; ) 
/ / Metodi di azione: 
public boolean chargeIt(double price) { / / Esegue un addebito 

if (price + saldo > (double) limite) 
return false; / / non ci sono soldi abbastanza 

saldo += price; 
return true; / / i n questo caso l'addebito è eseguito 

) 
public void makePayment(double payment) ( / / esegue un pagamento 

saldo - = payment; 

F R A M M E N T O DI CODICE 
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La classe CreditCard. 

public static void printCard(CreditCard c) ( 
/ / s tampa le informazioni sulla carta 

System.out.println(" Numero = " + c.getNumber( )); 
System. out.println(" Nome = " + c.getName( )); 
System. out.println(" Banca = " + c.getBank( )); 
System.out.println( " Saldo = " + c.getBalance( )); 
System.out.println( " Limite = " + c.getLimit( )); 

/ / cast impliciti a String nelle righe precedenti 
l 



public class Test { 
public static void main(String[] args) { 

CreditCard wallet[] = new CredltCard[10); 
wallet[0] = new CredltCardC" 5391 0375 9387 5309", 

"John Bowman", "California Savings", 0.0, 2500); 
waUet[l] = new CredltCardC" 3485 0399 3395 1954", 

"John Bowman", "California Federal", 0.0, 3500); 
wallet[2] = new CredltCardC" 6011 4902 3294 2994", 

"John Bowman", "California Finance", 0.0, 5000); 
for Cint i=l; i<=16; i++) { 

wallet[0] ,chargeIt((double)i); 
wallet[l].chargeItC2.0*i); / / casting implicito 
wallet[2].chargeItCCdouble)3*i); / / castmg esplicito 

) 
for Cint i=0; i<3; i++) { 

CreditCard.prmtCardCwallet[i]); 
while Cwallet[i].getBalanceC ) > 100.0) { 

wallet[i]. makePaymentC 100.0); 
System.out.printlnC"Nuovo saldo = " + waJlet[i].getBalanceC )); 

) 
I 

sentire agli utenti la modifica diretta delle istanze di un oggetto, mentre in molti 
casi, come il presente, si preferisce limitare la modifica delle variabili di istanza a 
speciali metodi di aggiornamento. Si comprendono nel codice due di questi metodi 
di aggiornamento, chargelt e makePayment nel Frammento di codice 1.5. 

Spesso conviene includere anche dei metodi di azione, che definiscono azioni 
particolari per il comportamento di un certo oggetto. Per dimostrarlo è stato defini-
to un metodo di azione statico, il metodo printCard, anch'esso incluso nel Fram-
mento di codice 1.5. 

• La classe Test 
La classe CreditCard è testata in una classe Test. Si osservi l'utilizzo di un array, 
wallet, di oggetti CreditCard e l'impiego di iterazioni per effettuare accrediti e pa-
gamenti. Nel Frammento di codice 1.6 è illustrato il codice completo della classe 
Test. Per semplicità, questa classe non prevede appariscenti output grafici, ma invia 
semplicemente l'output alla console Java. Questo output è illustrato nel Frammento 
di codice 1.7. Si noti la differenza tra l'impiego dei metodi non statici chargelt e 
makePayment e del metodo statico printCard. 

1.8 Classi annidate e pacchetti 

Il linguaggio Java ha un approccio generale e utile all'organizzazione delle classi in 
programmi. Ogni classe pubblica definita in Java deve occupare un file distinto. Il 
nome del file è lo stesso di quello della classe con estensione .java. Per esempio la 
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O u t p u t p r o d o t t o 
dal la classe Test. 

Numero = 5391 0375 9387 5309 
Nome = John Bowman 
Banca = Calfornla Savings 
Saldo = 136.0 
Limite = 2500 
Nuovo saldo = 36.0 
Numero = 3485 0399 3395 1954 
Nome = John Bowman 
Banca = Calfornla Federai 
Saldo = 272.0 
Limite = 3500 
Nuovo saldo = 172.0 
Nuovo saldo = 72.0 
Numero = 6011 4902 3294 2994 
Nome = John Bowman 
Banca = Calfornia Finance 
Saldo = 408.0 
Limite = 5000 
Nuovo saldo = 308.0 
Nuovo saldo = 208.0 
Nuovo saldo = 108.0 
Nuovo saldo = 8.0 

classe public class SmartBoard è definita nel file SmartBoarcLjava. In questo pa-
ragrafo saranno descritti due modi significativi ammessi da Java per organizzare 
classi multiple. 

• Classi annidate 
Java ammette di definire una classe annidata nelle definizioni di altre classi. Questo 
utile costrutto sarà sfruttato spesso nel presente volume per implementare strutture 
dati. L'impiego principale per le classi annidate è la definizione di una classe stretta-
mente affiliata con un'altra classe. Per esempio, una classe editore di testo può avere 
la necessità di definire una classe cursore a essa correlata. La definizione della classe 
cursore come classe annidata all'interno della definizione della classe editore di testo 
mantiene unite nello stesso file queste due classi strettamente collegate. Inoltre l'an-
nidamento permette a ogni singola classe l'accesso ai metodi non public dell'altra 
classe. Un'osservazione tecnica riguarda il fatto che una classe annidata deve essere 
dichiarata static. Questa dichiarazione implica che la classe annidata è associata alla 
classe esterna, non a una sua istanza, cioè a un oggetto particolare. 

• Pacchetti 
Un pacchetto (package) Java può essere definito come un insieme di classi, defini-
te tutte in una subdirectory comune. Ogni file di un pacchetto inizia con la riga: 

package nome_pacchetto\ 
La subdirectory che contiene il pacchetto deve avere lo stesso nome del pacchetto. 
Si può anche definire un pacchetto in un singolo file che contiene le definizioni di 



diverse classi, ma in ogni caso, quando il file è compilato, tutte le classi saranno 
compilate in file separati appartenenti alla stessa subdirectory. 

In Java si possono utilizzare classi definite in altri pacchetti, anteponendo un 
punto (cioè il carattere «.») ai nomi di queste classi; ciò corrisponde alle strutture 
della directory degli altri pacchetti. 

public boolean Temperatura(TA.Misure.Termometro termometro, 
int temperatura) ( 

/ / . . . 
) 

La funzione Temperatura prende come parametro una classe Termometro. La 
classe Termometro è definita nel pacchetto TA in un sottopacchetto di nome Misu-
re. I punti in TA.Misure.Termometro sono in diretta corrispondenza con la struttu-
ra della directory del pacchetto TA. 

Tutti i caratteri addizionali necessari per richiamare una classe esterna al pac-
chetto corrente possono appesantire il programma. Java allora introduce la parola 
chiave import per includere nel file corrente classi esterne o anche interi pacchetti. 
Per importare una singola classe da uno specifico pacchetto bisogna scrivere all'ini-
zio del file la seguente riga: 

import nomePacchetto.nomiClasse; 
Per esempio si potrebbe scrivere: 

package Progetto; 
import TA.Misure.Termometro; 
import TA.Misure.Scala; 

all'inizio del pacchetto Progetto per indicare che si stanno importando le classi 
chiamate TA.Misure.Termometro e TA.Misure.Scala. L'ambiente di esecuzione di 
Java allora ricercherà queste classi per associare gli identificatori a classi, metodi e 
variabili di istanza che si usano nel programma corrente. 

Si può anche importare un intero pacchetto, utilizzando la sintassi seguente: 
import <nomePacchetto>.*; 

Per esempio: 
package studente; 
import TA.Misure.*; 
public boolean TemperatureCTermometro termometro, int temperatura) { 

/ / . . . 
1 

Nel caso in cui due pacchetti comprendano classi con lo stesso nome, è necessario 
specificare il riferimento al pacchetto che contiene una certa classe. Per esempio, si 
supponga che entrambi i pacchetti Gnomo e Cucina abbiano una classe chiamata 
Fungo. 

Se si prevede un'istruzione import per entrambi i pacchetti, allora bisogna pre-
cisare a quale classe si fa riferimento come segue: 

Gnomo.Fungo fungo = n e w Gnomo.Fungo ("porpora"); 
Cucina.Fungo decorazione = n e w Cucina.Fungo ( ); 



Qualora non si precisi il pacchetto (cioè nell'esempio precedente si adopera solo 
una variabile del tipo Fungo), il compilatore darà un errore di «classe ambigua». 

Per riassumere la struttura di un programma Java, una classe contiene variabili 
di istanza e metodi mentre un pacchetto contiene classi. 

1 .9 Stesura di un programma Java 

Il processo di scrittura di un programma Java comporta tre passi fondamentali: 
• progetto; 
• codifica; 
• testing e debbugging. 
In questo paragrafo sono analizzati in breve questi tre passi. 

1.9.1 Progetto 
Il progetto è forse il passo più importante nel processo di scrittura di un program-
ma. In questa fase si decide come dividere in classi il lavoro che il programma dovrà 
svolgere, in quale modo le classi interagiranno, quali dati immagazzinerà e quali 
azioni svolgerà ognuna di esse. Una delle più stimolanti sfide che si trovano ad af-
frontare i programmatori Java alle prime armi è la definizione di quali classi debba-
no svolgere il compito previsto dal programma. Mentre le prescrizioni di carattere 
generale sono difficili da aggirare, esistono alcune regole generali pratiche applica-
bili per determinare la definizione delle classi: 
• Responsabilità: il lavoro va ripartito tra diversi attori, ognuno con una diversa 

responsabilità. Si provi a descrivere le responsabilità mediante verbi. I suddetti 
attori formeranno le classi del programma. 

• Indipendenza: il lavoro va definito per ogni classe nel modo più indipendente 
possibile da quello delle altre classi. Le responsabilità vanno suddivise tra le 
classi in modo tale che ciascuna classe abbia autonomia riguardo ad alcuni 
aspetti del programma. I dati come le variabili di istanza vanno forniti alla classe 
cui competono le azioni che richiedono l'accesso a questi dati. 

• Comportamento: il comportamento di ciascuna classe va definito attentamente e 
scrupolosamente in modo tale che le conseguenze di tutte le azioni eseguite da 
una classe siano ben comprese dalle altre classi che interagiscono con essa. Questi 
comportamenti definiranno i metodi della classe. L'insieme dei comportamenti di 
una classe è designato talvolta con il nome di protocollo, poiché ci si aspetta che i 
comportamenti di una classe stiano insieme come un'unità compatta. 

Il progetto di un programma in Java comprende la definizione delle classi, delle re-
lative variabili d'istanza e dei relativi metodi. Un buon programmatore svilupperà 
spontaneamente con il passar del tempo un'abilità sempre maggiore nell'eseguire 
questi compiti, giacché l'esperienza insegna a ricordare per analogia modelli simili a 
quello di un programma che si sta sviluppando. 

1.9.2 Pseudocodifica 
Ai programmatori è spesso richiesta, prima ancora della scrittura del codice vero e 
proprio, la descrizione degli algoritmi in un linguaggio comprensibile per l'uomo. 



Tale descrizione è detta pseudocodice. Lo pseudocodice non è un programma desti-
nato al computer ma è più strutturato del linguaggio parlato. Esso può essere visto 
come una mescolanza di linguaggio naturale e costrutti dei linguaggi di programma-
zione ad alto livello, utilizzata per descrivere le principali idee che sottendono una 
generica implementazione di un algoritmo o di una struttura dati. Non esiste una 
definizione precisa del linguaggio pseudocodice, a causa della sua dipendenza dal 
linguaggio naturale. Contemporaneamente, per favorire la chiarezza, lo pseudocodi-
ce unisce il linguaggio naturale con i costrutti dei linguaggi di programmazione 
standard. Questi ultimi si scelgono in modo da uniformarsi con i linguaggi moderni 
ad alto livello come C, C++ e Java. 

Questi costrutti comprendono: 
• Espressioni: si introducono i simboli matematici standard per scrivere espressio-

ni numeriche e booleane. Si utilizza il segno freccia sinistra (<-) come operatore 
di assegnazione nelle relative istruzioni (equivalente all'operatore = di Java) e il 
segno di uguale (=) come relazione di uguaglianza nelle espressioni booleane 
(equivalente all'operatore «= =» di Java). 

• Dichiarazioni di metodo: Algorithm nome(paraml,param2,...) dichiara un nuo-
vo metodo «nome» e i suoi parametri. 

• Strutture decisionali: if condizione then azioni-vero [else azioni-falso]. L'inden-
tazione si utilizza per indicare quali azioni sono incluse in quelle del caso in cui 
la condizione è vera e quali in quelle del caso in cui la condizione è falsa. 

• Cicli while: while condizione do azioni. L'indentazione serve per indicare quali 
azioni sono incluse nel ciclo. 

• Cicli repeat: repeat azioni until condizione. L'indentazione serve per indicare 
quali azioni sono incluse nel ciclo. 

• Cicli for. for variabile-incremento-definizione do azioni. L'indentazione serve 
per indicare quali azioni sono incluse nel ciclo. 

• Indicizzazione di array: A[i] rappresenta 17-esima cella dell'array A. Le celle di 
un array contenente n celle sono indicizzate da >1[0] ad A[n - 1] (come avviene 
in Java). 

• Chiamate di metodo: oggetto.metodo(args) (oggetto può essere sottinteso). 
• Valori restituiti da un metodo: return valore. Questa operazione restituisce il 

valore specificato al metodo chiamante. 
• Commenti: (Il commento va inserito qui}. I commenti si chiudono tra parentesi 

graffe. 
Scrivendo in pseudocodice, bisogna ricordare che si sta scrivendo per un'altra perso-
na e non per un computer. Per questo bisogna sforzarsi di comunicare idee ad alto li-
vello e non dettagli implementativi a basso livello. Allo stesso tempo, non bisogna 
omettere la descrizione di passi rilevanti. Come in ogni altra forma di comunicazione 
umana, trovare un equilibrio è un'importante abilità che viene affinata con la pratica. 

1.9.3 Codifica 
Come detto in precedenza, uno dei passi cruciali per la codifica di un programma in 
linguaggio orientato a oggetti è la codifica delle classi e dei rispettivi dati e metodi. 
Per accelerare lo sviluppo di tale abilità, in diversi punti di questo libro verranno 
presentati vari modelli progettuali per la progettazione di programmi conformi al 
paradigma orientato agli oggetti. Questi pattern prevedono dei formati specifici per 
la definizione delle classi e delle relazioni che tra esse intercorrono. 
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Numerosi programmatori formulano il progetto iniziale servendosi delle cosid-
dette CRC card. Le card Component-Responsibility-Collaborator, o CRC, sono 
semplici schede finalizzate alla suddivisione dei compiti impliciti nell'esecuzione di 
un programma. L'impiego di queste card consente al programmatore di raffinare 
progressivamente mediante iterazione la struttura organizzativa del suo lavoro in 
modo che al termine si possa arrivare a un insieme di classi senza contraddizioni. 
L'idea principale implicita in questo strumento è quella che ogni scheda rappresenti 
un componente destinato, alla fine, a diventare una classe del programma. Il nome di 
ogni componente va scritto nella parte di intestazione di ogni scheda. Si comincia con 
l'annotazione nella parte sinistra della scheda delle responsabilità del componente in 
oggetto. Nella parte destra, invece, si elencano i collaboratori di questo componente, 
cioè gli altri componenti con cui esso deve interagire per svolgere le sue mansioni. Il 
processo di progettazione consiste nella ripetizione ciclica della coppia azione/attore, 
in cui prima si individua un'azione (cioè una responsabilità) e poi si determina l'atto-
re (cioè il componente) più adatto a svolgere questa azione. Il progetto si considera 
completo quando tutte le azioni sono state assegnate ad attori. 

In ogni caso, l'utilizzo di schede per la realizzazione del progetto implica che a 
ciascun componente sia assegnato un insieme ridotto di responsabilità e che esso si 
avvalga di un numero esiguo di collaboratori. Questa ipotesi non è casuale poiché 
essa serve a rendere i programmi più snelli e maneggiabili, anche quando sono ne-
cessariamente grandi. 

Un'alternativa alle CRC card è l'utilizzo dei diagrammi UML (Unified Mode-
ling Language) per la rappresentazione del progetto di un programma e l'utilizzo di 
pseudocodice per la descrizione degli algoritmi. I diagrammi UML sono una nota-
zione grafica standard introdotta per presentare i progetti software object-oriented. 
Per costruire diagrammi UML sono reperibili molti strumenti di software applicati-
vo. D'altro canto, la descrizione di algoritmi in pseudocodice è una tecnica che verrà 
utilizzata in questo libro. 

Una volta determinate le classi del programma, con le rispettive responsabilità, 
si può dare inizio alla codifica vera e propria. Il codice delle classi può essere scritto 
con un editor di testo indipendente (come emacs, notepad o vi) oppure con l'editor 
inserito in un ambiente di sviluppo integrato (integrated development environ-
ment, IDE), come Eclipse o JBuilder della Borland. 

Terminata la codifica di una classe (o di un pacchetto), si deve compilare il file, 
mediante un compilatore, trasformandolo in codice di lavoro. Se non si utilizza un 
IDE, allora si può compilare il programma sfruttando un altro programma, come 
javac, per il file in oggetto. Se si decide di utilizzare un IDE, invece, la compilazione 
avviene premendo semplicemente l'apposito bottone di compilazione. Se si è fortu-
nati e il programma non presenta errori di sintassi, il processo di compilazione pro-
durrà dei file con estensione «.class». 

Se invece il programma contiene errori di sintassi, essi verranno individuati e bi-
sognerà ritornare all'editor per sistemare le righe di codice sbagliate. Successiva-
mente all'eliminazione di tutti gli errori di sintassi e alla creazione degli appropriati 
file di codice compilato, bisognerà eseguire il programma impartendo un comando, 
come «java» (al di fuori di un IDE) oppure utilizzando l'apposito bottone «run» 
(all'interno di un IDE). Quando un programma in Java è eseguito in questo modo, 
l'ambiente di esecuzione localizza le directory contenenti la classe nominata e altre 
classi di cui si trovano riferimenti in questa classe, secondo una variabile d'ambiente 
caratteristica di un particolare sistema operativo. Questa variabile è detta «CLASS-
PATH» e l'ordinamento delle directory entro cui effettuare la ricerca è fornito come 



una lista di directory, separate da virgole, in ambiente Unix/Linux,o da punti e vir-
gole in ambiente DOS/Windows. Un esempio di assegnazione CLASSPATH nel si-
stema operativo DOS/Windows potrebbe essere il seguente: 

SET CLASSPATH=. ;C:\java;C: \Program FiIes\Java\ 
Invece un esempio di assegnazione CLASSPATH nel sistema operativo Unix/Linux 
potrebbe avere la seguente forma: 

setenv CLASSPATH " .:/usr/local/java/lib:/usr/netscape/classes" 
In entrambi i casi il punto («.») si riferisce alla directory corrente nella quale è chia-
mato l'ambiente al tempo di esecuzione. 

• Javadoc 
Per incoraggiare un costruttivo utilizzo di blocchi di commento e una spontanea 
produzione di documentazione, l'ambiente di programmazione Java propone un ap-
posito programma chiamato javadoc. Questo programma attinge a un insieme di 
file sorgenti in Java, commentati mediante alcune parole chiave, dette tag, e produ-
ce una serie di documenti HTML che descrivono le classi, i metodi, le variabili e le 
costanti contenute in questi file. Per motivi di spazio non sono stati utilizzati com-
menti in stile javadoc in tutti i programmi esemplificativi inclusi nel presente volu-
me, però è stato scritto un esempio di documentazione in javadoc nel Frammento di 
codice 1.8 e in altri esempi contenuti nel sito Web relativo a questo libro. 

Ogni commento in javadoc ha la forma di un blocco che inizia con la notazione 
«/**» e termina con la notazione «*/», e ogni riga di testo compresa tra queste due 
notazioni inizia con un asterisco «*», ignorato dal compilatore. Si ammette che il 
blocco di commento inizi con una frase descrittiva seguita da una riga vuota, seguita 
a sua volta da una riga speciale che inizia con tag javadoc. Un blocco di commento 
che preceda immediatamente una definizione di classe, una dichiarazione di varia-
bile d'istanza oppure la definizione di un metodo è trasformata da javadoc in un 
commento sulla classe, variabile o metodo introdotti. 

Di seguito vengono elencati i principali tag javadoc: 
• @author testo: identifica l'autore di una classe; se ne specifica uno per ogni riga. 
• @exception descrizione del nome dell'eccezione: identifica una condizione d'er-

rore segnalata dal metodo (si veda il Paragrafo 2.3). 
• @param descrizione del nome del parametro: individua un parametro accettato 

dal metodo. 
• @return descrizione: descrive il tipo restituito e l'insieme dei valori di un metodo. 
Sono definiti anche altri tag; i lettori interessati a ulteriori approfondimenti possono 
far espressamente riferimento alla documentazione on-line su javadoc. 

• Leggibilità e stile 
I programmi dovrebbero essere scritti in maniera facilmente chiara e leggibile. Una 
buona programmazione dovrebbe quindi essere caratterizzata da un adeguato stile 
di codifica che esprima in modo efficace gli aspetti rilevanti del progetto di un pro-
gramma sia per gli altri sviluppatori software sia per il computer stesso. 

Molto è stato scritto sul corretto stile di codifica; alcuni dei princìpi fondamenta-
li sono i seguenti: 



F R A M M E N T O DI CODICE 
1.8 
Un esempio 
di definizione 
di classe corredata 
da commenti in stile 
javadoc. Si osservi 
che questa classe 
comprende due 
variabili d'istanza, 
un costruttore e due 
metodi di accesso. 

/** 
* Questa classe definisce un punto fisso (x,y) del piano. 
* 

* @author Michael Goodrich 
*/ 

public class XYPunto ( 
private doublé x,y; / / variabili di istanza locali per descrivere le coordinate 

* Costruisce un punto (x,y) in una posizione specificata. 
* 

* @param xCoor La coordinata x del punto 
* @param yCoor La coordinata y del punto 
* / 

public XYPuntoCdouble xCoor, doublé yCoor) { 
x = xCoor; 
y = yCoor; 

( 

/** 
* Restituisce il valore della coordinata x. 
* 

* @return coordinata x 

public doublé getX( ) { return x; ) 

/** * Restituisce il valore della coordinata y. 
* 

* @return coordinata y 
*/ 

public doublé getY( ) {return y; ) 

• Usare nomi significativi per gli identificatori. È bene cercare di scegliere nomi 
che abbiano un significato compiuto, che riflettano l'azione, la responsabilità o i 
dati relativi a ciascun identificatore. La tradizione di moltissimi ambienti di svi-
luppatori di Java è quella di scrivere con la lettera maiuscola ogni parola che 
forma un identificatore, eccezion fatta per la prima parola dell'identificatore di 
una variabile o di un metodo. Pertanto secondo questa tradizione gli identifica-
tori «Data», «Vettore», «DeviceManager» possono individuare delle classi, men-
tre gli identificatori «isFullC )», «inserisciOggetto», «nomeStudente» e «altezza-
Studente» possono indicare rispettivamente metodi e variabili. 

• Usare nomi oppure tipi enumerativi, anziché letterali, per definire le costanti. Se 
si descrive mediante nomi una serie di valori costanti, nella definizione di una 
classe si ottiene un aumento della leggibilità, della robustezza e della modificabi-
lità di un programma. Questi nomi possono successivamente essere impiegati al-
l'interno di questa e altre classi, con riferimento a speciali valori per questa clas-
se. La tradizione del linguaggio Java prevede di scrivere queste costanti con let-
tere tutte maiuscole, come mostrato di seguito: 
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public c lass Studente { 
public static f ina l int MISCREDITI = 1 2 ; / / n u m e r o min. di crediti 

/ / i n u n t r i m e s t r e 
public stat ic f ina l int MAX_CREDITI = 24; / / n u m e r o max . di credit i 

/ / i n u n t r i m e s t r e 
public stat ic f ina l int MATRICOLA = 1 ; / / codice pe r matr icola 
public stat ic f ina l int STUDENTE DEL_SECONDO_ANNO = 2; 

/ / cod. stud. II a n n o 
public static f ina l int STUDENTE DEL_TERZO_ANNO = 3; 

/ / cod. stud. Ili anno 
public stat ic f ina l int STUDENTE DEL_QUARTO_ANNO = 4; 

/ / cod. s tud. IV anno 
/ / Qui v a n n o scr i t te le variabili , i cos t ru t tor i e le definizioni di metodo.. . 

1 
• L'indentazione dei blocchi di istruzioni. Tipicamente i programmatori applicano 

l'indentazione con quattro spazi a ogni blocco di istruzioni; in questo libro, inve-
ce, si inseriscono due soli spazi, per evitare problemi editoriali, come quello di 
far sconfinare il codice oltre i margini del libro. 

• L'organizzazione di ciascuna classe nell'ordine seguente: 
1. costanti 
2. variabili d'istanza 
3. costruttori 
4. metodi 
E bene sapere che alcuni programmatori Java preferiscono inserire per ultime 
le variabili d'istanza; in questo libro vengono anteposte in modo da poter leg-
gere in sequenza le classi e da capire quali siano i dati su cui lavorano i singo-
li metodi. 

• L'espressione di commenti che aggiungono significative informazioni a un pro-
gramma e illustrano costrutti ambigui o fonte di confusione. I commenti in linea 
sono adatti a rapide spiegazioni e non devono necessariamente essere delle inte-
re frasi. I blocchi di commento, invece, sono adatti per spiegare le finalità di un 
metodo e di parti di codice più complesse. 

1.9.4 Testing e debugging 
Il testing è il processo mediante il quale viene provata la correttezza di un program-
ma, mentre il debugging è il processo di tracciamento dell'esecuzione di un pro-
gramma e l'individuazione degli errori in esso contenuti. Queste due attività sono 
spesso le più dispendiose in termini di tempo nello sviluppo di un programma. 

• Testing 
Un'attenta pianificazione del testing è parte essenziale nella stesura di un program-
ma. Sebbene la verifica della correttezza di un programma per tutti gli input possi-
bili sia un'impresa improponibile, si potrebbe ragionevolmente ipotizzare un'esecu-
zione di un programma per un sottoinsieme rappresentativo e significativo degli in-
gressi. Bisognerebbe assicurarsi che ciascun metodo contenuto nel programma sia 
stato sottoposto almeno per una volta a un test (copertura del metodo). Sarebbe 
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auspicabile che ogni istruzione del codice del programma sia stata eseguita almeno 
per una volta (copertura delle istruzioni). 

Frequentemente i difetti dei programmi tendono a manifestarsi in corrisponden-
za di ingressi particolari, i cosiddetti casi speciali. Questi casi devono essere atten-
tamente identificati e testati. Per esempio quando si va a effettuare un testing su un 
metodo che ordina un array di interi, si dovrebbero considerare i seguenti ingressi: 
• array a lunghezza zero (privo di elementi); 
• array con un unico elemento; 
• array con elementi tutti uguali; 
• array con elementi già ordinati; 
• array con ordinamento inverso a quello desiderato. 

Oltre agli input speciali per il programma, si dovrebbero anche considerare con-
dizioni speciali in cui potrebbero trovarsi le strutture impiegate dal programma. Per 
esempio, se si utilizza un array per immagazzinare dei dati, bisognerebbe assicurarsi 
che tutto funzioni correttamente anche nei casi limite come quello dell'inserimen-
to/cancellazione all'inizio o alla fine del sottoarray che contiene i dati. 

Anche se è essenziale servirsi di gruppi di test appositamente realizzati, è altresì 
vantaggioso eseguire il programma su un'ampia raccolta di ingressi generati casual-
mente. La classe Rajidom appartenente al pacchetto java.util prevede numerosi 
metodi per la generazione di numeri a caso. 

Esiste una gerarchia tra le classi e i metodi di un programma derivante dalla re-
lazione chiamante-chiamato. In altri termini un metodo A è gerarchicamente al di 
sopra di un metodo B se A chiama B. Ci sono due principali strategie di testing, 
top-down e bottom-up, che differiscono per l'ordine in base al quale sono testati i 
metodi. 

La strategia di testing bottom-up procede da metodi di livello inferiore a metodi 
di livello superiore. In altre parole i metodi di livello basso, che non effettuano chia-
mate di altri metodi, sono i primi a essere testati; si prosegue poi con quei metodi 
che chiamano soltanto metodi del livello basso e così via. Questa strategia garanti-
sce che gli errori trovati in un metodo non sono causati dai metodi di livello inferio-
re annidati in esso. 

La strategia di testing top-down procede dall'alto verso il basso nella gerarchia 
dei metodi. Essa è tipicamente utilizzata insieme allo stubbing, tecnica di boot-strap 
che sostituisce un metodo di livello inferiore con uno stub; in altre parole si effettua 
una sostituzione di un metodo con l'output del metodo stesso, simulando in questo 
modo una sua esecuzione. Per esempio se il metodo A chiama il metodo B per otte-
nere la prima riga di un file, quando si testa A si può sostituire B con uno stub che 
restituisce una stringa prefissata. 

• Debugging 
La tecnica di debunging più immediata consiste nell'utilizzo di istruzioni di stampa 
(mediante il metodo System.out.println(srn«g)) per tenere traccia dei valori delle 
variabili durante l'esecuzione del programma. La difficoltà che insorge con questo 
tipo di approccio è che le istruzioni di stampa devono eventualmente essere rimosse 
oppure commentate prima che il software sia definitivamente distribuito. 

Un approccio più consono è quello di lanciare l'esecuzione del programma all'in-
terno di un debugger, che è un ambiente specializzato per il controllo e il monitorag-
gio dell'esecuzione di un programma. La funzionalità di base prevista da un debug-



ger è l'inserimento di breakpoint all'interno del codice. Quando è eseguito all'inter-
no di un debugger, un programma si ferma a ogni breakpoint. Quando il programma 
viene fermato, è possibile controllare il valore corrente delle variabili. Oltre ai break-
point fissati, i debbugger più avanzati consentono la specificazione di breakpoint 
condizionali, che sono considerati solo se è soddisfatta una certa espressione. 

Gli strumenti (tool) del Java standard includono un debbugger di base chiamato 
jdb che è un debbugger a riga di comando. Gli ambienti di sviluppo integrato per la 
programmazione in Java prevedono un ambiente avanzato di debugging con inter-
facce grafiche utente. 

1.10 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-1.1 Si immagini di creare un array A di oggetti GameEntry, che abbia un cam-
po intero, punteggio. Se si clona A in un array fi, e poi si pone immediatamente 
A[4].punteggio uguale a 550, qual è il valore del campo punteggio dell'oggetto 
GameEntry corrispondente a fi [4]? 
R-1.2 Modificare la classe CreditCard del Frammento di codice 1.5 per aggiungere 
un interesse su ogni pagamento. 
R-1.3 Modificare la classe CreditCard del Frammento di codice 1.5 per aggiungere 
una mora su ogni pagamento effettuato dopo la scadenza prefissata. 
R-1.4 Modificare la classe CreditCard del Frammento di codice 1.5 per includere 
metodi modificatori che permettano a un utente di modificare le variabili interne 
alla classe CreditCard in maniera controllata. 
R-1.5 Modificare la dichiarazione del primo ciclo for della classe Test del Fram-
mento di codice 1.6 in modo che gli addebiti provochino eventualmente il supera-
mento del proprio limite di credito solamente per una delle tre carte di credito. Di 
quale delle tre carte presentate nell'esempio si tratta? 
R-1.6 Scrivere una breve funzione Java , inputTuttiTipiBase, che introduca un va-
lore diverso di ogni tipo di base proveniente dal dispositivo standard di input e lo 
stampi mediante il dispositivo standard di output. 
R-1.7 Scrivere una classe Java, Flower, che abbia tre istanze variabili di tipo 
String, int e float, che rappresentino rispettivamente il nome di un fiore, il suo 
numero di petali e il relativo prezzo. Questa classe deve comprendere un metodo 
costruttore che inizializzi ogni variabile con un valore adeguato e dovrebbe anche 
includere metodi per fissare il valore di ogni tipo e per ricevere il valore di ogni 
tipo. 
R-1.8 Scrivere una breve funzione Java, Multiplo, che prenda due valori di tipo 
long, n e m,e restituisca in uscita true se e solo se n è multiplo di m, cioè n = mi per 
qualche intero i. 
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R-1.9 Scrivere una breve funzione Java, Dispari, che prenda un valore i di tipo int 
e dia in uscita true se e solo se i è dispari. Questa funzione in ogni caso non può far 
uso di operatori come moltiplicazione, modulo o divisione. 
R-1.10 Scrivere una breve funzione Java che prenda un valore n di tipo int e resti-
tuisca la somma di tutti i numeri interi minori di n. 
R-1.11 Scrivere una breve funzione Java che prenda un valore n di tipo int e resti-
tuisca la somma di tutti i numeri dispari interi minori di n. 

LIVELLO AVANZATO 

C-1.1 Scrivere una breve funzione Java che prenda un array di valori int e deter-
mini se esiste una coppia di numeri dell'array il cui prodotto è un numero dispari. 
C-1.2 Scrivere un metodo Java che prenda un array di valori int e determini se tut-
ti i numeri siano diversi l'uno dall'altro (cioè siano distinti). 
C-1.3 Scrivere un metodo Java che prenda un array contenente l'insieme di tutti i 
numeri interi compresi nell'intervallo 1-52 e li disponga in ordine casuale. Questo 
metodo deve fornire in uscita ogni possibile ordinamento dei numeri con eguale 
probabilità. 
C-1.4 Scrivere un breve programma Java che dia in uscita tutte le possibili stringhe 
formate utilizzando una sola volta i caratteri 'c', 'a,', ' r ' , 'to', 'o', 'n ' . 
C-1.5 Scrivere un breve programma Java che prenda tutte le righe di ingresso pro-
venienti dal dispositivo di input standard e le scriva in ordine inverso sul dispositivo 
di output standard, nel senso che ogni singola riga sia scritta secondo il suo ordine 
corretto, ma l'ordine delle righe sia invertito. 
C-1.6 Scrivere un breve programma Java che prenda due array a e b di lunghezza 
n di numeri di tipo int e restituisca il prodotto scalare di a per b. In altre parole, il 
risultato è un array c di lunghezza n tale che c[i] = a[i\ • b[i], per i - 0,..., n - 1. 

PROGETTI 

P-1.1 Una punizione comune per gli alunni delle scuole è quella di scrivere moltis-
sime volte la stessa frase. Scrivere un programma Java completo che scriva 100 volte 
la seguente frase: «Non farò mai più spamming ai miei amici». Questo programma 
deve numerare ogni frase e commettere otto differenti errori di stampa apparente-
mente casuali. 
P-1.2 (Per coloro che conoscono i metodi dell'interfaccia grafica di Java.) Definire 
una classe TestGrafico che controlli la funzionalità della classe CreditCard del 
Frammento di codice 1.5 mediante campi di testo e bottoni. 
P-1.3 II paradosso del compleanno afferma che la probabilità che due persone in 
una stanza festeggino il compleanno nello stesso giorno dell'anno è maggiore di 0,5 
se n, il numero di persone presenti nella stanza, è maggiore di 23. Questa proprietà, 
in realtà, non è un paradosso ma molte persone la ritengono sorprendente. Si prò-
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getti un programma Java che possa provare questo paradosso con una serie di espe-
rimenti su date di compleanno generate a caso, con un numero di persone n = 5,10, 
15,20,...,100. 

Note al capitolo 

Per informazioni più dettagliate sul linguaggio di programmazione Java, i lettori 
possono fare riferimento ad alcuni ottimi testi su Java, tra cui i libri di Arnold e Go-
sling [7], Campione e Walrath [19], Cornell e Horstmann [26], Flanagan [34] e Hor-
stmann [51], e al sito web su Java della Sun (http://www.java.sun.com). 

http://www.java.sun.com


Progettazione 
orientata a oggetti 

2.1 Obiettivi, princìpi e modelli 

Gli elementi principali del paradigma di progettazione orientato a oggetti sono chia-
mati oggetti. Un oggetto proviene da una classe, costituente una specifica dei campi 
dati, detti anche variabili d'istanza, che l'oggetto contiene, oltre che dei metodi 
(operazioni) che l'oggetto può eseguire. A chi ne fa richiesta, una classe presenta una 
visione concisa e coerente degli oggetti che ne sono istanze, senza entrare in dettagli 
inutili e senza consentire l'accesso al funzionamento interno degli oggetti. Questo pa-
radigma di programmazione è mirato al soddisfacimento di svariati obiettivi e inclu-
de alcuni princìpi di progetto che saranno esaminati in questo capitolo. 

2.1.1 Obiettivi della progettazione orientata a oggetti 
La realizzazione del software dovrebbe garantire robustezza, adattabilità e riusabi-
lità (Figura 2.1). 

• Robustezza 
Ogni buon programmatore mira a produrre software senza difetti, ossia un pro-
gramma che generi un output corretto per tutti gli input previsti per la sua applica-
zione. Si richiede poi che il software sia robusto, vale a dire sia in grado di trattare 
input imprevisti non esplicitamente definiti per quella applicazione. Per esempio, un 
programma deve gestire anomalie come aspettarsi un intero positivo (per esempio 

N 
Robustezza Adattabilità Riusabilità 

F I G U R A 2 . 1 Obiettivi della programmazione orientata a oggetti. 
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il prezzo di un articolo) ma ricevere invece un intero negativo. Un programma che 
non riesca a trattare opportunamente input errati e inattesi può creare notevoli dif-
ficoltà al programmatore. Ciò ha molto peso soprattutto in applicazioni di impor-
tanza vitale (life-critical applications), in cui un errore software potrebbe provo-
care danni o perdite di vite; un software non robusto potrebbe quindi produrre ef-
fetti letali. Tale problema ha avuto risalto negli anni '80 del secolo scorso per gli in-
cidenti verificatisi nel Therac-25, una macchina per la radioterapia che, tra il 1985 e 
il 1987, generò una dose eccessiva di radiazioni su sei pazienti, alcuni dei quali mori-
rono per le complicazioni derivanti dall'overdose di radiazioni. Questi sei incidenti 
furono imputati a errori nel software. 

• Adattabilità 
Gli attuali progetti di software, quali word processor, Web browser e motori di ri-
cerca su Internet solitamente coinvolgono programmi estesi che si prevede pos-
sano essere utilizzati a lungo. Pertanto il software deve poter evolvere nel tempo 
per rispondere a cambiamenti nelle esigenze. Pertanto, un altro importante obiet-
tivo per la qualità del software è che esso garantisca Vadattabilità (detta anche 
capacità di evoluzione). Questi concetti sono connessi alla portabilità, che defi-
nisce la capacità del software di essere eseguito con un numero minimo di cam-
biamenti richiesto da diverse piattaforme hardware e dai sistemi operativi. Un 
vantaggio della stesura di software in Java è quello della portabilità prevista dal 
linguaggio stesso. 

• Riusabilità 
Il desiderio che il software sia riutilizzabile è in stretto accordo con l'adattabilità: il 
codice deve essere utilizzabile come una componente di sistemi diversi in varie appli-
cazioni. Lo sviluppo di un software di buona qualità può essere un'impresa molto co-
stosa, ma il suo costo può essere in parte compensato se il software è progettato in 
modo da essere reso facilmente riutilizzabile nelle future applicazioni. Il riuso deve 
in ogni caso essere attuato con molta attenzione: una delle maggiori cause di errore 
nel software del Therac-25 fu originato da un uso improprio del software del Therac-
20 (che non era orientato a oggetti e non era progettato per le piattaforme hardware 
utilizzate nel Therac-25). 

2.1.2 Princìpi della progettazione orientata a oggetti 
I più importanti princìpi su cui si basa l'approccio orientato a oggetti, volti a facili-
tare gli obiettivi evidenziati in precedenza, sono i seguenti (Figura 2.2): 
• Astrazione 
• Incapsulamento 
• Modularità. 

• Astrazione 
La nozione di astrazione consiste nello scomporre un sistema complesso nelle sue 
parti fondamentali e nel descrivere queste parti in un linguaggio semplice e preciso. 
Tipicamente, la descrizione delle parti di un sistema richiede di assegnare loro un 
nome e una descrizione delle relative funzionalità. L'applicazione di questo para-
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digma alla progettazione delle strutture dati origina i tipi di dati astratti (TDA). 
Un TDA è il modello matematico di una struttura dati che specifica il tipo dei dati 
memorizzati, le operazioni supportate da essi e i tipi di parametri delle operazioni. 
Un TDA specifica che cosa fa ogni operazione, ma non specifica come. In Java un 
TDA può essere espresso mediante un'interfaccia che consiste semplicemente in 
una lista di dichiarazioni dei metodi (nel Paragrafo 2.4 verranno fornite ulteriori in-
dicazioni sull'interfaccia di Java). 

Un TDA è realizzato mediante una struttura dati concreta, che in Java viene mo-
dellata con una classe. Una classe definisce i dati che dovranno essere memorizzati 
e le operazioni supportate dagli oggetti che sono istanze della classe. Inoltre, diver-
samente dalle interfacce, le classi specificheranno come vengono realizzate le ope-
razioni nel corpo di ogni metodo. Si dice che una classe Java implementa un'inter-
faccia se i suoi metodi forniscono un supporto completo dell'interfaccia. In ogni 
caso, una classe può avere più metodi di un'interfaccia. 

• Incapsulamento 
Un altro importante principio della progettazione orientata a oggetti è il concetto di 
incapsulamento, il quale stabilisce che le diverse componenti di un sistema software 
non rivelino i dettagli interni delle rispettive implementazioni. Uno dei principali 
vantaggi dell'incapsulamento è quello di rendere il programmatore libero nell'imple-
mentare i dettagli di un sistema. L'unico vincolo del programmatore è quello di ri-
spettare le specifiche definite nell'interfaccia astratta visibile dall'esterno. 

• Modularità 
Oltre all'astrazione e all'incapsulamento, un altro principio fondamentale della pro-
gettazione orientata agli oggetti è la modularità. I moderni sistemi software sono 
formati tipicamente da svariate componenti che devono interagire in modo appro-
priato per far funzionare correttamente l'intero sistema. Una forte interazione fra 
queste componenti richiede quindi che esse siano ben organizzate. Nell'approccio 
orientato agli oggetti, la struttura della codifica si basa sul concetto di modularità. 
Per modularità si intende l'organizzazione di una struttura in cui le diverse compo-
nenti di un sistema software vengono divise in tante unità di funzionamento separa-
te fra loro. 
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• Organizzazione gerarchica 
Il ricorso alla struttura modulare facilita il riutilizzo del software. Se i vari moduli 
software sono stati scritti in astratto per risolvere problemi di tipo generale, allora 
tali moduli possono essere riutilizzati quando in altri contesti sorgeranno situazioni 
analoghe a quella del problema generale. 

Per esempio per ogni casa è identica la definizione strutturale di muro, che è ti-
picamente definito in termini di pilastri di dimensioni 5 per 10 centimetri separati 
da distanze prefissate, ecc. Quindi un architetto ben organizzato può riutilizzare la 
definizione di muro per ogni casa. Nel riutilizzare questa definizione, per esempio, il 
muro di un edificio commerciale è simile a quello di una casa ma i materiali usati 
per l'impianto elettrico e per quello idraulico possono essere diversi. 

Quindi si potrebbero organizzare in maniera gerarchica le varie componenti 
strutturali di un pacchetto software, raggruppando definizioni astratte simili in 
modo stratificato, dallo specifico al generale man mano che si sale nella gerarchia. 
Un uso comune di queste gerarchie è evidente negli organigrammi in cui ogni colle-
gamento diretto verso l'alto può esser letto come «è un», così come «una fattoria è 
una casa», «una casa è un fabbricato». Questo tipo di gerarchia è utile nella proget-
tazione del software in cui, a un livello più generale, è possibile raggruppare insieme 
le funzionalità analoghe e definire un comportamento particolare come estensione 
di quello generale. 

2.1.3 Schema di progetto 
Uno dei vantaggi derivanti dalla progettazione orientata a oggetti consiste nel faci-
litare il riuso, la robustezza e l'adattabilità del software. La progettazione di un 
buon codice rende in ogni modo più semplice la comprensione delle metodologie 
orientate a oggetti. Essa richiede il concreto utilizzo di tecniche di progettazione 
orientate a oggetti. 

L'impegno di ricercatori e professionisti ha condotto allo sviluppo di una varietà 
di concetti organizzativi e di metodologie per la progettazione di software di qualità 
che sia conciso, corretto e riutilizzabile. Nei contenuti di questo libro assume parti-
colare rilievo il concetto di schema di progetto (design pattern), che descrive una 
soluzione di un «tipico» problema di progettazione software. Un pattern fornisce 
uno schema generale per una soluzione che possa essere applicata in tante situazio-
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ni differenti. Esso descrive gli elementi principali di una soluzione in un modo 
astratto che può essere specializzato per ogni particolare problema da risolvere. 
Esso consiste in un nome che identifica il pattern, in un contesto che descrive gli 
scenari per i quali il pattern potrebbe essere applicato, in un modello che descrive il 
modo in cui il pattern debba essere applicato e in un risultato che descrive e analiz-
za cosa produce il pattern. 

In questo libro verranno presentati diversi schemi di progetto, e si mostrerà il 
modo in cui essi possano essere coerentemente utilizzati per implementare struttu-
re dati e algoritmi. Questi schemi di progetto sono suddivisi in due gruppi: pattern 
per risolvere i problemi di progettazione di algoritmi e pattern per risolvere proble-
mi software ingegneristici. Alcuni design pattern di algoritmi che verranno discussi 
includono i seguenti: 
• Ricorsione (Paragrafo 3.5) 
• Ammortamento (Paragrafo 6.1.4) 
• Dividi-e-conquista (Paragrafo 11.1.1) 
• Prune-and-search, conosciuto anche come riduzione-e-ricerca (Paragrafo 11.7.1) 
• Forza bruta (Paragrafo 12.2.1) 
• Il metodo greedy (goloso) (Paragrafo 12.4.2) 
• Programmazione dinamica (Paragrafo 12.5.2). 

Analogamente, verranno discussi alcuni design pattern applicabili a problemi di 
ingegneria del software, inclusi i seguenti: 
• Posizione (Paragrafo 6.2.2) 
• Adattatore (Paragrafo 6.1.2) 
• Iteratore (Paragrafo 6.3) 
• Metodo template (Paragrafi 7.3.7,11.6 e 13.3.2) 
• Composition (Paragrafo 8.1.2) 
• Comparator (Paragrafo 8.1.2) 
• Decorator (Paragrafo 13.3.1). 

Piuttosto che spiegare qui ciascuno di questi concetti, si è preferito introdurli in 
seguito in modo dettagliato. Si spiegherà l'impiego generale di ogni schema, e si 
correderà la spiegazione con almeno un esempio concreto. 

2 .2 Ereditarietà e polimorfismo 

Per sfruttare le relazioni gerarchiche, molto frequenti nei progetti software, l'ap-
proccio orientato agli oggetti prevede modi per riutilizzare il codice. 

2.2.1 Ereditarietà 
Il paradigma orientato a oggetti fornisce un'organizzazione della struttura di tipo 
modulare e gerarchico che permette una riutilizzazione del codice mediante una 
tecnica detta ereditarietà. Questa tecnica permette di progettare classi generiche 
che possono essere specializzate in classi più particolari e tali classi specializzate 
riusano il codice della classe generica. Per esempio, la classe Java Number si specia-
lizza nelle classi Float, Integer e Long. La classe generale, comunemente conosciuta 
come classe base o super classe, può definire istanze «generiche» di variabili e meto-
di che si applicano in tante situazioni. Una classe che si specializza, o si estende, o 
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eredita da una superclasse non deve necessariamente fornire nuove implementazio-
ni per i metodi generali poiché essi vengono ereditati. Essa dovrebbe soltanto defi-
nire quei metodi che sono specializzati per questa particolare sottoclasse. 

ESEMPIO 2.1 Si consideri una classe S che definisce oggetti con un campo, x, e 
tre metodi, a ( ) , b ( ) e c(). In questo esempio non è importante il particolare tipo 
di x e la funzionalità di a ( ) , b ( ) e c(). Si supponga di dover definire una classe T 
che estende S e include un ulteriore campo, y, e due metodi, d() e e(). Ciò impli-
ca che gli oggetti della classe T hanno due campi, x e y, e cinque metodi, a() , 
b(), c o , d() ed e(). La classe T eredita da S la variabile di istanza x e i metodi 
a ( ) , b ( ) e c(). In Figura 2.4 è illustrata la relazione tra la classe S e la classe T in 
un diagramma di ereditarietà di classe. Ciascun contenitore del diagramma 
rappresenta una classe mediante il suo nome, i suoi campi (o variabili di istanza) 
e i suoi metodi inclusi come sottorettangoli. Una freccia da un contenitore T a 
un altro contenitore S indica che la classe T estende (o eredita da) la classe S. 

• Creazione di oggetti e riferimenti 
Quando è creato un oggetto o, è allocata memoria per i campi di dati e questi stessi 
campi sono inizializzati con specifici valori. Tipicamente si associa il nuovo oggetto o 
a una variabile che serve come un «link» all'oggetto o, detto riferimento a o. Quando 
si desidera accedere all'oggetto o (allo scopo di accedere ai suoi campi o eseguire i 
suoi metodi), si può richiedere l'esecuzione di uno dei metodi di o (definiti dalla clas-
se a cui o appartiene), oppure richiedere uno dei campi di o. In realtà, il modo prin-
cipale con cui un oggetto p interagisce con un altro oggetto o è quello in cui p invia 
un «messaggio» a o che richiede l'esecuzione di uno dei suoi metodi quali, per esem-
pio, la stampa della descrizione di se stesso, la conversione di se stesso in una stringa, 
la restituzione di un valore di uno dei suoi campi dati. Il modo secondario in cui p 
può interagire con o è l'accesso diretto a uno dei campi di o, ma soltanto se o ne ha 
concesso ad altri oggetti come p il permesso. Ad esempio, un'istanza della classe Java 
Integer contiene come variabile d'istanza un intero e prevede molte operazioni per 
l'accesso a questi dati, come metodi per convertirli in altri tipi numerici, in stringhe di 
cifre e per convertire in numeri stringhe di cifre. Non è comunque permesso l'accesso 
diretto alle proprie variabili d'istanza e quindi tali dettagli sono nascosti. 



• Smistamento dinamico 
Quando un programma desidera chiamare un determinato metodo a ( ) di uno spe-
cifico oggetto o, esso manda un messaggio a o mediante la notazione sintattica che 
fa ricorso all'operatore «punto» (si veda il Paragrafo 1.3.2) come «o.aO». Nella ver-
sione compilata di questo programma, il codice corrispondente a questa chiamata 
impone che l'ambiente di esecuzione esamini la classe T dell'oggetto o per determi-
nare se T supporta un metodo a() . In tal caso sarà eseguito questo metodo. Specifi-
camente, l'ambiente di esecuzione esamina la classe T per vedere se essa stessa defi-
nisce un metodo a ( ) e in tal caso questo metodo viene eseguito. Se T non definisce 
un metodo a ( ) allora l'ambiente di esecuzione esamina la superclasse S di T. Se S 
definisce a() , allora questo metodo viene eseguito. Se invece S non definisce a() , 
allora l'ambiente di esecuzione ripete la ricerca verso la superclasse di S. Questa ri-
cerca continua verso l'alto della gerarchia delle classi finché verrà trovato un meto-
do a ( ) che sarà eseguito, oppure verrà raggiunta la classe di livello più alto (per 
esempio la classe Object di Java) senza che sia stato trovato il metodo a ( ) e sarà 
quindi generato un messaggio di errore al tempo di esecuzione. L'algoritmo che ge-
stisce l'esecuzione del messaggio o.a() per ricercare il metodo specifico da chiama-
re è detto algoritmo di smistamento dinamico (dynamic dispatch) (o dynamic bin-
ding, ossia legame dinamico). Questo algoritmo di dynamic dispatch per la ricerca 
di un metodo a ( ) per processare il messaggio «o.aO» fornisce un meccanismo effi-
cace per l'individuazione del software da riutilizzare. Esso facilita anche un'altra 
potente tecnica della programmazione orientata agli oggetti, il polimorfismo. 

2.2.2 Polimorfismo 
Il significato letterale di «polimorfismo» è «molte forme». Nel contesto della pro-
gettazione orientata agli oggetti esso si riferisce alla capacità di una variabile di as-
sumere forme diverse. I linguaggi orientati agli oggetti, come Java, indirizzano gli 
oggetti mediante variabili di riferimento. La variabile di riferimento o deve definire 
a quale classe di oggetti è abilitata a riferirsi in termini di una classe assegnata S. 
Ma ciò implica che o può anche far riferimento a oggetti appartenenti alla classe T 
che estende S. Si consideri ora che cosa succede se S definisce un metodo a ( ) e an-
che T definisce un metodo a() . L'algoritmo del dynamic dispatch per la chiamata 
del metodo inizia sempre la sua ricerca dalla classe più specifica a cui si riferisce. Se 
o si riferisce a un oggetto della classe T, allora, quando è chiamato o.a(), verrà uti-
lizzato il metodo a( ) di T, non di S. In tal caso si dirà che T si sovrappone (override) 
al metodo a ( ) di S. In alternativa, se o si riferisce a un oggetto della classe S (che 
non sia anche un oggetto di T), alla chiamata di o.aO sarà eseguito il metodo a ( ) 
della classe S. Un polimorfismo come questo è utile perché al chiamante di o.a() 
non necessita di sapere se l'oggetto o si riferisce a una istanza di T o di S per poter 
richiedere la corretta esecuzione del metodo a() . Così l'oggetto variabile o può es-
sere polimorfo, o assumere molte forme, in dipendenza della specifica classe di ap-
partenenza a cui l'oggetto si riferisce. Questo tipo di funzionalità permette che una 
classe specializzata T che estende una classe S, erediti il metodo «generico» da S e 
ridefinisca altri metodi partendo da S e caratterizzandosi per le proprietà specifiche 
degli oggetti di T. 

Alcuni linguaggi orientati agli oggetti, come Java, forniscono un'utile tecnica re-
lativa al polimorfismo detta overloading (sovraccarico) dei metodi. Si ha un sovrac-
carico quando una singola classe T ha più metodi con lo stesso nome, purché ciascu-



no di essi abbia una diversa signature (firma). La signature di un metodo è una 
combinazione del proprio nome, tipo e numero di argomenti che vengono a essa 
passati. Così, anche se più metodi di una classe possono avere lo stesso nome, essi 
possono essere individuati dal compilatore purché essi abbiano diverse signature, 
cioè in pratica siano entità distinte. Nei linguaggi che permettono il sovraccarico, 
l'ambiente di esecuzione determina, per una specifica chiamata del metodo, quale 
sia il metodo effettivamente da eseguire ricercando nella gerarchia delle classi dal 
basso verso l'alto e trovando il primo metodo con una signature che corrisponda al 
metodo che è stato chiamato. Si supponga, per esempio, che una classe T definisca 
un metodo a ( ) e che T estende una classe U che definisce un metodo a(x,y). Se un 
oggetto o della classe T riceve il messaggio «o.a,(x,y)», allora è chiamata una versio-
ne del metodo a di U (con i due parametri x e y). Il polimorfismo, quindi, attiva solo 
quei metodi che hanno la stessa signature, ma che sono definiti in classi diverse. 

Ereditarietà, polimorfismo e sovraccarico contribuiscono allo sviluppo di soft-
ware riutilizzabile. Si possono definire classi che ereditano le generiche variabili 
d'istanza e metodi, definendo poi nuove variabili d'istanza e metodi che saranno 
maggiormente specifici e che gestiscono aspetti speciali dell'oggetto della nuova 
classe. 

2.2.3 Impiego dell'ereditarietà in Java 
Vi sono due possibili modi di utilizzare in Java l'ereditarietà delle classi, la specia-
lizzazione e Vestensione. 

• Specializzazione 
L'uso della specializzazione è volto a specializzare una classe generale in particolari 
sottoclassi. Tipicamente queste sottoclassi posseggono una relazione «è un» con la 
loro superclasse. Queste sottoclassi ereditano quindi tutti i metodi della superclasse. 
Per ciascun metodo ereditato, se questo metodo opera correttamente, indipenden-
temente dal fatto che stia operando per una specializzazione, non è allora necessa-
rio alcun lavoro aggiuntivo. In altre parole, se un metodo generale della superclasse 
potrebbe non essere eseguito correttamente nella sottoclasse, allora occorre modifi-
care il metodo per ottenere una corretta funzionalità per la sottoclasse. Per esempio 
si potrebbe avere una classe generale, Cane, che possiede il metodo beve e il meto-
do annusa. Specializzando questa classe in una classe Segugio allora probabilmente 
non dovrebbe essere richiesta la modifica del metodo beve, poiché tutti i cani bevo-
no esattamente nello stesso modo. Potrebbe invece essere richiesto di modificare e 
sostituire il metodo annusa, perché un segugio ha il senso dell'olfatto notevolmente 
più sviluppato di un «generico» cane. In questo modo la classe Segugio specializza i 
metodi della propria superclasse, Cane. 

• Estensione 
In altre parole, usando le estensioni si fa ricorso all'ereditarietà per riutilizzare il co-
dice scritto per i metodi della superclasse, ma aggiungendo nuovi metodi che non 
sono presenti nella superclasse, per estendenderne così le funzionalità. Per esempio, 
riconsiderando la classe Cane, si potrebbe voler creare una sottoclasse, Border-
Collie, che eredita tutti i metodi generici della classe Cane, ma successivamente ag-
giungere un nuovo metodo, mettersilnBranco, poiché il Border Collie possiede 
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l'istinto di mettersi in branco, che non è comune nei cani generici. Introducendo il 
nuovo metodo, si sta estendendo la funzionalità di un generico cane. 

In Java ciascuna classe può estendere esattamente un'altra classe. Sebbene la de-
finizione di una classe non faccia un uso esplicito della parola chiave extends, essa 
eredita da un'altra classe che in tal caso è java.lang.Object. Per questa proprietà, si 
dice che Java permette solo ereditarietà singola tra le classi. 

• Tipi di sovrapposizione (overriding) di metodi 
All'interno di una dichiarazione di una nuova classe, Java utilizza due tipi di sovrap-
posizione di metodi: raffinamento e sostituzione. Nel metodo di sovrapposizione 
mediante sostituzione, un metodo sostituisce completamente il metodo della super-
classe che intende sovrapporre (come nel metodo annusa del cane segugio in pre-
cedenza menzionato). In Java, tutti i metodi diversi dai costruttori utilizzano questo 
tipo di comportamento di sovrapposizione. 

Nella sovrapposizione mediante raffinamento, invece, un metodo non sostituisce 
il metodo della superclasse ma aggiunge altro codice a quello della sua superclasse. In 
Java tutti i costruttori utilizzano la sovrapposizione mediante sostituzione, con uno 
schema detto concatenamento di costruttori. Di fatto un costruttore inizia la propria 
esecuzione chiamando un costruttore della superclasse. Questa chiamata può essere 
effettuata esplicitamente o implicitamente. Per chiamare esplicitamente un costrutto-
re della superclasse si usa la parola riservata super per riferirsi alla superclasse (per 
esempio, superi) chiama il costruttore della superclasse senza argomenti). Se nel cor-
po del costruttore non è effettuata nessuna chiamata esplicita, allora il compilatore 
inserisce automàticamente nella prima linea del costruttore una chiamata al metodo 
super() (un'eccezione a questa regola generale sarà analizzata nel prossimo para-
grafo). Ricapitolando, in Java i costruttori fanno ricorso alla sovrapposizione median-
te i affinamento, mentre gli altri metodi fanno ricorso alla sostituzione. 

• La parola riservata this 
In una classe Java è talvolta conveniente riferirsi all'istanza corrente della classe. 
Java prevede a tale scopo una parola chiave, this. E per esempio utile usare questo 
costrutto quando si vuole passare a un metodo l'oggetto corrente come parametro. 
La parola riservata this è utile anche quando si vuole referenziare un campo all'in-
terno dell'oggetto corrente che ha un nome che genera conflitto con una variabile 
definita nel blocco corrente, così come illustrato nel Frammento di codice 2.1. 

public class QuestoTester { 
public int cane = 2; / / variabile di istanza 
public void picchiareO { 

int cane = 5; / / u n cane differente! 
System.out.printlnC'La variabile locale cane = " + cane); 
System.out.printlnC'Il campo cane = " + this.cane); 
1 

public static void mainCString args[]) { 
QuestoTester t = new QuestoTesterO; 
t. picchiareO; 

F R A M M E N T O DI CODICE 
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All'esecuzione di questo programma viene stampato quanto segue: 
La variabile locale cane = 5.0 
n campo cane = 2 

• Un approfondimento sull'ereditarietà in Java 
Saranno ora presi in considerazione alcuni semplici esempi in Java che chiariscono 
in modo maggiormente concreto le nozioni precedentemente esposte sull'eredita-
rietà e sul polimorfismo. 

In particolare si considera una lunga serie di classi per l'elaborazione e la stam-
pa di progressioni numeriche. Una progressione numerica è una sequenza di nume-
ri in cui il valore di ogni numero dipende da uno o più dei valori precedenti. Per 
esempio, una progressione aritmetica determina il numero successivo mediante 
un'addizione, mentre una progressione geometrica determina il numero successivo 
mediante una moltiplicazione. In ogni caso, una progressione richiede un modo per 
definire il primo valore e un modo per individuare l'attuale valore. 

Si inizia definendo una classe, Progressione, mostrata nel Frammento di codi-
ce 2.2, che definisce i campi e i metodi «generici» di una progressione numerica. In 
particolare, essa definisce i seguenti due campi long-integer: 
• first: primo valore della progressione: 
• cur: valore corrente della progressione; 
e i seguenti tre metodi: 

firstValue(): Imposta la progressione al primo valore e restituisce questo 
valore. 

nextValue(): Fa avanzare la progressione al valore successivo e restitui-
sce questo valore. 

printProgression(«): Reimposta la progressione e ne stampa i primi n valori. 
Si dirà che il metodo printProgression non ha output per indicare il fatto che 

non restituisce alcun valore, mentre entrambi i metodi firstValue e nextValue resti-
tuiscono un valore di tipo long-integer. In altre parole, firstValue e nextValue sono 
funzioni e printProgression è una procedura. 

La classe Progression include anche il metodo Progressione ), che è, di fatto, un 
costruttore. Si ricordi che i costruttori inizializzano tutte le variabili d'istanza quan-
do è creato un oggetto di questa classe. La classe Progression è progettata per esse-
re una superclasse generica da cui le classi specializzate potranno ereditare, quindi 
questo costruttore è codificato in modo da includere i costruttori di ogni classe che 
estende la classe Progression. 

• Una classe per la progressione aritmetica 
In questo paragrafo sarà considerata la classe ArithProgression, presentata nel 
Frammento di codice 2.3. Questa classe definisce una progressione aritmetica in cui 
ciascun valore è determinato addizionando un incremento fisso, ine, al valore prece-
dente. La classe ArithProgression eredita dalla classe Progression i campi first e 
cur e i metodi firstValueC) e printProgression(/i). Per questa classe viene aggiunto 
un nuovo campo, ine, che memorizza l'incremento, e due costruttori che impostano 



/ * * 
* Una classe per le progressioni numeriche. */ 

public class Progression { 
/** Primo valore della progressione. */ 
protected long first; 
/** Valore corrente della progressione. */ 
protected long cur; 
/** Costruttore di default. */ 
ProgressionO { 

CUT = first = 0; 
) 
/** Imposta la progressione al primo valore. * 
* ©return primo valore 
*/ 

protected long firstValueO { 
CUT = first; 
return cur; 

1 
/** Avanzamento della progressione al valore successivo. 

* 

* @return prossimo valore della progressione 
* / 

protected long nextValueO { 
return ++cur; / / default next value 

1 
/** Stampa i primi n valori della progressione. 

* 

* @param n numero dei valori da stampare 
*/ 

public void printProgressionCint n) { 
System.out.print(firstValue( )); 
for (int i = S; i <= n; i++) 

System.out.printC " " + nextValueO); 
System.out.printlnO; / / fine linea 

1 
1 
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l'incremento. Infine essa sovrappone il metodo nextValueO per uniformarsi al 
modo in cui si ottiene il valore successivo per una progressione aritmetica. 

Qui entra in gioco il polimorfismo. Quando un riferimento a Progression punta 
a un oggetto di ArithProgression allora saranno usati i metodi firstValueC ) e next-
ValueO. Questo polimorfismo è vero anche all'interno della versione ereditata di 
printProgression(n), perché le chiamate ai metodi firstValueO e nextValueO qui 
sono implicitamente per l'oggetto «corrente» (in Java denominato con this), che il 
tal caso appartiene alla classe ArithProgression. 
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/ * * 

* Progressione aritmetica. 
* / 

class ArithProgression extends Progression ( 
/** Incremento. */ 
protected long ine; 
/ / Eredita le variabili first e cur. 
/** Impostazione del costruttore a un incremento unitario. */ 
ArithProgressionO { 
th i s ( l ) ; 

/** Costruttore parametrico con incremento assegnato. */ 
ArithProgression(long increment) { 

ine = increment; 

/** Avanzamento della progressione mediante la somma dell'incremento 
* al valore corrente. 

* @return valore successivo della progressione 
V 

protected long nextValueQ { 
CUT += ine; 
return cur; 

/ / Eredita i metodi first'Value() e printProgression(mt). 

• Esempio di costruttori e la parola chiave this 
Nella definizione della classe ArithProgression sono stati aggiunti due costruttori, 
uno di default che non prende parametri, e uno parametrico che prende un parame-
tro intero come incremento per la progressione. Il costruttore di default agisce in 
realtà chiamando quello parametrico, usando la parola riservata this e passando 1 
come valore del parametro di incremento. Questi due metodi illustrano il sovracca-
rico dei metodi secondo il quale un nome di un metodo può avere versioni multiple 
nell'ambito della stessa classe, poiché un metodo è realmente specificato dal suo 
nome, dalla classe dell'oggetto che lo chiama e dai tipi di argomenti che vengono a 
esso passati: la sua firma. In questo caso il sovraccarico è un costruttore (un costrut-
tore di default e un costruttore parametrico). 

La chiamata this(l) al costruttore parametrico come prima istruzione del co-
struttore di default causa un'eccezione alla regola generale di concatenamento di 
costruttori analizzata nel Paragrafo 2.2.3. Pertanto, quando la prima istruzione di 
un costruttore C' chiama un altro costruttore C" della stessa classe mediante il ri-
ferimento this, il costruttore della superclasse non viene implicitamente chiamato 
per C'. Si noti che un costruttore di superclasse sarà eventualmente chiamato lun-
go una catena, o esplicitamente o implicitamente. In particolare per la classe di 

* 



ArithProgression, il costruttore di default della superclasse (Progression) viene 
implicitamente chiamato come prima istruzione del costruttore parametrico di 
ArithProgression. 

Nel Paragrafo 1.2 sono stati trattati i costruttori con maggior dettaglio. 

• Una classe per la progressione geometrica 
Sarà ora definita una classe, GeomProgression, illustrata nel Frammento di codi-
ce 2.4, che esegue e stampa una progressione geometrica, moltiplicando il preceden-
te valore per una base fissata, base. Una progressione geometrica è una comune 
progressione numerica ma è peculiare il modo in cui è determinato il valore succes-
sivo. La classe GeomProgression, quindi, è dichiarata come sottoclasse della classe 
Progression. Così come la classe ArithProgression, la classe GeomProgression 
eredita i campi first e cur e i metodi firstValue e printProgression dalla classe 
Progression. 

* Progressione geometrica 

class GeomProgression extends Progression { 
/** Base. */ 
protected long base; 
/ / Eredita le variabili first e cur. 
/** Il costruttore di default impostato con base 2. */ 
GeomProgressionC) { 

this(2); 
1 
/** Costruttore parametrico con base assegnata. 

* 

* @param base della progressione 
* / 

GeomProgressionClong base) { 
first = base; 
cur = first; 

1 
/** Avanzamento della progressione ottenuta moltiplicando la base 
* con il valore corrente. 
* 

* @return restituisce il valore successivo della progressione 
* / 

protected long nextValueO { 
cur *= first; 
return cur; 

1 
/ / metodi firstValueC ) and printProgression(int). 

1 
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• Una classe di progressione di Fibonacci 
Come ulteriore esempio, si definisce la classe FibonacciProgression che rappresen-
ta un altro tipo di progressione, la progressione di Fibonacci, in cui il valore succes-
sivo è definito come somma del valore corrente e del valore precedente. Nel Fram-
mento di codice 2.5 è illustrata la classe FibonacciProgression. Si osservi l'uso di un 
costruttore parametrizzato nella classe FibonacciProgression che fornisce un modo 
differente per iniziare la progressione. 

Al fine di visualizzare in che modo le tre differenti classi di progressioni deriva-
no dalla generica classe Progression, in Figura 2.5 è tracciato il relativo diagramma 
di ereditarietà. 

Per completare questo esempio, si definisce una classe TestProgression, mostrata 
nel Frammento di codice 2.6, che realizza un semplice test per ognuna delle tre classi. 
In questa classe, la variabile prog è polimorfa durante l'esecuzione del metodo prin-
cipale poiché essa referenzia a turno gli oggetti della classe ArithProgression, Geom-

F R A M M E N T O DI CODICE 
2 . 5 
Classe per 
la progressione 
di Fibonacci. 

/** 
* Progressione di Fibonacci. 
*/ 

class FibonacciProgression estenda Progression { 
/** Valore precedente. */ 
long prev; 
/ / Eredita le variabili first e CUT. 
/** Costruttore di default impostato a 0 e 1 come primi due valori. */ 
FibonacciProgressionC) ( 

tMsCO, 1); 
} 
/** Costruttore parametrico con impostazione del primo e secondo valore. * 
* @param value 1 primo valore. 
* @param value8 secondo valore. 
*/ 

FibonacclProgressìonClong value 1, long value2) { 
first = value 1; 
prev = values - value 1; / / valore fittizio che precede il primo 

} 
/** Avanzamento della progressione mediante somma del valore 
* precedente al valore corrente. 
* 

* @return valore successivo della progressione 
*/ 

protected long next Value ( ) { 
long temp = prev; 
prev = CUT; 
cur += temp; 
return CUT; 

1 
Il Eredita i metodi firstValueO e printProgression(int). 

1 



/** Programma di test per le classi di progressione */ 
class TestProgression { 

public static void main(Strliig[] args) { 
Progression prog; 
/ / test ArithProgression 
System.out.printlnC " Progressione aritmetica con incremento 

di default: "); 
prog = now ArithProgressionO; 
prog. printProgressionC 10) ; 
System.out.printlnC "Progressione aritmetica con incremento 6:"); 
prog = new ArithProgression(B); 
prog.printProgressionC 10); 
/ / test GeomProgression 
System.out.printlnC "Progressione geometrica con base di default: "); 
prog = new GeomProgressionO; 
prog.printProgressionC 10); 
System.out.printlnC "Progressione geometrica con base 3:"); 
prog = new GeomProgressionC3); 
prog.printProgressionClO); 
Il test PibonacciProgression 
System.out.printlnC " Progressione Fibonacci con valori iniziali 

di default: "); 
prog = new FibonacciProgressionO; 
prog. printProgressionC 10) ; 
System.out.printlnC "Progressione Fibonacci con valori iniziali 4 e 6:"); 
prog = new FibonacciProgressionC4,6); 
prog. printProgressionC 10) ; 

} 
1 
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Progressione aritmetica con incremento di default: 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Progressione aritmetica con incremento 5: 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 
Progressione geometrica con base di default: 
2 4 8 16 32 64 128 256 512 
Progressione geometrica con base 3: 
3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683 
Progressione Fibonacci con valori iniziali di default: 
0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 
Progressione Fibonacci con valori iniziali 4 e 6: 
4 6 10 16 26 42 68 110 178 288 

Progression e FibonacciProgression. Quando l'ambiente di esecuzione di Java chia-
ma il metodo principale della classe TestProgression, è allora prodotto l'output mo-
strato nel Frammento di codice 2.7. 

L'esempio presentato in questo paragrafo è chiaramente riduttivo, ma fornisce 
una semplice dimostrazione dell'ereditarietà in Java. La classe Progression, le sue 
sottoclassi e il programma di prova hanno in ogni caso numerosi difetti che potreb-
bero non essere immediatamente evidenti. Un problema è che la progressione geo-
metrica e quella di Fibonacci crescono rapidamente e non sono stati predisposti dei 
meccanismi per il trattamento dell'inevitabile overflow a cui sarà soggetto il dato di 
tipo long integer. Per esempio, poiché 3 4 0 > 2 6 3 , una progressione geometrica con 
base b = 3 indurrà all'overflow un long integer dopo 40 iterazioni. Analogamente, il 
94-esimo numero di Fibonacci è maggiore di 2 6 3 ; pertanto la progressione di Fibo-
nacci produrrà un overflow di un long integer dopo 94 iterazioni. Altro problema è 
che non si può permettere di definire un valore iniziale arbitrario per la progressio-
ne di Fibonacci. Per esempio, si potrebbe permettere che una progressione di Fibo-
nacci parta con 0 e - 1? Il trattamento di errori di input o di errori su condizioni che 
possono capitare durante l'esecuzione di un programma Java richiede che si sia de-
finito qualche meccanismo per il loro trattamento. Questo argomento sarà ripreso 
in seguito. 

2 .3 Le eccezioni 

Le eccezioni sono eventi inattesi che si verificano durante l'esecuzione di un pro-
gramma. Un'eccezione può essere il risultato di una condizione di errore oppure 
semplicemente un input non previsto. In ogni caso, in un linguaggio orientato a og-
getti come Java, anche le eccezioni stesse possono essere immaginate come oggetti. 

2.3.1 Lancio delle eccezioni 
In Java le eccezioni sono oggetti lanciati dal codice che trova una condizione ina-
spettata. Esse possono essere lanciate anche dall'ambiente di esecuzione di Java qua-
lora esso incontri una condizione non attesa come quella di superare i limiti di me-
moria stabiliti per l'oggetto. Il lancio di un'eccezione è catturato da un altro codice 
che «tratta» in qualche modo le eccezioni, altrimenti il programma è terminato in an-
ticipo (tra breve si aggiungeranno argomentazioni sulla cattura delle eccezioni). 



Le eccezioni sono originate quando un pezzo di codice Java incontra un proble-
ma durante l'esecuzione e lancia un oggetto di tipo eccezione, identificato opportu-
namente con un nome descrittivo. Per esempio, se si provasse a cancellare il decimo 
elemento da una sequenza che ne ha solo cinque, il codice può lanciare un Boun-
daryViolationException (eccezione di fuori range). Questa azione potrebbe essere 
compiuta, per esempio, mediante il seguente frammento di codice: 

if ( insertlndex >= A.length) { 
throw n e w 

BoundaryViolationExceptionC " Nessun elemento all'indice " 
+ insertlndex); 

t 
Spesso è conveniente ¡stanziare l'eccezione di un oggetto quando l'eccezione è stata 
lanciata. Pertanto una istruzione di throw è scritta tipicamente nel modo seguente: 

throw new tipo_eccezione([paramiì,param], ...,paramn_,]) 
in cui tipo_eccezione è il tipo dell'eccezione e parami costituiscono l'elenco dei pa-
rametri per un costruttore di questa eccezione. 

Le eccezioni sono lanciate anche dallo stesso ambiente Java di esecuzione. Per 
esempio, la controparte del precedente esempio è ArraylndexOutOfBoundsExcep-
tion. Se si ha un array di sei elementi e viene richiesto il nono elemento, allora que-
sta eccezione sarà lanciata dall'ambiente di esecuzione di Java. 

• La clausola tbrows 
Quando è dichiarato un metodo, è buona norma specificare le eccezioni che esso 
potrebbe lanciare. Questa convenzione ha un carattere sia di funzionalità sia di co-
modità, poiché in tal modo gli utenti possono capire cosa potrebbero aspettarsi. 
Ciò, inoltre, permette al compilatore Java di sapere quali eccezioni devono essere 
predisposte. Di seguito è mostrato un esempio di una tale definizione di metodo: 

public v o i d goShoppingC ) t h r o w s ShoppingListTooSmallException, 
OutOfMoneyException { 

/ / corpo del metodo... 
1 

Specificando tutte le eccezioni che potrebbero essere lanciate da un metodo, si 
predisporranno gli altri a trattare tutti i casi eccezionali che potrebbero sorgere dal-
l'uso di questo metodo. Un ulteriore beneficio che deriva dalla dichiarazione delle 
eccezioni è che non si è costretti a intercettare queste eccezioni nel nostro metodo. 
Talvolta ciò è opportuno nel caso in cui è dell'altro codice a causare circostanze che 
conducono all'eccezione. 

Verrà di seguito illustrata una eccezione che è «oltrepassata»: 
public v o i d getReadyForClassC ) t h r o w s ShoppingListTooSmallException, 

OutOfMoneyException { 
goShoppingO; / / Non c'è bisogno di provare o di catturare le eccezioni 

/ / che goShoppingO potrebbe lanciare poiché 
/ / getReadyForClassC) le oltrepasserà. 

makeCookiesForTAC ) ; 
1 



Una funzione può dichiarare di lanciare tante eccezioni quante ne desidera. 
Questa lista può essere un po' semplificata se tutte le eccezioni che possono essere 
lanciate sono sottoclassi della stessa eccezione. In tal caso è sufficiente dichiarare 
che un metodo lancia un'eccezione della superclasse appropriata. 

• Tipi di Throwables 
Java definisce le classi Eccezione ed Errore come sottoclassi di Throwable, la quale 
denota ogni oggetto che può essere lanciato e intercettato. Inoltre esso definisce la 
classe RuntimeException come sottoclasse di Exception. La classe Error è impiega-
ta quando accadono condizioni anormali nell'ambiente di esecuzione, come l'esecu-
zione fuori memoria. Gli errori possono essere catturati, ma non dovrebbero esser-
lo, poiché usualmente segnalano problemi che non possono essere trattati opportu-
namente. In questi casi un messaggio di errore o una inaspettata terminazione di un 
programma è quanto di meglio ci si possa aspettare. La classe Exception costituisce 
la radice della gerarchia delle classi. Eccezioni specializzate (per esempio, Boun-
daryViolationException) dovrebbero essere definite mediante sottoclassi di Excep-
tion o RunTimeException. Si noti che le eccezioni che non costituiscono una sotto-
classe di RuntimeException devono essere dichiarate nella clausola throws di cia-
scun metodo che possa lanciarle. 

2.3.2 Cattura delle eccezioni 
Quando viene lanciata un'eccezione, essa deve essere catturata, altrimenti il pro-
gramma terminerà. L'eccezione di ogni metodo può essere trasferita al metodo chia-
mante oppure può essere catturata dal metodo stesso. Quando è catturata un'ecce-
zione, essa può essere analizzata e trattata. La metodologia generale per il trattamen-
to delle eccezioni è quella di «provare» a eseguire qualche frammento di codice che 
potrebbe lanciare un'eccezione. Se è lanciata un'eccezione, allora essa viene cattura-
ta mediante un salto del flusso di controllo che punterà a un blocco catch predefini-
to. Nel blocco di cattura sarà quindi gestita la circostanza eccezionale. 

La sintassi generica per un blocco di try-catch viene definito in Java nel modo 
seguente: 

t r y 
blocco_di_istruziotii_principale 

catch (tipo_di_eccezione ì variabilej) 
blocco_di_istruzionil 

catch (tipo_di_eccezione2 variabile2) 
blocco_di_istruzioni2 

f i n a l l y 
blocco_di_istruzionin 

in cui deve esistere almeno una parte catch, mentre la parte finally è facoltativa. 
Ogni tipo_di_eccezionei è il tipo di un'eccezione e ogni variabile, è un nome di va-
riabile valido in Java. L'ambiente Java inizia a eseguire blocco_diJstruzioni_princi-
pale. Se questa esecuzione non genera eccezioni, allora il controllo di flusso conti-
nua con la prima istruzione dopo l'ultima linea dell'intero blocco di try-catch, a 
meno che questo blocco non includa un blocco opzionale finally. Il blocco finally, 
se esiste, è eseguito senza curarsi se una certa eccezione sia stata lanciata o cattura-



ta. In questo caso, se non sono state lanciate eccezioni, l'esecuzione avanza oltre il 
blocco try-catch, salta al blocco finally, e poi continua con la prima istruzione 
dopo l'ultima linea del blocco try-catch. 

Se il blocco_di_istruzionijprincipale genera un'eccezione, allora termina l'ese-
cuzione nel blocco try-catch in questo punto preciso e l'esecuzione salta al blocco 
catch che maggiormente si avvicina all'eccezione lanciata. La variabile per questa 
istruzione di cattura (catch) identifica il medesimo oggetto eccezione che può esse-
re referenziato nel blocco delle istruzioni di confronto di catch. Una volta comple-
tata l'esecuzione di un blocco catch, il controllo di flusso è passato al blocco facol-
tativo finally, se esiste, oppure immediatamente alla prima istruzione dopo la linea 
dell'intero blocco try-catch se non esiste il blocco finally. Altrimenti, se non esiste 
un blocco catch che sia confrontabile con l'eccezione lanciata, allora il controllo 
verrà passato al blocco opzionale finally, se esiste, e quindi l'eccezione viene rin-
viata al metodo chiamante. 

Si consideri il seguente esempio di frammento di codice: 
int Index = Integer.MAX_VALUE; / / 2 . 14 miliardi 
try / / Questo codice potrebbe contenere errori... 

1 
String toBuy = shoppingList[index]; 

1 
catch (ArraylndexOutOfBoundsException aioobx) { 

System.out.printlnC"L'indice "+mdex+" è fuori l'array. "); 
1 

Se questo codice non cattura un'eccezione lanciata, il flusso di controllo uscirà 
immediatamente dal metodo ritornando al codice che aveva chiamato quel metodo. 
A questo punto l'ambiente di esecuzione di Java eseguirà un nuovo controllo: se 
non c'è alcun blocco catch all'interno del codice che aveva chiamato questo meto-
do, allora il flusso di controllo salterà al codice che aveva chiamato quest'ultimo, e 
così via. Se infine non c'è alcun codice che catturi l'eccezione, allora sarà l'ambiente 
di esecuzione di Java (quale origine del flusso di controllo del programma) che cat-
turerà l'eccezione. A questo punto, un messaggio di errore e una traccia dello stack 
viene stampata sullo schermo ed il programma viene terminato. 

Viene di seguito illustrato un messaggio di errore durante l'esecuzione: 
java.lang.NullPointerException: Returned a nuli locator 

at java.awt.Component.handleEvent(Component.java:900) 
at java.awt.Component.postEvent(Component.java:838) 
at java.awt.Component.postEvent(Component.java:845) 
at sun.awt.motif.MButtonPeer.action(MButtonPeer.java:39) 
at java.lang.Thread.run(Thread.java) 

Sono tante le iniziative che un programmatore può intraprendere quando si cat-
tura un'eccezione. Una possibile azione, per esempio, potrebbe essere quella di 
stampare l'errore e poi terminare il programma. Vi sono anche alcune interessanti 
circostanze in cui il miglior modo di trattare un'eccezione è quello di ignorarla (ciò 
può essere ottenuto non scrivendo nulla nel blocco di cattura catch). 

Di solito un'eccezione viene ignorata quando per esempio il programmatore 
non presta alcuna attenzione al fatto che possa o meno verificarsi un'eccezione. 
Un'altra maniera consueta per trattare le eccezioni è quella di creare e lanciare 



un'altra eccezione che specifichi con maggior precisione la condizione anomala. 
Viene di seguito illustrato un esempio di tale approccio: 

catch (ArraylndexOutOfBoundsException aioobx) | 
throw n e w ShoppingListTooSmalIException( 

"L'indice del prodotto non corrisponde alla lista della spesa"); 
) 

Forse il miglior modo per trattare un'eccezione (sebbene ciò non sia sempre 
possibile) è quello di ricercare il problema, correggere l'anomalia e continuare 
l'esecuzione. 

2 . 4 Interfacce e classi astratte 

Per far interagire due oggetti, essi devono «conoscere» i vari messaggi che ciascuno 
potrà accettare, e in pratica dovrà conoscere i metodi che ogni oggetto supporta. Per 
rafforzare questa «conoscenza», il paradigma della programmazione orientata a og-
getti richiede che le classi specifichino la cosiddetta application programming inter-
face (API), o più semplicemente interfaccia, che gli oggetti presentano ad altri og-
getti. Nell'approccio basato sul TDA (si veda il Paragrafo 2.1.2) per le strutture dati 
presentate in questo libro, una interfaccia che definisca un TDA è specificata come 
una definizione di tipo e una collezione di metodi per questo tipo, aventi ognuno ar-
gomenti di tipo specificato. Questa specifica è successivamente applicata dal compi-
latore o dal sistema di esecuzione che richiede che i tipi dei parametri che sono cor-
rentemente passati ai metodi siano conformi ai tipi specificati nell'interfaccia. Que-
sto requisito è noto come tipizzazione forte (strong typing). La definizione delle in-
terfacce e il controllo con la tipizzazione forte, pongono dichiaratamente un onere al 
programmatore, ma questo onere viene largamente compensato dai vantaggi che 
esso fornisce in quanto ciò rafforza il principio dell'incapsulamento e spesso cattura 
gli errori di programmazione che passerebbero altrimenti inosservati. 

2.4.1 Realizzazioni delle interfacce 
Il principale elemento strutturale che applica una API in Java è Vinterfaccia (inter-
face). Un'interfaccia è un insieme di dichiarazioni di metodi senza dati e senza cor-
po. In altre parole i metodi di un'interfaccia sono sempre vuoti (cioè sono semplice-
mente impronte di metodi). Quando una classe implementa un'interfaccia, essa 
deve implementare tutti i metodi dichiarati nell'interfaccia. In questo modo le inter-
facce impongono che i requisiti di implementazione dei metodi di una classe rispec-
chino ben determinate specifiche. 

Si supponga per esempio che si debba realizzare un inventario personale di pez-
zi di antiquariato, classificati come oggetti di vario tipo e con varie proprietà. Si po-
trebbe per esempio richiedere di individuare come vendibile qualcuno di questi og-
getti e in tal caso si potrebbe realizzare l'interfaccia Vendibile illustrata nel Fram-
mento di codice 2.8. 

E ora possibile definire una classe concreta, Fotografia, mostrata nel Frammen-
to di codice 2.9, che implementa l'interfaccia Vendibile, indicante la disponibilità a 
vendere ognuno degli oggetti fotografati: questa classe definisce un oggetto che im-
plementa ognuno dei metodi dell'interfaccia Vendibile così come richiesto. Inoltre 
si aggiunge un metodo colore che è specializzato per gli oggetti fotografici. 



Ulteriori tipi di oggetti della raccolta potrebbero essere quelli trasportabili. Per 
tali oggetti si definisce una interfaccia mostrata nel Frammento di codice 2.10. 
Si potrebbe ora definire la classe ScatolaArticolo, mostrata nel Frammento di codi-
ce 2.11, per oggetti antichi di vario genere che possono essere venduti, impacchetta-
ti e spediti. Quindi la classe ScatolaArticolo implementa i metodi dell'interfaccia 
Vendibile e dell'interfaccia Trasportabile e a essa si aggiungono dei metodi specia-
lizzati per stabilire un valore assicurato per la spedizione della scatola, oltre alle di-
mensioni della stessa. 

/** Interfaccia per gli oggetti che possono essere venduti. */ 
public Interface Vendibile ( 

/** descrizione dell'oggetto */ 
public String descrizione«!); 
/** elenco dei prezzi in centesimi */ 
public int elencoPrezzoO; 
/** minimi prezzi accettabili in centesimi */ 
public int prezzoBassoQ; 

/** Classe per le fotografie che possono essere vendute. */ 
public class Fotografia implementa Vendibile { 

private String descrizione; / / descrizione della foto 
private int prezzo; / / il prezzo fissato 
private boolean colore; / / true se la foto è a colori 
public FotografiaCString desc, int p, boolean c) ( 

descrizione = desc; 
prezzo = p; 
colore = c; 

) 
public String descrlzioneC ) ( return descrizione; ] 
public int elencoPrezzoO { return prezzo; ) 
public int prezzoBassoO { return prezzo/2; } 
public boolean colore( ) { return colore; } 

/ / costruttore 

/** Interfaccia per gli oggetti che possono essere trasportati. */ 
public interface Trasportabile { 

/** peso in grammi */ 
public int pesoO; 
/** se l'oggetto sia fragile */ 
public boolean fragileO; 

1 
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F R A M M E N T O DI CODICE 
2.11 
Classe 
ArtiooloInScatola. 

/** Classe per gli oggetti che possono essere venduti, impacchettati 
* e spediti. */ 

public class ArtiooloInScatola implements Vendibile, Trasportabile { 
private String descrizione; / / descrizione dell'articolo 
private int prezzo; / / elenco prezzi in centesimi 
private int peso; / / peso in grammi 
private boolean rischio; / / true se l'oggetto è fragile 
private int altezza=0; / / altezza della scatola in centimetri 
private int larghezza=0; / / larghezza della scatola in centimetri 
private int profondità=0; / / profondità della scatola in centimetri 
/** Costruttore. */ 
public ArtiooloInScatola (String desc, int p, int w, boolean h) { 

descrizione = desc; 
prezzo = p; 
peso = w; 
rischio = h; 

} 
public String descrizioneO { return descrizione; } 
public int elencoPrezzoO { return prezzo; } 
public int prezzoBassoO | return prezzo/2; } 
public int pesoO { return peso; | 
public boolean fragileC) { return rischio; } 
public int valoreAssicuratoO { return prezzo*2; } 
public void impostaScatola(int h, int w, int d) ( 

altezza = h; 
larghezza = w; 
peso = d; 

La classe ArtiooloInScatola mostra un'altra caratteristica delle classi e delle in-
terfacce Java: una classe può implementare interfacce multiple; ciò favorisce una 
grande flessibilità quando sono definite le classi, che possono conformarsi a molte-
plici API. Pertanto, una classe in Java può estendere solo un'altra classe, ma può im-
plementare tante interfacce. 

2.4.2 L'ereditarietà multipla nelle interfacce 
La possibilità di derivare da più di una classe è nota come ereditarietà multipla. In 
Java l'ereditarietà multipla è permessa alle interfacce ma non alle classi. La motiva-
zione di questa regola consiste nel fatto che i metodi di una interfaccia non sono 
provvisti di un corpo, mentre lo sono i metodi di una classe. Così se Java permettes-
se l'ereditarietà multipla per le classi, potrebbe verificarsi confusione nel caso in cui 
una classe provasse a essere derivata da due classi che contengono metodi con la 
stessa impronta. Questa ambiguità non potrebbe invece aver luogo per le interfacce 
poiché i relativi metodi sono vuoti. Così, poiché non è generata confusione e poiché 
è spesso utile far ricorso all'ereditarietà multipla delle interfacce, Java permette alle 
interfacce di avvalersi dell'ereditarietà multipla. 

Un'applicazione dell'ereditarietà multipla delle interfacce è l'approssimazione 
di una tecnica di ereditarietà multipla detta mixin. Diversamente da Java, alcuni lin-



guaggi orientati a oggetti, quali Smalltalk e C++, permettono l'ereditarietà multipla 
alle classi concrete e non solo alle interfacce. In questi linguaggi è comune definire 
delle classi, dette classi mixin, che non sono concepite come oggetti solitari ma sono 
invece rivolte a fornire funzionalità aggiuntive alle classi esistenti. Questa eredita-
rietà non è comunque permessa in Java e così i programmatori devono ottenerla 
mediante le interfacce. In particolare, si può utilizzare l'ereditarietà multipla delle 
interfacce come un meccanismo per combinare i metodi di due o più interfacce non 
correlate, per definire una interfaccia che implementi contemporaneamente le loro 
funzionalità, aggiungendo possibilmente ulteriori metodi a quelli già esistenti. Ri-
tornando al precedente esempio degli oggetti di antiquariato, si potrebbe di seguito 
definire una interfaccia per gli elementi assicurabili: 

public in t er face ElementoAssicurabile e x t e n d s Trasportabile, Vendibile { 
/** Restituisce il valore assicurato in centesimi. */ 
public in t valureAssicuratoC ) 

1 
Questa interfaccia combina i metodi dell'interfaccia Trasportabile con i metodi 
dell'interfaccia Vendibile e aggiunge un metodo extra, ElementoAssicurabile. Una 
tale interfaccia potrebbe permettere una definizione alternativa di ArticoloInSca-
tola nel modo seguente: 

public c l a s s ArticoloInScatola implementa ElementoAssicurabile { 
/ / ... resto del codice esat tamente come prima 

1 
Si noti che in questo caso il metodo valoreAssicuratoC ) non è opzionale, mentre lo 
era nella dichiarazione di ArticoloInScatola vista in precedenza. 

Le interfacce Java che approssimano la tecnica mixin includono java.lang.Clo-
neable, che aggiunge una copia delle caratteristiche a una classe, java.lang.Compa-
rable: essa introduce una caratteristica di comparazione a una classe (imponendo 
un ordine naturale sulle proprie istanze) e java.util.Observer, che aggiunge una ca-
ratteristica di aggiornamento alla classe che desidera essere avvisata quando certi 
oggetti «osservabili» cambiano il loro stato. 

2.4.3 Classi astratte 
Una classe astratta è una classe contenente alcune dichiarazioni di metodi vuote 
(cioè dichiarazioni di metodi senza corpi), ma anche definizioni concrete di meto-
di e/o variabili d'istanza. Quindi una classe astratta si colloca tra una interfaccia e 
una completa classe concreta. Come per un'interfaccia, una classe astratta potreb-
be non essere ¡stanziata: non possono essere creati degli oggetti partendo da una 
classe astratta. Una sottoclasse di una classe astratta deve fornire una implemen-
tazione per i metodi astratti della propria superclasse, a meno che non sia essa 
stessa astratta. Ma, così come per la classe concreta, una classe astratta A può 
estendere un'altra classe astratta e classi astratte e concrete possono quindi esten-
dere A. Infine, occorre definire un'altra classe che non sia astratta ed estenda (in 
sottoclassi) la superclasse astratta e questa nuova classe deve fornire codice per 
tutti i metodi astratti. Quindi una classe astratta utilizza lo stile di specializzazione 
dell'ereditarietà, ma permette essa stessa la specializzazione e l'estensione degli 
stili (si veda il Paragrafo 2.2.3). 
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• La classe java.lang.Number 
Si vedrà ora più da vicino un esempio di classe astratta. Formalmente le classi nu-
meriche di Java (illustrate nella Tabella 1.2) specializzano una classe astratta detta 
java.lang.Number. Ciascuna classe completa di numeri, come java.lang.Integer e 
java.lang.Double, estende la classe java.lang.Number e fornisce dettagli per i me-
todi astratti della superclasse. In particolare, i metodi intValue, floatValue, double-
Value e longValue sono tutti astratti in java.lang.Number. Ciascuna classe numeri-
ca concreta deve specificare i dettagli dei relativi metodi. 

• Tipizzazione forte (strong typing) 
In Java un oggetto variabile può essere considerato di diversi tipi. Il tipo primario di 
un oggetto o è la classe C specificata all'istante in cui esso è ¡stanziato. L'oggetto o, 
inoltre, è di tipo S per ogni superclasse 5 di C e di tipo / per ogni interfaccia / imple-
mentata da C. 

In ogni caso una variabile può essere dichiarata di un solo tipo (o di una sola 
classe o di una sola interfaccia). Il tipo con cui una variabile è stata dichiarata deter-
mina il modo in cui essa verrà utilizzata e specifica anche il modo in cui determinati 
metodi agiranno su di essa. Similmente, un metodo restituisce un solo tipo. Più in 
generale, un'espressione appartiene a un unico tipo. 

Per favorire la prevenzione degli errori, Java utilizza la tecnica della tipizzazio-
ne forte (strong typing) imponendo che tutte le variabili siano tipizzate e che le 
operazioni dichiarino i tipi che esse si aspettano. Ma con tale tipizzazione forte è 
talvolta necessario effettuare un cambiamento, o cast, di variabile da un tipo a un 
altro. Nel Paragrafo 1.3.3 è stata già discussa la modalità di lavoro del casting per i 
tipi di base. Di seguito sarà considerato il modo in cui avviene tale cambiamento 
per oggetti variabili. 

2 .5 Casting e tipi generici 

In questo paragrafo è presentato il casting tra oggetti variabili e una tecnica, detta 
dei tipi generici, che consente in molti casi di evitare il ricorso a un casting esplicito. 

2.5.1 Casting 
La trattazione inizia con i metodi di conversione di tipo per gli oggetti. 

• Conversione con ampliamento 
Una conversione con ampliamento avviene quando un tipo T è convertito in un al-
tro tipo U «più vasto». Sono casi tipici di conversioni con ampliamento le seguenti: 
• T e Usono tipi classe e Uè una superclasse di T\ 
• Te Usono tipi interfaccia e i / è una superinterfaccia di T; 
• Tè una classe che implementa l'interfaccia U. 

Le conversioni con ampliamento sono effettuate automaticamente per memoriz-
zare in una variabile il risultato di un'espressione, senza casting esplicito. Si può così 
assegnare direttamente il risultato di un'espressione di tipo Ta una variabile v di tipo 



U quando si effettua una conversione con ampliamento da T a (/. Il seguente fram-
mento di codice mostra che un'espressione di tipo Integer (si tratta di un oggetto In-
teger di nuova costruzione) può essere assegnata a una variabile di tipo Number. 

Integer i = n e w Integer(3); 
Number n = i; / / convers ione con ampliamento da Integer a Number 

La correttezza di una conversione con ampliamento può essere provata dal compi-
latore e la sua validità non richiede alcun test da parte dell'ambiente Java al tempo 
di esecuzione del programma. 

• Conversione con restringimento 
Una conversione con restringimento avviene quando un tipo T è convertito in un 
altro tipo U «più ristretto». Sono casi tipici di conversioni con restringimento le se-
guenti: 
• Te S sono tipi classe e S è una sottoclasse di T\ 
• T e S sono tipi interfaccia e U è una sottointerfaccia di T\ 
• Tè un'interfaccia implementata dalla classe S. 

In generale una conversione con restringimento di tipi di riferimento richiede un 
casting esplicito. La correttezza di una conversione con restringimento, però, po-
trebbe non essere verificabile dal compilatore. Perciò la sua validità deve essere te-
stata da parte dell'ambiente Java al tempo di esecuzione del programma. 

Il seguente frammento di codice mostra come usare il casting per eseguire una 
conversione con restringimento dal tipo Number al tipo Integer. 

Number n = n e w Integer(2); / / conversione con ampliamento 
/ / d a Integer a Number 

Integer i = (Integer) n; / / conversione con restringimento 
/ / d a Number a Integer 

Nella prima istruzione è creato un nuovo oggetto di classe Integer ed è assegnato a 
una variabile n di tipo Number. In questa assegnazione avviene pertanto una conver-
sione con ampliamento senza nessun casting. Nella seconda istruzione si assegna n a 
una variabile i di tipo Integer mediante un casting. Questa assegnazione è resa possibi-
le dal fatto che n si riferisce a un oggetto di tipo Integer. Poiché la variabile n è di tipo 
Number, avviene una conversione con restringimento e il casting è indispensabile. 

• Eccezioni del casting 
In Java è possibile eseguire un'operazione di casting di un oggetto o di tipo Tin un al-
tro tipo S, con la conseguenza che l'oggetto o sia poi di tipo S. In altre parole, se o si 
riferisce a un oggetto T che non è di tipo S, quando si tenterà di effettuare il casting 
dell'oggetto o nel tipo S verrà eseguita una eccezione detta ClassCastException. Si 
illustrerà questa regola mediante il frammento di codice del seguente esempio: 

Number n; 
Integer i; 
n = n e w Integer(3); 
i = (Integer) n; / / assegnazione lecita 
n = n e w Double(3.1415); 
i = (Integer) n; / / assegnazione non lecita! 



Al fine di evitare problemi come quello sopra esposto e per non riempire sem-
pre il codice con blocchi try-catch è preferibile eseguire un casting; Java fornisce 
un semplice modo per garantire che il casting di un oggetto sia effettuato in modo 
corretto. In concreto, si fornisce un operatore, instanceof, che permette di verifica-
re se un oggetto variabile si riferisca a un oggetto di una specifica classe (o realizzi 
una specifica interfaccia). La sintassi impiegata per l'uso di questo operatore è rife-
rimento_oggetto Instanceof riferimentoJipo, in cui riferimento _oggetto è una 
espressione che valuta il riferimento a un oggetto, e riferimento Jipo costituisce il 
nome di una certa classe esistente o interfaccia o tipo enum (Paragrafo 1.1.3). Se ri-
ferimento _oggetto è realmente una istanza di tipo_classe, allora la precedente 
espressione restituisce true, altrimenti restituisce false. In questo modo è possibile 
evitare l'eccezione di casting di classe verificatasi nel precedente frammento di co-
dice, modificandolo come segue: 

Number n; 
Integer i; 
n = n e w Integer(3); 
if (n instanceof Integer) 

i = (Integer) n; / / assegnazione lecita 
n = n e w Double(3.1415); 
if (n instanceof Integer) 

i = (integer) n; / / questa assegnazione non sarà effettuata 

• II casting con le interfacce 
Mediante le interfacce si possono implementare alcuni metodi con oggetti, però 
l'impiego di variabili di tipo interfaccia con oggetti concreti richiede un casting. Si 
supponga, per esempio, di voler dichiarare l'interfaccia Persona come illustrato nel 
Frammento di codice 2.12. Si noti che il metodo ugualeA dell'interfaccia Persona 
prende un solo parametro di tipo Persona. Così si può passare un oggetto di classe 
qualunque a questo metodo implementando l'interfaccia Persona. 

Nel Frammento di codice 2.13 è mostrata una classe, Studente, che imple-
menta l'interfaccia Persona. Il metodo ugualeA ammette che l'argomento (di-
chiarato di tipo Persona) sia anche di tipo Studente ed esegua una conversione 
con restringimento dal tipo Persona (che è un'interfaccia) al tipo Studente (che 
è una classe) mediante un casting. La conversione è permessa in questo caso poi-
ché si tratta di una conversione con restringimento dalla classe T all'interfaccia 
U, in cui si ha un oggetto preso da T tale che T estenda S (o T = S) ed S imple-
menti U. 

A causa dell'ipotesi sopra formulata nell'implementazione del metodo ugualeA, 
è necessario assicurarsi che ogni applicazione che utilizzi oggetti di classe Studente 
non confronti oggetti Studente con altri tipi di oggetti, altrimenti fallirà il casting 
nel metodo ugualeA. 

F R A M M E N T O DI CODICE 2.12 
Interfaccia Persona. 

public interface Persona ( 
public boolean ugualeA (Altra persona); / / questa è la stessa persona? 
public String chiediNomeO; / / richiede il nome della persona 
public int chiediAnniO; / / richiede l'età della persona 



public class Studente implements Persona { 
String id; 
String nome; 
int anni; 
public Studente (String i, String n, int a) ( / / costruttore semplice 

id = i; 
nome = n; 
anni = a; 

) 
protected int oreStudloO { return anni/2; I / / solo una ipotesi 
public String chiedilD ( ) { return id; ) / / I D dello studente 
public String chiediNome( ) ( return nome; 1 / / dall'interfaccia Persona 
public int chiediAimiO 1 return anni; ( / / dall'interfaccia Persona 
public boolean ugualeA (Persona altro) ( / / dall'interfaccia Persona 

Studente altroStudente = (Studente) altro; / / trasforma Persona 
/ / i n Studente 

return (id.equals (altroStudente.chiedilD ()) ) ; / / confronta gli ID 
1 
public String toStringO { / /per la stampa 
return Studente(ID: " + id + 

", Nome: " + nome + 
", Anni: " + anni ")"; 

1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
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implementa 
l'interfaccia Persona. 

La capacità di eseguire conversioni con restringimento da tipi interfaccia a tipi 
classe ci permette di scrivere strutture dati generali che impongono solo ipotesi mini-
mali sugli elementi in essi contenuti. Nel Frammento di codice 2.14 è mostrato come 
costruire una directory contenente coppie di oggetti che implementano l'interfaccia 
Persona. Il metodo cancella esegue una ricerca sui contenuti della directory e can-
cella le coppie di persone specificate, se esiste, utilizzando il metodo ugualeA, come 
fa il metodo trovaAltro. 

Si supponga ora di aver riempito l'elenco myDirectory, costituito da coppie di 
oggetti Studente che rappresentano le coppie di compagni di stanza. Al fine di cer-
care il compagno di stanza di un certo oggetto Studente, smart_one, si può provare 
a eseguire la seguente istruzione (che è errata)-. 

Studente cute_one = myDirectory.trovaAltro(smart_one); / / errato! 

public class CopplaPersoneDirectory { 
I I . . . qui saranno inserite le variabili di istanza ... 
public CoppiaPersoneDirectoryC) 11* qui ci sarà il costruttore di default */ 

1 
public void inserisci (Persona persona, Persona altro) { /* il codice 

di inserisci va qui *l ( 
public Persona trovaAltro (Persona persona) (returnnull; ) Il elemento 

Il di ricerca 
public void cancella (Persona persona, Persona altro) \ I* il codice 

di cancella va qui */ ( 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
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tory. 



La precedente istruzione causa un errore di compilazione «explicit-cast-required» 
(«esplicita richiesta di cast»). Il problema è che si sta provando a eseguire una con-
versione con restringimento senza casting esplicito. In altri termini il valore restitui-
to dal metodo trovaAltro è di tipo Persona, mentre la variabile cute_one, alla quale 
questo valore è assegnato, appartiene al più ristretto tipo Studente, classe che im-
plementa l'interfaccia Persona. Allora si utilizza un casting per trasformare il tipo 
Persona nel tipo Studente, come segue: 

Studente cute_one = (Studente) myDirectory.trovaAItro(smart_one); 
Trasformare un valore di tipo Persona restituito dal metodo trovaAltro nel tipo 
Studente va bene finché si è sicuri che myDirectory.trovaAltro fornisca realmente 
un oggetto Studente. In generale le interfacce possono essere un valido strumento 
per la progettazione di strutture dati generali, che possono essere poi specializzate 
da altri programmatori mediante l'uso del casting. 

2.5.2 Tipi generici 
A partire dalla versione 5.0 Java include un ambiente di lavoro «generico» per l'im-
piego di tipi astratti in modo da evitare molti casting espliciti. Un tipo generico è un 
tipo non definito al momento della compilazione, ma diventa completamente specifi-
cato al tempo di esecuzione. L'ambiente di lavoro generico consente di definire una 
classe in termini di un insieme di parametri formali (detti anche variabili di tipo) che 
possono essere utilizzati, per esempio, per astrarre i tipi di alcune variabili interne alla 
classe. Sono utilizzate delle parentesi angolari per delimitare la lista di parametri for-
mali. Questi parametri potrebbero essere rappresentati da un qualsiasi identificatore 
valido, ma per convenzione si utilizzano dei nomi costituiti da una singola lettera 
maiuscola. Data una classe definita con tali tipi parametrizzati, si può ¡stanziare un suo 
oggetto mediante parametri reali (o attuali) per indicare i tipi concreti da utilizzare. 

Nel Frammento di codice 2.15 è mostrata una classe Coppia, contenente una 
coppia chiave-valore, in cui i tipi di chiave e valore sono specificati dai parametri K 
e V rispettivamente. Il metodo main crea due istanze di questa classe, una per la 
coppia String-Integer (ad esempio, per memorizzare una dimensione e il suo valo-
re) e un'altra per la coppia Studente-Double (ad esempio, per memorizzare il voto 
attribuito a uno studente). 

L'output dell'esecuzione di questo metodo è mostrato di seguito: 
[altezza, 36] 
[StudenteOD: A 5 9 7 6 , Nome: Sue, Anni: 19), 9 .5] 

Nel precedente esempio il parametro reale può essere di tipo arbitrario. Per re-
stringere il tipo di un parametro reale si può adottare la clausola estenda, come 
mostrato sotto: la classe CoppiaPersoneDirectoryGenerica è definita in termini di 
un parametro generico P, parzialmente specificato stabilendo che esso estende la 
classe Persona. 

public c l a s s CoppiaPersoneDirectoryGenerica <P e x t e n d s Persona> { 
I l ... le variabili d'istanza vanno qui ... 
public CoppiaPersoneDirectoryGenerica() ( /* il costruttore di default 

v a qui */ ) 
public v o i d inserisci (P persona, P altro) { /* il codice di inserisci 

v a qui */ | 



public class Coppia<K, V> { 
K chiave; 
V valore; 
public void set(K k, V v) ( 
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chiave = k; 
valore = v; 

} 
public K chiediChiaveO { return chiave; 1 
public V chiediValore( ) { return valore; 1 
public String toStringQ { 

return "[" + chiediChiaveO + ", " + chiediValoreO + "]"; 

public static void main (Stringi] args) { 
Coppia<String,Integer> coppial = new Coppia<String,Integer>(); 
coppia l . set (new Stringi "altezza"), newlnteger(36)); 
System. out. println(coppia 1 ) ; 
Coppia<Student,Double> coppia2 = newCoppia<Student,Double>(); 
coppiaS.set(new Studente "A5976"," Sue ",19), new Double(9.5)); 
System. out. println(coppia2) ; 

public P trovaAltro (P persona) { return nuli; } / / conclusione 
/ / per trova 

public v o i d remove (P persona, P altro) { /* il codice di remove 
va qui */ ) 

Questa classe può essere confrontata con la classe CoppiaPersoneDirectory del 
Frammento di codice 2.14. Data la classe precedente, si può dichiarare una variabile 
riferita a una istanza di CoppiaPersoneDirectoryGenerica, che contiene le coppie di 
oggetti di tipo Studente: 

CoppiaPersoneDirectoryGenerica<Student> mioStudenteDirectory; 
Per questa istanza il metodo trovaAltro restituisce un valore di tipo Studente. Per-
tanto è corretta la seguente istruzione: 

Student cute_one = mioStudenteDirectory.trovaAltro(smart_one); 
L'ambiente di lavoro generico consente di definire delle versioni generiche dei 

metodi. In questo caso si può includere la definizione generica tra i modificatori di 
metodo. Per esempio, di seguito è mostrata la definizione di un metodo che può 
confrontare le chiavi di ogni paio di oggetti Coppia, facendo sì che le relative chiavi 
implementino l'interfaccia Confrontabile: 

public s tat ic <K es tenda Confrontabile,V,L,W> int 
confrontaCoppie(Coppia<K,V> p, Coppia<L,W> q) { 

return p.chiediChiaveO.confrontaACq. chiediChiaveO); 
/ / l a chiave di p implementa confrontaA 

1 
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Un'avvertenza importante riguarda i tipi generici: il tipo degli elementi di un og-
getto array non può essere una variabile di tipo oppure un tipo parametrizzato. Java 
permette che il tipo di un array sia dichiarato con un tipo parametrizzato ma non 
consente che questo sia utilizzato per costruire un nuovo array. Per fortuna Java 
ammette almeno che un array definito con un tipo parametrizzato possa essere ini-
zializzato da un nuovo array non parametrico. Anche in tal caso, quest'ultimo pro-
cedimento provoca un «warning» («attenzione!») per il compilatore Java, perché 
non si tratta di un tipo sicuro al 100%. Questo evento è illustrato nel frammento di 
codice seguente: 

public s tat ic v o i d main(String[] args) { 
Coppia<String,Integer>[] a = n e w Coppia [10]; 

/ / è giusto ma genera un warning 
Coppia<String,Integer>[] b = n e w Coppia<String,Integer>[10]; 

/ / errato!! 
a[0] = n e w Coppia<String,Integer>(); / / questo è del tutto giusto 
a[0], set( "Cane ",10); 

/ / anche questa istruzione e la prossima sono giuste 
System.out.println("La prima coppia è "+a[0].chiediChiave()+", 

" +a[0] .chiediValoreC )); 
1 

2 .6 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

L I V E L L O D I B A S E 

R-2.1 Possono due interfacce estendersi reciprocamente? Perché o perché no? 
R-2.2 Descrivere tre esempi di applicazioni software di importanza vitale. 
R-2.3 Descrivere un esempio di applicazione software in cui l'adattabilità costitui-
sca la differenza significativa tra una lunga vita commerciale e la bancarotta. 
R-2.4 Descrivere un componente di un editor di testo GUI (diverso dal menu 
«edit») e i metodi che esso incapsula. 
R-2.5 Disegnare un diagramma di eredità di classe per il seguente insieme di classi: 
• Classe Capra estende Object e aggiunge una variabile di istanza coda e i metodi 

l a t t e o e saltareO. 
• Classe Maiale estende Object e aggiunge una variabile di istanza naso e i metodi 

mangiareO e sguazzareC). 
• Classe Cavallo estende Object e aggiunge due variabili di istanza altezza e colo-

re e i metodi correreO e saltareO. 
• Classe Corridori estende Cavallo e aggiunge un metodo corsa(). 
• Classe Ippico estende Cavallo e aggiunge una variabile di istanza peso e i metodi 

t ro t ta reO e èAllenatoO. 
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R-2.6 Scrivere un breve frammento di codice Java che utilizzi le classi di progres-
sione del Paragrafo 2.2.3 per trovare l'ottavo valore di una progressione di Fibonac-
ci che inizia con 2 e ha i primi due elementi uguali a 2. 
R-2.7 Se si sceglie ine = 128, quante chiamate al metodo prossimoValore si posso-
no effettuare dalla classe ProgressAritmetica del Paragrafo 2.2.3 prima di causare 
un overflow da intero di tipo long? 
R-2.8 Si supponga di considerare una variabile di istanza p che sia dichiarata di 
tipo Progressione, servendosi delle classi del Paragrafo 2.2.3. Si supponga inoltre 
che p si riferisca in realtà a un'istanza della classe ProgressGeometrica, già creata 
con il costruttore di default. Se si trasforma p in una variabile di tipo Progressione 
e si chiama p.primo Valore, che cosa sarà restituito? Perché? 
R-2.9 Si consideri l'eredità delle classi dell'Esercizio R-2.5, e sia d un oggetto va-
riabile di tipo Cavallo. Se d si riferisce a un oggetto reale di tipo Ippico, può essere 
trasformato in oggetto della classe Corridori? Perché? 
R - 2 . 1 0 Descrivere un esempio di frammento di codice Java che faccia riferimento 
all'indice di un array che può andare oltre i limiti e, se ciò accade, il programma cat-
turi quell'eccezione e stampi il seguente messaggio di errore: 

" Non tentare attacchi di buffer overf low in Javal ". 
R - 2 . 1 1 Si consideri il seguente frammento di codice, tratto da un pacchetto: 

public c las s Maryland e x t e n d s State { 
Maryland() 1 /* costruttore nullo*/ ( 
public vo id printMeO { System.out.printlnC"Leggilo. "); ) 
public s tat ic v o i d main(String[] args) { 

Regione mid = n e w StatoO; 
Stato md = n e w MarylandO; 
Object obj = n e w LuogoO; 
Luogo usa = n e w RegioneO; 
md.printMeO; 
mid.printMeO; 
((Luogo) obj).printMe(); 
obj = md; 
((Maryland) obj).printMeO; 
obj = usa; 
((Luogo) obj).printMeO; 
usa = md; 
((Luogo) usa).printMeO; 

} 
1 
c lass Stato e x t e n d s Regione { 

StatoO { /* costruttore nullo*/ 1 
public vo id printMeO I System.out.printlnC'Spediscilo. "); 1 

) 
c lass Regione ex tends Luogo { 

RegioneOf /* costruttore nullo*/ ( 
public v o i d printMeO 1 System.out.println(" Impacchettalo. "); 1 

1 
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c l a s s Luogo e x t e n d s Object { 
LuogoOi /* costruttore nullo*/ | 
public v o i d printMeO | System.out.println( " Compralo. "); 1 

} 
Qual è l'output prodotto dalla chiamata del metodo mainO della classe Maryland? 
R - 2 . 1 2 Scrivere un breve metodo in Java per contare il numero di vocali in una 
data stringa di caratteri. 
R - 2 . 1 3 Scrivere un breve metodo ricorsivo in Java per eliminare tutta la punteg-
giatura da una stringa s in cui è scritta una frase. Per esempio questa operazione 
deve trasformare "Proviamo, Mike." in "Proviamo Mike". 
R - 2 . 1 4 Scrivere un breve programma che prenda in ingresso tre interi, a,bec, dal-
la console Java e determini se essi possano essere inseriti in una formula aritmetica 
corretta (nell'ordine dato), come «a + b = c», «a = b - c» oppure «a • b = c». 
R - 2 . 1 5 Scrivere un breve programma Java che crei una classe Coppia che può con-
tenere due oggetti dichiarati come tipi generici. Dimostrare l'uso di questo pro-
gramma creando e stampando oggetti Coppia contenenti cinque diversi tipi di cop-
pie, come <Integer,String> e <Float,Long>. 
R - 2 . 1 6 Nella signature della dichiarazione di un metodo non sono inclusi generici 
parametri, così non si possono avere nella stessa classe diversi metodi che abbiano 
diversi parametri generici ma abbiano gli stessi nomi, tipi e numeri dei parametri. 
Come è possibile cambiare le signature dei metodi in conflitto per aggirare questa 
restrizione? 

L I V E L L O A V A N Z A T O 

C-2.1 Spiegare il motivo per il quale l'algoritmo di smistamento dinamico di Java che 
cerca il metodo da invocare per un messaggio o.a() non cadrà mai in un loop infinito. 
C-2.2 Scrivere una classe Java che estenda la classe Progression per generare una 
progressione in cui ogni elemento è il valore assoluto della differenza tra i prece-
denti due elementi. È prevista l'inclusione di un costruttore di default che inizia con 
2 e 200 come primi due valori e un costruttore parametrico che inizia con una cop-
pia di numeri specificata. 
C-2.3 Scrivere una classe Java che estenda la classe Progression per generare una 
progressione in cui ogni elemento sia la radice quadrata dell'elemento precedente (si 
tenga presente che non si possono più rappresentare con interi tutti i valori). E previ-
sta l'inclusione di un costruttore di default che inizia con 65 536 come primo valore e 
un costruttore parametrico che inizia con un numero di tipo doublé specificato. 
C-2.4 Riscrivere tutte le classi nella gerarchia della classe Progression in modo 
che tutti i valori provengano dalla classe Biglnteger, allo scopo di evitare overflow 
contemporanei. 
C-2.5 Scrivere un programma formato da tre classi, A, B e C, tali che B estenda A 
e C estenda B. Ogni classe definisca una variabile d'istanza «*» (cioè ognuno abbia 
la sua variabile chiamata x). Descrivere un modo per far sì che C acceda alla versio-
ne di x contenuta in A e la fissi a un dato valore, senza alterare le versioni di x con-
tenute in B e in C. 



C-2.6 Scrivere un insieme di classi Java che possa simulare un'applicazione Internet 
in cui una persona, Alice, crei periodicamente un insieme di pacchetti da mandare a 
Bob. Un processo di Internet controlla continuamente se Alice abbia inviato dei pac-
chetti e se sì, li manda al computer di Bob e Bob controlla periodicamente se sul suo 
computer ci siano pacchetti provenienti da Alice e, se sì, li legge e li distrugge. 

P R O G E T T I 

P-2.1 Scrivere un programma Java che prende in ingresso un documento e poi dà 
in uscita un diagramma a barre delle frequenze di ogni carattere alfabetico che 
compare nel documento. 
P-2.2 Scrivere un programma in Java che simuli una calcolatrice portatile. Questo 
programma deve processare l'input, in una GUI oppure proveniente da una console 
Java, a seconda dei bottoni premuti e poi dare in output il contenuto dello schermo 
dopo ogni operazione. Obiettivo minimo è che la calcolatrice esegua le operazioni 
aritmetiche e di reset/clear. 
P-2.3 Scrivere il codice per la classe CoppiaPersoneDirectory del Frammento di 
codice 2.14, nell'ipotesi che le coppie di persone siano contenute in un array di ca-
pacità 1000. La directory deve tenere traccia di quante coppie di persone vi sono 
contenute in un dato istante. 
P-2.4 Scrivere un programma Java che possa prendere un intero positivo maggiore 
di 2 in input e scriva in output quante volte questo numero debba essere diviso per 
2 prima di assumere un valore minore di 2. 
P-2.5 Scrivere un programma in Java che possa «fare un cambio». Il programma 
deve prendere due numeri in input, il primo è una cifra monetaria che rappresenta 
un debito e la seconda è una cifra monetaria che viene pagata. Il programma deve 
fornire in output il numero di ogni tipo di banconota e moneta da restituire come 
resto per differenza tra la somma pagata e quella dovuta. I valori assegnati al conto 
e alle monete possono essere basati sul sistema monetario di un qualsiasi Stato pre-
sente o passato. Si provi a progettare il programma in modo che esso restituisca il 
minor numero di banconote e monete possibile. 

Note al capitolo 

Per un'ampia panoramica dei recenti sviluppi dell'informatica e dell'ingegneria 
informatica, il lettore faccia riferimento a The Computer Science and Engineering 
Handbook [92]. Per approfondimenti sull'incidente del Therac-25, si legga l'articolo 
di Leveson e Turner [66], 

Chiunque sia interessato a un ulteriore studio della programmazione orientata a 
oggetti può fare riferimento ai libri di Booch [14], Budd [17] e Liskov e Guttag [69]. 
Liskov e Guttag [69] forniscono altresì una discussione ben condotta sui tipi di dati 
astratti insieme anche allo studio di Cardelli e Wegner [20] e al capitolo curato da 
Demurjian [28] in The Computer Science and Engineering Handbook [92], I design 
patterns sono descritti nel libro di Gamma et al. [38]. Il diagramma di eredità di 
classe utilizzato è tratto dal libro di Gamma et al. 
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3.1 Impiego degli array 

In questo paragrafo si studieranno alcune applicazioni degli array che erano già sta-
te trattate nel precedente Paragrafo 1.5. 

3.1.1 Memorizzazione in un array degli elementi di un gioco 
La prima applicazione da analizzare riguarda la memorizzazione di elementi in un 
array, in particolare i punteggi record di un videogioco. La memorizzazione di ele-
menti costituisce uno degli usi più comuni degli array e si potrebbero considerare 
molti altri esempi, come la memorizzazione dei dati di pazienti ospedalieri oppure 
dei nomi degli studenti di una classe. Il particolare caso di studio preso in esame 
consiste in una semplice applicazione che presenta importanti concetti sulle struttu-
re dati impiegate in questo libro anche per altre implementazioni. 

Anzitutto occorre stabilire quali elementi includere per ogni punteggio record. 
Ovviamente uno di questi elementi potrebbe essere un intero corrispondente al 
punteggio, che potrebbe essere indicato come punteggio. È utile includere anche al-
tre informazioni quali, per esempio, il nome della persona che ha ottenuto un certo 
punteggio, definito semplicemente come nome. Si potrebbe proseguire aggiungen-
do anche campi che rappresentino la data in cui il punteggio è stato ottenuto o le 
relative statistiche di gioco. Per semplicità, l'esempio che segue considera solo i due 
campi punteggio e nome. Nel Frammento di codice 3.1 è mostrata una classe Java, 
GameEntry, che rappresenta gli elementi di un gioco. 

• Una classe per i record 
Si supponga di voler memorizzare alcuni punteggi più alti in un array chiamato ele-
menti. Per il numero di punteggi da memorizzare, che potrebbe essere 10, 20 o 50, 
conviene utilizzare una variabile dal nome simbolico maxEntries. Ovviamente oc-
corre inizializzare questa variabile a un valore specifico ma, se la si utilizza in tutto 
il codice, è più semplice effettuare eventuali cambiamenti di questo valore in segui-
to. Si può quindi definire l'array entries come un array di lunghezza maxEntries. 
All'inizio nell'array ci sono solo riferimenti nuli, che saranno aggiornati quando gli 
utenti giocano, con riferimenti a nuovi oggetti di tipo GameEntry. Si dovranno 
quindi definire opportuni metodi per l'aggiornamento dei riferimenti a GameEntry 
contenuti nell'array. 
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public c lass GameEntry { 
protected String nome; / / nome di chi ha ottenuto il punteggio 
protected int punteggio; / / valore del punteggio 
/** Costruttore per la creazione di un elemento di gioco. */ 
public OameEntryCString n, int s) { 

nome = n; 
punteggio = s; 

l 
/** Restituisce il campo nome. */ 
public String getNameO { return nome; ) 
/** Restituisce il campo punteggio. */ 
public int getScoreO ( return punteggio; } 
/** Restituisce una stringa che rappresenta l'elemento. */ 
public String toStringO { 

return "(" + nome + ", " + punteggio + ")"; 
l 

Il modo in cui vengono gestiti gli elementi dell'array è molto semplice; gli ogget-
ti di GameEntry sono memorizzati in ordine di punteggio, dal più alto al più basso. 
Se il numero degli oggetti GameEntry è inferiore al numero delle maxEntries, allo-
ra si imposta la fine delle entries dell'array al riferimento nuli. Questo approccio 
previene la generazione di celle vuote o «buchi» lungo la serie continua di celle del-
l'array che memorizzano gli elementi del gioco a partire dall'indice 0. Nella Figura 
3.1 viene illustrato un esempio della struttura dati e nel Frammento di codice 3.2 si 
fornisce il codice Java per questa struttura dati. Nell'Esercizio C-3.1 si esplorerà il 
modo in cui l'aggiunta di elementi potrebbe essere semplificata nel caso in cui non 
sia richiesto di conservare l'ordine relativo. 

Si noti che è stato incluso un metodo, toStringO, che produce una rappresen-
tazione testuale dei punteggi record nell'array. Questo metodo è molto utile du-
rante il debugging. In questo caso la stringa consiste in una lista di oggetti Ga-
meEntry separati da virgole nell'array entries. Questa stringa è prodotta median-
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/** Classe per la memorizzazione dei record in u n a r r a y in ordine non 
* decrescente. */ 

public class Scores { 
public static final int maxEntries = IO; / / numero massimo di punteggi 
protected int numEntries; / / numero effettivo di elementi 
protected GameBntry[] entries; / / a r r a y di elementi (nomi e punteggi) 
/** Costruttore di default. */ 
public ScoresO { 

entries = new GameEntry [maxEntries]; 
numBntries = 0; 

} 
/** Restituisce la lista dei punteggi più alti come stringa. */ 
public String toStringC) { 

String s = " [ " ; 
for (int i = 0; i < numEntries; i++) { 

if Ci > 0) s += ", " ; / / separa gli elementi con una virgola 
s += entries[i]; 

} 
return s + " ] " ; 

1 
I I . . . metodi per l 'aggiornamento dell'insieme dei punteggi record ... 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 
Classe per la gest ione 
di un ins ieme di 
punteggi c o m e oggetti 
GameEntry. 

te un semplice ciclo for, che aggiunge una virgola per ogni elemento successivo al 
primo. Con questa rappresentazione testuale è possibile stampare lo stato dell'ar-
ray entries durante il debugging del programma, per controllare l'esito di un'ope-
razione di aggiornamento. 

• Inserimento 
Uno dei più frequenti tipi di aggiornamento dell'array entries è l'aggiunta di un 
nuovo elemento. Si supponga di voler introdurre un nuovo oggetto GameEntry e. 
In particolare si consideri il modo in cui si potrebbe ottenere la seguente operazio-
ne di aggiornamento su una istanza della classe Scores: 

add(e): Inserisce il nuovo elemento di gioco e nell'insieme dei pun-
teggi record. Se l'insieme è pieno, allora e viene aggiunto 
solo se il punteggio è maggiore del più basso punteggio re-
cord già presente nell'insieme e, in tal caso, e sostituisce la 
entry con il più basso punteggio. 

La principale difficoltà per implementare questa operazione consiste nel preve-
dere la posizione in cui e dovrebbe essere collocato tra gli elementi dell'array e, di 
conseguenza, creare uno spazio libero per e. 

• Visualizzazione dell'inserimento di un elemento di gioco 
Per visualizzare il processo di inserimento, si immagini di voler memorizzare nel-
l'array dei telecomandi che rappresentano i riferimenti agli oggetti non nulli 



FIGURA 3 . 2 
Fase di preparazione 
per l'inserimento 
di un nuovo oggetto 
GameEntry nell'array 
entrles. Per creare 
spazio per un nuovo 
riferimento, occorre 
spostare di una cella 
a destra tutti 
i riferimenti agli 
elementi di gioco 
con punteggio 
inferiore. 

Anna 660 Jack 510 

(GameEntry), elencati da sinistra verso destra da quello con punteggio più alto a 
quello con punteggio più basso. 

Dato un nuovo elemento di gioco, e, occorre prevedere la sua collocazione. Si 
potrebbe iniziare la ricerca dalla fine dell'array entries. Nel caso in cui l'ultimo rife-
rimento non sia un elemento nuli e il suo valore sia maggiore del valore di e, allora 
la ricerca si arresta immediatamente. In questo caso, infatti, e non è un punteggio 
record e quindi non deve essere inserito nell'array entries. In caso contrario e deve 
essere inserito nell'array entries, mentre l'ultimo elemento deve essere cancellato. 
Quindi si passa a considerare il penultimo elemento dell'array. Se tale riferimento è 
un riferimento nuli o se esso punta a un oggetto GameEntry il cui valore è inferio-
re a quello di e, questo riferimento deve essere spostato di una cella a destra nell'ar-
ray entries. Inoltre, se questo riferimento è spostato, occorre ripetere il confronto 
con il successivo elemento fino a raggiungere l'inizio dell'array entries. Si continua 
confrontando e spostando gli elementi dell'array finché si raggiunge l'inizio dell'ar-
ray entries o si confronta il punteggio di e con un punteggio maggiore. In ogni caso 
è individuato il posto in cui e dovrà essere collocato (Figura 3.2). 

Appena individuato il posto dell'array entries in cui riporre il nuovo elemento 
di gioco e, in questa posizione è aggiunto un riferimento a e. In altre parole, richia-
mando la rappresentazione dei riferimenti agli oggetti come dei telecomandi, si ag-
giungerà un telecomando progettato specificamente per e in questa posizione del-
l'array entries (Figura 3.3). 

I dettagli dell'algoritmo utilizzato per aggiungere un nuovo elemento di gioco e 
all'array entries sono simili alla precedente discussione informale; nel Frammento 
di codice 3.3 è fornito il corrispondente codice Java. Il numero di ripetizioni del ci-
clo dipende dal numero dei riferimenti da spostare per creare spazio per un riferi-
mento a un nuovo elemento di gioco. Se vi sono 0,1, o pochi riferimenti da spostare, 
allora il metodo add risulta piuttosto rapido. Se il numero di elementi da spostare è 
elevato, allora questo metodo risulta abbastanza lento. Si noti anche che, se viene 
effettuata una operazione di add quando l'array è pieno, allora si deve rimuovere il 
riferimento all'attuale ultimo elemento di gioco o si otterrà un fallimento nell'ag-
giungere un riferimento a un nuovo elemento di gioco e. 



F I G U R A 3 . 3 
Aggiunta di un 
riferimento a un 
oggetto GameEntry 
all'array entries. 
In questo caso il 
riferimento va inserito 
all'indice 2, dopo aver 
spostato a destra di 
una posizione tutti 
i riferimenti a oggetti 
GameEntries con 
punteggio inferiore 
rispetto a quello 
nuovo. 

• Cancellazione di un oggetto 
Si supponga che un utente del videogioco ottenga un punteggio record e inserisca 
quindi il proprio nominativo nella lista dei punteggi record. In tal caso potrebbe es-
sere utile un metodo per rimuovere una entry di gioco dalla lista dei record. In che 
modo si può rimuovere un riferimento a un oggetto GameEntry dagli elementi del-
l'array? Si consideri quindi come si potrebbe implementare la seguente operazione: 

remove(i): Rimuove e restituisce la entry di gioco e all'indice i nell'ar-
ray entries. Se l'indice i è fuori dei limiti di entries, allora 
questo metodo lancia un'eccezione; altrimenti entries sarà 
aggiornato rimuovendo l'oggetto all'indice z, e spostando 
tutti gli oggetti memorizzati con indice maggiore di i in 
modo da riempire la posizione resasi vacante. 

/** Aggiunta di un nuovo punteggio (se sufficientemente alto) all'insieme 
* degli elementi. */ 

public void add(GameEntry e) { 
int newScore = e.getScoreO; 
/ / i l nuovo elemento è davvero un punteggio record? 
if (numEntries == maxEntries) { / / l'array è pieno 

if (newScore <= entries [numEntries - l].getScore()) 
return; / / il nuovo elemento, e, non è un punteggio record 

} 
else / / l'array non è pieno 

numEntries++; 
/ / localizza la posizione in cui riporre il nuovo punteggio record 
int i = numEntries - 1 ; 
for ( ; (i >= 1) &?&? (newScore > entries[i - l].getScore()); i—) 

entries[i] = entries[i - 1]; / / sposta l'elemento i a destra 
entries[i] = e; / / aggiunge il nuovo punteggio all'array entries 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 3 
Codice Java per 
l'inserimento 
dell'oggetto 
GameEntry. 



F I G U R A 3 . 4 
Una illustrazione della 
rimozione dell'indice 3 
in un array che 
memorizza riferimenti 
di oggetti di tipo 
GameEntry. 

L'implementazione dell'algoritmo per la cancellazione risulta molto simile all'algo-
ritmo per l'aggiunta di elementi in ordine inverso. Anche in tal caso è possibile visualiz-
zare l'array entries come un array di telecomandi che puntano all'oggetto GameEntry. 
Per rimuovere il riferimento all'oggetto di indice i, si partirà dall'indice i e si sposteran-
no di una cella a sinistra tutti i riferimenti agli indici maggiori di i (Figura 3.4). 

• Alcune osservazioni circa la cancellazione degli elementi 
I dettagli dell'operazione di cancellazione sono assai minuziosi. In primo luogo, per 
rimuovere e restituire la entry di gioco e posizionata nell'elemento di indice i nel-
l'array assegnato, occorre aver prima salvato e in una variabile temporanea. Questa 
variabile sarà utilizzata per restituire e una volta eseguita la cancellazione. In secon-
do luogo, spostando di una posizione a sinistra tutte le celle con riferimento mag-
giore di i, non si deve arrivare fino alla fine dell'array ma occorre fermarsi al penul-
timo. L'ultimo riferimento, infatti, non ha nessun elemento alla propria destra (e 
quindi non vi è alcun riferimento da spostare nell'ultimo posto dell'array entries). 
L'ultimo riferimento nell'array entries può essere semplicemente annullato. E pos-
sibile concludere restituendo un riferimento alla entry rimossa (che non avrà più un 
riferimento a esso nell'array entries (si veda il Frammento di codice 3.4). 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 4 
Codice Java per 
effettuare l'operazione 
di cancellazione. 

/** Cancella e restituisce l'elemento record di indice i. */ 
public GameEntry removeflnt i) throws IndexOutOfBoundsException { 

if ((i < 0) Il (i >= numEntries)) 
throw new IndexOutOfBoundsExceptionC " Invalid index: " + i); 

GameEntry temp = entries[i]; / / salvataggio temporaneo dell'oggetto 
/ / d a rimuovere 

for (int j = i; j < numEntries - 1; j++) / / conteggio da i 
entrieslj] = entries[j+l]; / / sposta una cella a sinistra 

entries [numEntries - 1 ] = nuli; / / annulla l'ultimo punteggio 
numEntries—; 
return temp; / / restituisce l'oggetto cancellato 



Questi metodi di aggiunta e cancellazione in un array di punteggi record risulta-
no semplici. Tuttavia essi costituiscono la base delle tecniche ripetutamente impie-
gate per la realizzazione di strutture dati più sofisticate. È ovvio che queste struttu-
re dati possono essere più generali della precedente struttura di array e di solito sa-
ranno corredate da molte altre operazioni oltre all'inserimento e cancellazione di 
un elemento. Questo studio in concreto degli array è un importante punto di par-
tenza per la comprensione di altre strutture dati, perché ciascuna struttura dati do-
vrà essere realizzata mediante una struttura concreta come ad esempio gli array. 

Nel seguito di questo libro sarà esaminata la classe JavaCollections ArrayList, 
che di fatto realizza una struttura dati molto più generale di quella finora analizzata. 
La struttura ArrayList possiede un insieme di metodi che effettuano molte delle 
operazioni che si desidera realizzare su un array, ma che trattano anche i casi in cui si 
debba inserire un oggetto in un array pieno. ArrayList elimina questo tipo di errore 
copiando in modo automatico tutti gli oggetti in un array di dimensioni maggiori. Il 
dettaglio di questo procedimento sarà analizzato successivamente. 

3.1.2 Ordinamento di un array 
Il precedente paragrafo riguardava il modo in cui inserire o cancellare gli oggetti di 
un array associati a un certo indice i preservando l'ordine preesistente degli oggetti. 
Nel presente paragrafo sarà illustrato un modo per ripristinare l'ordine di un array 
con oggetti inizialmente non ordinati. Questo problema è meglio noto come ordi-
namento. 

• Un semplice algoritmo di ordinamento per inserimento 
Nel Capitolo 11 saranno considerati molti algoritmi di inserimento. Questo para-
grafo si limita a un primo semplice algoritmo di ordinamento detto ordinamento 
per inserimento (insertion-sort). E presentata una specifica versione dell'algoritmo 
in cui l'input è costituito da un array di elementi confrontabili. Nei capitoli seguenti 
saranno considerati algoritmi di ordinamento più generali. 

L'ordinamento per inserimento parte dal primo elemento dell'array. Un elemen-
to da solo è di per se già ordinato. Si consideri pertanto l'elemento successivo a que-
sto. Se è minore del primo allora si effettua uno scambio. Si consideri ora il terzo ele-
mento dell'array; lo si scambia verso sinistra finché l'elemento finisce nella posizione 
corretta rispetto ai primi due elementi. Si consideri poi il quarto elemento e ancora lo 
si scambi verso sinistra finché non sarà nella posizione corretta rispetto ai primi tre 
elementi. Questo procedimento sarà ripetuto con il quinto, il sesto elemento e così 
via, finché non risulterà ordinato l'intero array. Nel Frammento di codice 3.5 è illu-
strato l'algoritmo di ordinamento per inserimento che viene ricavato dalla formaliz-
zazione della precedente discussione mediante i costrutti di programmazione. 

Questa è una buona descrizione ad alto livello dell'ordinamento per inserimen-
to. Risulta anche evidente che questo algoritmo è denominato «ordinamento per in-

Algoritmo InsertionSortCA): 
Input: Un array A di n elementi confrontabili 
Output: L'array A con gli elementi ricombinati in ordine non decrescente 
f or i < - 1 t o n - 1 do 

Inserire A[i] nel proprio posto in A[0], A[l], ..., Ali - 1]. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 5 
Descrizione ad alto 
livello dell'algoritmo 
di ordinamento per 
inserimento. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
3.6 
Descrizione di livello 
intermedio 
dell'algoritmo di 
ordinamento per 
inserimento. 

Algoritmo InsertionSort(A): 
Input: Un Array A di n elementi confrontabili 
Output: L'array A con gli elementi ricombinati in ordine non decrescente 
for i <- to n - 1 do 

{Inserire AIU nella posizione appropriata in A[0], A[l], ..., Ali - 1J1 
cur <- A[i] 
3<r- i- 1 
while J > 0 e a\j\ > cur do 

AD + 1] <- A\jl 
J*-J- 1 A[j + 1] <- cur {cur è ora nella posizione corretta) 

serimento» perché a ogni iterazione si inserisce l'elemento successivo nella parte 
ordinata dell'array che lo precede. Prima di scrivere il codice di questa descrizione 
occorre precisare alcuni dettagli sul modo in cui viene realizzata la funzione di in-
serimento. 

Effettuando una analisi più dettagliata è possibile riformulare la precedente 
descrizione in modo da nidificare due sequenze cicliche. Il ciclo più esterno con-
sidererà a turno ciascun elemento dell'array mentre il ciclo più interno sposterà 
l'elemento nella sua relativa posizione con il sottoarray ordinato di elementi alla 
sua sinistra. 

• Perfezionamento dell'ordinamento per inserimento 
Nel Frammento di codice 3.6 è descritto in modo dettagliato l'algoritmo trattato. 

Questa descrizione è molto più simile al codice definitivo poiché maggiormente 
esplicita sulla modalità di inserimento dell'elemento A[i\ nel sottoarray che precede 
lo stesso elemento. Tuttavia sussiste ancora una descrizione intorniale sulla moda-
lità di spostamento degli elementi qualora essi non siano in ordine; ma ciò non co-
stituisce una grande difficoltà. 

• Una descrizione in Java dell'ordinamento per inserimento 
Si è ora pronti per una formulazione in Java di questa semplice versione dell'algo-
ritmo di ordinamento per inserimento. Nel Frammento di codice 3.7 è illustrato il 
caso speciale in cui si suppone che A sia un array di caratteri, a. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.7 
Codice Java per 
la realizzazione 
dell'algoritmo di 
ordinamento per 
inserimento su un 
array di caratteri. 

/** Ordinamento per inserimento di un array di caratteri in ordine non 
* decrescente. */ 

public static void insertionSort(char[] a) { 
int n = a. length; 
for (int i = 1; i < n; i++) { / / indice per il secondo carattere in a 

char cut = a[i]; / / i l carattere attuale da inserire 
int j = i - 1; / / inizio del confronto con le celle a sinistra di i 
while ((j >= 0) &?&? (a[j] > cut)) / / finché a[j] risulta non ordinato 

a[j + 1] = a[j—]; / / sposta a[j] a destra e decrementa j 
a[] + l]=cur; / / questo è il posto giusto per cur 

1 
1 



cur ZZ71 
c J 

nessuno spostamento 

A J 

ZZ7] 
E J 

ZZ7 
H J 

G J 

Z37 
F J 

B C D A E H G F J 
0 1 2 3 4 5 6 7 

^ ^ nessuno spostamento 

B 
f — • • 
C D A E H G F J 

0 1 2 3 4 5 6 7 
spostamento 

B c D E H G F > 
spostamento 

inserimento 

\ ^ ^ spostamento 

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 
B C D E H G F 
0 1 2 3 4 5 6 

nessuno spostamento 

» íEfH 

0 1 2 3 

/ / / / / 
A B C D F¡ 

4 5 6 7 
nessuno spostamento 

/ / 

0 1 2 3 4 5 6 7 
spostamento 

5 
nessuno 

spostamento 

A B H 
0 1 2 3 4 5 6 7 0 

spostamento 

1 2 3 4 5 6 7 
^ ^ spostamento 

nessuno 
spostamento 

. inserimento 

A | B | C | D | E | G U— H 
0 1 2 3 4 5 6 7 

B G H 
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7 

A B C D E F G H Finito! 

0 1 2 3 4 5 6 7 

FIGURA 3 . 5 Esecuzione dell'algoritmo di ordinamento per inserimento su un array di otto caratteri. Per convenzione le parti 
in bianco dell'array denotano la parte completata (ordinata) mentre in colore sono indicati gli elementi da inserire in una 
parte ordinata dell'array. Infine sono evidenziati in bianco i caratteri a sinistra dopo la memorizzazione nella variabile cur. 
Ciascuna riga corrisponde a una iterazione del ciclo esterno e ogni copia dell'array in una riga corrisponde a una iterazione 
del ciclo interno. Ogni confronto è definito mediante un arco. Risulta pertanto evidente se il risultato del confronto genera 
o meno uno spostamento. 

In Figura 3.5 è illustrato un esempio di esecuzione dell'algoritmo di ordinamen-
to per inserimento. 

Un caso di particolare interesse riguarda la circostanza in cui l'array sia già ordi-
nato; in tal caso, il ciclo interno effettua solo un confronto determinando l'inutilità 
di uno scambio e trasferendo così il controllo al ciclo esterno. Da ciò consegue che, 
in tal caso, sarà eseguito un numero minimo di confronti. Ovviamente il caso oppo-
sto è quello in cui l'array di input sia estremamente disordinato e richieda, pertanto, 
un lavoro maggiore. In pratica, il maggior lavoro da svolgere si verifica quando l'ar-
ray di input è fornito in ordine decrescente. 

3.1.3 Metodi java.util per array e numeri casuali 
Data l'importanza degli array, Java fornisce alcuni metodi precostruiti per le ope-
razioni più comuni sugli array. Questi metodi sono metodi statici della classe 
java.util.Arrays: essi sono associati alla classe stessa e non a una particolare istanza 



© 978-88-08-07037-1 

di questa classe. Verranno subito descritti alcuni metodi mentre nei capitoli succes-
sivi sarà discusso il concetto su cui tali metodi sono basati. 

• Alcuni semplici metodi della classe j a v a . u t i l . A r r a y s 
Sono elencati di seguito alcuni semplici metodi della classe java.util.Arrays che 
non richiedono ulteriori chiarimenti: 

equals(A,B): Restituisce true se e solo se l'array A e l'arrary B sono 
uguali. Due array sono considerati uguali se hanno lo stesso 
numero di elementi e se ogni coppia di elementi corrispon-
denti nei due array sono uguali. In altre parole A e B hanno 
gli elementi disposti nello stesso ordine. 

fill(A,x): Memorizza l'elemento x in una determinata cella dell'array A. 
sort(A): Ordina l'array A sfruttando l'ordine naturale dei propri ele-

menti. 
toString(A): Restituisce una stringa che rappresenta l'array A. 

Per esempio, la chiamata del metodo toString sull'array di interi A = [4,5,2,3,5, 
7,10] potrebbe restituire la seguente stringa: 

[4, 5, 2, 3, 5, 7, 10] 
Si noti che nel precedente elenco vi è anche un algoritmo di ordinamento preco-

struito: è importante chiarire che tale algoritmo non è l'algoritmo di ordinamento 
per inserimento illustrato in precedenza, bensì è basato su un ordinamento detto 
quick-sort il cui tempo di esecuzione è più veloce dell'ordinamento per inserimen-
to. Quest'ultimo algoritmo sarà trattato nel Paragrafo 11.2. 

• Un esempio di impiego di numeri pseudocasuali 
Nel Frammento di codice 3.8 viene mostrato un programma Java breve (ma com-
pleto) che impiega i metodi precedenti. 

Il programma ArrayTest sfrutta un'altra caratteristica di Java: la capacità di ge-
nerare numeri pseudocasuali, cioè numeri statisticamente casuali (ma non realmen-
te casuali). In particolare viene fatto riferimento all'oggetto java.util.Random che 
rappresenta un generatore di numeri pseudocasuali, cioè un oggetto che ha la capa-
cità di calcolare, o generare, una sequenza di numeri statisticamente casuali. Tale 
generatore necessita di una «condizione di partenza» detta seme. La sequenza dei 
numeri generati a partire da un dato seme sarà sempre la stessa. Nel programma 
presentato si inizializza il seme all'istante di tempo attuale espresso in millisecondi 
rispetto al 1° gennaio 1970, sftuttando il metodo system. currentTimeMillis, diffe-
rente a ogni esecuzione di questo programma. Dopo aver impostato il seme risulta 
possibile generare ripetutamente un numero casuale tra 0 e 99 mediante le chiama-
te al metodo nextlnt con argomento 100. Si riporta di seguito un esempio di output 
di questo programma: 

confronto degli array prima dell'ordinamento: true 
confronto degli array dopo l'ordinamento: false 
old = [41 ,38 ,48 ,12 ,28 ,46 ,33 ,19 ,10 ,58 ] 
num = [10 ,12 ,19 ,28 ,33 ,38 ,41 ,46 ,48 ,58 ] 



import java.util. Arrays; 
import java.util.Random; 
/** Programma che mostra un uso dell'array. */ 
public class ArrayTest { 

public static void main(String[] args) { 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.8 
Programma di prova 
ArrayTest che impiega 
alcuni metodi 
precostruiti della 
classe Arrays. 

int num[] = n e w int[10]; 
Random rand = n e w RandomQ; / / generatore di un numero 

/ / pseudocasuale 
rand. setSeedCSystem. currentTimeMillisC )) ; 

/ / s i ricorre all'orologio per la generazione del seme 
/ / s i riempie l'array num con numeri pseudocasuali da 0 a 99 

for (int i = 0; i < num.length; i++) 
num[i] = rand.nextlnt(lOO); / / il numero pseudocasuale successivo 

int[] old = (int[D num.cloneO; / / clonazione dell'array num 
System.out.printlnC" confronto degli array prima dell'ordinamento: " 

+ Arrays.equalsCold,num)); 
Arrays.sort(num); / / ordinamento dell'array num (old è invariato) 
System.out.printlnC confronto degli array dopo l'ordinamento: " 

+ Arrays.equals(old,num)); 
System.out.println("old = " + Arrays. toString(old)); 
System.out.printlnC'num = " + Arrays.toString(num)); 

È ovvio che sussiste una piccola probabilità che gli array old e num restino co-
munque uguali anche dopo l'ordinamento di num (e ciò si verifica se num risulta 
ordinato prima della clonazione); comunque la possibilità statistica che ciò avvenga 
è inferiore a una su quattro milioni. 

3.1.4 Un semplice sistema crittografico mediante stringhe 
e array di caratteri 
Una delle applicazioni basilari degli array consiste nella rappresentazione delle 
stringhe di caratteri poiché l'oggetto di tipo stringa è spesso memorizzato in un ar-
ray di caratteri. Anche se le stringhe possono essere rappresentate in altri modi, 
sussiste una relazione naturale molto forte tra le stringhe e gli array di caratteri; 
entrambe le rappresentazioni utilizzano degli indici per fare riferimento ai propri 
caratteri. A causa di questa relazione Java semplifica la creazione di oggetti strin-
ga da array di caratteri e viceversa. In particolare, per creare un oggetto della clas-
se String da un array A di caratteri, si utilizzerà semplicemente la seguente 
espressione: 

Quindi uno dei costruttori per la classe String prende un array di caratteri come 
proprio argomento e restituisce una stringa con gli stessi caratteri nello stesso ordi-
ne dell'array. Per esempio, partendo dall'array A = [a,c,a,t] si otterrà la stringa acat. 
Allo stesso modo, assegnata una stringa S, è possibile ottenere la rappresentazione 
di 5 mediante un array di caratteri, utilizzando la seguente espressione: 

n e w StringCA) 

S.toCharArray ( ) 



»«I 
CAPITOLO « I 
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Quindi la classe String possiede un metodo, toCharArray, che restituisce un array 
(di tipo char[]) con gli stessi caratteri di S. Per esempio, se viene effettuata una 
chiamata toCharArray sulla stringa adog, si otterrà l'array B = [a,d,o,g]. 

• Il cifrario di Cesare 
Nell'ambito della crittografìa, scienza dei messaggi segreti e delle relative applica-
zioni, risulta molto utile poter passare facilmente da una rappresentazione median-
te una stringa a un array di caratteri e viceversa. Questa disciplina studia come ef-
fettuare la cifratura', essa consiste essenzialmente nell'elaborare un messaggio, det-
to plaintext (testo comprensibile), e di convertirlo in un messaggio incomprensibile, 
detto ciphertext (testo cifrato). Ovviamente questa disciplina studia anche la corri-
spondente modalità per effettuare la decifratura, che parte da un testo cifrato e lo 
riconverte nel messaggio comprensibile originario. 

A quanto risulta, il primo schema di cifratura è quello noto come cifrario di Ce-
sare (nome che deriva da Giulio Cesare), che applicò questo schema per proteggere 
importanti messaggi militari (tutti i messaggi di Cesare sono scritti ovviamente in 
latino, la qual cosa comunque li rende incomprensibili a molti). Il cifrario di Cesare 
è un semplice modo per oscurare un messaggio scritto in un linguaggio formato dal-
le parole mediante un alfabeto. 

Il cifrario di Cesare consiste nel sostituire ciascuna lettera di un messaggio con 
quella posizionata tre lettere dopo nell'alfabeto in cui è scritto il messaggio. Quindi, 
in un messaggio scritto in inglese, si sostituisce ogni A con D, ogni B con E, ogni C 
con F, e così via. Questo schema viene applicato fino alla lettera W che viene sosti-
tuita con la Z. Poi si imposterà la sostituzione in modo circolare, per cui X si sosti-
tuirà con la lettera A, Y con la lettera B e Z con la lettera C. 

• Utilizzo dei caratteri come indici dell'array 
Qualora si debbano numerare le lettere come indici, così che A sia 0, B sia 1, C sia 2 
e così via, allora si può scrivere il cifrario di Cesare come una semplice formula (ri-
cordando che l'alfabeto inglese ha 26 lettere): 

Sostituisci ciascuna lettera i con la lettera (i + 3) mod 26 
in cui mod è l'operatore di modulo, che restituisce il resto dopo avere eseguito una 
divisione intera. Questo operatore in Java è rappresentato da %, e corrisponde 
esattamente all'operatore necessario per trattare facilmente la suddetta circolarità 
dell'alfabeto. Perciò 26 mod 26 vale 0,27 mod 26 vale 1 e 28 mod 26 vale 2. L'algo-
ritmo di decifratura per il cifrario di Cesare corrisponde al processo inverso; si sosti-
tuirà ogni lettera con la lettera corrispondente a tre posti prima, imponendo la pro-
prietà di circolarità per le lettere A, B e C. 

È possibile formalizzare questo schema di sostituzione impiegando un array sia 
per la cifratura che per la decifratura. Poiché ogni carattere in Java è memorizzato 
sotto forma di un numero (il corrispondente valore Unicode) si possono utilizzare le 
lettere come indici. Per un carattere di c maiuscolo si può ad esempio interpretare lo 
stesso c come indice di un array prendendo il valore Unicode di c e sottraendo a esso 
A. Ovviamente questo schema è valido per le lettere maiuscole, per cui ci si limiterà a 
imporre che i messaggi segreti siano scritti in lettere maiuscole. Si può quindi impie-
gare un array, encrypt, che rappresenti la regola di cifratura mediante la sostituzione, 
così che encrypt[i] sia la lettera che sostituisca la lettera numero i (che è c - A per un 



D E F G H I J K L M N O P Q R s T u V w X Y z A B C 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

i 
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

Impiego di 'N' come indice 'N'-- ' A ' 

In Unicode • = 7 8 -
13 

- 6 5 Qui avviene 
la sost i tuzione di 'N' 

carattere maiuscolo c in codice Unicode). Ciò è illustrato nella Figura 3.6. Analoga-
mente, un array decrypt può rappresentare la regola di decifratura mediante sostitu-
zione, così che decrypt [i] sia la lettera che sostituisce la lettera numero i. 

Nel Frammento di codice 3.9 viene fornita una classe Java semplice e completa 
per eseguire la cifratura mediante il cifrario di Cesare. Esso impiega l'approccio 
precedente sfruttando anche le conversioni tra stringhe e array di caratteri. Una 
prova di esecuzione di questo programma fornirà il seguente output: 

Encryption order = DEFGHIJKIJtfNOPQRSTWWXYZABC 
Decryption order = XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW 
WKH HDJOH LV LQ SODB; PHHW DW MRH'V. 
THE EAGLE IS IN PLAY; MEET AT JOE'S. 

F I G U R A 3 . 6 
Esempio di uso 
di caratteri maiuscoli 
come indici dell'array 
per applicare la regola 
di sostituzione 
mediante il cifrario 
di Cesare. 

3.1.5 Array bidimensionali e giochi posizionali 
Molti giochi per computer, come i giochi di strategia, di simulazione o di confronto, 
impiegano un campo di gioco bidimensionale. Nei programmi dedicati a tali giochi 
posizionali occorre poter rappresentare oggetti in uno spazio bidimensionale. Un 
approccio semplice e naturale a questo problema è l'impiego di array bidimensio-
nali che sfruttano due indici, i e /, per puntare alle celle dell'array. Tradizionalmente 
il primo indice si riferisce alle righe mentre il secondo indice si riferisce alla colon-
ne. Definito un array di questo genere si può rappresentare un capo di gioco bidi-
mensionale per elaborare i dati memorizzati nelle righe e nelle colonne. 

Gli array in Java sono unidimensionali; si sfrutterà un singolo indice per accede-
re a ogni cella dell'array. Tuttavia vi è un modo per definire in Java gli array bidime-
nisonali: si possono creare array bidimensionali definendo un array di array. Si può 
cioè definire un array bidimensionale ipotizzando che ogni cella dell'array definisca 
essa stessa un altro array. Spesso un array bidimensionale è comunemente definito 
matrice. In Java un array bidimensionale è dichiarato nel modo seguente: 

int[][] Y = new int[8][10]; 
Questa espressione definisce Y come un «array di array» bidimensionale con di-
mensioni 8 x 10, cioè di 8 righe e 10 colonne. In altre parole Y è un array di lunghez-
za 8 tale che ciascun elemento di Y è un array di interi di lunghezza 10 (Figura 3.7). 
Il seguente esempio potrebbe costituire un utilizzo valido dell'array Y e delle varia-
bili intere int 1 e j: 

Y[i] [i+1 ] = Y[i] [1] + 3; 
i = Y.length; / / i vale 8 
j = Y[4].length; / / j vale 10 
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/** La classe per la cifratura e la decifratura mediante il cifrario di Cesare. */ 
public class Caesar { 

public static f inal int ALPHASIZE = 26; / / Alfabeto inglese (solo lettere 
/ / maiuscole) 

public static f inal char[] alpha = {'A'.'B'.'C'.'D'.'E'.'F'.'G'.'H', T , 
'J','K','L','M', * N 7 0 7 P 7 Q 7 R 7 S y T 7 U 7 V 7 W 7 X 7 Y 7 Z ' | ; 
protected char[] encrypt = newchar[ALPHASIZE]; / / array di cifratura 
protected char[] decrypt = new char [ALPHASIZE]; / / array di decifratura 
/** Costruttore che inizializza gli array di cifratura e decifratura. */ 
public CaesarO { 

for (int 1=0; i<ALPHASIZE; i++) 
encrypt[i] = alpha[(i + 3) % ALPHASIZE]; / / ruota l'alfabeto di tre posti 

for (int i=0; i<ALPHASIZE; i++) 
decrypt[encrypt[i] - 'A'] = alpha[i]; / / l a decifratura è il contrario 

/ / della cifratura 
1 
/** Metodo di cifratura. */ 
public String enci ,ypt(String secret) { 

char[] mess = secret.toCharArrayO; / / il messaggio array 
for (int i=0; i<mess.length; i++) / / ciclo di cifratura 

if (Character.lsUpperCase(mess[l])) / / occorre cambiare una lettera 
messii] = encrypt[mess[i] - 'A']; / / utilizzo delle lettere come indice 

return new String(mess); 
1 
/** Metodo di decifratura. */ 
public String decrypt(String secret) { 

cbar[] mess = secret.toCharArrayO; / / i l messaggio array 
for (int 1=0; i<mess.length; i++) / / ciclo di decifratura 

if (Character.isUpperCase(mess[i])) / / occorre cambiare ima lettera 
messii] = decrypt[mess[i] - 'A']; / / utilizzo delle lettere come indice 

return new Strmg(mess); 
) 
/** Semplice metodo principale per provare il cifrario di Cesare. */ 

public static void maln(String[ ] args) ( 
Caesar cipher = new CaesarO; / / crea un oggetto cifrato mediante 

/ / cifrario di Cesare 
System, out. println( "Encryption order = " + new String(cipher. encrypt)); 
System.out.println( "Decryption order = " + new String(cipher. decrypt)); 
String secret = "THE EAGLE IS IN PLAY; MEET AT JOE'S. "; 
secret = cipher.encrypt(secret); 
System.out.println(secret); / / il messaggio cifrato 
secret = cipher, decrypt(secret); 
System.out.println(secret); / / dovebbe essere ancora comprensibile 

1 

F R A M M E N T O DI CODICE 3 . 9 Una classe Java semplice e completa per il cifrario di Cesare. 



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 22 18 709 5 33 10 4 56 82 440 

1 45 32 830 120 750 660 13 77 20 105 

2 4 880 45 66 61 28 650 7 510 67 

3 940 12 36 3 20 100 306 590 0 500 

4 50 65 42 49 88 25 70 126 83 288 

5 398 233 5 83 59 232 49 8 365 90 

6 33 58 632 87 94 5 59 204 120 829 

7 62 394 3 4 102 140 183 390 16 26 

F I G U R A 3 . 7 
Illustrazione di 
un array di interi 
bidimensionale Y, 
costituito da 8 righe 
e 10 colonne. Il valore 
di Y[3][5] è 100, 
mentre il valore 
di Y[6][2] è 632. 

Gli array bidimensionali costituiscono la base per numerose applicazioni di analisi 
numerica. Senza entrare nei dettagli, verrà analizzata una applicazione di array bi-
dimensionali per lo sviluppo di un semplice gioco posizionale. 

• Gioco del tris 
Il gioco del tris (in inglese tic-tac-toe) è un gioco conosciuto da gran parte dei bam-
bini ed è costituito da un capo di gioco tre x tre. I due giocatori (X e O) si alternano 
per disegnare il loro rispettivo simbolo nelle celle del campo di gioco e la prima 
mossa la effettua X. Un giocatore vince se riesce a disegnare il proprio simbolo in 
una intera riga o colonna o diagonale. 

Ovviamente il tris è un gioco posizionale semplice e divertente, poiché un buon 
giocatore O può sempre pareggiare la partita. Questo gioco mostra come un array 
bidimensionale possa essere sfruttato per i giochi bidimensionali. Esistono giochi 
posizionali assai più sofisticati come la dama, gli scacchi e altri giochi di simulazione 
basati tutti sul medesimo tipo di approccio, perché usano un array bidimensionale 
analogo a quello del tris (si veda l'Esercizio P-7.8). 

L'idea principale è basata sull'impiego di un array bidimensionale, board, per 
contenere il campo di gioco. Le celle di questo array memorizzano valori indican-
ti se questa cella è vuota oppure se contiene un X oppure una O. Pertanto board 
è una matrice tre x tre in cui la riga intermedia è formata dalle celle board[l][0], 
board[l][ll e board! 1][2], In particolare è possibile utilizzare la convenzione che 
le celle nell'array board siano degli interi: con 0 si indicherà la cella vuota, con 1 
si indicherà la presenza di un X e con - 1 si indicherà la presenza di una O. Que-

F I G U R A 3 . 8 
Una illustrazione 
del campo di gioco 
del tris e del 
corrispondente array 
bidimensionale 
di interi, board, 
che lo rappresenta. 



sto tipo di codifica permetterà in seguito di realizzare un semplice test per stabi-
lire se una data configurazione del campo di gioco definisca la vittoria di X op-
pure di O, poiché basterà valutare la somma dei valori di riga, di colonna o di dia-
gonale e verificare se tali somme siano pari a 3 oppure -3. Questo approccio è il-
lustrato in Figura 3.8. 

/** Simulazione del gioco del tris (senza strategia). */ 
public class TicTacToe { 

protected static f inal int X = 1, 0 = -1; / / giocatori 
protected static f inal int EMPTY = 0; / / cella vuota 
protected int board[][] = newint[3][3]; / / campo di gioco 
protected int player; / / giocatore corrente 
/** Costruttore. */ 
public TicTacToeO 1 clearBoardO; ) 
/** Clears the board. */ 
public void clearBoardO { 

for (int i = 0; i < 3; i++) 
for (int j = 0; j < 3; j++) 

board[i][j] = EMPTY; / / ogni cella dovrebbe essere vuota 
player = X; / / il primo giocatore è 'X' 

1 
/** Scrive un simbolo X oppure 0 nella posizione ij . */ 
public void putMark(int i, int j) throws IllegalArgumentException { 

if ((i < 0) Il (i > 2) Il (J < 0) Il a > 2)) 
throw new IllegalArgumentException(" posizione di board 

non valida"); 
if (board[i][j] 1= EMPTY) 

throw new ElegalArgumentException( "posizione di board occupata"); 
board[i][j] = player; / / traccia il simbolo per il giocatore corrente 
player = - player; / / cambio giocatore (si sfrutta il fatto che 0 = - X) 

1 
/** Controlla se l'attuale configurazione del campo di gioco definisce 
* la vincita per un certo giocatore. */ 

public boolean isWin(int mark) { 
return ((board[0][0] + board[0][l] + board[0][2] == mark*3) / / riga 0 

I I (board[ 1][0] + board[l][l] + board! 1][2] == mark*3) / / riga 1 
I I (board[2][0] + board[2][l] + board[2][2] == mark*3) / / riga 2 
I I (board[0][0] + board[l][0] + board[2][0] == mark*3) / / colonna 0 
I I (board[0][ll + board!UHI + board[2][l] == mark*3) / / colonna 1 
I I (board[0][2] + board[l][2] + board[2][2] == mark*3) / / colonna 2 
I I (board[0][0] + board[l][l] + board[2][2] == mark*3) / / diagonale 
I I (board[2][0] + board[l][l] + board[0][2] == mark*3)); / / diagonale 

1 
/** Restituisce il giocatore vincente oppure 0 per indicare il pareggio. */ 
public int wlnnerO { 

if (isWin(X)) 
return(X); 

Una classe Java 
semplice e completa 
per il gioco tra due 

else if (isWin(O)) 
return(O); 

else giocatori di tris. 
(Continua nel return(O); 
Frammento di codice 
3.11.) 



/** Restituisce una semplice stringa di caratteri che mostra l'attuale 
* campo di gioco. */ 

public String toStringO { 
String s = " " ; 
for (int i=0; i<3; i++) { 

for (intj=0; j<3;j++) { 
switch (board[i]0D { 
case X: s += "X"; break; 
case 0: s += "0"; break; 
case EMPTY: s += " " ; break; 
) 
if (J < 2) s += " I "; / / limite di colonna 

I 
if (i < 2) s += "\n—-An"; / / limite di riga 

I 
return s; 

1 
/** Esecuzione di un test di una semplice partita. */ 
public static void main(String[ ] args) { 

TicTacToe game = new TicTacToeO; 
/* 0 moves: */ 
game. putMark(0,2) 
game.putMark(0,0) 
game. putMark(2,1 ) 
game.putMark( 1,0) 

/* X moves: */ 
game. putMark( 1,1); 
game. putMark(2,2) ; 
game. putMark(0,1 ) ; 
game.putMarkd ,2); 
game. putMark(2,0) ; 
System.out.println(game.toString( )); 
int winningPlayer = game.wtnner(); 
if (winningPlayer 1= 0) 

System.out.printlnCwtnningPlayer + "ha vinto"); 
else 

System.out.printlnC " Pareggio " ); 

Nei Frammenti di codice 3.10 e 3.11 si fornisce una classe Java completa per la 
gestione di un capo di gioco del tris per due giocatori. Nella Figura 3.9 si mostra un 
esempio di output. Si noti che questo codice è utilizzabile solo per la gestione di un 
campo di gioco del tris e della registrazione delle mosse; esso non elabora nessuna 
strategia né permette di giocare contro il computer. Questo programma potrebbe 
costituire lo spunto per lo sviluppo di un progetto in un corso di Intelligenza Artifi-
ciale (si veda l'Esercizio P-7.8). 

3 .2 Linked list semplici 

Nei precedenti paragrafi sono state introdotte le strutture dati array e alcune appli-
cazioni relative. Gli array sono definibili come strutture semplici per contenere og-
getti in un ordine assegnato ma essi presentano l'inconveniente di non essere molto 
flessibili poiché la dimensione N dell'array deve essere fissata a priori. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 1 1 
Una classe Java 
semplice e completa 
per il gioco tra due 
giocatori di tris. 
(Continuazione del 
Frammento di fodice 
3.10.) 

01X10 

0 IXIX 

X I 0 I X 
Pareggio 

F I G U R A 3 . 9 
Un semplice output 
per il gioco del tris. 
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F I G U R A 3 . 1 0 Esempio di una linked list semplice i cui elementi sono stringhe che indicano i codici 
degli aeroporti. Il puntatore next relativo a ciascun nodo è mostrato come feccia. L'oggetto nuli 
è rappresentato con un 0 . 

Per implementare queste strutture dati esistono dei modi alternativi che non 
presentano tale inconveniente. In questo paragrafo viene approfondita un'impor-
tante implementazione alternativa che viene definita linked list semplice. 

Nella sua forma più elementare una linked list è una raccolta di nodi che tutti 
insieme formano un ordinamento lineare. Ogni nodo è un oggetto complesso che a 
sua volta immagazzina due oggetti: un riferimento a un elemento e un riferimento a 
un nodo successivo, detto next o elemento prossimo (Figura 3.10). 

Potrebbe sembrare quasi un circolo vizioso il fatto di avere in un nodo il riferi-
mento a un altro nodo; un siffatto schema funziona però perfettamente. Il riferimento 
next all'interno di un nodo può essere visto come un link o un puntatore a un altro 
nodo. Analogamente, questo particolare modo di procedere da un nodo all'altro se-
guendo il riferimento next è noto con il nome di salto di link (link hopping) oppure 
salto di puntatore (pointer hopping). Il primo e ultimo nodo di una linked list sono 
comunemente conosciuti rispettivamente come inizio o testa (head) e fine o coda 
(tail) della lista. La coda è il nodo il cui riferimento next è uguale a nuli, cioè la termi-
nazione della lista. Una linked list così definita viene chiamata linked list semplice. 

Come un array, la linked list semplice conserva gli elementi in un certo ordine. 
Tale ordine è determinato dalla sequenza dei link next che si dirige da ciascun nodo 
verso il suo successore nella lista. Contrariamente a un array, la linked list semplice 
non è vincolata a una dimensione fissa prestabilita e può occupare uno spazio pro-
porzionale al numero dei suoi elementi. Per ragioni intuitive non occorre pertanto 
utilizzare indici numerici per i nodi di una linked list e, quindi, esaminando un nodo 
assegnato, non è possibile stabilirne la sua posizione, cioè se esso sia il secondo, il 
quinto oppure il ventesimo nodo della lista. 

• Implementazione di una linked list semplice 
Nel Frammento di codice 3.12 viene definita la classe Node per implementare una 
linked list semplice; in esso viene definito il tipo di oggetto memorizzato nel nodo, 
assumendo che gli elementi siano stringhe di caratteri. Nel Capitolo 5 si descriverà 
il modo in cui definire i nodi per contenere elementi di tipo generico. A partire dal-
la classe Node si può definire la classe SLinkedList, mostrata nel Frammento di co-
dice 3.13, che definisce la corrente linked list. Questa classe prende un riferimento 
al nodo di testa (head) e una variabile che conteggia il numero totale di nodi. 

3.2.1 Inserimento in una linked list semplice 
Quanto si usa una linked list semplice, si può facilmente inserire un elemento al-
l'inizio della lista, così come mostrato nella Figura 3.11 e nel Frammento di codice 
3.14. L'idea principale consiste nel creare un nodo, impostare il suo link al nodo suc-
cessivo in modo da puntare all'oggetto referenziato dalla testa (head), e successiva-



/** Nodo di una linked list semplice di stringhe. */ 
public class Node { 

private String element; / / gli elementi sono stringhe di caratteri 
private Node next; 
/** Crea un nodo con un dato elemento e il nodo successivo. */ 
public NodeCString s, Node n) { 

element = s; 
next = n; 

} 
/** Restituisce l'elemento del nodo corrente. */ 
public String getElementO { return element; ) 
/** Restituisce il nodo successivo a quello corrente. */ 
public Node getNextO { return next; } 
/ / Metodi modificatori: 
/** Imposta l'elemento del nodo corrente. */ 
public void setElementCString newElem) { element = newElem; } 
/** Imposta il nodo successivo a quello corrente. */ 
public void setNextCNode newNext) { next = newNext; ) 

/** Linked list semplice. */ 
public class SLinkedList { 

protected Node head; / / nodo di testa della Usta 
protected long size; / / numero di nodi nella lista 
/** Costruttore di default che crea ima lista vuota. */ 
public SLinkedListO { 

head = nuli; 
size = 0; 

1 
/ / ... in questa parte vengono definiti i metodi di aggiornamento 
/ / e di ricerca ... 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 1 2 
Implementazione di 
un nodo di una linked 
list semplice. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 1 3 
Implementazione 
parziale della classe 
per una linked list 
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F I G U R A 3 . 1 1 
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(b) creazione di un 
nuovo nodo; (c) dopo 
l'inserimento. 



Algoritmo addFirst(v): 
v.setNext(head) {imposta v a puntare al vecchio nodo di testa) 
head <- v {imposta la variabile head a puntare al nuovo nodo) 
size size + 1 {incrementa il contatore dei nodi) 

F R A M M E N T O DI CODICE 3 . 1 4 Inserimento di un nuovo nodo v all'inizio di una linked list semplice. 
Si noti che questo metodo funziona anche quando la lista è vuota. Si noti anche che si imposta 
il puntatore al nodo successivo per il nuovo nodo v prima di impostare la variabile head a puntare 
al nodo v. 

mente impostare la testa della lista (head) in modo da puntare al nuovo nodo appe-
na introdotto. 

• Inserimento di un elemento alla fine di una linked list semplice 
Si può anche inserire un elemento alla fine della lista, facendo attenzione a mante-
nere un riferimento al nodo finale, come mostrato in Figura 3.12. In questo caso si 
crea un nuovo nodo, si impone che il suo riferimento all'elemento successivo punti 
all'oggetto nuli, si imposta il riferimento next della fine della vecchia lista in modo 
che punti a questo nuovo oggetto e poi si assegna il riferimento fine a questo nuovo 
nodo. Nel Frammento di codice 3.15 viene illustrato il relativo dettaglio. 

Algoritmo addLast(v): 
v.setNext(null) {si imposta il nuovo nodo v a puntare all'oggetto nuli) 
tail.setNext(v) {si imposta il vecchio nodo di coda (tail) a puntare al nuovo 

nodo) 
tail v {si imposta la variabile tail a puntare al nuovo nodo) 
size <— size + 1 {incrementa il contatore dei nodi) 

F R A M M E N T O DI CODICE 3 . 1 5 Inserimento di un nuovo nodo alla fine di una linked list semplice. 
Questo metodo funziona correttamente anche quando la lista è vuota. Si noti che l'impostazione 
al prossimo elemento per il nodo di coda avviene dopo aver impostato la variabile tali a puntare 
al nuovo nodo. 

F I G U R A 3 . 1 2 
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elemento alla fine 
di una linked list 
semplice: (a) prima 
dell'inserimento; 
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nuovo nodo; (c) dopo 
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h e a d 

LAX MSP ATL BOS LAX MSP ATL BOS - 0 
head (a) 

1 1 
LAX | i i 

head 

MSP ATL BOS MSP ATL BOS • 0 
(b) 

MSP ATL BOS MSP ATL BOS • 0 
(c) 

F I G U R A 3 . 1 3 
Rimozione di un 
elemento dalla testa 
di una linked list 
semplice: (a) prima 
della rimozione; 
(b) «scollegamento» 
del nodo di testa; 
(c) dopo la rimozione. 

3.2.2 Rimozione di un elemento in una linked list semplice 
L'operazione inversa dell'inserimento di un nuovo elemento all'inizio di una linked 
list corrisponde alla rimozione di un elemento dalla testa (head). Questa operazione 
è illustrata in Figura 3.13 e il relativo dettaglio è fornito nel Frammento di codice 3.16. 

Sfortunatamente non è facile cancellare il nodo di coda (tail) di una linked list 
semplice. Anche se si possiede un riferimento diretto alla coda come ultimo elemen-
to della lista, per poter cancellare l'ultimo nodo si dovrà accedere al nodo che prece-
de l'ultimo nodo. Ovviamente non è possibile raggiungere il nodo che precede la 
coda della lista seguendo il collegamento all'elemento successivo del nodo finale 
(tail). L'unica possibilità per raggiungere tale penultimo nodo è rappresentata dal-
l'accesso al nodo iniziale (head), ricercando poi l'elemento percorrendo lista. Que-
st'ultima sequenza di salti da un nodo all'altro potrebbe richiedere un tempo elevato. 

3.3 Linked list doppie 

Nel paragrafo precedente si è accennato al problema della cancellazione di un ele-
mento dalla coda di una linked list semplice. In effetti, partendo dal nodo di testa, 
potrebbe essere richiesto molto tempo per poter rimuovere da una linked list sem-
plice un nodo diverso dalla testa. Inoltre alcune applicazioni potrebbero richiedere 

Algoritmo removeFlrst( ): 
if head = null then 

Segnala un errore: la lista è vuota. 
t «- head 
head «- head.getNextQ {si imposta head a puntare al nodo successivo 

(o a nuli)} 
t.setNext(null) {scollega il puntatore del nodo rimosso} 
size «- size - 1 (decrementa il numero dei nodi} 

F R A M M E N T O D I CODICE 
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F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 1 7 
La classe Java DNode 
che rappresenta 
un nodo di una linked 
list doppia che 
contiene una stringa 
di caratteri. 

/** Nodo di una linked list doppia di stringhe. */ 
public class DNode { 

protected String element; / / elemento stringa memorizzato in un nodo 
protected DNode next, prev; / / puntatori ai nodi successivo e precedente 
/** Costruttore che crea un nodo con campi assegnati. */ 
public DNodeCString e, DNode p, DNode n) ( 

element = e; 
prev = p; 
next = n; 
) 

/** Restituisce l'elemento del nodo corrente. */ 
public String getElement( ) ( return element; } 
/** Restituisce il nodo precedente del nodo corrente. */ 
public DNode getPrevO I return prev; } 
/** Restituisce il nodo successivo del nodo corrente. */ 
public DNode getNextO { return next; } 
/** Imposta l'elemento del nodo corrente. */ 
public void setElement(String newElem) ( element = newElem; } 
/** Imposta il nodo precedente del nodo corrente. */ 
public void setPrev(DNode newPrev) { prev = newPrev; ) 
/** Imposta il nodo successivo del nodo corrente. */ 
public void setNext(DNode newNext) { next = newNext; l 

un accesso rapido ai nodi che precedono un nodo assegnato. Per queste applicazioni 
potrebbe essere particolarmente utile concepire un modo alternativo che permetta 
di attraversare una linked list in entrambe le direzioni. 

Si definisce quindi una particolare linked list che permette l'attraversamento bi-
direzionale della stessa linked list, cioè in avanti e all'indietro. Si tratta della linked 
list doppia. Questa tipo di lista consente un'ampia gamma di operazioni di aggiorna-
mento, inclusa l'operazione di inserimento e di cancellazione da entrambi i lati e al 
centro. Un nodo in una linked list doppia memorizza una coppia di riferimenti: un 
link al nodo successivo (next) e un link al nodo precedente (prev) della linked list. 

Nel Frammento di codice 3.17 viene fornita una implementazione Java di un 
nodo di una linked list doppia in cui si assume che gli elementi siano costituiti da 
stringhe di caratteri. Nel Capitolo 5 verrà discussa la modalità che permetterà di de-
finire nodi per tipi di elementi generici. 

Per rendere più agevole la programmazione, conviene aggiungere dei nodi spe-
ciali a entrambi gli estremi della lista; un nodo iniziale (header) subito prima del 
nodo iniziale della lista e un nodo finale (trailer) subito dopo l'ultimo nodo della li-
sta. Questi nodi fittizi (dummy) o sentinelle non servono per memorizzare alcun 
elemento. Il nodo header ha un riferimento next valido ma un riferimento prev 
nullo, mentre il trailer ha un riferimento prev valido ma un riferimento next nullo. 
Una linked list doppia con tali nodi fittizi è mostrata in Figura 3.14. Si noti che sa-
rebbe necessario che un elemento di una linked list contenesse semplicemente i ri-
ferimenti a queste due sentinelle e un contatore per la grandezza (size), che conteg-
gi il numero di elementi della lista (escluse le sentinelle). 

L'inserimento e l'estrazione di elementi in entrambi gli estremi di una linked list 
doppia sono semplici da elaborare. In realtà i link prev risolvono il problema del-



prev prev prev prev 

FIGURA 3 . 1 4 Una linked list doppia con sentinelle, header e trailer, che evidenziano gli estremi 
della lista. In una lista vuota queste due sentinelle puntano una all'altra. Non sono mostrati il link 
prev nullo per l'header e il link next nullo per il trailer. 

F I G U R A 3 . 1 5 
Rimozione di un nodo 
dalla fine di una 
doppia linked list 
con sentinelle header 
e trailer: (a) prima 
della cancellazione 
della coda; 
(b) cancellazione 
della coda; (c) dopo 
la cancellazione. 

l'attraversamento della lista per poter raggiungere i nodi che immediatamente pre-
cedono il nodo finale. Nella Figura 3.15 viene illustrata l'operazione di cancellazio-
ne del nodo di coda da una linked list e nel Frammento di codice 3.18 viene fornito 
il codice relativo. 

Analogamente, in Figura 3.16 e nel Frammento di codice 3.19 si mostra come sia 
possibile effettuare in modo semplice un inserimento di un nuovo elemento all'ini-
zio della lista. 

3.3.1 Inserimento intermedio in una linked list doppia 
L'utilizzo di una linked list doppia è largamente giustificato, oltre che per la cancel-
lazione dell'elemento iniziale e di quello finale, anche per la cancellazione di eie-

Algoritmo removeLastQ: 
if size = 0 then 

Segnala un errore: la lista è vuota 
v <- trailer.getPrevC) (ultimo nodo] 
u <- v.getPrevC ) {nodo prima dell'ultimo nodo} 
trailer.setPrev(u) 
u.setNext(trailer) 
v.setPrev(null) 
v.setNext(null) 
size = size - 1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 1 8 
Rimozione dell'ultimo 
nodo di una linked list 
doppia. La variabile 
size memorizza 
il numero effettivo 
di elementi presenti 
nella lista. Si noti 
che questo metodo 
funziona anche 
nel caso in cui la 
dimensione della lista 
sia uguale a uno. 



F I G U R A 3 . 1 6 
Aggiunta di un 
elemento all'inizio 
della lista: (a) durante; 
(b) dopo. 

Algoritmo addFirstO): 
w <- header.getNextO {primo nodo) 
v.setNext(w) 
v. setPrev(header) 
w.setPrev(v) 
header. setNextC v) 
size = size + 1. 

F R A M M E N T O DI CODICE 3 . 1 9 Inserimento di un nuovo nodo v all'inizio di una linked list doppia. 
La variabile size memorizza il numero attuale di elementi presenti nella lista. Si noti che questo 
metodo funziona anche nel caso in cui la lista è vuota. 

menti intermedi della lista. Se v è un certo nodo (possibilmente un header ma non 
un trailer) di una linked list doppia, risulta particolarmente semplice inserire un 
nuovo nodo z immediatamente dopo v. Specificamente, sia w il nodo successivo al 
nodo v, verranno eseguiti i seguenti passi: 
1. Si imposti il link prev di z in modo da riferirsi a v. 
2. Si imposti il link next di z in modo da riferirsi a w. 
3. Si imposti il link prev di w in modo da riferirsi a z. 
4. Si imposti il link next di v in modo da riferirsi a z. 
Questo metodo è descritto in dettaglio nel Frammento di codice 3.20 ed è illustrato 
nella Figura 3.17. Ricordando il ruolo delle sentinelle header e trailer si osservi che 
questo algoritmo agisce anche nel caso in cui v sia il nodo di coda (il nodo immedia-
tamente prima del trailer). 

F I G U R A 3 . 1 7 
Aggiunta di un nuovo 
nodo dopo il nodo che 
contiene l'elemento 
JFK: (a) creazione 
di un nuovo nodo 
con elemento BWI 
e impostazione 
dei collegamenti; 
(b) dopo l'aggiunta. 



Algoritmo addAfter(v,z): 
w « - v.getNextQ (nodo dopo v) 
z.setPrev(v) 
z.setNext(w) 
w.setPrev(z) 
v.setNext(z) 
slze <- size + 1 

{collega z al suo predecessore, v\ 
{collega z al suo successore, w) 
{collega w al suo nuovo predecessore, z( 
{collega w al suo nuovo successore, z) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 0 
L'inserimento di 
un nuovo nodo z dopo 
un dato nodo v in 
una linked list doppia. 

3.3.2 Rimozione di elementi intermedi di una linked list 
In modo analogo risulta abbastanza semplice cancellare un nodo v da un posto 
intermedio di una linked list doppia. Si accede ai nodi adiacenti al nodo v uti-
lizzando i metodi di v getPrev e getNext (questi nodi devono esistere poiché 
sono state utilizzate le sentinelle). Per cancellare il nodo v, basterà semplicemen-
te che u e w si puntino a vicenda invece di puntare a v. Questa operazione viene 
generalmente denominata come sgancio (linking out) di v. Infine si annullano 
anche i puntatori prev e next di v in modo che non si conservi più alcun riferi-
mento alla lista. Questo algoritmo è illustrato nel Frammento di codice 3.21 e 
nella Figura 3.18. 

Algoritmo remove(v): 
u <- v.getPrevO {nodo prima di v} 
w <- v.getNextO {nodo dopo v) 
w.setPrev(u) {sgancio di v) 
u.setNext(w) 
v.setPrev(mill) {annulla,mento dei campi di v\ 
v.setNext(null) 
size size - 1 {decremento del contatore dei nodi) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 1 
Rimozione di un nodo 
v in una linked list 
doppia. Questo 
metodo viene eseguito 
correttamente anche 
se v è il primo, 
l'ultimo o un nodo 
non sentinella. 

F I G U R A 3 . 1 8 
Cancellazione 
del nodo che contiene 
la stringa di caratteri 
FVD: (a) prima della 
cancellazione; 
(b) sgancio del vecchio 
nodo; (c) dopo lo 
sgancio e il recupero 
dello spazio rilasciato 
(garbage collection). 



3.3.3 Una implementazione della linked list doppia 
Nei Frammenti di codice 3.22, 3.23 e 3.24 si illustra una implementazione di una 
linked list doppia i cui nodi contengono elementi di stringhe di caratteri. 

Verranno ora evidenziati alcuni dettagli della classe DList precedente. 
• Gli oggetti della classe DNode, che memorizza elementi di tipo String, sono uti-

lizzati per tutti i nodi della lista, incluse le sentinelle header e trailer. 
• È possibile utilizzare la classe DList soltanto per una linked list doppia. Per rea-

lizzare una linked list di altri tipi di oggetti, si potrà utilizzare una dichiarazione 
generica che verrà discussa nel Capitolo 5. 

• I metodi getPrev e getNext permettono di attraversare la lista. 

/** Doppia linked list con nodi di tipo DNode contenenti stringhe. */ 
public class DList { 

protected int size; / / numero di elementi 
protected DNode header, trailer; / / sentinelle 
/** Costruttore che crea una lista vuota. */ 
public DListO { 

size = 0; 
header = new DNodeCnull, null, nuli); / / crea l'header 
trailer = new DNode(null, header, nuli); / / crea il trailer 
header. setNext(trailer); / / imposta header e trailer a puntare 

1 
/** Restituisce il numero di elementi nella lista. */ 
public int size() { return size; } 
/** Restituisce un valore che indica se la lista è vuota. */ 
public boolean IsEmptyO { return (size == 0); } 
/** Restituisce il primo nodo della lista. */ 
public DNode getFirstO throws IllegalStateException { 

if (IsEmptyO) throw new DlegalStateException( " La lista è vuota"); 
return header. getNextO; 

1 
/** Restituisce l'ultimo nodo della lista. */ 
public DNode getLast() throws IllegalStateException { 

if (IsEmptyO) throw new niegalStateException( " La lista è vuota"); 
return trailer. getPrevO; 

1 
/** Restituisce il nodo che precede il nodo v. Si verifica un errore se v 
* è l'header */ 

public DNode getPrev(DNode v) throws DlegalArgumentException { 
if (v == header) throw new niegalArgumentException 

("Non è possibile andare oltre l'header della lista"); 

/ / l'uno all'altro 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 2 
La classe Java Dlist 
per una linked list 
doppia i cui nodi sono 
oggetti della classe 
DNode (si veda il 
Frammento di codice 

/** Restituisce il nodo dopo il nodo v. Si verifica un errore se v 
* è il trailer */ 

public DNode getNext(DNode v) throws niegalArgumentException [ 

return v.getPrevO; 

if (v == trailer) throw new niegalArgumentException 3.17) che 
memorizzano stringhe 
di caratteri. (Continua 
nel Frammento di 

return v.getNextO; 
("Non è possibile andare oltre il trailer della lista"); 

codice 3.23.) 



/** Inserisce un assegnato nodo z prima del dato nodo v. Si verifica 
* un errore se v è l'header. */ 

public void addBefore(DNode v, DNode z) throws UlegalArgumentException { 
DN'ode u = getPrev(v); / / può eseguire una IllegalArgumentException 
z.setPrev(u); 
z.setNext(v) 
v.setPrev(z) 
u.setNext(z) 
size++; 

1 
/** Inserisce un dato nodo z dopo un dato nodo v. Si verifica un errore se v 
* è il trailer. */ 

public void addAfterCDNode v, DNode z) { 
DNode w = getNext(v); / / può eseguire una IllegalArgumentException 
z.setPrev(v); 
z.setNext(w); 
w.setPrev(z); 
v.setNext(z); 
size++; 

1 
/** Inserisce un nodo assegnato all'inizio della lista (head). */ 
public void addPirstCDNode v) I 

addAfter(header, v); 
1 
/** Inserisce un dato nodo alla fine della lista (tail). */ 
public void addLast(DNode v) { 

addBefore(trailer, v); 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 3 
La classe Java DList 
per una linked list 
doppia. (Continua 
nel Frammento 
di codice 3.24.) 

/** Rimuove un dato nodo v dalla lista. Si verifica un errore se v 
* è un header o un trailer. */ 

public void remove(DNode v) { 
DNode u = getPrev(v); / / può eseguire una IllegalArgumentException 
DNode w = getNext(v); / / può eseguire una IllegalArgumentException 
/ / sgancia il nodo dalla lista 
w.setPrev(u); 
u.setNext(w); 
v. setPrev(null) ; 
v. setNext(null) ; 
size—; 

1 

• I metodi h a s P r e v e hasNex t individuano i limiti della lista. 
• I metodi addFirs t e addLast aggiungono un nuovo nodo all'inizio o alla fine del-

la lista. 
• I metodi addBefore e addAf te r aggiungono un nuovo nodo prima o dopo un 

nodo esistente. 
• Se si dovesse disporre di un solo metodo di cancellazione, remove, ciò non costi-

tuirà un grave problema, poiché è possibile cancellare all'inizio o alla fine di una 
linked list doppia eseguendo rispettivamente il metodo L . remove(L.ge tF i r s tO) 
o il metodo L. remove(L.getLas tO) . 

• Il metodo toStr ing è un utile metodo sfrut tato per convertire una intera lista in 
una stringa e per effet tuare per tanto dei test e dei controlli. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 4 
Una classe per la 
linked list doppia. 
(Continuazione del 
Frammento di codice 
3.23.) 

/** Restituisce u n valore che indica se un dato nodo possiede un nodo 
* precedente. */ 

public boolean hasPrev(DNode v) { return v != header; } 
/** Restituisce un valore che indica se un dato nodo possiede un nodo 
* successivo. */ 

public boolean hasNext(DNode v) { return v 1= trailer; } 
/** Restituisce una stringa che rappresenta la lista intera. */ 
public String toStringO { 

String s = "["; 
DNode v = header. getNextO; 
while (v 1= trailer) { 

s += v.getElementC); 
v = v. getNextO; 
if (v != trailer) 

s+= ", " ; 
1 
s += "]"; 
return s; 

} 
} 

3 . 4 Linked list circolari e ordinamento su linked list 

In questo paragrafo si studieranno alcune applicazioni ed estensioni delle linked list. 

3.4.1 Linked list circolari e il gioco «papera, papera, oca» 
Il gioco «papera, papera, oca» è un gioco per bambini noto in molti paesi. Questo 
gioco può essere rappresentato mediante una variazione di una linked list che verrà 
successivamente studiata. 

Una linked list circolare è costituita dallo stesso tipo di nodi di una linked list sem-
plice; infatti ciascun nodo in una linked list circolare è dotata di un puntatore all'ele-
mento successivo e un riferimento a un elemento. La differenza sostanziale consiste 
nel fatto che nella linked list circolare non sono definiti head e tail poiché in una 
linked list circolare il puntatore dell'ultimo nodo, invece di puntare al valore nuli, 
punta al primo nodo. Pertanto non sono definiti il primo e l'ultimo nodo. L'attraversa-
mento dei nodi di una linked list circolare produrrà pertanto un ciclo ripetuto di nodi. 

Sebbene una linked list circolare non sia dotata di nodo iniziale e nodo finale, è 
necessario che vi sia un nodo speciale, definito come cursore, il cui scopo è quello di 
permettere di identificare un nodo da cui iniziare l'attraversamento della linked list 
circolare. La memorizzazione del nodo di partenza permetterà altresì di stabilire 
quando sarà compiuto un intero giro di una linked list circolare. 

Si possono quindi definire alcuni semplici metodi di aggiornamento della linked 
list circolare: 

add(v): Inserisce un nuovo nodo immediatamente dopo il cursore; 
se la lista è vuota, allora v diventerà il cursore e il suo riferi-
mento next punterà a se stesso. 

remove(): Cancella e restituisce il nodo v immediatamente dopo il cur-
sore (non il cursore stesso, a meno che esso non sia l'unico 



nodo della lista); se la lista diventa vuota, il cursore è impo-
stato a nuli. 

advance( ): Avanza il cursore al successivo nodo nella lista. 
Nel Frammento di codice 3.25 si illustra una implementazione Java di una linked 

list circolare che impiega la classe Node del Frammento di codice 3.12 e include an-
che il metodo toString per generare una stringa che rappresenti la lista medesima. 

/** Linked list circolare con nodi di tipo Node contenenti stringhe. */ 
public class CircleList { 

protected Node cursor; / / i l cursore attuale 
protected int size; / / i l numero dei nodi nella lista 
/** Costruttore che crea una lista. */ 
public CircleListO { cursor = nuli; size = 0; } 
/** Restituisce la grandezza attuale. */ 
public int size( ) ( return size; ) 
/** Restituisce il cursore. */ 
public Node getCursorO { return cursor; } 
/** Sposta il cursore in avanti. */ 
public void advanceO { cursor = cursor. getNextO; 1 
/** Aggiunge un nodo dopo il cursore. */ 
public void add(Node newNode) { 

if (cursor == nuli) { / / la lista è vuota 
newNode. setNext(newNode) ; 
cursor = newNode; 

1 
else { 

newNode. setNext(cursor. getNext( )) ; 
cursor. setNext(newNode) ; 

1 
size++; 

1 
/** Rimuove il nodo dopo il cursore. */ 
public Node removeO { 

Node oldNode = cursor.getNextO; / / il nodo deve essere rimosso 
if (oldNode == cursor) 

cursor = nuli; / / l a lista è diventata vuota 
else f 

cursor.setNext(oldNode.getNextO); / / scollega il vecchio nodo 
oldNode. setNext(null) ; 

1 
size—; 
return oldNode; 

1 
/** Restituisce la rappresentazione della lista mediante una stringa, 
* partendo dal cursore. */ 

public String toStringO { 
if (cursor == nuli) return " [ ] " ; 
String s = "[. . ." + cursor.getElementO; 
Node oldCursor = cursor; 
for (advanceO; oldCursor != cursor; advanceO) 

s += ", " + cursor.getElementO; 
return s + ". . .]"; 

1 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 5 
Una classe per 
la linked list circolare 
con nodi semplici. 



• Alcune osservazioni sulla classe CircleList 

Si possono fare alcune considerazioni sulla classe CircleList. Si tratta di un semplice 
programma che può fornire le funzionalità sufficienti per simulare un gioco di cir-
colo, come il «papera, papera, oca» che verrà di seguito illustrato. Comunque non si 
tratta di un programma completo; infatti, in particolare, se la lista circolare è vuota, 
allora l'esecuzione dei metodi advance o remove causerà un errore (quale? Si veda 
l'Esercizio R-3.5 che tratta la generazione di questa eccezione e la conseguente ne-
cessità di trattare in modo più adeguato la condizione di lista vuota). 

• «Papera, papera, oca» 
Nel gioco «papera, papera, oca» un gruppo di bambini è disposto in cerchio. Uno di 
essi è sorteggiato e chiamato «prescelto» e dovrà girare intorno al cerchio. La per-
sona che è stata prescelta dà un colpetto sulla testa di ogni bambino dicendo «pape-
ra» ogni volta, finché raggiungerà un bambino che il prescelto identifica come 
«oca». A questo punto l'«oca» e il prescelto iniziano una gara di velocità attorno al 
cerchio. Chi dei due ritorna per primo nella posizione dell'«oca» ha il diritto di re-
stare nel cerchio. Il perdente della gara è il prescelto per il successivo turno di gio-
co. Questo gioco continua finché non ci si annoia o un adulto interrompe per un 
spuntino (Figura 3.19). 

La simulazione di questo gioco costituisce un banco di prova ideale per l'appli-
cazione di una linked list circolare. I bambini possono essere rappresentati dai nodi 
della lista. La persona prescelta può essere identificata come la persona che risiede 
dopo il cursore e può essere rimossa dal cerchio per simulare la marcia intorno al 
cerchio. Si può far avanzare il cursore per ogni «papera» che il prescelto identifica, 
realizzando ciò mediante una scelta casuale. Non appena l'«oca» viene identificata, 
si può rimuovere questo nodo dalla lista; si effettua poi una scelta casuale per stabi-
lire chi dei due (tra l'«oca» e il prescelto) dovrà vincere la gara, con il conseguente 
inserimento del vincitore nella lista. Si farà quindi avanzare il cursore e il processo 
sarà ripetuto (oppure sarà terminato se quello appena svolto era l'ultimo turno). 

• Impiego di una linked list circolare per la simulazione del gioco 
«papera, papera, oca» 
Nel Frammento di codice 3.26 viene illustrato un codice Java per la simulazione del 
gioco «papera, papera, oca». 

F I G U R A 3 . 1 9 
Il gioco di «papera, 
papera, oca»: (a) scelta 
dell'«oca»; (b) gara 
di velocità tra l'«oca» 
e il prescelto per 
la conquista del posto 
dell'«oca». 



/** Simulazione del gioco "papera, papera, oca" con una linked list 
* circolare. */ 

public static void main(String[ ] args) { 
CircleList C = new CircleListO; 
int N" = 3; / / numero di iterazioni del gioco 
Node it; / / il giocatore prescelto 
Node goose; / / l'oca (goose) 
Random rand = new RandomO; 
rand.setSeed(System.currentTimeMillis()); / / come seme si usa l 'ora 

/ / corrente 
/ / I giocatori... 
Stringi] names = {"Bob","Jen","Pam","Tom","Ron","Vic","Sue","Joe"}; 
for (int i = 0; i< names.length; i++) { 

C.add(new Node(names[i], nuli)); 
C.advanceO; 

) 
for (int i = 0; i < N; i++) { / / gioca "papera, papera, oca" N volte 

System.out.println("Gioca "papera, papera, oca" per " + C.toStringO); 
it = C.removeO; 
System.out.println(it.getElement() + "è il prescelto"); 
while (rand.nextBooleanO I I rand.nextBooleanO) { / / marcia intorno 

/ / a l cerchio 
C.advanceO; / / avanza con probabilità 3 /4 
System.out.println(C.getCursor().getElement() + "è una papera. "); 

} 
goose = C.removeO; 
System.out.println(goose.getElement() + "è l'oca!"); 
if (rand.nextBooleanO) { 

System.out.println(" L'oca ha vinto! "); 
C.add(goose); / / aggiunge l'oca al vecchio posto 
C.advanceO; / / ora il cursore è sull'oca 
C.add(it); / / la persona prescelta (it) è pronta per il prossimo turno 

) 
else { 

System.out.println(" L'oca ha perso! "); 
C.add(it); / / aggiunge il prescelto al posto della papera 
C.advanceO; / / ora il cursore è sulla persona prescelta (it) 
C.add(goose); / / l'oca sarà il prescelto al prossimo turno 

} 
1 
System.out.printlnC'Il cerchio finale è: " + C.toStringO); 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.26 
Il metodo principale 
per un programma 
che usi una linked list 
circolare per la 
simulazione del gioco 
per bambini «papera, 
papera, oca». 

• Un esempio di output 
Nella Figura 3.20 è presentato un esempio di output del programma «papera, pape-
ra, oca». 

Si noti che ciascuna iterazione in questa particolare esecuzione del programma 
produce un risultato diverso dovuto alla diversa configurazione iniziale e alla scelta ca-
suale per identificare le «papere» e l'«oca». Analogamente, si avranno diversi risultati 
a seconda della vittoria nella gara tra l'«oca» e la «papera», in funzione della casualità 



F I G U R A 3 . 2 0 
Un esempio di output 
per il programma 
«papera, papera, oca». 

Gioca "papera, papera, oca" per [...Joe, Bob, Jen, Pam, Tom, Ron, Vie, 
Sue...] 

Bob è il prescelto. 
Jen è una papera. 
Pam è una papera. 
Tom è una papera. 
Ron è un'ocal 
L'oca ha vintol 
Gioca "papera, papera, oca" per [...Ron, Bob, Vie, Sue, Joe, Jen, Pam, 

Tom...] 
Bob è il prescelto. 
Vie è l'ocal 
L'oca ha vintol 
Gioca "papera, papera, oca" per [...Vie, Bob, Sue, Joe, Jen, Pam, Tom, 

Ron...] 
Bob è il prescelto. 
Sue è una papera. 
Joe è una papera. 
Jen è una papera. 
Pam è una papera. 
Tom è una papera. 
Ron è una papera. 
Vie è una papera. 
Sue è l'ocal 
L'oca ha persol 
IL cerchio finale è [...Bob, Sue, Joe, Jen, Pam, Tom, Ron, Vie...] 

della scelta. Questa esecuzione illustra una situazione in cui il nodo successivo dopo il 
prescelto è identificato immediatamente come «papera» e una situazione in cui il pre-
scelto gira tutte le volte intorno al gruppo di bambini prima dell'identificazione 
dell'«oca». Queste situazioni illustrano pertanto in modo adeguato l'idoneità dell'im-
piego della linked list circolare per la simulazione del gioco «papera, papera, oca». 

3 . 4 . 2 Ordinamento di una linked list 
Nel Frammento di codice 3.27 è illustrato l'algoritmo insertion-sort (ordinamento 
per inserimento) per una linked list doppia (Paragrafo 3.1.2), mentre nel Frammen-
to di codice 3.28 è fornita la relativa implementazione Java. 

3 . 5 Ricorsione 

Si è osservato che le ripetizioni possono essere ottenute scrivendo dei cicli, come il 
ciclo for e il ciclo while. Un'ulteriore tecnica che realizza le ripetizioni è la ricor-
sione, che si verifica quando una funzione richiama se stessa. Sono stati già studiati 
esempi di metodi che chiamano altri metodi e pertanto non dovrebbe sorprendere 
che i moderni linguaggi di programmazione, come Java, permettano che un metodo 
possa richiamare se stesso. In questo paragrafo è analizzata questa potente ed ele-
gante alternativa per la realizzazione di compiti ripetitivi. 



Algoritmo InsertionSort(L): 
Input: Una linked list doppia L di elementi confrontabili 
Output. La lista L con gli elementi riordinati in ordine non decrescente 
if L.sizeO <= 1 then 

return 
end <— L.getPlrstC) 
while end non è l'ultimo nodo in L do 

pivot <- end. getNextO 
Rimuove 11 pivot da L 
ins <- end 
while Ins non è l'inizio e l'elemento di Ins è maggiore del pivot do 

ins <- Xns.getPrevO 
Aggiungi pivot subito dopo ins In L 
if ins = end then {in tal caso si aggiunge pivot subito dopo end) 

end <- end. getNextO 

/** Insertion-sort per ima linked list doppia della classe DList. */ 
public statio void sort(DList L) ( 

if (L.sizeO <= 1) return; / / in tal caso L risulta già ordinata 
DNode pivot; / / nodo pivot 
DNode ins; / / punto di inserimento 
DNode end = L.getFirstO; / / fine dell'esecuzione 
while (end 1= L.getLastQ) { 

pivot = end.getNextO; / / si ricava il nodo pivot successivo 
L.remove(pivot); / / lo rimuove 
ins = end; / / inizia la ricerca dalla fine della lista ordinata 
while (L.hasPrev(ins) 8c8e 

inB.getElementO.compareToipivot.getElementO) > 0) 
ins = ins.getPrevO; / / spostamento a sinistra 

L.addAfter(ins,pivot); / / aggiunge il pivot dopo il punto di inserimento 
if (ins == end) / / in questo caso basta aggiungere il pivot dopo la fine 

end = end.getNextO; / / si aggiorna l'ultimo puntatore 
1 

) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.27 
Descrizione 
in pseudocodice 
ad alto livello 
dell'algoritmo 
di insertion-sort 
su di una linked list 
doppia. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.28 
Implementazione 
Java dell'algoritmo 
di insertion-sort su 
una linked list doppia 
rappresentata con la 
classe DList (si vedano 
i Frammenti di codice 
3.22,3.23 e 3.24). 

• La funzione fattoriale 
Per illustrare la ricorsione, si ricorre a un semplice esempio per il calcolo del valore 
della funzione fattoriale. Il fattoriale di un intero positivo n, denotato con n\, è defi-
nito come il prodotto degli interi da 1 a n. Se n = 0, allora ni è convenzionalmente 
definito essere uguale a 1. Più formalmente, per ogni intero n > 0, 

1 se n = 0 n\ — n • (n - 1) • (n - 2 ) ••• 3 • 2 • 1 s e « > l 
Per esempio, 5! = 5 - 4 - 3 - 2 1 = 120. Per evidenziare il nesso con i metodi, sarà 
usata la notazione factor ial(n) al posto di ni. 

La funzione fattoriale può essere formulata in modo ricorsivo. Per osservare ciò, 
si noti che: 

factorial(5) = 5 • (4 • 3 • 2 • 1) = 5 • factorial(4) 



Quindi si può esprimere factorial(5) in termini di factorial(4). In generale, per un in-
tero positivo n, si può definire factorial(n) mediante il prodotto n • factorial(n - 1). 
Ciò conduce agevolmente alla seguente definizione ricorsiva: 

factorial(n) : 1 se n = 0 
n • factorialCn - 1) se n > 0 

Questa formulazione è comune a molte definizioni ricorsive. In primo luogo, si os-
servi che essa contiene uno o più casi di base, definiti in modo diretto (cioè non ri-
corsivo) in termini di quantità fissate. In questo caso, n = 0 rappresenta il caso di 
base. La rappresentazione contiene altresì uno o più casi ricorsivi, definiti in riferi-
mento alla funzione da implementare. Si osservi altresì che in questa definizione 
non esiste alcuna circolarità, poiché ogni volta che la funzione viene chiamata, il suo 
argomento diminuisce di una unità. 

• Implementazione ricorsiva della funzione fattoriale 
Si consideri l'implementazione Java della funzione fattoriale mostrata nel Frammen-
to di codice 3.29 con il nome recursivePactorial(). Si noti che in questo caso non è 
stato necessario alcun ciclo. Le chiamate ricorsive della funzione sostituiscono i cicli. 

È possibile illustrare l'esecuzione di una funzione definita in modo ricorsivo fa-
cendo uso delle tracce di ricorsione. Ogni elemento della traccia corrisponde a una 
chiamata ricorsiva. Ogni nuova chiamata della funzione è indicata con una freccia 
verso la funzione nuovamente richiamata. Quando la funzione restituisce un valore, 
viene disegnata una freccia che rappresenta questa restituzione riportando anche il 
valore restituito. In Figura 3.21 è illustrato un esempio di questa traccia. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 2 9 
Una implementazine 
ricorsiva della 
funzione fattoriale. 

public static Int recursiveFactorial(int n) { / / funzione fattoriale ricorsiva 
if (n == 0) return 1; / / caso base 
else return n * recursiveFactorial(n - 1); / / caso ricorsivo 

1 

F I G U R A 3 . 2 1 
Traccia di ricorsione 
per la chiamata 
recursiveFactorial(4). 

. chiamata return 4*6 = 24 

reçu rs i ve Facto ri a I (4 ) 

X 
risposta finale 



Qual è il vantaggio dell'uso della ricorsione? Sebbene l'implementazione della 
ricorsione di una funzione fattoriale sia molto più semplice della corrispondente 
versione iterativa, in questo caso non sussiste un motivo che ci obblighi a preferire 
la ricorsione all'iterazione. Per certi problemi, comunque, l'implementazione ricor-
siva può risultare notevolmente più semplice e chiara da comprendere rispetto al-
l'implementazione iterativa, come nell'esempio che segue. 

• Disegno di un righello 
Un esempio più complesso dell'impiego della ricorsione riguarda il modo in cui è 
possibile tracciare le tacche di un righello inglese. Un righello inglese è frazionato in 
intervalli di un pollice e ciascun intervallo consiste in un insieme di tacche poste a un 
intervallo di 1/2 pollice e di 1/4 di pollice. Quando si dimezza la grandezza dell'inter-
vallo, diminuisce in corrispondenza anche la lunghezza della tacca (Figura 3.22). 

Ogni multiplo di 1 pollice è contrassegnato anche da un numero. La più grande 
lunghezza delle tacche è detta la lunghezza massima di tacca. Comunque, in questo 
esempio, è stata stampata una tacca per riga, senza rispettare le reali misure del pol-
lice e dei sottomultipli. 

• Disegno di un righello mediante un approccio ricorsivo 
Per disegnare il righello fin qui descritto sono utilizzate 3 funzioni. La funzione 
principale drawRulerO disegna l'intero righello. I suoi argomenti sono: il numero 
totale di pollici del righello, nlnches, e la lunghezza massima di tacca, majorLength. 
Il metodo ausiliario drawOneTickC ) disegna una singola tacca di una lunghezza as-
segnata. Potrebbe anche essere fornita una etichetta opzionale intera, stampata solo 
se non negativa. 

La parte interessante del lavoro è svolta dal metodo ricorsivo drawTieksQ, che 
disegna la sequenza di tacche entro un intervallo assegnato. Il suo unico argomento 
è la lunghezza della tacca associata a quella centrale dell'intervallo. Si consideri il 
righello da un pollice con la massima lunghezza di tacca uguale a 5, come mostrato 
in Figura 3.22(b). Ignorando le linee contenenti 0 e 1, si consideri invece come dise-

- o 0 - 0 

- 1 F I G U R A 3 . 2 2 
Tre esempi di output 
della funzione 
di tracciamento 
delle tacche di 
un righello inglese: 
(a) un righello da 
2 pollici con tacche 
più lunghe costituite 
da 4 unità; (b) un 
righello da 1 pollice, 
con tacche più lunghe 
costituite da 5 unità; 
(c) un righello da 
3 pollici con tacche 
più lunghe costituite 
da 3 unità. 

- 1 - 2 

- 3 

(b) (c) 



gnare la sequenza di tacche posizionate tra queste linee. La tacca centrale (a 1/2 
pollice) è di lunghezza 4. Si osservi che le tacche al di sopra e al di sotto di quella 
centrale sono uguali e di lunghezza 3. In generale un intervallo con tacca centrale di 
lunghezza L > 1 è composto nel seguente modo: 
• un intervallo con tacca centrale di lunghezza L - 1; 
• una singola tacca di lunghezza L\ 
• un altro intervallo con tacca centrale di lunghezza L - 1. 
Con ogni chiamata ricorsiva la lunghezza si decrementa di una unità; in tal modo il 
lavoro della singola chiamata è completato quando tale lunghezza si riduce a zero, 
assicurando così che questo processo ricorsivo sia sempre terminato. Ciò suggerisce 
un processo ricorsivo in cui il primo passo e il passo finale sono compiuti chiaman-
do ricorsivamente drawTicks(Z/ — 1). Il passo intermedio è compiuto chiamando 
drawOneTick(L). Questa formulazione ricorsiva è illustrata nel Frammento di codi-
ce 3.30. Come si è visto anche nell'esempio del fattoriale, il codice di questo esem-
pio è caratterizzato dal caso di base (in cui L = 0). In tal caso sono eseguite due 
chiamate ricorsive del metodo. 

• Illustrazione del disegno di un righello mediante una traccia di ricorsione 
L'esecuzione ricorsiva del metodo ricorsivo drawTicks definito in precedenza può 
essere visualizzata impiegando una traccia di ricorsione. 

/ / disegna una tacchetta senza etichetta 
public static void drawOneTlck(int tickLength) ( drawOneTick(tickLength, 

-1) ; 1 
/ / disegna una tacca 

public static void drawOneTick(int tickLength, int tickLabel) { 
for (int i = 0; i < tickLength; i++) 

System.out.print( "-" ); 
if (tickLabel >= 0) System.out.print( " " + tickLabel); 
System.out.print( " \n" ); 

1 
public static void drawTicks(int tickLength) { / / disegna una tacca 

/ / d i una certa lunghezza 
if (tickLength > 0) { / / si fe rma quando la lunghezza diventa 0 

drawTicks(tickLength - 1); / / ricorsivamente disegna le tacche di sinistra 
drawOneTick(tickLength); / / disegna la tacca centrale 
drawTlcks(tickLength - 1); / / ricorsivamente disegna le tacche di destra 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3.30 
Una implementazione 
ricorsiva di un metodo 
che disegna un 
righello. 

) 
public static void drawRuler(int nlnches, int majorLength) { / / disegna 

/ / i l righello 
drawOneTick(maJorLength, 0); / / disegna la tacca e l'etichetta di 0 
for (int i = 1 ; i <= nlnches; i++) 1 

drawTicks(maJorLength - 1); / / disegna le tacche per questo pollice 
drawOneTick(maJorLength, i); / / disegna la tacca e l'etichetta 

/ / della tacca i 

1 



( drawTicks(3) ) 

"—•( drawTicks(2) ) 

Output 

• ( drawTicks(l) ) 

«>—•( drawTicks(O) ) 

• drawOneTick(l) 

• — • ( drawTicks(O) ) 

• drawOneTick(2) 

• - » ( drawTicks(l) ) 

"—•( drawTicks(O) ) 

<>—• drawOneTick(l) 

• ( drawTicks(O) ) 
drawOneTick(3) 

* — ^ drawTicks(2) } 
(Il precedente schema si ripete) 
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Una traccia di 
ricorsione parziale 
per la chiamata 
drawTicks(3). Non è 
mostrato il secondo 
tipo di chiamata per 
drawTicks(2), ma essa 
è identica alla prima. 

La traccia per drawTicks è comunque più complicata dell'esempio del fattoriale 
poiché ogni istanza effettua due chiamate ricorsive. Per illustrare ciò, è mostrata la 
traccia di ricorsione in un modo che ricorda la sottolineatura di un documento (Fi-
gura 3.23). 

In questo libro saranno mostrati ancora molti altri esempi sull'utilizzo della ri-
corsione per la progettazione di algoritmi e strutture dati. 

• Altri esempi di ricorsione 
Come esposto nel paragrafo precedente, la ricorsione è un concetto con cui si defi-
nisce un metodo che effettua una chiamata a se stesso. Si definisce chiamata ricor-
siva la circostanza in cui un metodo effettua una chiamata a se stesso. Si definisce 
anche ricorsivo un metodo M che chiama un altro metodo e così via, fino ancora a 
richiamare M. 

Il principale vantaggio di un approccio ricorsivo alla progettazione di algoritmi 
risiede nel fatto che esso consente di trarre vantaggio dalla struttura ripetitiva in-
trinseca di tanti problemi. Se la descrizione algoritmica sfrutta in modo ricorsivo 
questa struttura ripetitiva, è spesso possibile evitare analisi di casi complessi e cicli 
innestati. Pertanto questo approccio genera descrizioni algoritmiche che, pur conti-
nuando a essere piuttosto efficienti, risultano anche più leggibili. 

Inoltre la ricorsione è un utile modo per definire oggetti in cui si ripete una for-
ma strutturale similare, come mostrato negli esempi seguenti. 



ESEMPIO 3.1 I moderni sistemi operativi definiscono in modo ricorsivo le direc-
tory di file-system (che sono anche talvolta denominate «cartelle»). Formalmente 
un file-system è formato da una directory di top-level, il cui contenuto è formato 
da file, e altre directory che, a loro volta, possono contenere file e altre directory, e 
così via. Le directory di base nel file-system contengono soltanto file, ma, facendo 
uso di questa definizione ricorsiva, il sistema operativo permette di annidare in-
definitamente le directory (finché sia sufficiente lo spazio nella memoria). 
ESEMPIO 3.2 Nei moderni linguaggi di programmazione gran parte della sintas-
si è definita in modo ricorsivo. Per esempio, si può definire una lista di argomen-
ti in Java utilizzando la seguente notazione: 

lista-argomenti: 
argomento 
lista-argomenti, argomento 

In altri termini, una lista di argomenti è formata o (1) da un argomento oppure 
(2) da una lista di argomenti seguita da una virgola e un argomento. Ciò significa 
che una lista di argomenti consiste in un elenco di argomenti separati da virgole. 
Analogamente si possono definire in maniera ricorsiva espressioni aritmetiche 
in termini di primitive (come variabili e costanti) ed espressioni aritmetiche. 
ESEMPIO 3.3 Esistono molti esempi di ricorsione sia in arte sia in natura. Uno 
dei più classici esempi di ricorsione presenti in arte sono le matrioske o bambole 
russe. Ogni bambola è fatta o di legno massiccio oppure è cava e contiene al suo 
interno un'altra matrioska. 

3 . 5 . 1 Ricorsione lineare 
La forma di ricorsione più semplice è la ricorsione lineare, in cui i metodi sono de-
finiti in modo tale da effettuare al più una sola chiamata ricorsiva ogni volta che 
essi sono chiamati. Questo tipo di ricorsione è utile quando bisogna risolvere un 
problema algoritmico formalizzato in termini di un primo o un ultimo elemento e di 
un insieme rimanente che conserva la stessa struttura dell'insieme originario. 

• Somma di elementi di un array mediante ricorsione 
Dato un array A di n interi, si supponga, per esempio, di voler sommare i suoi ele-
menti. Questo problema di somma si può risolvere utilizzando la ricorsione lineare, 
poiché si osserva che, se n = 1, allora la somma di tutti gli n elementi interi di A è pro-
prio uguale ad v4[0], altrimenti questa somma corrisponde a quella dei primi n - 1 in-
teri di A più l'ultimo elemento di A. In particolare, si può risolvere questo problema 
di somma mediante l'algoritmo ricorsivo descritto nel Frammento di codice 3.31. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
3 . 3 1 
Somma degli elementi 
di un array mediante 
ricorsione lineare. 

Algoritmo LinearSum(A,.n) : 
Input: Un array di interi A e un intero n > 1, tali che A abbia almeno 

n elementi 
Output: La somma dei primi n interi di A 
if n = 1 then 

return A[0] 
else 

return LinearSum (A,n - 1) + A[n - 1] 



Questo esempio illustra anche un'importante proprietà che un metodo ricorsivo 
dovrebbe sempre possedere: esso deve terminare. Ciò viene assicurato scrivendo 
un'istruzione non ricorsiva per il caso n - 1. In aggiunta a ciò, tratteremo sempre la 
chiamata ricorsiva su un valore del parametro, (n - 1), minore di quello assegnato 
(n), così che, a un certo punto, al termine della ricorsione, sia eseguita la parte non 
ricorsiva (che restituisce v4[0]). In generale un algoritmo che adotta la ricorsione li-
neare ha tipicamente la seguente forma. 
• Test per i casi di base. Si comincia con un test per un insieme di casi di base 

(dovrebbe esserne contemplato almeno uno). Questi casi di base devono essere 
individuati in modo tale che ogni possibile catena di chiamate ricorsive possa 
raggiungere eventualmente un caso di base e il trattamento di tutti i casi di base 
non deve utilizzare la ricorsione. 

• Ricorsione. Dopo aver eseguito i test per i casi di base, è successivamente ese-
guita una singola chiamata ricorsiva. Questo passo ricorsivo può richiedere la 
realizzazione di un test per decidere quale tra le tante possibili chiamate ricorsi-
ve debba essere scelta, ma potrebbe anche semplicemente scegliere di eseguire 
solo una qualsiasi di queste chiamate a ogni sua ripetizione. Inoltre ogni possibi-
le chiamata ricorsiva andrebbe definita assicurandosi che essa possa procedere 
verso un caso di base. 

• Analisi di algoritmi ricorsivi mediante tracce di ricorsione 
Un algoritmo ricorsivo può essere analizzato mediante lo strumento grafico noto 
come traccia di ricorsione. Tracce di ricorsione sono state ad esempio utilizzate per 
l'analisi e la visualizzazione della funzione fattoriale ricorsiva (Paragrafo 3.5) e ana-
logamente si impiegheranno tracce di ricorsione per gli algoritmi ricorsivi di ordina-
mento dei Paragrafi 11.1 e 11.2. 

Per illustrare una traccia ricorsiva, si crea una casella per ogni istanza del metodo e 
la si etichetta con i parametri del metodo stesso. Si rappresenta una chiamata ricorsiva 
tracciando una freccia che va dalla casella del metodo chiamante a quella del metodo 
chiamato. Per esempio nella Figura 3.24 si illustra la traccia di ricorsione dell'algorit-
mo LinearSum del Frammento di codice 3.31. In questa traccia ogni casella si etichet-
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Traccia di ricorsione 
per una esecuzione 
di LinearSum (A, n) 
con parametri 
di ingresso A = (4,3,6,2,5) 
e n = 5. 



ta con i parametri usati per effettuare questa chiamata. Ogni volta che si esegue una 
chiamata ricorsiva, si disegna una linea diretta verso la casella che rappresenta la chia-
mata ricorsiva. Questo diagramma può anche essere usato per visualizzare i passi del-
l'algoritmo, poiché questo procede dalla chiamata per n alla chiamata per n - 1, alla 
chiamata per n - 2 e così via a ritroso fino ad arrivare alla chiamata per 1. Quando ter-
mina la chiamata finale, essa restituisce il suo valore alla chiamata per 2 che aggiunge 
il suo valore e restituisce questa somma parziale alla chiamata per 3 e così via fino a 
che la chiamata per n - 1 restituisce la sua somma parziale alla chiamata per n. 

Dalla Figura 3.24 dovrebbe risultare evidente che per un array di input di lun-
ghezza n l'algoritmo LinearSum effettua n chiamate e quindi impiegherà una quan-
tità di tempo proporzionale a n poiché occorre una quantità costante di tempo per 
completare la parte non ricorsiva di ogni chiamata. Inoltre si può anche rilevare che 
lo spazio di memoria utilizzato dall'algoritmo (in aggiunta all'array A) è anch'esso 
proporzionale a n, poiché è necessario uno spazio di memoria costante per ognuna 
delle n caselle della traccia nell'istante in cui si effettua la chiamata ricorsiva finale 
(per n = 1). 

• Inversione di un array mediante ricorsione 
Si consideri il problema dell'inversione di n elementi di un array A, in modo che il 
primo elemento diventi l'ultimo, il secondo elemento diventi il penultimo e così via. 
È possibile risolvere questo problema mediante la ricorsione lineare, osservando 
che l'inversione di un array si può ottenere scambiando il primo elemento con l'ul-
timo e poi invertendo ricorsivamente i rimanenti elementi dell'array. Una descrizio-
ne dettagliata di questo algoritmo è riportata nel Frammento di codice 3.32, adot-
tando la convenzione che la prima volta in cui si chiama questo algoritmo lo si fac-
cia come InvertiArrayCA,0,n - 1). 

Si noti che, in questo algoritmo, in realtà si possono presentare due casi di base, 
cioè i = j e i > j. In entrambi i casi, inoltre, l'algoritmo termina semplicemente, poi-
ché una sequenza con zero elementi oppure con un solo elemento costituisce un 
caso banale essendo uguale alla sua sequenza inversa. Inoltre, si noti che nel passo 
ricorsivo si ha la certezza di procedere verso uno di questi due casi di base. Se « è 
dispari, si raggiungerà eventualmente il caso i = j e se n è pari, si raggiungerà even-
tualmente il caso i > j. La precedente trattazione implica immediatamente che l'al-
goritmo ricorsivo del Frammento di codice 3.32 sarà certamente terminato. 

• Definizione dei problemi per facilitare la ricorsione 
Per poter progettare un algoritmo ricorsivo che risolva un problema assegnato, 
conviene ragionare sui diversi modi in cui è possibile decomporre il problema 

Algoritmo InvertiArrayCA,ij): 
Input: Un array A e due Indici 1 e j Interi e non negativi 
Output: Un array con gli elementi di A invertiti, che iniziano con un indice 

i e terminano con un indice j 
F R A M M E N T O DI CODICE 
3.32 

if k j then 
Scambia A[i] con A[/) 
InvertiArrayCA, 1 + 1J - 1) 

Beturn 
Inversione degli 
elementi di un array 
mediante ricorsione 
lineare. 
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per definire problemi che abbiano la stessa struttura generale del problema ori-
ginario. Talvolta questo processo implica la necessità di ridefinire il problema 
originario in modo da poter agevolare la ricerca della soluzione per i sottopro-
blemi analoghi ricavati (dal problema originario assegnato). Per esempio, nel-
l'algoritmo InvertiArray sono stati aggiunti i sottoparametri i e j in modo che 
una chiamata ricorsiva, impiegata per effettuare l'inversione di una parte inter-
na dell'array A, avesse la stessa struttura (e la stessa sintassi) della chiamata usa-
ta per invertire tutto A. Quindi, invece di eseguire l'algoritmo InvertiArray(A) 
dall'inizio, si esegue Invert iArray(A,0,n - 1). In generale se dovesse risultare 
difficile individuare le strutture ripetitive necessarie per progettare un algoritmo 
ricorsivo, allora potrebbe risultare talvolta produttivo studiare il problema su un 
ridotto numero di esempi concreti in modo da poter valutare come definire i sot-
toproblemi. 

• Ricorsione di coda 
L'impiego della ricorsione può essere spesso uno strumento utile per la proget-
tazione di algoritmi definibili in modo breve ed elegante. Ma questo vantaggio, in 
realtà, comporta un determinato costo. Quando si usa un algoritmo ricorsivo per ri-
solvere un problema, bisogna impiegare alcune locazioni di memoria del computer 
che tengano traccia dello stato di ogni chiamata ricorsiva ancora attiva. Quando la 
memoria del computer è una risorsa critica, allora in qualche caso è utile riuscire a 
generare algoritmi non ricorsivi a partire da quelli ricorsivi. 

Per convertire un algoritmo ricorsivo in un algoritmo non ricorsivo si può ricor-
rere alla struttura dati stack, discussa nel Paragrafo 5.1; occorre però prestare atten-
zione poiché potrebbero verificarsi alcune circostanze in cui la suddetta conversio-
ne potrebbe essere ottenuta con maggiore semplicità ed efficienza. 

Più specificamente è possibile affermare che si può facilmente convertire algo-
ritmi con la ricorsione di coda. Si dirà che un algoritmo fa uso della ricorsione di 
coda se esso utilizza la ricorsione lineare ed effettua una chiamata ricorsiva come 
sua ultima operazione. Per esempio, l'algoritmo del Frammento di codice 3.32 im-
piega la ricorsione di coda per invertire gli elementi di un array. 

Non è comunque sufficiente che l'ultima istruzione nella definizione del me-
todo includa una chiamata ricorsiva. Affinché un metodo usi la ricorsione di coda 
occorre che la chiamata ricorsiva sia proprio l'ultima operazione che il metodo 
esegue in assoluto (ovviamente fatta eccezione per i casi di base). Per esempio 
l'algoritmo del Frammento di codice 3.31 non usa affatto una ricorsione di coda, 
anche se la sua ultima istruzione include una chiamata ricorsiva. Questa chiama-
ta ricorsiva non è in realtà l'ultima istruzione del metodo. Dopo aver ricevuto il 
valore restituito dalla chiamata ricorsiva, il metodo lo aggiunge ad A[n - 1] e re-
stituisce questa somma. In altri termini l'ultimo passo di questo algoritmo è 
un'addizione, non una chiamata ricorsiva. Quando un algoritmo utilizza una ri-
corsione di coda, si può convertire l'algoritmo ricorsivo in uno non ricorsivo ef-
fettuando delle iterazioni sulle chiamate ricorsive anziché effettuare esplicita-
mente queste chiamate ricorsive. Questo tipo di conversione è illustrato riformu-
lando il problema della inversione degli elementi di un array. Nel Frammento di 
codice 3.33, si introduce un algoritmo non ricorsivo che esegue questo compito 
effettuando delle iterazioni sulle chiamate ricorsive dell'algoritmo del Frammen-
to di codice 3.32. Inizialmente questo algoritmo viene denominato IterativeRe-
verseArray(A,0,n - 1). 
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Algoritmo IterativeReverseArray (A,iJ): 
Input: Un Array A e degli Indici interi non negativi 1 e j 
Output: Un array con gli elementi di A invertiti, che iniziano da un indice 

i e terminano per un indice j 
while i <j do 

Swap A[i] con A[/l 
i <- 1 + 1 
J ^ j - 1 

return 

3 . 5 . 2 Ricorsione binaria 
Quando un algoritmo effettua due chiamate ricorsive si dirà che esso fa uso di una 
ricorsione binaria. Queste chiamate possono, ad esempio, essere utilizzate per risol-
vere due parti simili di un dato problema, così come mostrato nel Paragrafo 3.5 per 
tracciare le tacche di un righello. Come altra applicazione di ricorsione binaria, rivi-
sitiamo il problema della somma di n elementi di un array di interi A. In questo 
caso, si possono sommare gli elementi di A: (1) sommando ricorsivamente gli ele-
menti della prima metà di A; (2) sommando ricorsivamente gli elementi della se-
conda metà di A; e (3) addizionando i due valori così ottenuti. Il Frammento di co-
dice 3.34 illustra i dettagli dell'algoritmo la cui esecuzione partirà con la chiamata 
BinarySum(A,0,n). 

Per analizzare l'algoritmo BmarySum si consideri per semplicità il caso in cui n 
sia una potenza di due. La generalizzazione per un n arbitrario verrà trattata nel-
l'Esercizio R-4.4. La Figura 3.25 illustra la traccia di ricorsione di un'esecuzione del 
metodo BinarySum(0,8). Si contrassegna ciascuna casella con i valori dei parame-
tri i e n che rappresentano rispettivamente l'indice di partenza e la lunghezza della 
sequenza di elementi che devono essere invertiti. Si noti che la direzione della frec-
cia nel tracciato va da una casella etichettata (i, ri) verso un'altra casella etichettata 
(/, ri 12) o (i + n!2, n/2). In effetti il valore del parametro n è stato dimezzato a ogni 
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Algoritmo BinarySum (A,i,n): 
Input. Un Array A e due interi J e n 
Output. La somma di n interi di A cominciando dall'indice 1 
if n = 1 then 

return A[i] 
return BinarySum(A,j',rn/2l) + BinarySum(A,j + \n/Z\ Ln/2j) 



chiamata ricorsiva. In tal modo la profondità della ricorsione, cioè il numero massi-
mo di istanze del metodo che sono attive nello stesso tempo, è 1 + log 2 «. Quindi 
l'algoritmo BinarySum occupa uno spazio aggiuntivo proporzionale a questo valo-
re. Tale circostanza costituisce un considerevole miglioramento rispetto allo spazio 
necessario per il metodo LinearSum del Frammento di codice 3.31. Tuttavia il tem-
po di esecuzione dell'algoritmo BinarySum è ancora proporzionale a «, poiché esso 
visita ogni casella in tempo costante e vi sono 2n - 1 caselle. 

• Calcolo dei numeri di Fibonacci mediante ricorsione binaria 
Consideriamo il problema di calcolare il /c-esimo numero di Fibonacci. Ricordia-
mo dal Paragrafo 2.2.3 che i numeri di Fibonacci sono ricorsivamente definiti 
come segue: 

F 0 = 0 
F ,= 1 
Fi = Fi,i + Fi_2 per i > 1 

Applicando direttamente questa definizione, l'algoritmo BinaryFib, illustrato nel 
Frammento di codice 3.35, elabora la sequenza dei numeri di Fibonacci mediante la 
ricorsione binaria. 

Sfortunatamente, nonostante la definizione di Fibonacci somigli a una ricorsione 
binaria, in questo caso l'uso di questa tecnica non è efficiente. Infatti essa, per calco-
lare il A:-esimo numero di Fibonacci, richiederebbe un numero esponenziale di chia-
mate. In particolare, supponendo che nk rappresenti il numero di chiamate effettua-
te nell'esecuzione di BmaryPib(Jc), si otterranno per nk i seguenti valori: 

« ( ) = 1 
«, = 1 
« 2 = «] + rt0+l = l + l + l = 3 
«3 = n2 + « , + 1= 3 + 1 + 1= 5 
« 4 = « 3 + « 2 + 1 = 5 + 3 + 1= 9 
« 5 = « 4 + « 3 + 1 = 9 + 5 + 1 = 15 
« 6 = « 5 + m 4 + 1 = 15 + 9 + 1 = 25 
« 7 = « 6 + « 5 + l = 25 + 15 + l = 4 1 
« 8 = « 7 + n 6 + 1 = 41 + 25 + 1 = 67 

Se si segue il modello progressivo, si nota che il numero di chiamate è maggiore del 
doppio per ogni due indici consecutivi. Perciò, « 4 è maggiore del doppio di « 2 , « 5 è 

Algoritmo BinaryFibCk): 
Input: Un intero non negativo k 
Output: Il ¿-esimo numero di Fibonacci Fk  

if k < 1 then 
return k 

else 
return BinaryFib(Jc - 1) + BinaryFibCk - 2) 
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3 . 3 6 Algoritmo LinearFibonacci(ir): 

Input: Un intero non negativo k 
Output: Una coppia di numeri di Fibonacci (Fk,Fk_ j) 
if k < 1 then 

Calcolo del fc-esimo 
numero di Fibonacci 
mediante la ricorsione 
lineare. return (k,0) 

else 
C1J) <- LinearFibonacci(ic - 1) 
return (i + j,I) 

maggiore del doppio di n3,n6è maggiore del doppio di n4,e così via. Pertanto, in ge-
nerale, nk > 2ka\ il che significa che BinaryFib(Jc) effettua un numero di chiamate 
esponenziale in k. In altri termini, l'uso della ricorsione binaria per calcolare i nu-
meri di Fibonacci è assai inefficiente. 

• Calcolo dei numeri di Fibonacci mediante ricorsione lineare 
Il problema principale del precedente approccio, basato sulla ricorsione binaria, è 
che il calcolo dei numeri di Fibonacci è in realtà un problema linearmente ricorsivo 
e pertanto non rappresenta un impiego efficace della tecnica della ricorsione bina-
ria. In altre parole, si è tentati di usare la ricorsione binaria a causa del fatto che il 
/c-esimo numero di Fibonacci Fk dipende dai due valori che lo precedono, Fk_1& 
Fk _ 2 . Ma è possibile calcolare Fk in modo molto più efficiente mediante la ricorsio-
ne lineare. Comunque, per poter introdurre la ricorsione lineare, occorre ridefinire 
il problema. Un modo per ottenere tale conversione è definire una funzione ricorsi-
va che calcoli una coppia di numeri di Fibonacci consecutivi (F k, Fk_l) adottando la 
convenzione che F_x = 0. Si può quindi usare l'algoritmo lineare ricorsivo mostrato 
nel Frammento di codice 3.36. 

L'algoritmo descritto nel Frammento di codice 3.36 mostra che, per poter calco-
lare i numeri di Fibonacci, la ricorsione lineare risulta assai più efficiente della ri-
corsione binaria. Poiché a ogni chiamata ricorsiva di LinearFibonacci l'argomento k 
diminuisce di un'unità, allora la chiamata originaria di LinearFibonacci(Jc) produce 
una serie di k - 1 ulteriori chiamate. Ciò significa che il calcolo del A>esimo numero 
di Fibonacci mediante la ricorsione lineare richiede k chiamate del metodo. Questa 
prestazione è significativamente più veloce rispetto al tempo esponenziale richiesto 
dall'algoritmo basato sulla ricorsione binaria, descritto nel Frammento di codice 
3.35. Pertanto, prima di utilizzare la ricorsione binaria, si dovrebbe tentare di suddi-
videre il problema completo in due parti (come è stato fatto per sommare gli ele-
menti di un array), oppure sarebbe meglio assicurarsi dell'effettiva necessità di 
chiamate ricorsive sovrapposte. 

Di solito si possono eliminare le sovrapposizioni di chiamate ricorsive utilizzan-
do ulteriore memoria per tenere traccia dei valori precedenti. Questo approccio è 
in effetti la parte centrale di una tecnica, detta programmazione dinamica, che è 
collegata alla ricorsione ed è trattata nel Paragrafo 12.5.2. 

3 . 5 . 3 Ricorsione multipla 
Quando un metodo può effettuare chiamate multiple ricorsive con un numero po-
tenzialmente maggiore di due è allora possibile utilizzare la ricorsione multipla, 
che può essere pertanto definita come una generalizzazione della ricorsione bina-



Algoritmo PuzzleSolve(Jc,S,U): 
Input: Un Intero k, una sequenza S e un insieme U 
Output: Un elenco di tutte le sequenze di S di lunghezza Jr che usano 

elementi di U senza ripetizioni 
for ali e e U do 

Rimuovi e da U {ora e è usato) 
Aggiungi e alla fine di S 
if Jr = 1 then 

Controlla se S è una configurazione che risolve l'enigma 
if S risolve l'enigma then 

return " Soluzione trovata: " S 
else 

PuzzleSolveCJr - 1 ,S,U): 
Rimetti e in U (ora e non è più usato) 
Rimuovi e dalla fine di S 
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ria. Una delle più comuni applicazioni di questo tipo di ricorsione è usata nel caso 
in cui si vogliano enumerare varie configurazioni per risolvere un enigma combina-
torio. Per esempio le seguenti istanze sono tutte istanze dell'enigma della somma: 

pot + pan = bib 
dog + cat = pig 
boy + girl = baby 

Un modo per risolvere un tale enigma, potrebbe essere quello di assegnare un'uni-
ca cifra (cioè 0, 1, ..., 9) a ogni lettera dell'equazione e verificare quindi l'identità 
dell'equazione ricavata. Tipicamente un tale problema si risolve per esclusione, me-
diante osservazioni dirette del particolare enigma che si vuole risolvere (cioè asse-
gnando parzialmente le cifre alle lettere) e finché è possibile si procede controllan-
do la correttezza di ogni singola assegnazione. 

Se, comunque, il numero di possibili configurazioni non è eccessivamente eleva-
to, è possibile utilizzare un computer che semplicemente enumera e testa tutte le 
singole possibilità, senza quindi dover ricorrere all'osservazione diretta. Ma un al-
goritmo di questo tipo può anche utilizzare la ricorsione multipla per esaminare le 
configurazioni in modo sistematico; nel Frammento di codice 3.37 viene mostrato lo 
pseudocodice di un algoritmo di questo tipo. Per mantenere la descrizione sufficien-
temente astratta in modo tale che possa essere poi utilizzato anche per altri enigmi, 
l'algoritmo enumera e controlla tutte le sequenze di lunghezza k senza ripetizioni 
degli elementi di un dato insieme U. Si costruiscono le sequenze di k elementi com-
piendo i seguenti passi: 
1. Generazione ricorsiva di sequenze di k - 1 elementi. 
2. Aggiunta a ognuna di queste sequenze di un elemento non ancora contenuto in 

esse. 
Durante l'esecuzione dell'algoritmo, si utilizza l'insieme U per tenere traccia degli 
elementi non contenuti nella sequenza corrente, in modo che un elemento e non è 
stato ancora usato se e solo se è un elemento di U. 

Un'altra possibile interpretazione dell'algoritmo del Frammento di codice 3.37 è 
la sua funzione di gestione dell'enumerazione di ogni possibile sottoinsieme ordina-
to di U di cardinalità k, controllando contestualmente se ogni sottoinsieme generato 
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sia anche una soluzione possibile del problema. Per gli enigmi di somma, U = (0,1, 
2,3,4,5,6,7,8,9) e per ogni posizione nella sequenza corrisponde a una determina-
ta lettera. Per esempio la prima posizione può essere assegnata a b, la seconda a o, 
la terza a y e così via. 

Nella Figura 3.26 è mostrata una traccia di ricorsione dell'esecuzione di Puzzle-
Solve(3,£>,U), in cui S è vuoto e U = (a,b,c). Durante l'esecuzione sono generate e 
controllate tutte le permutazioni di tre caratteri. Si noti che la chiamata iniziale effet-
tua tre chiamate ricorsive ognuna delle quali, a loro volta, ne effettua altre due. Se si 
fosse eseguito PuzzleSolve(3,S,U) su un insieme U formato da quattro elementi, la 
chiamata iniziale avrebbe dato luogo a quattro chiamate ricorsive ognuna delle quali 
avrebbe generato una traccia simile a quella disegnata in Figura 3.26. 

3 . 6 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
j ava .datast ructures .net 

L I V E L L O D I B A S E 

R-3.1 I metodi add e remove dei Frammenti di codice 3.3 e 3.4 non tengono trac-
cia del numero n di entry non nulle dell'array a. Invece le celle inutilizzate puntano 
all'oggetto nuli. Si mostri come è possibile modificare questi metodi per tenere 
traccia della lunghezza reale dell'array in una variabile d'istanza n. 
R-3.2 Descrivere una strategia che mediante la ricorsione inserisca tutti gli ele-
menti in un array bidimensionale di nxn numeri interi. 
R-3.3 Spiegare in che modo sia possibile modificare il programma del cifrario di 
Cesare (Frammento di codice 3.9) affinché implementi una codifica e decodifica di 
ROT13, che faccia traslare di 13 caratteri le lettere dell'alfabeto. In che modo si po-
trebbe ulteriormente semplificare il codice per ottenere una singola riga come cor-
po del metodo decrypt? 
R-3.4 Spiegare in che modo si possa modificare il programma del Frammento di 
codice 3.9 per poter implementare il cifrario di Cesare per messaggi scritti in un lin-
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guaggio basato su un alfabeto diverso da quello inglese, come quello greco, cirillico 
o ebraico. 
R-3.5 Quale eccezione viene eseguita quando i metodi advance o remove del 
Frammento di codice 3.25 sono chiamati su una lista vuota? Spiegare le modifiche 
da apportare a questi metodi per attribuire un nome più significativo alle eccezioni 
relative a questa condizione. 
R-3.6 Formulare una definizione ricorsiva della linked list semplice. 
R-3.7 Descrivere un metodo per inserire un elemento all'inizio di una linked list 
semplice. Si assuma che la lista non abbia un nodo sentinella header, ma usi una va-
riabile head per referenziare il primo nodo della lista. 
R-3.8 Scrivere un algoritmo per trovare il penultimo nodo in una linked list sem-
plice in cui l'ultimo elemento sia individuato con un riferimento next nullo. 
R-3.9 Descrivere un metodo non ricorsivo per trovare, mediante salto di link, il 
nodo centrale in una linked list doppia con sentinelle header e trailer. (Si noti che 
questo metodo deve far uso soltanto del salto di link senza utilizzare un contatore). 
Qual è il tempo di esecuzione di questo metodo? 
R - 3 . 1 0 Descrivere un algoritmo ricorsivo per trovare l'elemento massimo in un ar-
ray A di n elementi. Qual è il tempo di esecuzione e l'occupazione di memoria? 
R - 3 . 1 1 Disegnare la traccia di ricorsione per l'esecuzione del metodo ReverseAr-
ray(A,0,4) (Frammento di codice 3.32) sull'array A = {4,3,6,2,5}. 
R - 3 . 1 2 Disegnare la traccia di ricorsione per l'esecuzione del metodo PuzzleSol-
ve(3,S,E7) (Frammento di codice 3.37), dove S è vuoto e U = {a, b, c, d). 
R - 3 . 1 3 Scrivere un breve metodo Java che selezioni e cancelli ripetutamente una 
entry casuale di un array fino a svuotare l'array. 
R - 3 . 1 4 Scrivere un breve metodo Java che conteggi il numero dei nodi presenti in 
una linked list circolare. 

L I V E L L O A V A N Z A T O 

C-3.1 Scrivere un codice Java per eseguire i metodi add(e) e remove(j) per le en-
try di un gioco, memorizzate in un array a, come nei Frammento di codice 3.3 e 3.4, 
eccetto per il fatto che in questo caso le entry non sono mantenute nell'ordine di in-
serimento. Si ammetta che è ancora necessario memorizzare queste n entry in posi-
zioni corrispondenti agli indici da 0 a n - 1. Provare a implementare i metodi add e 
remove senza ricorrere a cicli e con un numero di passi indipendente da n. 
C-3.2 Sia A un array di lunghezza n >2 contenente i numeri interi da 1 a n - 1 
estremi inclusi con una sola ripetizione. Si descriva un algoritmo veloce per trovare 
l'intero ripetuto in A. 
C-3.3 Sia B un array di lunghezza n > 6 contenente i numeri interi da 1 a n - 5 
estremi inclusi con esattamente cinque ripetizioni. Descrivere un buon algoritmo 
per trovare i cinque interi ripetuti in B. 
C-3.4 Si immagini di dover progettare un gioco con un numero di giocatori n > 1000, 
numerati da 1 a n, che interagiscono in una foresta incantata. Il vincitore del gioco è 



chi riesce per primo a incontrare almeno una volta tutti gli altri giocatori (è permesso 
anche il pareggio). Ipotizzando che ci sia un metodo meet(j, j ) , chiamato ogni volta 
che il giocatore i incontra il giocatore j (con i * j), si descriva un modo che tenga trac-
cia delle coppie di giocatori che si incontrano e di chi sia il vincitore. 
C-3.5 Fornire un algoritmo ricorsivo per calcolare il prodotto di due numeri interi 
positivi, me n, utilizzando soltanto addizione e sottrazione. 
C-3.6 Descrivere un algoritmo ricorsivo veloce per invertire una linked list sempli-
ce, in modo che l'ordine dei nodi diventi opposto a quello iniziale. 
C-3.7 Fornire un algoritmo per concatenare due linked list semplici L e M, con 
sentinelle header, in una singola lista L', che contenga tutti i nodi di L, seguiti da 
tutti i nodi di M. 
C-3.8 Fornire un algoritmo per concatenare due linked list doppie L e M, con sen-
tinelle header e trailer, in una singola lista L'. 
C-3.9 Descrivere in pseudocodice lo scambio di posizione di due nodi x e y in una 
linked list semplice L, con riferimenti solo a x e y. Si ripeta questo esercizio per il 
caso in cui L è una linked list doppia. Quale di questi algoritmi richiede un tempo 
maggiore? 
C - 3 . 1 0 Descrivere in dettaglio un algoritmo per invertire una linked list semplice 
utilizzando solo una quantità costante dello spazio addizionale e senza alcuna ricor-
sione. 
C - 3 . 1 1 II gioco delle torri di Hanoi è formato da una piattaforma con tre pioli, a, b 
e c, che sporgono da essa. Sul piolo a c'è una pila di n dischi, ognuno più grande del 
successivo, in modo tale che il più piccolo si trova in cima e il più grande alla base. 
Questo gioco consiste nello spostare tutti i dischi dal piolo a al piolo c, muovendo 
un disco alla volta, in modo da non mettere mai un disco più grande su uno più pic-
colo. Si veda la Figura 3.27 nel caso di n = 4. Si descriva un algoritmo ricorsivo per 
risolvere il gioco delle Torri di Hanoi per un n di valore arbitrario. (Suggerimento: si 
consideri dapprima il sottoproblema di spostare tutti i dischi tranne lVi-esimo dal 
piolo a a un altro piolo, impiegando il terzo come «deposito temporaneo»), 
C - 3 . 1 2 Descrivere un metodo ricorsivo per convertire una stringa di cifre nei nu-
meri interi che essa rappresenta. Per esempio, " 13531 " rappresenta l'intero 13.531. 

F I G U R A 3 . 2 7 
Illustrazione 
del rompicapo 
della Torre di Hanoi. 
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C - 3 . 1 3 Descrivere un algoritmo ricorsivo per contare il numero di nodi in una 
linked list semplice. 
C - 3 . 1 4 Scrivere un programma Java ricorsivo il cui output sia l'insieme di tutti gli 
insiemi di n elementi (senza ripetizione di sottoinsiemi). 
C - 3 . 1 5 Si scriva un metodo Java sintetico e ricorsivo che ricerchi il minimo e il 
massimo valore all'interno di un array di valori di tipo int senza usare alcun ciclo. 
C - 3 . 1 6 Si descriva un metodo ricorsivo che controlli se in un array A di interi vi sia 
l'intero A[i\ che coincida con la somma di altri due interi che precedono A[i\ nel-
l'array A, e cioè A[i\ = A\j~\ + A[k\ per j, k < i. 
C - 3 . 1 7 Scrivere un programma Java sintetico e ricorsivo che riordini un array di 
valori di tipo int in modo che tutti i valori pari compaiano prima di tutti i valori di-
spari. 
C - 3 . 1 8 Scrivere un programma Java sintetico e ricorsivo che prenda un carattere 
stringa s e dia in output la stringa rovesciata. Così, ad esempio, la stringa rovesciata 
di " pots&?pans " corrisponde alla stringa " snap&stop ". 
C - 3 . 1 9 Scrivere un programma Java sintetico e ricorsivo che determini se una 
stringa 5 sia una stringa palindroma, cioè se s è uguale alla stringa rovesciata. Per 
esempio, "racecar" e "gohangasalamiimalasagnahog" sono due stringhe palin-
drome. 
C - 3 . 2 0 Utilizzare la ricorsione per scrivere un metodo Java per determinare se in 
una stringa ci sono più vocali che consonanti. 
C - 3 . 2 1 Siano L e M due linked list circolari, cioè due liste di nodi i cui nodi succes-
sivi sono non nulli. Descrivere un algoritmo sintetico per determinare se L e M 
coincidono, ma hanno un diverso punto di partenza (cursore). 
C - 3 . 2 2 Data una linked list circolare L contenente un numero pari di nodi, descri-
vere in che modo sia possibile sdoppiare L in due liste circolari distinte di lunghez-
za dimezzata. 

P R O G E T T I 

P-3.1 Scrivere un programma Java per una classe che possa addizionare e moltipli-
care degli arbitrari array bidimensionali di interi. 
P-3.2 Ripetere il progetto precedente, utilizzando tipi generici in modo che le ma-
trici coinvolte possano contenere tipi numerici arbitrari. 
P-3.3 Scrivere una classe che memorizzi i 10 punteggi migliori per un gioco, imple-
mentando i metodi add e remove del Paragrafo 3.1.1 mediante una linked list sem-
plice invece che un array. 
P-3.4 Ripetere il progetto precedente, utilizzando una linked list doppia. Inoltre 
l'implementazione del metodo remove(j) deve prevedere il minimo numero di salti 
del puntatore per il raggiungimento della ¿-esima entry del gioco. 
P-3.5 Ripetere il progetto precedente, utilizzando una linked list che sia al tempo 
stesso circolare e doppiamente collegata. 
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P-3.6 Scrivere un programma per la risoluzione di enigmi di somma, per enumera-
zione e testare tutte le possibili configurazioni. Con questo programma, risolvere i 
tre enigmi presentati nel Paragrafo 3.5.3. 
P-3.7 Scrivere un programma che codifichi e decodifichi con un'arbitraria cifra di 
sostituzione. In questo caso l'array di codifica è una combinazione casuale di lettere 
dell'alfabeto. 1\ programma deve generare un array di codifica casuale, il corrispon-
dente array di decodifica e deve utilizzare questi array per codificare e decodificare 
un messaggio. 
P-3.8 Scrivere un programma che implementi il cifrario di Cesare per messaggi in 
inglese con caratteri minuscoli e maiuscoli. 

Note al capitolo 

Le strutture dati fondamentali di array e linked list, come la ricorsione, discusse in 
questo capitolo appartengono alla tradizione informatica. Esse furono citate per la 
prima volta da Knuth nel suo testo originale sugli Algoritmi fondamentali [62], 



Strumenti per l'analisi 

4 . 1 Le sette funzioni utilizzate in questo libro 

In questo capitolo saranno sinteticamente presentate le sette funzioni più importan-
ti nell'analisi degli algoritmi. Saranno adoperate soltanto queste sette semplici fun-
zioni per quasi tutte le analisi condotte in questo libro. I paragrafi che adottano una 
funzione diversa da una di queste sette saranno evidenziati con un asterisco (*) per 
indicare che sono facoltativi. In aggiunta a queste sette funzioni fondamentali, l'Ap-
pendice A contiene una lista di ulteriori elementi di matematica che si applicano 
nel contesto dell'analisi di strutture dati ed algoritmi. 

4 . 1 . 1 La funzione costante 
La più semplice di tutte le funzioni concepibili è la funzione costante, che è la fun-
zione seguente: 

m=c 
per un valore di c fissato, come c = 5, c = 27 oppure c = 2 1 0 . Ciò significa che, per ogni 
valore dell'argomento n, la funzione costante f(n) assume il valore c. In altre parole, 
indipendentemente dal valore di n,f(n) sarà sempre uguale al valore costante c. 

Le funzioni di maggior interesse sono quelle in cui la costante è un numero in-
tero; in particolare, la più importante è g(n) = 1: questa è la tipica funzione co-
stante che viene utilizzata in questo libro. Si osservi che tutte le altre funzioni co-
stanti, f(n) = c, possono essere scritte come la costante c che moltiplica g(n). In 
pratica in questo caso f(n) = cg(n). 

Pur nella sua semplicità, la funzione costante è utile nell'analisi di un algoritmo, 
poiché caratterizza il numero di passi necessari per compiere ogni operazione ele-
mentare di un computer, come l'addizione di due numeri, l'assegnazione di un valo-
re a una variabile o il confronto tra due numeri. 

4 . 1 . 2 La funzione logaritmica 
Uno degli aspetti interessanti e talvolta perfino sorprendenti dell'analisi delle strut-
ture dati e degli algoritmi è la presenza ricorrente della funzione logaritmica: 

f(n) = ìogb n 
definita per una costante b > 1. Questa funzione è definita nel modo seguente: 
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x = log f t n se e solo se b* = n 
Per definizione log,, 1 = 0. Il valore b è chiamato base del logaritmo. 

Il calcolo accurato della funzione logaritmica per un intero n richiede l'applica-
zione della matematica computazionale; si può però accettare un'approssimazione 
che è sufficiente per applicazioni non eccessivamente precise. In particolare, si può 
facilmente valutare il più piccolo intero maggiore o uguale di loga n, poiché questo 
numero è uguale al numero di volte in cui si può dividere n per a fino a ottenere un 
numero minore o uguale di 1. 

Per esempio, il risultato di log3 27 è uguale a 3, giacché 2 7 / 3 / 3 / 3 = 1. Analoga-
mente, lo stesso calcolo applicato a log4 64 è uguale a 3, giacché 6 4 / 4 / 4 / 4 = l e que-
sta approssimazione applicata a log 212 è uguale a 4, giacché 12 / 2 / 2 / 2 / 2 = 0,75 < 1. 

Questa approssimazione applicata al logaritmo in base 2, a dire il vero, è quella 
sfruttata nell'analisi degli algoritmi, perché un'operazione comune a molti algoritmi 
è quella di dividere ripetutamente per 2 il dato in ingresso. 

In realtà, poiché i computer memorizzano dei numeri interi rappresentati in ci-
fre binarie, la base più utilizzata in informatica per la funzione logaritmica è 2. Que-
sta base è così comune che la si ometterà. In seguito, quindi, sarà sottintesa la se-
guente uguaglianza: 

log n = log2 n 
Si osservi che la maggior parte delle calcolatrici portatili hanno un tasto con la scritta 
LOG, ma questo è dedicato al calcolo dei logaritmi in base 10 e non di quelli in base 2. 

PROPOSIZIONE 4.1 (Regole dei logar i tmi) Dati quattro numeri reali a > 0, 
b > 1, c > 0 e d > 1, si ha che: 
1. log,, ac = logba + loghc 
2. log,, ale = log,, a - log,, c 
3. log,, ac = c logh a 
4. log f r a = (logr f fl)/logrf b 
5. b l°6<'fl = a l o ^ h 

Inoltre, per denotare la funzione (log n)c si adotta la notazione abbreviata 
log c n. Non saranno dimostrate identità scritte, che sono una conseguenza della 
definizione di logaritmo e di esponenziale, ma si illustreranno queste identità con 
alcuni esempi. 

ESEMPIO 4.2 Si dimostrano di seguito alcune interessanti applicazioni delle re-
gole dei logaritmi derivanti dalla Proposizione 4.1 (ritenendo valida la solita 
convenzione secondo cui la base di un logaritmo è uguale a 2 se non specificata). 
• log (In) = log 2 + log n = 1 + log n, per la regola 1 
• log (m/2) = log n - log 2 = log ri - 1 , per la regola 2 
• log n 3 = 3 log n, per la regola 3 
• log 2" = n log 2 = n • 1 = n, per la regola 3 
• log4 n = (log n)/log 4 = (log n)/2, per la regola 4 
• 2 l o g " = n ' ° e 2 = h1 = n, per la regola 5. 
Si osserva, in pratica, che la regola 4 fornisce un modo per calcolare il logaritmo 
in base 2 su una calcolatrice che ha soltanto un tasto per il logaritmo in base 10, 
LOG, perché si verifica che: 

log2 n = LOG ni LOG 2 
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4 . 1 . 3 La funzione lineare 
Un'altra funzione semplice ma importante è la funzione lineare: 

f{n) = n 
con il significato che, dato un valore n in ingresso, la funzione lineare / assume lo 
stesso valore n. 

Questa funzione è presente nell'analisi di algoritmi che eseguano ripetutamente 
una singola operazione elementare su n elementi. Per esempio, il confronto di un 
numero x a ogni elemento di un array di dimensione n richiederà n confronti. La 
funzione lineare vanta anche il miglior tempo di esecuzione che si possa sperare di 
raggiungere tra gli algoritmi applicati a un insieme di n oggetti che non sono ancora 
immagazzinati nella memoria del computer, giacché la stessa operazione di lettura 
di n oggetti richiede n operazioni. 

4 . 1 . 4 La funzione n log n 
Si discuterà ora la funzione n log n, così definita: 

f(n) = nlogn 
Questa è la funzione che fa corrispondere a un input n, il prodotto di n per il lo-
garitmo in base 2 di n. Questa funzione cresce in misura leggermente più veloce 
della funzione lineare e molto più lentamente della funzione quadratica. Perciò, 
come sarà mostrato in molti casi, se si può migliorare il tempo di esecuzione della 
soluzione di un certo problema trasformandolo da un ordine quadratico a un ordi-
ne n log n, si otterrà un algoritmo generalmente molto più veloce. 

4 . 1 . 5 La funzione quadratica 
Un'altra funzione che compare molto frequentemente nell'analisi di un algoritmo è 
la funzione quadratica: 

f(n) = n2 

il cui significato è che, dato un valore n in ingresso, la funzione/assume il valore del 
prodotto di n per se stesso (ovvero «n al quadrato»). La ragione principale per la 
quale la funzione quadratica compare nell'analisi degli algoritmi consiste nel fatto 
che esistono molti algoritmi con cicli innestati, in cui il ciclo più interno compie un 
numero n di operazioni mentre il ciclo più esterno è percorso n volte. Per questo 
motivo in tali costrutti l'algoritmo effettua n • n = n2 operazioni. 

• Cicli innestati e funzione quadratica 
La funzione quadratica può anche essere impiegata nel contesto di cicli innestati in 
cui la prima iterazione del ciclo più interno esegue una sola operazione, la seconda 
ne esegue due, la terza ne esegue tre e così via. In altre parole, il numero totale di 
operazioni eseguite in un algoritmo di questa specie è: 

1 + 2 + 3 + ... + (n - 2) + (n - 1) + n 
Questo è il numero di operazioni che saranno eseguite dal ciclo innestato se il nu-
mero di operazioni eseguite all'interno del ciclo si incrementa di un'unità per ogni 
iterazione del ciclo esterno. Questa funzione ha anche una storia interessante. 
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Nel 1787 un maestro elementare tedesco decise di tenere occupati i suoi alunni 
di 9 e 10 anni facendogli sommare tutti i numeri da 1 a 100. Però quasi subito dopo 
aver assegnato questo compito, uno dei bambini affermò di sapere la risposta! Il 
maestro era sospettoso perché lo studente aveva solo scritto la risposta sulla sua la-
vagnetta, senza svolgere alcun calcolo. Ma la risposta era corretta: 5.050. Quello stu-
dente altri non era che Karl Gauss, che da adulto sarebbe diventato uno dei più in-
signi matematici di tutti i tempi. Si ha motivo di sospettare che il giovane Gauss de-
dusse la risposta al quesito assegnatogli dal maestro sfruttando la relazione di segui-
to descritta. 

PROPOSIZIONE 4.3 Per ogni intero n > 1, si ha che: 

1 + 2 + 3 + ... + ( « - 2) + (n - 1) + « n(n + 1) 
2 

In Figura 4.1 sono riportate due dimostrazioni grafiche della Proposizione 4.3. 
L'insegnamento da trarre dalla Proposizione 4.3 è che, se si esegue un algorit-

mo con cicli innestati, strutturato in modo che le operazioni del ciclo più interno 
si incrementino di un'unità per ogni ripetizione del ciclo, allora il numero totale 
delle operazioni è proporzionale al quadrato del numero n di ripetizioni del ciclo 
più esterno. In particolare, il numero di operazioni è n2/2 + n!2, che è uguale a 
poco più di un fattore costante (1/2) di volte la funzione quadratica n 2 . Detto in al-
tri termini, questo algoritmo è solo lievemente migliore di un algoritmo che ese-
gue n operazioni ogni volta che è ripetuto il ciclo più interno. Questa osservazio-
ne a prima vista potrebbe apparire non intuitiva, ma è senz'altro vera, come mo-
strato in Figura 4.1. 

F I G U R A 4 . 1 Dimostrazioni grafiche della Proposizione 4.3. Le due illustrazioni visualizzano 
l'identità assimilandola all'area totale ricoperta da n rettangoli di base unitaria e di altezza 
rispettivamente 1,2,.. . , n. La figura (a) mostra che i rettangoli ricoprono un grande triangolo 
di area n2/2 (base n e altezza n) più n piccoli triangoli ognuno di area 1/2 (base 1 e altezza 1). 
La figura (b), che è valida soltanto quando n è pari, mostra che i rettangoli ricoprono un grande 
rettangolo di base ni2 e altezza n + 1. 
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4 . 1 . 6 La funzione cubica e altre funzioni polinomiali 
Continuando la trattazione delle funzioni che sono potenze dell'input, si consideri 
ora la funzione cubica: 

f(n) = n3 

che fa corrispondere a un valore n il valore del prodotto di n per se stesso effettuato 
tre volte. Questa funzione compare nel contesto dell'analisi degli algoritmi meno 
frequentemente della funzione costante, della funzione lineare e della funzione 
quadratica appena menzionate, ma comunque ogni tanto compare. 

• Funzioni polinomiali 
È interessante osservare che tutte le funzioni elencate fino a questo punto possono 
essere considerate come elementi di una più vasta classe di funzioni: le funzioni po-
linomiali. 

Una funzione polinomiale ha un'espressione del tipo: 
f(n) = a0 + ax n + a2n2 + a3n3 + ... +adnd 

in cui an, a, , . . . , ad sono costanti, dette coefficienti della polinomiale con ad * 0. L'in-
tero d, che indica la più alta potenza che compare nella polinomiale, è chiamato 
grado della funzione polinomiale. 

Per esempio, le seguenti funzioni sono tutte polinomiali: 
• f(n) = 2 + 5 n + n2 

• f(n) = l+n3 

• /(«) = 1 
• f(n)=n 
. f(n) = n2 

Da quanto detto si potrebbe arguire che questo libro presenta soltanto quattro im-
portanti funzioni utilizzate nell'analisi degli algoritmi, mentre prima si è sostenuto 
che queste funzioni sono sette. In realtà, le funzioni costante, lineare e quadratica 
sono troppo importanti perché possano essere trattate genericamente come funzio-
ni polinomiali. I tempi di esecuzione polinomiali di grado d sono generalmente con-
siderati migliori dei tempi di esecuzione polinomiali di grado maggiore. 

• Sommatorie 
Una notazione che compare ripetutamente nell'analisi degli algoritmi e delle strut-
ture dati è la sommatoria, definita nel modo seguente: 

I /CO = /(«) + / (« + 1) + / (a + 2) + ... + / (b ) 
i = a 

in cui a e b sono numeri interi con a < b. Le sommatorie si applicano nell'analisi di 
strutture dati e algoritmi perché il calcolo dei tempi di esecuzione dei cicli richiede 
naturalmente delle sommatorie. 

Utilizzando una sommatoria si può riscrivere la formula della Proposizione 4.3 
come segue: 

v • n ( n + !) 
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Allo stesso modo, si può scrivere un polinomio f(n) di grado d con coefficienti a0, 
al, ...,ad come: 

f(n) = f j a i n i 

1=0 
Pertanto la notazione di sommatoria fornisce un modo abbreviato per esprimere 
somme di termini crescenti caratterizzati da una struttura regolare. 

4 . 1 . 7 La funzione esponenziale 
Un'altra funzione impiegata nell'analisi degli algoritmi è la funzione esponenziale: 

fin) = b" 
in cui b è una costante positiva, detta base, mentre l'argomento n è l'esponente. La 
funzione f(n) fa corrispondere all'argomento n il valore ottenuto moltiplicando la 
base b per se stessa n volte. Nell'analisi degli algoritmi la base più comunemente 
impiegata nella funzione esponenziale è b = 2. Per esempio, se bisogna trattare un 
ciclo che inizia eseguendo un'operazione e poi il numero di operazioni eseguite suc-
cessivamente raddoppia per ogni ripetizione, allora il numero di operazioni eseguite 
all'n-esima ripetizione è uguale a 2". Inoltre una stringa di interi contenente n bit 
può rappresentare tutti i numeri interi non negativi minori di 2". Per questa ragione 
la funzione esponenziale con base 2 è molto comune. La funzione esponenziale è 
anche chiamata funzione esponente. 

Talvolta si possono trovare altri esponenti oltre a n; può quindi essere sufficiente 
conoscere poche regole pratiche per manipolare gli esponenti. In particolare sono 
assai utili le seguenti regole per gli esponenziali. 

PROPOSIZIONE 4.4 (Regole deg l i esponenzial i ) Dati tre interi positivi a, b e c 
si ha che: 
1. ( b a y = bac 

2. babc = ba + c 

3. ba/bc = ba~c 

Per esempio valgono le seguenti eguaglianze: 
• 256 = 162 = (2 4 ) 2 = 2 4 ' 2 = 2 8 = 256 (regola 1 degli esponenziali) 
• 243 = 3 5 = 3 2 + 3 = 3 2 3 3 = 9 - 27= 243 (regola 2 degli esponenziali) 
• 16 = 1024/64 = 2 1 0 / 2 6 = 2 1 0 " 6 = 2 4 = 16 (regola 3 degli esponenziali) 

Si può estendere la funzione esponenziale agli esponenti frazionari o reali e agli 
esponenti negativi nel modo seguente. Dato un intero positivo k si definisce bVk 

come la radice /c-esima di b, cioè il numero r tale che rk = b. Per esempio 25 1 ' 2 = 5, 
poiché 5 2 = 25. Analogamente 27 1 / 3 = 3 e 16" 4 = 2. Questo approccio permette di defi-
nire una potenza il cui esponente può essere espresso come una frazione, poiché 
bak = ( b a ) l l c per la regola 1 degli esponenziali. Per esempio, 9 3 ' 2 = (9 3 ) 1 / 2 = 729 1 / 2 = 27. 
Quindi un esponente frazionario balc coincide esattamente con la radice c-esima del-
l'esponenziale b". 

Si può ulteriormente estendere la funzione esponenziale alla definizione di bx 

per ogni x reale, calcolando una serie di numeri della forma bak per frazioni ale che 
tendono progressivamente a x. Ogni numero reale x può essere approssimato con 
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una frazione ale arbitrariamente vicina a esso; quindi si può utilizzare la frazione 
ale come esponente cui deve essere elevato b per avvicinarsi quanto più possibile al 
valore bx. Così, per esempio, il numero 2 , r è un numero ben definito. Infine, dato un 
esponente negativo d, si definisce bd = llb-d, che corrisponde all'applicazione della 
regola 3 degli esponenziali con a = 0 e e = -d . 

• Somme geometriche 
Si supponga di avere un ciclo in cui ogni iterazione impiega un tempo uguale a 
quello del ciclo precedente moltiplicato per un certo fattore intero positivo. Questo 
ciclo può essere studiato utilizzando la seguente proposizione. 

PROPOSIZIONE 4.5 Per ogni intero n > 0 e per ogni numero reale a tale che 
a > 0 e a * l , s i consideri la sommatoria: 

n 
^ a' = 1 + a + a2 + ... + a" 
i = 0 

(si ricordi che a0 = 1 se a > 0). Questa sommatoria è uguale a: 
an + 1 -1 

a-l 

Le sommatorie come quella illustrata nella Proposizione 4.5 sono chiamate som-
me geometriche, poiché ogni addendo è geometricamente maggiore del precedente 
se a > 1. Per esempio, chiunque lavori nel campo della matematica computazionale 
sa che: 

1 + 2 + 4 + 8 + ... + 2"" 1 = 2 " - l 
poiché questo coincide con il più grande numero intero che può essere rappresenta-
to in notazione binaria su n bit. 

4 . 1 . 8 Confronto delle velocità di incremento 
Per riassumere, la Tabella 4.1 mostra, in termini semplificati, le sette funzioni finora 
descritte, che sono le più frequentemente utilizzate nell'analisi degli algoritmi. Le 
funzioni compaiono in ordine crescente di velocità di incremento. 

Idealmente, si vorrebbe che le operazioni sulle strutture dati fossero eseguite 
in tempi proporzionali alla funzione costante o logaritmica e che tutti gli algo-
ritmi fossero eseguiti in tempi proporzionali alla funzione lineare o alla n-log-n. 
Gli algoritmi che presentano tempi di esecuzione quadratici oppure cubici sono 
di più scarso interesse pratico, ma gli algoritmi con tempi di esecuzione esponen-
ziali sono generalmente considerati impraticabili per tutti gli input tranne quelli 
di lunghezza più modesta. I diagrammi delle sette funzioni sono mostrati nella Fi-
gura 4.2. 

Costante Logaritmica Lineare n-log-n Quadratica Cubica Esponenziale 
1 log n n n log n n2 n3 a" 

TABELLA 4 . 1 Terminologia per alcune classi di funzioni. Qui si ipotizza che a > 1 sia una costante. 
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F I G U R A 4 . 2 Velocità di incremento delle sette funzioni fondamentali utilizzate nell'analisi degli algoritmi. Si assume a = 2 
come base delle funzioni esponenziali. Le funzioni sono disegnate in scala logaritmica, allo scopo di confrontare le velocità 
di incremento come pendenze delle rette. In ogni caso, anche con questo accorgimento, la funzione esponenziale cresce 
troppo velocemente perché tutti i suoi valori possano essere visualizzati in questo diagramma. È adottata inoltre la notazione 
numerica scientifica, in cui aE + b denota alOh. 

• Funzioni floor e ceiling 
Un ulteriore commento è necessario per le funzioni fin qui descritte. Non è detto 
che il risultato di un logaritmo sia un numero intero, mentre il tempo di esecuzione 
di un algoritmo è normalmente espresso mediante una quantità intera, come il nu-
mero di operazioni effettuate. Per questo motivo l'analisi di un algoritmo talvolta 
può coinvolgere l'utilizzo della funzione floor e della funzione ceiling, che sono de-
finite rispettivamente come segue: 
• UJ = l'intero più grande minore o uguale di x 
• |V| = l'intero più piccolo maggiore o uguale di x 

4 . 2 Analisi degli algoritmi 

Nell'antichità classica, il famoso matematico Archimede fu incaricato di scoprire se 
una corona d'oro commissionata dal tiranno Gerone fosse veramente fatta di oro 
puro, e non in parte d'argento, come aveva riferito un informatore. Archimede sco-
prì un modo per effettuare questa analisi mentre entrava in una vasca da bagno. 
Egli notò che l'acqua che tracima dal bagno è proporzionale al volume di chi vi en-
tra. Intuendo le implicazioni di questo fatto, egli immediatamente schizzò fuori dal-
l'acqua e si mise a correre nudo per tutta la città di Siracusa gridando: «Eureka, eu-
reka!», che in greco significa «ho trovato», perché aveva scoperto uno strumento di 
analisi (lo spostamento) che, combinato con una semplice bilancia, poteva aiutare a 
determinare se la nuova corona del re fosse stata fabbricata come era stato pattuito. 
In altri termini, Archimede potè immergere la corona e una quantità di oro che 
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avesse lo stesso peso in una vasca d'acqua per constatare se spostassero entrambe 
la stessa quantità di acqua. Ad ogni modo questa scoperta rappresentò una sfortuna 
per l'orafo, poiché quando Archimede effettuò la sua analisi, la corona spostò più 
acqua rispetto alla quantità di oro puro di pari peso, evidenziando che quella coro-
na in realtà non era affatto di oro puro. 

Scopo di questo libro è insegnare a progettare «buone» strutture dati e algorit-
mi. Detto in parole semplici, una struttura dati è un modo sistematico per organiz-
zare i dati e accedervi, mentre un algoritmo è una procedura che passo dopo passo 
esegue un compito in un tempo finito. Questi sono concetti informatici di importan-
za fondamentale, tuttavia, per considerare «efficienti» degli algoritmi e delle strut-
ture dati bisogna mettere a punto dei precisi mezzi per analizzarli. 

Lo strumento di analisi principale che sarà utilizzato in questo libro coinvolge la 
caratterizzazione dei tempi di esecuzione degli algoritmi e delle operazioni connes-
se con le strutture dati, con particolare attenzione anche allo spazio di utilizzo. Il 
tempo di esecuzione è un indicatore naturale della «bontà», giacché il tempo è una 
risorsa preziosa: le applicazioni automatiche dovrebbero essere eseguite quanto più 
rapidamente possibile. 

In generale il tempo di esecuzione di un algoritmo o di un metodo di una strut-
tura dati cresce con la lunghezza dell'input, sebbene esso possa subire delle varia-
zioni per diversi tipi di input anche se di uguale lunghezza. Inoltre il tempo di ese-
cuzione è determinato dall'ambiente hardware (come riflesso del processore, della 
frequenza di clock, della memoria, del disco, ecc.) e dall'ambiente software (come 
riflesso del sistema operativo, del linguaggio di programmazione, del compilatore, 
dell'interprete, ecc.) in cui l'algoritmo è implementato, compilato ed eseguito. Per 
fare un esempio, a parità di tutti gli altri fattori, il tempo di esecuzione di uno stesso 
algoritmo con gli stessi dati in input sarà tanto più esiguo quanto maggiore è la ve-
locità del processore del computer; inoltre la sua velocità di esecuzione sarà mag-
giore se l'implementazione è realizzata con un programma compilato in codice 
macchina nativo piuttosto che in un linguaggio interpretato eseguibile su una mac-
china virtuale. Sebbene si possano trovare molte possibili varianti, derivanti da di-
versi fattori ambientali, si desidera concentrare l'attenzione sulla relazione tra il 
tempo di esecuzione di un algoritmo e la lunghezza dell'input. 

È di particolare interesse caratterizzare il tempo di esecuzione di un algoritmo 
in funzione della lunghezza del proprio input. Ma qual è il miglior metodo per mi-
surare il tempo di esecuzione? 

4 . 2 . 1 Studi sperimentali 
Una volta implementato un algoritmo, si può studiare il suo tempo di esecuzione fa-
cendolo operare con vari input di prova e registrando il tempo effettivamente impie-
gato per ciascuna esecuzione. Fortunatamente tali misurazioni possono essere com-
piute in modo accurato mediante chiamate di sistema previste dal linguaggio o dal si-
stema operativo (per esempio, ricorrendo al metodo System.currentTimeMillisO 
oppure chiamando l'ambiente run-time con profiling abilitato). Queste prove fanno 
corrispondere a ogni specifica dimensione dell'input uno specifico tempo di esecu-
zione, mentre l'interesse è volto alla determinazione di una generale dipendenza del 
tempo di esecuzione dalle dimensioni dell'ingresso. Per perseguire questo obiettivo è 
possibile escogitare una serie di esperimenti con tanti diversi input di prova di varie 
lunghezze. In tal modo sarà possibile evidenziare i risultati di queste sperimentazioni 
visualizzandoli come punti su un piano che riporta in ascissa la lunghezza dell'input e 
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in ordinata il tempo di esecuzione t (Figura 4.3). Da questo grafico e dai dati che esso 
rappresenta si può dedurre un'analisi statistica mirata a rinvenire la funzione che 
meglio si adatta a rappresentare i dati raccolti sperimentalmente. Per conferire un 
reale significato a questa specifica metodologia, occorre effettuare un'accurata scelta 
degli input e occorre, inoltre, che sia realizzato un numero di prove abbastanza eleva-
to, in modo da poter garantire delle statistiche affidabili riguardo al tempo di esecu-
zione dell'algoritmo. 

Gli studi sperimentali sui tempi di esecuzione sono molto utili ma presentano 
tre notevoli limitazioni: 
• Gli esperimenti possono essere condotti soltanto su un insieme limitato di input di 

test; quindi essi non prendono in considerazione i tempi di esecuzione degli input 
non considerati nell'esperimento (e questi input potrebbero essere importanti). 

• Sorgeranno dei problemi quando si andranno a confrontare i tempi di esecuzio-
ne sperimentali di due algoritmi se gli esperimenti sono stati condotti in ambien-
ti hardware e software differenti. 

• Bisogna implementare completamente ed eseguire un algoritmo se si vuole stu-
diarne sperimentalmente il tempo di esecuzione. 
Quest'ultima considerazione è abbastanza evidente ma è probabilmente quella 

che richiede il maggior dispendio di risorse in tutta l'analisi sperimentale di un algo-
ritmo. Anche le altre limitazioni naturalmente frappongono ostacoli importanti. Per 
questo motivo è preferibile adottare strumenti di analisi che ci permettano di evita-
re le sperimentazioni. 

Nel resto di questo capitolo è sviluppata una metodologia generale di analisi dei 
tempi di esecuzione di algoritmi che: 
• prende in considerazione tutti gli input possibili; 
• consente di valutare l'efficienza relativa di due algoritmi in modo indipendente 

dagli ambienti hardware e software; 
• può essere effettuata mediante una descrizione ad alto livello dell'algoritmo 

senza doverlo implementare realmente né eseguire esperimenti su di esso. 
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Questa metodologia è finalizzata ad associare a ogni algoritmo una funzione 
f(n) che caratterizzi il tempo di esecuzione dell'algoritmo in funzione della lun-
ghezza n dell'input. Tipiche funzioni che si troveranno sono le sette funzioni di cui 
si è fatta fin qui menzione in questo capitolo. 

4 . 2 . 2 Operazioni primitive 
Come prima osservato, un'analisi sperimentale è ipotizzabile, ma presenta dei limi-
ti. Se si desidera analizzare un particolare algoritmo senza eseguire alcun esperi-
mento sul suo tempo di esecuzione, si può eseguire un'analisi direttamente sullo 
pseudocodice ad alto livello. Si definisce un insieme di operazioni primitive nel mo-
do seguente: 
• Assegnazione di un valore a una variabile 
• Chiamata di un metodo 
• Esecuzione di un'operazione aritmetica (per esempio l'addizione di due numeri) 
• Confronto di due numeri 
• Reperimento di un indice in un array 
• Ricerca del riferimento a un oggetto 
• Ritorno da un metodo 

• Calcolo del numero di operazioni primitive 
Specificamente un'operazione primitiva corrisponde a un'istruzione a basso livello 
con un tempo di esecuzione costante. Invece di tentare di determinare il tempo di 
esecuzione specifico di ogni operazione primitiva, si può semplicemente contare 
quante operazioni primitive devono essere eseguite e utilizzare questo numero t 
come unità di misura del tempo di esecuzione dell'algoritmo. 

Questo numero di operazioni sarà in relazione con il tempo di esecuzione reale 
in uno specifico ambiente hardware e software, per cui ogni operazione primitiva 
corrisponde a un'istruzione eseguita in un tempo costante ed esiste solo un numero 
prefissato di operazioni primitive. L'ipotesi implicita in questo approccio è che i 
tempi di esecuzione delle diverse operazioni primitive siano abbastanza simili. Per-
ciò, il numero t di operazioni primitive che un algoritmo effettua sarà proporzionale 
al tempo di esecuzione effettivo di quell'algoritmo. 

Un algoritmo per alcuni input può essere eseguito più velocemente che per altri, 
anche della stessa lunghezza. Per questo motivo si può proporre di cercare un'e-
spressione del tempo di esecuzione di un algoritmo in funzione della lunghezza del-
l'ingresso, ottenuta facendo la media su tutti i possibili input della stessa dimensio-
ne. Sfortunatamente una tale analisi del caso medio è solitamente assai ardua. Essa 
richiede di definire una distribuzione di probabilità sull'insieme degli input, che è 
spesso un compito difficile. La Figura 4.4 mostra schematicamente come il tempo di 
esecuzione di un algoritmo possa trovarsi in un punto qualsiasi, compreso tra il tem-
po migliore e il tempo peggiore, in dipendenza della distribuzione dell'input. Per 
esempio, che cosa accade se gli ingressi sono soltanto di due tipi: «A» o «D»? 

• Studio del caso peggiore 
L'analisi di un caso medio richiede di solito di calcolare i tempi di esecuzione attesi 
basati su una data distribuzione dell'ingresso. Tale analisi spesso richiede una diffi-
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cile trattazione di teoria della probabilità. Per questa ragione, nella restante parte di 
questo libro, salvo diverso avviso, si caratterizzeranno i tempi di esecuzione nel caso 
peggiore in funzione della lunghezza n dell'algoritmo. 

L'analisi del caso peggiore è molto più semplice di quella del caso medio, poiché 
essa richiede soltanto la capacità di identificare l'ingresso, spesso elementare, relati-
vo al caso peggiore. Inoltre questo approccio porta spesso ad algoritmi più efficien-
ti. Se un algoritmo è progettato per comportarsi efficientemente nel caso peggiore, 
allora si comporterà bene anche per ogni altro ingresso. In altre parole, una proget-
tazione sul caso peggiore porta a una progettazione più robusta dell'algoritmo, così 
come avviene per una star dell'atletica, che si allena correndo in salita. 

4 . 2 . 3 Notazione asintotica 
In generale ogni passo di base in una descrizione in pseudocodice o in un'imple-
mentazione in un linguaggio ad alto livello corrisponde a un esiguo numero di ope-
razioni primitive (naturalmente eccezion fatta per le chiamate di metodo). Quindi si 
può svolgere un'analisi semplificata per stimare il numero di operazioni primitive 
eseguite fino a un fattore costante, conteggiando i passi eseguibili in un tempo co-
stante di uno pseudocodice oppure di un linguaggio ad alto livello (però bisogna fare attenzione, perché a Una singoia riga di pseudocodice può corrispondere un 
passo di lunghezza temporale non costante). 

Nell'analisi di un algoritmo l'attenzione è concentrata sulla velocità di crescita 
del tempo di esecuzione in funzione della dimensione n dell'input, scegliendo un 
approccio per «grandi linee» invece di invischiarsi in una trattazione piena di minu-
ziosi dettagli. Per ora è sufficiente sapere che il tempo di esecuzione di un algoritmo 
del tipo arrayMax, mostrato nel Frammento di codice 4.1, cresce proporzionalmen-
te a n, poiché il suo tempo di esecuzione reale è uguale a n volte un fattore costante 
che dipende dal\computer specifico. 

Si analizzano strutture dati e algoritmi mediante una notazione matematica per 
le funzioni che non tiene in alcun conto i fattori costanti. In altri termini, si caratte-
rizza il tempo di esecuzione degli algoritmi mediante funzioni che fanno corrispon-
dere alla lunghezza n dell'ingresso dei valori che trovano riscontro nel principale 



Algoritmo arrayMaxCA, il): 
Input: Un array A contenente n > 1 Interi. 
Output: n massimo elemento di A. 

ourrMax «- A[0] 
for i<- 1 t o n - 1 do 

if currMax < A[fl then 
currMax «- A[J] 

return currMax 

F R A M M E N T O DI CODICE 
4 . 1 
Algoritmo array Max. 

fattore che determina la velocità di crescita in funzione di n. In ogni caso non sarà 
definito formalmente il significato di n, che sarà la misura prescelta per la dimensio-
ne dell'input, che potrà essere diversa per ogni algoritmo analizzato. Questo ap-
proccio consente di concentrare l'attenzione sugli aspetti primari «a grandi linee» di 
una funzione che descrive un tempo di esecuzione. Questo stesso approccio permet-
te inoltre di caratterizzare Voccupazione di memoria per le strutture dati e gli algo-
ritmi, definita come il numero totale di celle di memoria utilizzate. 

• La notazione O-grande 
Siano f(n) e g(n) funzioni che fanno corrispondere a dei numeri interi non negativi 
dei numeri reali. Si dice che f(n) è 0(g(n)) se esistono una costante reale c > 0 e 
una costante intera n0 > 1 tali che: 

f(n) < cg(n), per n > n0 

Questa definizione è spesso chiamata notazione «O-grande», perché talvolta si leg-
ge «/(«) è O-grande di g(n)». In alternativa si può anche dire che «g(n) è un limite 
superiore asintotico di /(«)». (Questa definizione è illustrata in Figura 4.5). 

ESEMPIO 4.6 La funzione 8n - 2 è 0{n). 

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di O-grande, bisogna trovare una costante reale 
c > 0e una costante in teran 0 > 1 tali che 8n-2<cn per ogni interon > n 0 . È facile os-
servare che una scelta possibile è c = 8erc 0 = l . In verità, questa è solo una delle tante 

F I G U R A 4 . 5 
Illustrazione 
della notazione 
«O-grande». 
La funzione f(n) 
è 0(g(n)), perché f(n)<cg(n), 
per« >rt 0. 
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scelte disponibili, poiché va bene scegliere c come un qualsiasi numero reale maggio-
re o uguale a 8 e come n0 un qualsiasi numero intero maggiore o uguale a 1. 

La notazione O-grande ci consente di affermare che una funzione f(n) è «minore o 
uguale a» un'altra funzione g(n) a meno di un fattore costante e in senso asintotico, 
giacché n cresce fino all'infinito. Questa capacità deriva dal fatto che nella defini-
zione compare il segno «<» per confrontare f(n) e g(n) moltiplicata per la costante 
c, nei casi asintotici in cui n > n 0 . 

• Caratterizzazione dei tempi di esecuzione mediante la notazione O-grande 
La notazione O-grande è ampiamente utilizzata per caratterizzare i tempi di esecu-
zione e i limiti di spazio in funzione di un parametro n, che cambia da problema a 
problema, ma è sempre definito come la misura prescelta della «dimensione» del 
problema stesso. Per esempio, se si è interessati a trovare l'elemento più grande in 
un array di interi, come nell'algoritmo arrayMax, è del tutto naturale denotare con 
n il numero di elementi dell'array. Adottando la notazione O-grande, si possono 
scrivere le seguenti proposizioni matematicamente precise sul tempo di esecuzione 
dell'algoritmo arrayMax valide per qualsiasi computer. 

PROPOSIZIONE 4.7 II tempo di esecuzione dell'algoritmo arrayMax per calco-
lare il massimo elemento di un array di n interi è O(n). 

DIMOSTRAZIONE. Il numero di operazioni primitive eseguite dall'algoritmo array-
Max è costante per ogni ripetizione. Quindi, essendo ogni primitiva eseguita in tem-
po costante, si può dire che il tempo di esecuzione dell'algoritmo arrayMax per un 
ingresso di dimensione n è al più uguale a una costante moltiplicata per n, quindi si 
conclude che il tempo di esecuzione dell'algoritmo arrayMax è O(n). 

• Alcune proprietà della notazione O-grande 
La notazione O-grande consente di trascurare i fattori costanti e i termini di ordine 
inferiore, concentrandosi sulle parti di una funzione che determinano maggiormen-
te il suo incremento. 

ESEMPIO 4.8 5«4 + 3n3 + 2n2 + 4n + lè 0(nA). 

DIMOSTRAZIONE. Si osservi che 
5rc4 + 3n3 + In2 + 4n + l < ( 5 + 3 + 2 + 4 + l ) n 4 = cn4 

con c = 15, quando n > n0 = 1. 

In questo modo è possibile caratterizzare il tasso di crescita di una funzione poli-
nomiale. 

PROPOSIZIONE 4 .9 Se/(«) è un polinomio di grado d del tipo: 
f(n) = a0 + axn + ... + adnil 

e d j > 0, allora /(n) è 0(n < i ) . 
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D I M O S T R A Z I O N E . Si osservi che per n > 1 si ha 1 < n < n2 < ... <nd\ quindi 
a() + a{n + a2n2 + ... + adn'' < (a0 + a, + a2 + ... + ad)nd 

Pertanto si può mostrare che f(n) è 0(nd) ponendo c = aQ + ax + a2 + ... + ad e 
n 0 = 1. « 

Quindi è il termine di grado massimo del polinomio a determinare la velocità 
con cui cresce il polinomio. Nella parte dedicata agli esercizi saranno illustrate alcu-
ne altre proprietà della notazione O-grande. Qui di seguito si considerano alcuni al-
tri esempi, concentrati su combinazioni delle sette funzioni fondamentali impiegate 
nella progettazione di algoritmi. 

ESEMPIO 4.10 5n 2 + 3n log n + 2n +5 è 0(n2). 

D I M O S T R A Z I O N E . 5 « 2 + 3n log n + 2n +5 < (5 + 3 + 2 + 5) n2 = cn2, per c = 15 quando 
n>n{) = 2 (si osservi che n log n è zero per n = 1). K 

ESEMPIO 4 .11 20n 3 + lOn log n + 5 è 0(n3). 

DIMOSTRAZIONE. 20n 3 + 10n log n + 5 < 35n 3 , per ri > 1. ££ 

ESEMP IO 4 . 1 2 3 log ri + 2 è 0(log n). 

DIMOSTRAZIONE. 3 log n + 2 < 5 log n, per n > 2. Si osservi che log n è zero per n = 1. 
È per questo motivo che in questo caso si prende n>n0- 2. & 

ESEMPIO 4 . 1 3 2" + 2 è 0(2"). 

DIMOSTRAZIONE. 2" + 2 = 2" 2 2 = 4 • 2"; quindi in questo caso si può prendere c = 4 e 
nn = 1. M 

ESEMPIO 4 . 1 4 2 n + 1 0 0 l o g n è 0 ( n ) . 

DIMOSTRAZIONE. 2n + 100 log n < 102 , per n>n(ì-2; quindi in questo caso si può 
prendere c = 102. Si 

• Caratterizzare le funzioni nei minimi termini 
In generale, per caratterizzare una funzione il più precisamente possibile si può ri-
correre alla notazione O-grande. Anche se è vero che la funzione f(n) = 4n3 + 3n2 è 
0(n5) o anche 0(n4), è più accurato dire che f(n) è 0(n3). Per analogia si consideri 
una situazione in cui un automobilista affamato, guidando lungo una strada di cam-
pagna, si imbatta in un contadino del luogo che sta tornando a casa da un mercato. 
Se il viaggiatore chiede al contadino quanto disti da lì un posto in cui possa trovare 
del cibo, il contadino potrebbe anche rispondere «certamente non più lontano di 12 
ore», però è assai più preciso (e utile) che dica «il mercato dista solo pochi minuti di 
macchina da qui». Quindi, anche per la notazione O-grande, bisogna sforzarsi di es-
sere quanto più vicini alla completa realtà. 

È anche considerato inopportuno includere fattori costanti e termini di ordine 
inferiore nella notazione O-grande. Per esempio, non è usuale l'affermazione: «la 
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funzione 2 n 2 è 0(4n2 + 6n log «)», sebbene non sia scorretta. È necessario, al con-
trario, sforzarsi di descrivere la funzione in O-grande nei minimi termini. 

Le sette funzioni elencate nel Paragrafo 4.1 sono quelle più comunemente utiliz-
zate con la notazione O-grande per caratterizzare i tempi di esecuzione e l'occupa-
zione di memoria degli algoritmi. In realtà, tipicamente si impiegano i nomi di tali 
funzioni per far riferimento ai tempi di esecuzione degli algoritmi da esse caratte-
rizzati. Così, per esempio, si può dire che un algoritmo che nel caso peggiore è ese-
guito in un tempo 4 n 2 + n log n è un algoritmo a tempo quadratico, giacché esso è 
eseguito in un tempo 0(n2). Allo stesso modo, un algoritmo che è eseguito in un 
tempo al più 5n + 20 log n + 4 può essere definito un algoritmo a tempo lineare. 

• Omega-grande 
Così come la notazione O-grande fornisce uno strumento asintotico per affermare 
che una funzione è «minore o uguale» a un'altra, questa notazione fornisce uno 
strumento asintotico per dire che una funzione cresce a una velocità «maggiore o 
uguale» a quella di un'altra funzione. 

Siano f(n) e g(n) delle funzioni che fanno corrispondere numeri interi non nega-
tivi a numeri reali. Si dice che/(«) è fì(g(n)) (pronunciato «f(n) è Omega-grande di 
g(n)») se g(n) è 0(f(n)); in altri termini, esistono una costante reale c > 0 e una co-
stante in te ran Q > 1 tali che 

f(n) > cg(n), per n > n0 

Questa definizione ci consente di affermare in termini asintotici che una funzione è 
maggiore o uguale a un'altra, a meno di un fattore costante. 

ESEMPIO 4.15 3 n l o g n + 2 n è i ì ( n l o g n ) . 

DIMOSTRAZIONE. 3n log n + 2n>3n log n, per n > 2. W 

• Theta-grande 
Oltre alle precedenti, esiste una notazione che ci permette di dire che due funzioni 
crescono alla stessa velocità, a meno di un fattore costante. Si dice che f(n) è ®(g(n)) 
(pronunciato «/(n) è Theta-grande di g(n)») se f(n) è il(g(«)); in altri termini, se esi-
stono due costanti reali c' > 0 e c" > 0 e una costante intera nQ > 1 tali che 

c'g(n) ^ c"g{n), per n > n„ 

T S W J W X O 4 . A 6 " i n \ o & n + + 5 \ o g n è \ o g , n ) . 

DIMOSTRAZIONE. 3 n l o g n < 3 n l o g n + 4 n + 5 l o g n < ( 3 + 4 + 5 ) n l o g n , p e r n > 2. 

4 . 2 . 4 Analisi asintotica 
Supponiamo che esistano due algoritmi per risolvere lo stesso problema: un algorit-
mo A, che ha un tempo di esecuzione di O(n), e un algoritmo B, che ha un tempo di 
esecuzione 0(n2). Quale algoritmo è il migliore? È noto che n è 0(n2), il che impli-
ca che l'algoritmo A è asintoticamente migliore dell'algoritmo B, ma per valori pic-
coli di n, B potrebbe anche avere un tempo di esecuzione più breve di quello di A. 
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n log n n n log n n 2 n3 2" 
8 3 8 24 64 512 256 
16 4 16 64 256 4096 65 536 
32 5 32 160 1024 32 768 4294967 296 
64 6 64 384 4096 262144 1,84 • 10' 9 

128 7 128 896 16384 2 097 152 3,40 • 10 3 8 

256 8 256 2048 65 536 16777216 1,15 • 10 7 7 

512 9 512 4608 262144 134127728 1,34- 10 1 5 4 

TABELLA 4 . 2 Valori scelti per le sette funzioni fondamentali nell'analisi degli algoritmi. 

Si può adoperare la notazione O-grande per stilare una classifica delle funzioni 
basata sulla rapidità di crescita asintotica. Le sette funzioni considerate sono ordi-
nate dalla minore alla maggiore velocità di crescita secondo la sequenza mostrata, 
vale a dire, se una funzione f(n) precede un'altra funzione g(n) nella sequenza, allo-
Taf(n)èO(g(n)): 

1 log« n n\ogn n2 « 3 2" 
Nella Tabella 4.2 si rappresentano le velocità di crescita di alcune importanti 

funzioni. 
Si illustra di seguito l'importanza del punto di vista asintotico nella Tabella 4.3. 

Quest'ultima esplora la massima dimensione consentita per una istanza dell'ingres-
so, processato da un algoritmo in 1 secondo, 1 minuto e un'ora per vari tempi di ese-
cuzione dell'algoritmo, espressi in microsecondi (|xs). Si sottolinea anche la rilevan-
za di una accurata progettazione degli algoritmi, poiché un algoritmo con un tempo 
di esecuzione asintoticamente lento è facilmente battuto sul lungo termine da un al-
goritmo con tempo di esecuzione asintoticamente più veloce, anche se il fattore co-
stante dell'algoritmo asintoticamente più veloce è maggiore. 

In ogni caso, per un dato computer, è più importante un'accurata progettazione 
degli algoritmi che la semplice efficienza nella risoluzione. Come illustrato nella Ta-
bella 4.4, anche se si ottiene una notevole accelerazione nell'hardware, non si è an-

Tempo 
di esecuzione (^s) 

Massima dimensione del problema (n) 
1 secondo 1 minuto 1 ora 

400n 2500 150000 9000000 
2 n 2 707 5477 42426 
2" 19 25 31 

TABELLA 4 . 3 Massima dimensione di un problema risolvibile in 1 secondo, 1 minuto e un'ora per 
vari tempi di esecuzione misurati in microsecondi. 

Tempo di esecuzione Nuova massima dimensione del problema 
400n 256m 
2n2 16m 

m + 8 
TABELLA 4 . 4 Aumento della dimensione massima di un problema risolvibile in un certo intervallo 
di tempo, utilizzando un elaboratore 256 volte più veloce di quello del caso precedente. Ogni 
valore è funzione di m, massima dimensione del problema precedente. 
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cora in grado di superare l'handicap derivante da un algoritmo asintoticamente len-
to. Questa tabella mostra la dimensione massima raggiungibile da un problema per 
un certo intervallo di tempo, supponendo che gli algoritmi con assegnati tempi di 
esecuzione siano eseguiti in questo caso su un elaboratore 256 volte più veloce di 
quello del caso precedente. 

4 . 2 . 5 Impiego della notazione O-grande 
Dopo la trattazione dell'impiego della notazione O-grande per l'analisi degli algorit-
mi, si esaminano sinteticamente i problemi conseguenti al suo utilizzo. In generale è 
considerata imprecisa l'espressione «/(«) < 0(g(n))», giacché il concetto di O-grande 
denota implicitamente quello di «minore o uguale a». Analogamente, anche se piut-
tosto comune, non è pienamente corretto dire « f ( n ) = 0(g(n))» (intendendo la rela-
zione di «=» in senso tradizionale): non esiste alcun senso compiuto dell'espressione 
«0(g(n)) = /(«)». È inoltre completamente sbagliato dire «f(n) > 0(g(n))» oppure 
«/(«) > 0(g(n))», poiché nella notazione O-grande g(n) esprime un limite superiore 
di/(n). Per questo è meglio dire: 

«f(n)èO(g(n))» 
Per chi è più portato alla matematica, è anche corretto dire: 

«f(n)eO(g(n))» 
poiché la notazione O-grande denota, tecnicamente parlando, un intero insieme di 
funzioni. In questo libro adotteremo l'espressione « f ( n ) è 0(g(n))». Anche in que-
sta interpretazione, è lasciata una considerevole libertà nelle modalità d'uso delle 
operazioni con la notazione O-grande, ammettendo che associata a questa libertà ci 
sia una certa dose di responsabilità. 

• Alcune raccomandazioni 
A questo punto sono necessarie alcune parole di raccomandazione circa l'utilizzo 
della notazione asintotica. Per prima cosa, si noti che l'impiego della notazione 
O-grande e delle notazioni correlate può essere alquanto fuorviarne, poiché i fattori 
costanti che si «celano» dietro di esse possono essere molto elevati. Per esempio, 
mentre è vero che la funzione IO 1 0 0 « è O(n), nel caso in cui essa rappresenti il tem-
po di esecuzione di un algoritmo in confronto con un altro il cui tempo di esecuzio-
ne è 10n log n, si preferisce l'algoritmo eseguito in tempo 0(n log n), anche se l'al-
goritmo eseguito in tempo lineare è asintoticamente più veloce. Questa preferenza 
si spiega con il fatto che il fattore costante, IO 1 0 0, che è chiamato «un googol», è con-
siderato da molti astronomi come limite superiore per il numero di atomi esistenti 
nell'universo osservabile. Pertanto è improbabile imbattersi in un problema reale 
che abbia dimensione dell'input uguale a questo numero. Allora, anche quando si 
ricorre alla notazione O-grande, si dovrebbe quanto meno fare attenzione ai fattori 
costanti e ai termini di ordine inferiore che si stanno «nascondendo». 

La precedente osservazione fa sorgere il problema del riconoscimento di un algo-
ritmo «veloce». Generalmente parlando, ogni algoritmo eseguito in tempo 0(n log n) 
(con un ragionevole fattore costante) è considerato efficiente. Anche un metodo ese-
guibile in un tempo 0(n2) può essere abbastanza veloce in alcuni contesti, cioè quan-
do n è piccolo. Invece un algoritmo eseguibile in un tempo 0(2") non può quasi mai 
essere considerato efficiente. 
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• Tempi di esecuzione esponenziali 
Si racconta un famoso aneddoto sull'inventore del gioco degli scacchi. Come pre-
mio egli chiese al re che gli si pagasse soltanto 1 grano di riso per il primo quadrato 
della scacchiera, 2 grani per il secondo, 4 grani per il terzo, 8 per il quarto e così via. 
È un interessante test delle capacità di programmazione scrivere un programma 
che calcoli con esattezza il numero di grani di riso che il re avrebbe dovuto pagare. 
In realtà, ogni programma Java scritto per calcolare questo numero come un singo-
lo valore intero darà luogo a un overflow sull'intero (anche se la macchina a run-
time probabilmente non segnalerà un errore). La rappresentazione esatta di questo 
numero come intero richiede l'utilizzo della classe Biglnteger. 

Se si dovesse tracciare una linea di confine tra algoritmi efficienti e non effi-
cienti, sarebbe naturale distinguere tra algoritmi eseguiti in tempo polinomiale e 
algoritmi eseguiti in tempo esponenziale. In altri termini, la distinzione è tra algo-
ritmi con tempo di esecuzione 0(nc), per una costante c > 1, e algoritmi con tem-
po di esecuzione 0(b"), per una costante b > 1. Come molte delle nozioni intro-
dotte in questo paragrafo, anche questa deve essere considerata «cum grano salis», 
per il fatto che un algoritmo eseguibile in un tempo O(nì0°) probabilmente non si 
potrebbe considerare «efficiente». Nonostante ciò, la distinzione tra algoritmi a 
tempo polinomiale e algoritmi a tempo esponenziale è considerata una misura ro-
busta di trattabilità. 

Per riassumere, le notazioni asintotiche O-grande, fi-grande e ©-grande forni-
scono un linguaggio adeguato per l'analisi di strutture dati e algoritmi. Come prima 
detto, queste notazioni sono adeguate, perché inducono a concentrarsi sulle «grandi 
linee» invece che sui dettagli minori. 

• Due esempi di analisi asintotica di algoritmi 
Si conclude questo paragrafo con l'analisi di due algoritmi che si applicano per ri-
solvere lo stesso problema ma presentano tempi di esecuzione alquanto diversi. Il 
problema in questione è quello del calcolo delle cosiddette medie dei precedenti 
di una sequenza di numeri. Vale a dire, dato un array X ài n numeri, si vuole tro-
vare un array A tale che A[i] sia la media degli elementi A'fO],..., X[i] per i = 0,..., 
ti - 1, cioè, 

t m 
m = ^ — ¿ + i 

Il calcolo delle medie dei precedenti è ricco di applicazioni in economia e statistica. 
Per esempio, assegnati i profitti annuali di un fondo d'investimento, un investitore 
chiederà tipicamente di osservare gli utili annuali medi per l'ultimo anno, gli ultimi 
tre anni, gli ultimi cinque anni e gli ultimi dieci anni. Analogamente, dato il flusso di 
log giornalieri di utilizzo del Web, un webmaster potrebbe voler tracciare le tenden-
ze di utilizzo medio su diversi periodi di tempo. 

• Un algoritmo a tempo quadratico 
Il primo algoritmo proposto per risolvere il problema delle medie dei precedenti, 
chiamato prefixAveragesl, è mostrato nel Frammento di codice 4.2. Esso calcola 
separatamente ciascun elemento di A, in base alla definizione. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
4.2 
Algoritmo 
prefixAverages 1. 

Algoritmo prefixAverages 1 (X) : 
Input: Un a r ray numerico X di n elementi. 
Output: Un a r ray numerico A di n elementi tale che A[i] è la media 

degli elementi .XIO], ..., .XIj]. 
Sia A un a r ray di n numeri, 
for i <- 0 to n - 1 do 

a 0 
for J <- 0 to i do 

a a + X\J] 
A[i] <- a / ( i + 1) 

return a r ray A 

Analizziamo questo algoritmo. 
• L'inizializzazione e la restituzione di un array A all'inizio e alla fine possono es-

sere eseguite con un numero finito di operazioni primitive per elemento, richie-
dendo un tempo O(n). 

• Ci sono due cicli for innestati, controllati dai contatori i e j rispettivamente. Il 
corpo del ciclo esterno, controllato dal contatore i, è eseguito « volte, per i = 0, 
..., n - 1. Quindi le espressioni a = 0 e A[i] = a/(i + 1) sono eseguite ognuna « 
volte. Ciò implica che queste due espressioni, più l'incremento e il controllo sul 
contatore i, contribuiscono con un numero di operazioni primitive proporziona-
le ad «, richiedendo un tempo 0(n). 

• Il corpo del ciclo interno, controllato dal contatore j, è eseguito i + 1 volte, se-
condo il valore corrente del contatore i del ciclo esterno. Quindi l'espressione 
a = a + X\j\ nel ciclo interno è eseguito 1 + 2 + 3 + ... + « volte. Richiamando la 
Proposizione 4.3, si sa che 1 + 2 + 3 + ... + « = «(« + l)/2, il che implica un contri-
buto dell'espressione del ciclo interno di un tempo 0(n2). Un'argomentazione 
simile applicata alle operazioni primitive associate all'incremento e al controllo 
del contatore y, porta a concludere che anche queste richiedono complessiva-
mente un tempo 0(n2). 

• Il tempo di esecuzione dell'algoritmo prefixAverages 1 è dato dalla somma di 
tre termini. Il primo e il secondo termine sono O(n), mentre il terzo termine è 
0(n2). Applicando la Proposizione 4.9, il tempo di esecuzione di prefixAve-
rages 1 è 0(n2). 

• Un algoritmo in tempo lineare 
Per calcolare più efficientemente le medie dei precedenti, si può osservare che due 
medie consecutive A[i - 1] e A[i] sono simili: 

Se indichiamo con S, la somma dei precedenti A"[0] + X[l] + ... + A^i], si posso-
no calcolare le medie dei precedenti come = S,l(i + 1). Per tenere facilmente 
traccia della somma corrente si può scandire l'array X con un ciclo. Nel Frammento 
di codice 4.3 è presentato l'algoritmo prefixAverages2. 

L'analisi dei tempi di esecuzione dell'algoritmo prefixAverages2 è la seguente. 

A[i - 1] = (*[0] + X[l] + ... + X[i - 1 ])// 
A[i] = (*[0] + + ... + X[i - 1] + X[i])/(i + 1) 



Algoritmo prefixAverages2(X): 
F R A M M E N T O DI CODICE 
4 . 3 
Algoritmo 
prefixAverages2. Input: Un array numerico X di n elementi. 

Output: Un array numerico A di n elementi tale che A[i] è la media degli 
elementi ,X[0], ..., JfU]. 

Sia A un array di n numeri. 
s <- 0 
for i <- 0 to n - 1 do 

s <- s + JC[i] 
A[i ]<- s / ( i + 1) 

return array A 

• L'inizializzazione e la restituzione di un array A all'inizio e alla fine possono es-
sere eseguite con un numero finito di operazioni primitive per elemento e ri-
chiede un tempo O(n). 

• L'inizializzazione della variabile s richiede un tempo 0(1). 
• C'è un solo ciclo for, controllato dal contatore i. Il corpo del ciclo è eseguito n 

volte, per i = 0,..., n - 1. Quindi le espressioni s = s + X[i] e A[i] = s/(i + 1) sono 
eseguite n volte ognuna. Ciò implica che queste due istruzioni, più l'incremento 
e il controllo sul contatore t, contribuiscono con un numero di operazioni primi-
tive proporzionale a n, richiedendo un tempo O(n). 

Il tempo di esecuzione dell'algoritmo prefixAverages2 è dato dalla somma di 
tre termini. Il primo e il terzo termine sono O(n), mentre il secondo termine è 
0(1). Applicando la Proposizione 4.9, il tempo di esecuzione di prefixAverages2 
è 0(n), che risulta assai migliore di quello dell'algoritmo a tempo quadratico 
prefixAverages 1. 

4 . 2 . 6 Un algoritmo ricorsivo per il calcolo delle potenze 
Un esempio più interessante di analisi di algoritmi è l'elevazione a una potenza n, 
intera e non negativa, di un numero x. In altri termini si vuole implementare la fun-
zione potenza p(x, n) = x". Questa funzione ha una definizione ricorsiva immediata, 
basata sulla ricorsione lineare: 

Questa definizione porta immediatamente a un algoritmo ricorsivo che impiega 
0(n) per calcolare p(x, n). Si può calcolare la funzione potenza anche molto più ra-
pidamente se si fa ricorso alla seguente definizione alternativa, anch'essa basata sul-
la ricorsione lineare e su una tecnica di quadratura: 

p(x,n) = 1 
x • p(x, n - 1) 

se n = 0 
altrimenti 

r 
1 

p(x, n) = x • p(x, (n - l)/2) 2 

p(x,n/2)2 

se n = 0 
se n > 0 è dispari 
se n > 0 è pari 

Per illustrare questa definizione, si considerino i seguenti esempi: 



F R A M M E N T O D I C O D I C E 4.4 
Implementazione 
della funzione potenza 
mediante ricorsione 
lineare. 

Algoritmo Potenza(x, n): 
Input: Un numero x e un Intero n > 0 
Output: n valore x" 
U n = 0 then 

return 1 
if n dispari then 
y <- Potenza (x, (n - l ) / 2 ) 
return x • y • y 

else 
y «- Potenza (x, n/2) 
return y • y 

2 4 = 2(4/2)2 = (24/2)2 = ^2)2 = 4 2 = 16 
2 5 = 2 1 + <4/2>2 = 2(2 4 / 2 ) 2 = 2(2 2) 2 = 2(4 2) = 32 
2 6 = 2(6/2)2 = ( 2 « 2 ) 2 = ( 2 3 ) 2 = g 2 = 6 4 

2 7 = 2 1 + <6/2>2 = 2(2 6 / 2 ) 2 = 2(2 3) 2 = 2(8 2) = 128 

Questa definizione suggerisce l'algoritmo del Frammento di codice 4.4. 
Per quanto riguarda l'analisi del tempo di esecuzione dell'algoritmo, si osserva 

che ogni chiamata ricorsiva del metodo PotenzaCx, n) divide per due l'esponente n. 
Allora ci saranno 0(log ri), e non 0(n), chiamate ricorsive. In altre parole, mediante 
una ricorsione lineare e una tecnica di quadratura, si può ridurre il tempo di esecu-
zione per il calcolo della funzione potenza da 0(n) a 0(log n), il che rappresenta un 
notevole miglioramento. 

4 . 3 Semplici tecniche di dimostrazione 

Talvolta si può avere l'esigenza di dimostrare proprietà di una certa struttura dati o 
di un algoritmo. Per esempio si vuol mostrare che un algoritmo è corretto oppure 
che è eseguibile velocemente. Per conferire rigore a queste proprietà bisogna far ri-
corso a un linguaggio matematico e per sostenerle è necessario dimostrarle o pro-
varle. Per fortuna esistono molti mezzi semplici per ottenere tali scopi. 

4 . 3 . 1 Dimostrazione mediante esempi 
Alcune proprietà sono enunciate in forma generica, «Esiste un elemento x in un in-
sieme 5 che gode della proprietà P». Per dimostrare tale proprietà bisogna sempli-
cemente mostrare che un elemento jc e 5 gode della proprietà P. Analogamente, al-
cune proposizioni poco credibili si presentano come «Ogni elemento x di un insie-
me 5 gode della proprietà P». Per dimostrare che tale proprietà è falsa bisogna 
semplicemente mostrare che un elemento x e 5 non gode della proprietà P: questo è 
un controesempio. 

ESEMPIO 4.17 Un certo professor Amongus afferma che ogni numero della for-
ma 2' - 1 è un numero primo, con i intero maggiore di 1. Il professor Amongus si 
sbaglia. 
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DIMOSTRAZIONE. Cerchiamo un controesempio per provare che il professor Amon-
gus è in errore. Fortunatamente non è necessario arrivare molto lontano, poiché 
2 4 - 1 = 15 = 3 • 5. 

4 . 3 . 2 Dimostrazione per contrapposizione e per assurdo 
Un altro insieme di tecniche di dimostrazione coinvolge la logica negativa. I due 
metodi principali di questo tipo sono l'utilizzo della contrapposizione e della con-
traddizione. L'impiego del metodo di contrapposizione è analogo all'immagine for-
mata in uno specchio negativo. Per dimostrare la proposizione «se p è vera, allora q 
è vera» si stabilisce invece che «se q non è vera, allora p non è vera». Logicamente 
queste due proposizioni sono identiche, ma la seconda, chiamata la contrapposizio-
ne della prima, può essere di più facile dimostrazione. 

ESEMPIO 4 .18 Consideriamo due interi a e b. Se ab è pari, allora a è pari o b è 
pari. 

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare questa proposizione, si consideri la sua contrappo-
sta, «Se a è dispari e b è dispari allora ab è dispari». Si considerino i più generici nu-
meri dispari a = 2i + 1 e b = 2j + 1 con i e j interi. Allora ab = Aij + 2i + 2; + 1 = 
2(2ij + /+ / ) + 1 quindi ab è dispari. 

Oltre a mostrare l'utilizzo della tecnica di dimostrazione per contrapposizione, il 
precedente esempio contiene un'applicazione della legge di De Morgan. Questa 
legge è utile per trattare le negazioni e stabilisce che la negazione di una proposi-
zione di tipo «p or q» è «not p and not q». Analogamente, la negazione di una pro-
posizione di tipo «p and q» è «not p or not q». 

• Contraddizione 
Un'altra tecnica di dimostrazione in logica negativa è quella per contraddizione (o 
per assurdo), richiamante anch'essa frequentemente la legge di De Morgan. Appli-
cando la tecnica di contraddizione, si stabilisce che una proposizione q è vera sup-
ponendo prima che essa sia falsa e poi mostrando che questa assunzione porta a 
una contraddizione (del tipo 2 * 2 oppure 1 > 3). Cadendo in questa contraddizione 
si mostra che non esiste nessuna possibilità che q sia falsa e quindi q deve essere 
vera. Naturalmente per arrivare a questa conclusione, bisogna assicurarsi che la si-
tuazione sia consistente prima ancora di supporre che q sia falsa. 

ESEMPIO 4.19 Consideriamo due numeri interi a e b. Se ab è dispari, allora a è 
dispari e b è dispari. 

DIMOSTRAZIONE. Sia ab dispari. Si vuol mostrare che a è dispari e b è dispari. Cer-
cando di cadere in contraddizione, si assume che sia vero il contrario, cioè che al-
meno uno tra a e b sia pari. In effetti, senza perdita di generalità, si può assume-
re che a sia pari (il caso per b si ricava per simmetria). Allora si pone a = 2i per 
un intero i. Quindi, ab = (2 i )b = 2(ib), cioè ab è pari. Ma questo è assurdo: ab 
non può essere contemporaneamente pari e dispari. Pertanto sono dispari sia a 
sia b. 
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4 . 3 . 3 Induzione e invarianza rispetto a un ciclo 
La maggior parte delle proprietà riguardanti il tempo di esecuzione e la limitazione 
dello spazio occupato fanno riferimento a un parametro intero n (che solitamente 
denota una nozione intuitiva di «grandezza» del problema). Inoltre la maggioranza 
di queste proprietà sono equivalenti all'affermazione della validità di un certo q(n) 
«per tutti gli interi n > 1». Ciò equivale a una richiesta su un insieme infinito di nu-
meri, e quindi la relativa dimostrazione non può essere ottenuta in modo diretto. 

• Induzione 
La dimostrazione di proprietà del tipo sopra descritto si può lo stesso effettuare me-
diante la tecnica dell'induzione. Questa tecnica consiste nel provare che, per ogni 
particolare n > 1, esiste una sequenza finita di implicazioni che parte da qualche ele-
mento noto e termina con la dimostrazione che l'espressione q(n) è vera. In partico-
lare, una dimostrazione per induzione comincia mostrando che q(n) è vera per n = 1 
(e talvolta per alcuni altri valori n = 2, 3,..., k, con k costante). Poi si dimostra che il 
«passo» di induzione è vero: per n > k, «se q(i) è vera per ogni i < n, allora q(n) è 
vera». La combinazione di queste due parti completa la dimostrazione per induzione. 

PROPOSIZIONE 4.20 Si consideri la funzione di Fibonacci F(n), in cui si definisce 
F(l) = 1, F(2) = 2 e F(n) = F(n -1) + F(n - 2) per n > 2. (Si veda il Paragrafo 2.2.3.) 
Si vuole dimostrare che F(n) < 2". 

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione. 
Casi di base: n<2. F( 1) = 1 < 2 = 2 1 e F(2) = 2 < 4 = 2 2 . 
Passo di induzione: n > 2. Si supponga che l'asserto sia vero per n' < n. Si consideri 
F(n). Poiché n > 2, allora F(n) = F(n - 1) + F(n - 2). Inoltre, poiché n - 1 < n e 
n - 2 < n , s \ può applicare l'assunto induttivo (talvolta chiamato l'«ipotesi indutti-
va») per il quale F(n) < 2 " _ 1 + 2"~ 2, da cui consegue che: 

2"-i + 2"" 2 < 2 n _ 1 + 2 " _ 1 = 2 • 2"" ' = 2" 
Dimostriamo ora per induzione una proprietà già discussa in precedenza. 
PROPOSIZIONE 4.21 (Uguale alla Proposizione 4.3) 

n(n + 1) I 
DIMOSTRAZIONE. Proviamo questa uguaglianza per induzione. 
Caso di base: n = 1. Banale poiché 1 -n(n + l)/2 se n = 1. 
Passo di induzione: (n > 2). Si ammetta che la proposizione sia vera per n' < n. Si 
consideri n. 

n n - 1 S ' =n
 + X ' 

/ = 1 i = 1 Per l'ipotesi di induzione, risulta: 
^ . (n- 1 )n Z i = " + — = — 

1 = 1 2 



semplificabile nel modo seguente: 
(n-\)n 1 n + n2-n n2 + n n(n + 1) n + — = = = — : -2 2 2 2 

Talvolta il compito di dimostrare una proprietà per tutti i numeri n > 1 può ap-
parire eccessivamente oneroso. Sarebbe bene ricordare comunque la concretezza 
della tecnica induttiva. Essa mostra che, per ogni particolare n, esiste una sequenza 
finita di passi di implicazione che inizia da un assunto vero e conduce a una conclu-
sione vera su n. In breve, la discussione per induzione è una formula per costruire 
una sequenza di dimostrazioni dirette. 

• Invarianti di ciclo 
L'ultima tecnica di dimostrazione esaminata in questo paragrafo è quella degli in-
varianti di ciclo. Per provare la correttezza di una certa espressione riferita a un ci-
clo, si definisca S come una serie di espressioni minori, S 0, S t,..., Sk dove: 
1. La proposizione iniziale è vera prima che inizi il ciclo. 
2. Se Sj_, è vera prima dell'z'-esima iterazione, allora 5, sarà vera dopo l'i-esima ite-

razione. 
3. L'ultima espressione, Sk, implica che l'espressione iniziale 5 è vera. 

Come esempio di invarianti di ciclo verrà dimostrata la correttezza dell'algorit-
mo arrayFind mostrato nel Frammento di codice 4.5 e finalizzato a trovare un ele-
mento x in un array A. 

Per dimostrare la correttezza dell'algoritmo arrayFind, si definisce induttiva-
mente una serie di espressioni 5, che dimostrano la correttezza dell'algoritmo. In 
particolare si assume che all'inizio dell'i-esima iterazione del ciclo while sia vero 
quanto segue: 

5,• : x è diverso da tutti i primi i elementi di A 
Ciò è vero all'inizio della prima iterazione del ciclo, poiché non ci sono elementi nei 
primi 0 elementi di A (si dice che questo genere di proposizioni sia banalmente 
vero). Nell'i-esima iterazione, l'elemento * è confrontato con l'elemento A[i] e, se 
questi due elementi sono uguali, in output compare l'indice i, in modo chiaramente 
corretto e l'algoritmo in questo caso termina. Se i due elementi x e sono diver-
si, allora è stato trovato un altro elemento diverso da x e l'indice i è incrementato. 

Algoritmo arrayFind (x, A): 
Inpat: Un elemento x e un array A di n elementi. 
Output. L'indice i tale che x = A[i] o -1 se nessun elemento di A 

è uguale a x. 
i <- 0 
while 1 < n do 

if x = A[i] then 
return 1 

else 
i+ 1 

return -1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
4.5 
Algoritmo arrayFind 
per trovare un dato 
elemento in un array. 
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Allora, l'espressione 5, sarà vera per questo nuovo valore di quindi 5, è vera all'i-
nizio della successiva iterazione. Se il ciclo while termina senza mai restituire un in-
dice di A, allora si ha i = n e non esistono elementi di A uguali a x. Pertanto l'algo-
ritmo restituisce correttamente - 1 per indicare che x non è un elemento di A. 

4 . 4 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

L I V E L L O D I B A S E 

R-4.1 Descrivere in pseudocodice l'algoritmo in tempo O(n) per implementare la 
funzione potenza p(x, n). Rappresentare anche la traccia di ricorsione di questo al-
goritmo per p( 2,5). 
R-4.2 Descrivere in Java l'algoritmo Potenza per implementare la funzione poten-
za p(x, n) (Frammento di codice 4.4). 
R-4.3 Schematizzare la traccia di ricorsione dell'algoritmo Potenza (Frammento di 
codice 4.4, che implementa la funzione potenza p(x, n)) per calcolare p(2,9). 
R-4.4 Analizzare il tempo di esecuzione dell'algoritmo BinarySum (Frammento di 
codice 3.34) per valori arbitrari del parametro di input «. 
R-4.5 Tracciare le funzioni 8«, 4n log n, 2« 2 , n 3 e 2" utilizzando una scala logarit-
mica per gli assi x e y, in altri termini, se il valore della funzione / («) è y, disegnare 
questo come un punto con coordinata x uguale a log « e coordinata y uguale a log y. 
R-4.6 II numero di operazioni eseguite dagli algoritmi A e B è rispettivamente 8n 
log « e 2« 2 . Determinare « 0 tale che A sia migliore di B per n > «0. 
R-4.7 II numero di operazioni eseguite dagli algoritmi A e B è 4 n 2 e 2 n 3 rispettiva-
mente. Determinare n0 tale che A sia migliore di B per n>nfì. 
R-4.8 Illustrare un esempio di funzione che abbia lo stesso grafico in una scala lo-
garitmica e in una scala standard. 
R-4.9 Perché il grafico della funzione nc in scala logaritmica è una linea retta con 
pendenza c? 
R-4.10 A quanto è uguale la somma dei numeri pari da 0 a 2 n, per n intero positivo? 
R-4.11 Mostrare l'equivalenza delle due seguenti espressioni: 
(a) Il tempo di esecuzione dell'algoritmo A è 0(f(n)). 
(b) Nel caso peggiore, il tempo di esecuzione dell'algoritmo A è 0(f(n)). 
R-4.12 Ordinare le seguenti funzioni per tasso asintotico crescente. 

4n log n + 2n 2 1 0 2'°^" 
3n + 100 log n 4n 2" 
ri1 +10« n3 « l o g « 
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R-4.13 Si dimostri che se d(n) è 0(f(n)), allora ad(n) è 0(f(n)) per ogni costante 
a >0. 
R-4.14 Si dimostri che se d(n) è 0(f(n)) ed e(n) è 0(g(n)), allora il prodotto 
d(n)e(n) è 0(f(n)g(n)). 
R-4.15 Esprimere una caratterizzazione O-grande, in termini di n, del tempo di 
esecuzione del metodo Exl illustrato nel Frammento di codice 4.6. 
R-4.16 Esprimere una caratterizzazione O-grande, in termini di n, del tempo di 
esecuzione del metodo Ex2 illustrato nel Frammento di codice 4.6. 
R-4.17 Esprimere una caratterizzazione O-grande, in termini di n, del tempo di 
esecuzione del metodo Ex3 illustrato nel Frammento di codice 4.6. 
R-4.18 Esprimere una caratterizzazione O-grande, in termini di n, del tempo di 
esecuzione del metodo Ex4 illustrato nel Frammento di codice 4.6. 
R-4.19 Esprimere una caratterizzazione O-grande, in termini di n, del tempo di 
esecuzione del metodo Ex5 illustrato nel Frammento di codice 4.6. 
R-4.20 Bill ha un algoritmo, find2D, per trovare un elemento x in un array A di di-
mensione n x n. L'algoritmo find2D si ripete sulle righe di A e chiama l'algoritmo 
arrayFind del Frammento di codice 4.5, su ogni riga, finché non viene ritrovato 
l'elemento x oppure è stata completata la ricerca in tutte le righe di A. Qual è il 
tempo di esecuzione di find2D nel caso peggiore, espresso in termini di ni Qual è il 
tempo di esecuzione di find2D in termini di N, dove N è la dimensione totale di A? 
Sarebbe corretto dire che find2D è un algoritmo a tempo lineare? Perché? 
R-4.21 Per ogni funzione f(n) e per ogni istante t della tabella seguente, si determi-
ni la massima dimensione n di un problema P che possa essere risolto in tempo t se 
l'algoritmo per risolvere P impiega f(n) microsecondi. Una casella della tabella è 
stata riempita come esempio iniziale. 

1 secondo 1 ora 1 mese 1 secolo 
log n = igsooooo 

n 
n log n 

2" 

R-4.22 Si dimostri che se d(n) è 0(f(n)) ed e(n) è 0(g(n)), allora d(n) + e(n) è 
0(f(n) + g(n)). 
R-4.23 Si dimostri che se d(n) è 0(f(n)) ed e(n) è 0(g(n)), allora d(n) - e(n) non è 
necessariamente 0(f(n) -g(n)). 
R-4.24 Si dimostri che se d(n) è 0(f(n)) ef(n) è 0(g(n)), allora d(n) è 0(g(n)). 
R-4.25 Si dimostri che 0(max(/(«),g(n))) = 0(f(n) + g(n)). 
R-4.26 Si dimostri che/(n) è 0(g(n)) se e solo se g(n) è Sl(f(n)). 
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Algoritmo Ex ICA): 
Input: Un array A contenente n > 1 Interi. 
Output: La somma degli elementi di A. 

s <- A[0] 
for i « - l t o i i - l d o 

s <- s + A[i] 
returns 

Algoritmo ExSCA): 
Input: Un array A contenente n > 1 interi. 
Output: La somma degli elementi contenuti nelle celle di indice pari di A. 

s <- A[0] 
for i <— 2 to n - 1 by increments of 2 do 

/ S S + A[l] 1 
returns 

Algoritmo Ex3(A): 
Input: Un array A contenente n > 1 Interi. 
Output: La somma dei precedenti degli elementi di A. 

s 0 
for i <— 0 to n - 1 do 

sì- s + A[0] 
for j <r- 1 to 1 do 

S <r- S + A[]] 
return s 

Algoritmo Ex4CA): 
Input. Un array A contenente n > 1 interi. 
Output: La somma dei precedenti degli elementi di A. 

8 <r- A[0] 
t s 
for 1«- 1 t o n - 1 do 

s s + A[i] 
t t + s 

return t 
Algoritmo Ex5(A,B) : 

Input. Due array A e B 
Output: n numero degli 

degli elementi di A. 
c <- 0 
for i f - O t o n - 1 do 

s <- 0 
for J <— 0 to n - 1 do 

s <- s + A[0] 
for k <- 1 to j do 

s <r- s + A[Jc] 
if B[i] = s then 

c c + 1 
return c 

contenenti ognuno n > 1 interi. 
elementi di B uguali alla somma dei precedenti 

F R A M M E N T O DI CODICE 4 . 6 Alcuni algoritmi. 
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R-4.27 Si dimostri che se p(n) è una funzione polinomiale in n, allora log p(n) è 
O(logn). 
R-4.28 Si dimostri che (n + l ) 5 è 0(n5)). 
R-4.29 Si dimostri che 2" + 1 è 0(2"). 
R-4.30 Si dimostri che n è 0(n log n). 
R-4.31 Si dimostri che n2 è Cl(n log n). 
R-4.32 Si dimostri che n log n è f ì (n) . 
R-4.33 Si dimostri che lf(n) 1 è 0(f(n)), se f(n) è una funzione positiva non decre-
scente e sempre maggiore di 1. 
R-4.34 L'algoritmo A esegue un calcolo in tempo 0(log n) per ogni entry di un array 
di n elementi. Qual è il tempo di esecuzione di questo algoritmo nel caso peggiore? 
R-4.35 Dato un array X di n elementi, l'algoritmo B sceglie a caso log n elementi 
in X ed esegue calcoli in tempo 0(n) per ognuno di essi. Qual è il tempo di esecu-
zione dell'algoritmo B nel caso peggiore? 
R-4.36 Dato un array X di n elementi interi, l'algoritmo C esegue una computazio-
ne in tempo 0(n) per ogni numero pari di X e in tempo 0(log n) per ogni numero 
dispari di X. Quali sono i tempi di esecuzione dell'algoritmo C nel caso migliore e 
nel caso peggiore? 
R-4.37 Dato un array X din elementi, l'algoritmo D chiama l'algoritmo E su ogni 
elemento À"[ì] . L'algoritmo E gira in tempo O(i) quando è chiamato sull'elemento 
X[i], Qual è il tempo di esecuzione dell'algoritmo D nel caso peggiore? 
R-4.38 Al e Bob stanno discutendo sulle prestazioni degli algoritmi. Al afferma 
che il suo metodo eseguito in tempo 0(n log n) sia sempre più veloce di quello di 
Bob eseguito in 0(n2). Per risolvere la contesa, i due eseguono un insieme di espe-
rimenti. Con disappunto di Al, essi trovano che se n < 100, l'algoritmo 0(n2) gira 
più velocemente dell'altro e solo per n > 100 l'algoritmo migliore è quello con un 
tempo 0(n log ri). Spiegare perché ciò possa verificarsi. 

LIVELLO AVANZATO 

C-4.1 Descrivere un algoritmo ricorsivo che calcoli la parte intera del logaritmo in 
base 2 di n impiegando solo addizioni e divisioni intere. 
C-4.2 Descrivere un'implementazione del TDA coda mediante due stack. Qual è il 
tempo di esecuzione dei metodi enqueueO e dequeueO in questo caso? 
C-4.3 Si consideri un array A di n elementi, contenente degli interi diversi elencati 
in ordine crescente. Dato un numero k, descrivere un algoritmo ricorsivo per trova-
re due interi in A di somma k, se esistono. Qual è il tempo di esecuzione di questo 
algoritmo? 
C-4.4 Dato un array A di n elementi interi non ordinati e un numero intero k, de-
scrivere un algoritmo ricorsivo per riordinare gli elementi di A in modo che tutti gli 
elementi minori o uguali a k precedano gli elementi maggiori di k. Qual è il tempo 
di esecuzione di questo algoritmo? 
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n 
C-4.5 Dimostrare che ^ i2 è 0(n3). 

1 = 1 
n C-4.6 Dimostrare che ^ i/2' < 2. (Suggerimento: cercare di limitare questa somma ; = ì 

termine a termine con una progressione geometrica.) 
C-4.7 Dimostrare che l o g h f ( n ) è ©(log(/(n)) se b > 1 è una costante. 
C-4.8 Descrivere un metodo per trovare il minimo e il massimo di ti numeri me-
diante un numero di confronti minore di 3n/2. (Suggerimento: costruire prima un 
gruppo di numeri candidati a essere il minimo e un altro gruppo di numeri candida-
ti a essere il massimo). 
C-4.9 Bob ha costruito un sito Web e ha fornito l 'URL soltanto a n suoi amici, nu-
merandoli da 1 a n. Ha raccomandato all'i-esimo amico/a di visitare il sito al massi-
mo i volte. Bob ha un contatore, C, che calcola il numero totale di visite al sito (ma 
non individua i visitatori). Qual è il valore minimo di C tale che Bob possa sapere 
che uno dei suoi amici ha effettuato il massimo numero di visite concessegli? 
C-4.10 Si consideri la seguente «dimostrazione» che la funzione di Fibonacci F(n) 
è O(n) (si veda la Proposizione 4.20): 
Caso di base (n < 2): F(l) = 1 e F(2) = 2. 
Passo d'induzione (n > 2): Si supponga vera la proposizione per n' < n. Si consi-
deri n. F(n) = F(n - 1) + F(n - 2). Per induzione, F(n - 1) è 0(n - 1) e F(n - 2) è 
0(n - 2). Allora, F(n) è 0((n - 1 ) + (n- 2)), per l'identità dell'esercizio R-4.22. Per-
ciò F(n) è 0(n). 
Che cosa c'è di sbagliato in questa «dimostrazione»? 

n 
C-4.11 Sia p{x) una funzione polinomiale di grado n, cioè p(x) = ^ aix'. ; = o 
(a) Descrivere un semplice metodo in tempo 0(n2) per calcolare p(x). 
(b) Si consideri un modo per riscrivere p(x) secondo il metodo di Horner. 

p(x) = a0 + x(a] +x(a2 + x(a3 + ... + x(an_l + xa„) ...))), 
Caratterizzare il numero di operazioni aritmetiche che esegue questo metodo me-
diante la notazione O-grande. 
C-4.12 Si consideri la funzione di Fibonacci F(n) (si veda la Proposizione 4.20). Si 
dimostri per induzione che F(n) è fl((3/2)"). 
C-4.13 Dato un insieme A - (a,, a 2,..., a j di n interi, descrivere in pseudocodice un 

k 
metodo efficiente per calcolare le somme parziali sk = ^ ah per k = 1,2,..., n. Qual è i = i 
il tempo di esecuzione di questo metodo? 
C-4.14 Disegnare una dimostrazione grafica della Proposizione 4.3 analoga a quel-
la di figura 4.1(b) per il caso n dispari. 
C-4.15 Un array A contiene n - 1 interi compresi nell'intervallo [0, n - 1]; in altre 
parole, esiste un unico numero appartenente a questo intervallo non appartenente 
ad A. Si progetti un algoritmo in tempo 0(n) per trovare tale numero. E consentito 
utilizzare soltanto uno spazio aggiuntivo O(l) rispetto a quello occupato dall'array 
A stesso. 



C-4.16 Sia S un insieme di n rette nel piano tali che non ci siano coppie di rette pa-
rallele e terne di rette che s'incontrano nello stesso punto. Dimostrare per induzio-
ne che le rette in S determinano &(n2) punti d'intersezione. 

n 

C-4.17 Dimostrare che ^ Tlogj ¿1 è 0(n log n). 
i = I 

C-4.18 Un re malvagio possiede n bottiglie di un vino pregiato e le sue guardie 
hanno appena catturato una spia che stava tentando di avvelenare il vino del re. Per 
fortuna le guardie hanno catturato la spia dopo che era riuscita ad avvelenare una 
sola bottiglia. Sfortunatamente, però, le guardie non hanno individuato la bottiglia. 
Per complicare il problema si supponga che il veleno usato dalla spia sia molto po-
tente: una sola goccia diluita anche un miliardo di volte potrebbe ancora uccidere. 
Però il veleno funziona lentamente: perché sopraggiunga la morte è necessario un 
mese intero. Progettare uno schema che entro il tempo massimo di un mese deter-
mini con precisione quale delle bottiglie sia stata avvelenata impiegando un nume-
ro di assaggiatori 0(log n). 
C-4.19 Si supponga che ogni riga di un array A di dimensioni n x n sia formata da 
tanti 1 e 0 in modo tale che in ogni riga di A tutti gli 1 di una riga precedano gli 0 in 
quella stessa riga. Supponendo che A sia già in memoria, descrivere un metodo che 
giri in tempo O(n) (e non 0(n2)) per trovare la riga di A contenente il maggior nu-
mero di 1. 
C-4.20 Descrivere in pseudocodice un metodo per moltiplicare una matrice A di 
dimensioni nx m con una matrice B di dimensioni m x p. Si ricorda che il prodotto 

n 

C = AB è definito in modo che C[i\ \j] = ^ /![«] [&] • B [fc] [/]. Qual è il tempo di 
i = 1 esecuzione di questo metodo? 

C-4.21 Si supponga che ogni riga di un array A di dimensioni n x n sia formata 
da tanti 1 e 0 in modo tale che in ogni riga / di A tutti gli 1 precedano gli 0. Si sup-
ponga altresì che il numero di 1 nella riga sia almeno uguale al numero di riga 
i + 1, per i - 0, 1, ..., n - 2. Supponendo che A sia già in memoria, descrivere un 
metodo che sia eseguito in tempo 0(n) (e non 0(n2)) per contare il numero di 1 
contenuti in A. 
C-4.22 Descrivere un metodo ricorsivo per calcolare l'rc-esimo numero armonico: 

Hn = Ì l / i 
i = 1 

PROGETTI 

P-4.1 Implementare gli algoritmi prefixAveragesl e prefixAverage2 del Para-
grafo 4.2.5 ed effettuare un'analisi sperimentale dei rispettivi tempi di esecuzione. 
Visualizzare i tempi di esecuzione come funzioni delle dimensioni dell'input in un 
diagramma logaritmico. 
P-4.2 Effettuare un'attenta analisi sperimentale per confrontare i tempi di esecu-
zione relativi ai metodi illustrati nel Frammento di codice 4.6. 
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Note al capitolo 

L'uso appropriato della notazione O-grande ha provocato molte discussioni [16,47, 
61]. Per esempio Knuth [62, 61] la definisce mediante l'espressione f(n) = 0(g(n)), 
ma intende questa come un'«uguaglianza a senso unico». In questo libro si è scelto 
di intendere l'uguaglianza in senso tradizionale, considerando la notazione O-gran-
de come un insieme, secondo il suggerimento di Brassard [16]. I lettori interessati 
allo studio dell'analisi del caso medio possono far riferimento al relativo capitolo 
del libro di Vitter e Flajolet [97]. La versione della storia di Archimede presentata 
in questo libro è tratta dal libro [77], Per altri strumenti matematici supplementari 
si rimanda all'Appendice A. 



Stack e code 

5 . 1 Gli stack 

Uno stack è un contenitore di oggetti che possono essere inseriti ed estratti secon-
do il criterio last-in-fìrst-out (LIFO). Gli oggetti possono essere in ogni istante in-
seriti in uno stack, ma in ogni istante soltanto l'oggetto inserito più di recente (cioè 
«ultimo») può essere estratto. Il nome «stack» deriva dall'analogia con una pila (in 
inglese stack - pila) di piatti contenuta in un distributore a molla di un self-service. 
In questo caso le operazioni fondamentali riguardano le azioni di inserimento e 
prelievo dei piatti sulla pila. Quando si ha bisogno di un nuovo piatto dal distributo-
re lo si preleva dalla cima della pila mentre, quando si aggiunge un piatto, lo si pone 
sulla pila, diventandone così la nuova cima. Un'altra analogia potrebbe essere un 
distributore di caramelle PEZ® che contiene caramelle alla menta in un recipiente 
con caricamento a molla che spinge fuori la caramella in cima alla pila quando vie-
ne sollevato il coperchio del distributore (Figura 5.1). Gli stack sono strutture dati 
di fondamentale importanza. Sono usati in molte applicazioni, comprese quelle di 
seguito descritte. 

ESEMPIO 5.1 I browser della rete Internet conservano in uno stack gli indirizzi 
dei siti visitati recentemente. Ogni volta che un utente visita un nuovo sito, l'in-
dirizzo di quel sito è inserito nello stack degli indirizzi. Allora il browser permet-
te all'utente di estrarre di nuovo questi indirizzi per ritornare nei siti preceden-
temente visitati usando il bottone «indietro». 

ESEMPIO 5.2 Gli editor di testo di solito prevedono un meccanismo di «annul-
la» che cancella le più recenti azioni di editing e fa ritornare il documento in sta-
ti precedenti. Questa operazione di annullamento può essere compiuta conser-
vando in uno stack i cambiamenti del testo. 

5 . 1 . 1 Il tipo di dato astratto stack 
Uno stack è la struttura dati più semplice di tutte, ma anche una tra le più impor-
tanti, perché trova impiego in molte diverse applicazioni che comprendono struttu-
re dati più complesse. Formalmente uno stack è un tipo di dato astratto (TDA) che 
supporta i due seguenti metodi: 



F I G U R A 5 . 1 
Schema di 
funzionamento di 
un distributore PEZ®; 
un'implementazione 
fisica del tipo di dato 
astratto stack. (PEZ® 
è un marchio 
registrato della PEZ 
Candy, Inc.) 

push(e): Inserisce l'oggetto e al top dello stack. 
pop(): Estrae e restituisce l'oggetto al top dello stack; se lo stack è 

vuoto viene generato un errore. 
Inoltre si definiscono i seguenti metodi di supporto: 

size( ): Restituisce il numero di oggetti presenti nello stack. 
isEmptyO: Restituisce un valore booleano che indica se lo stack è vuoto. 

top(): Restituisce, senza estrarlo, l'oggetto in cima allo stack: se lo 
stack è vuoto viene generato un errore. 

ESEMPIO 5.3 La tabella seguente mostra una serie di operazioni sullo stack con 
i relativi effetti su uno stack S di interi inizialmente vuoto. 

Operazione Output Contenuti dello stack 
push(5) - (5) 
push(3) - (5,3) 
popO 3 (5) 

push(7) - (5,7) 
popO 7 (5) 
topi) 5 (5) 
popO 5 0 
popO «errore» 0 

isEmptyO true 0 
push(9) - (9) 
push(7) - (9,7) 
push(3) - (9,7,3) 
push(5) - (9,7,3,5) 
sizeO 4 (9,7,3,5) 
popO 5 (9,7,3) 

puah© - (9,7,3,8) 
popO 8 (9,7,3) 
popO (9,7) 

• Un'interfaccia Java per lo stack 
A causa della sua importanza, la struttura dati stack è una classe incorporata nel 
package java.util di Java. La classe java.util. Stack è una struttura dati che memo-
rizza gli oggetti generici di Java e comprende, tra l'altro, i metodi push(obj), popO, 
peek() (equivalente a topO), sizeO ed emptyO (equivalente a isEmptyO). I me-
todi popO e peek() lanciano le eccezioni EmptyStackException se vengono ese-
guiti su di uno stack vuoto. Anche se è più conveniente utilizzare direttamente la 
classe incorporata java.util.stack, è comunque istruttivo apprendere come proget-
tate e VmpXemenUte. \mo stock partendo da zeto. 



* Eccezione in esecuzione lanciata quando si tenta di eseguire un'operazione 
* top o pop su uno stack vuoto. 
*/ 

public class EmptyStackException extends RuntimeException ( 
public EmptyStackException(String err) { 

super (err); 

F R A M M E N T O DI CODICE 
5 . 1 
Eccezione lanciata dai 
metodi pop( ) e top( ) 
dell'interfaccia stack 
quando questi metodi 
sono chiamati su uno 
stack vuoto. 

L'implementazione in Java di un tipo di dato astratto richiede due passi. Il primo 
passo consiste nella definizione di una Application Programming Interface (API) 
in Java, o semplicemente interfaccia, che descrive i nomi e i metodi che il TDA sup-
porta e in che modo essi debbano essere dichiarati e utilizzati. 

Inoltre occorre definire opportune eccezioni per ogni possibile condizione di er-
rore. Per esempio, la condizione di errore che si verifica quando si chiamano i meto-
di pop() o topO su uno stack vuoto è segnalata lanciando un'eccezione di tipo 
EmptyStackException, definita nel Frammento di codice 5.1. 

Un'interfaccia Java completa per il TDA stack è data nel Frammento di codice 5.2. 
Si osservi che questa interfaccia è del tutto generale, in quanto specifica la possibilità 
di inserire nello stack oggetti appartenenti a classi (e sottoclassi) arbitrarie. Questa ge-
neralizzazione è ottenuta mediante il concetto di tipo generico (Paragrafo 2.5.2). 

Affinché un determinato TDA sia utile, è indispensabile introdurre una classe 
concreta che implementi i metodi dell'interfaccia associata. Nel paragrafo che segue 
viene descritta una semplice implementazione dell'interfaccia stack. 

5 . 1 . 2 Una semplice implementazione di uno stack basata su array 
Si può implementare uno stack memorizzando i suoi elementi in un array. In detta-
glio, lo stack in questa implementazione consiste di un array 5 di N elementi più 
una variabile intera t, che rappresenta l'indice dell'elemento in cima all'array S (Fi-
gura 5.2). 

Ricordando che in Java gli array partono dall'indice 0, l'indice t è inizializzato a 
- 1 e si adopera questo valore di t per individuare uno stack vuoto. Similmente, si 
può usare t per determinare il numero di elementi (f + 1). Viene anche introdotta 
una nuova eccezione, chiamata FullStackException, per segnalare un errore quan-
do si tenta di inserire un nuovo elemento in un array pieno. Tale ultima eccezione è 
caratteristica di questa implementazione e non è comunque definita nel TDA stack. 
Nel Frammento di codice 5.3 si forniscono i dettagli dell'implementazione dello 
stack basata su array. 

F I G U R A 5 . 2 
Realizzazione di 
uno stack mediante 
un array S. L'elemento 
in cima allo stack 
è contenuto nella cella S[r]. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
5.2 
Interfaccia stack 
documentata con 
commenti in stile 
Javadoc (si veda 
il Paragrafo 1.9.3). 
Si noti anche l'utilizzo 
del tipo generico 
parametrizzato, E. 
Esso implica che uno 
stack può contenere 
elementi di una 
qualsiasi classe 
specificata. 

/** 
* Interfaccia per uno stack: un insieme di oggetti che sono inseriti 
* e prelevati secondo il criterio last-in-first-out. 
* 

* @autore Roberto Tamassia 
* @autore Michael Goodrich 
* @vedere EmptyStackException 
* / 

public interface Stack <E>{ 

* Restituisce il numero di elementi dello stack. 
* @return numero di elementi dello stack. 
*/ 
public int size( ); 

* Verifica se lo stack è vuoto. 
* @return vero se lo stack è vuoto, falso altrimenti. 
* / 
public boolean isEmptyO; 

* Esamina l'elemento in cima allo stack. 
* ©return l'elemento al top dello stack. 
* @exception EmptyStackException se lo stack è vuoto. 
* / 
public Object top() 

throws EmptyStackException; 

* Inserisce un elemento in cima allo stack. 
* @param è l'elemento che deve essere inserito. 
*/ 
public void push (Object element); 

/** 
* Estrae l'elemento in cima allo stack. 
* @return l'elemento estratto. 
* @exception EmptyStackException se lo stack è vuoto. 
*/ 
public <E> pop() 

throws EmptyStackException; 
1 

• Analisi dell'implementazione di uno stack basata su array 
La correttezza dei metodi dell 'implementazione basata su array deriva in modo di-
retto dalla definizione dei metodi stessi. Va comunque evidenziato un argomento di 
un certo interesse riguardante l ' implementazione del metodo pop. 

Si noti che si sarebbe potuto evitare di ripristinare a nuli il vecchio array S[i] ot-
tenendo comunque un metodo corretto. Per poter evitare questa assegnazione, qua-
lora si pensi di realizzare in Java questi algoritmi, occorre accettare un compromes-
so. Il compromesso riguarda il meccanismo di garbage collection di Java che cerca 
in memoria gli oggetti che non sono più referenziati da oggetti attivi e recupera il 



Algoritmo slze(): 
return t + 1 

Algoritmo isEmptyC): 
return Ct < 0) 

Algoritmo top(): 
if IsEmptyC ) then 

throw EmptyStackException 
return S[t] 

Algoritmo pushCe): 
if slzeC) = JVthen 

throw FullStackException 
t <- t + 1 
S[t] <- e 

Algoritmo popC): 
if IsEmptyC) then 

throw EmptyStackException 
e <- fl[t]. 
flit] <- nuli 
t <- t - 1 
return e 

loro spazio per un uso futuro (per ulteriori dettagli, si veda il Paragrafo 14.1.3). Sia 
e = S[i] l'elemento che si trova in cima prima che sia chiamato il metodo pop. Intro-
ducendo in S[f] un elemento nullo si stabilisce che lo stack non ha più bisogno di 
conservare il riferimento all'oggetto e. In effetti se non c'è nessun altro riferimento 
attivo a e allora lo spazio di memoria occupato da e sarà recuperato dal garbage 
collector. 

La Tabella 5.1 illustra il tempo di esecuzione per i metodi in una realizzazione di 
stack mediante array. Ciascuno dei metodi dello stack in questa realizzazione ese-
gue un numero costante di istruzioni che riguardano operazioni aritmetiche, con-
fronti e assegnazioni. Inoltre, pop chiama anche isEmpty che, a sua volta, richiede 
un tempo costante. Di conseguenza, in questa implementazione del TDA stack, ogni 
metodo funziona in tempo costante, cioè in tempo 0( 1). 

Un'implementazione reale in Java dello pseudocodice del Frammento di codice 
5.3, mediante la classe Java ArrayStack che implementa l'interfaccia Stack, è illu-
strata nei Frammenti di codice 5.4 e 5.5. Si noti che si usa un nome simbolico, CAPA-
CITY, per specificare la capacità dell'array. Ciò permette di specificare la capacità 
dell'array in un punto del codice e ha valenza globale. 

• Esempio di output 
Di seguito è mostrato l'output del programma ArrayStack. Si osservi che mediante 
tipi generici, si può creare un ArrayStack A per contenere gli interi e un altro Ar-
rayStack B per contenere stringhe di caratteri. 

> new ArrayStack<Integer> A, returns nuli 
result: size = 0, isEmpty = true, stack: [] 

> A.push(7), returns nuli 
result: size = 1, isEmpty = false, stack: [7] 

F R A M M E N T O DI CODICE 
5 . 3 
Implementazione 
di uno stack mediante 
un array di lunghezza 
N prefissata. 

Metodo Tempo 
size 0(1) 

IsEmpty 0(1) 
top 0(1) 

push 0(1) 
pop 0(1) 

TABELLA 5 . 1 
Prestazioni di uno 
stack realizzato 
con array. Lo spazio 
occupato è O(N) 
in cui N è la lunghezza 
dell'array, determinata 
nell'istante 
di inizializzazione 
dello stack. Si noti 
che lo spazio occupato 
è indipendente 
dal numero n < N 
di elementi che sono 
realmente nello stack. 
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/** 
* Implementazione dell'interfaccia stack mediante un array 
* di lunghezza assegnata. Viene lanciata un'eccezione se si 
* tenta un'operazione di push quando la lunghezza dello 
* stack è uguale a quella dell'array. Questa classe 
* comprende i principali metodi della classe incorporata 
* java.util.Stack. 
**! 

public class ArrayStack <E> implements Stack <E>{ 
protected int capacity; / / effettiva capacità dell'array stack 
public static final int CAPACITY = 1000; / / capacità di default dell'array 
protected E SI 1; / / generico array per implementare lo stack 
protected int top = -1 ; / / indice dell'elemento in cima allo stack 
public ArrayStackO { 

this(CAPACITY); / / capacità di default 
1 
public ArrayStack(int cap) ( 

capacity = cap; 
S = (E[])new 0bject[capacity]; / / ignorare il warning del compilatore 

1 
public int sizeO { 

return (top + 1); 
1 
public boolean isEmptyO { 

return (top < 0); 
1 
public void push(E element) throws FullStackException { 

if (size() == capacity) 
throw new FullStackException( " Stack pieno. " ); 

S[++top] = obj; 
) 
public E top( ) throws EmptyStackException ( 

if (isEmptyO) 
throw new EmptyStackException(" Stack vuoto. "); 

return S[top]; 
1 

public E pop() throws EmptyStackException { 
E element; 
if (isEmptyO) 

throw new EmptyStackException( " Stack vuoto. " ); 
element = S[top]; 
S[top—] = nuli; / / dereferenzia S[top] per consentire garbage collection, 

return element; 

FRAMMENTO DI CODICE 5 . 4 Implementazione Java dell'interfaccia Stack basata sugli array. 
(Continua nel Frammento di codice 5.5.) 



public String toStringO { 
String s; 
s = "["; 
if (size() > 0) s+= S[0]; 
if (sizeO > 1) 

for (int i = 1; i <= sizeC)-l; i++) I 
s += V + S[i]; 

} 
retura s + " ] " ; 

1 
/ / stampa informazioni sullo stato di un'operazione recente e dello stack, 

public void statusCString op, Object element) { 
System.out.printC" >" + op); / / stampa questa operazione 
System.out.printlnC", returns" + element); / / valore restituito 
System.out.printC" result: size =" + sizeO + ", isEmpty = " + isEmptyO); 
System.out.printlnC", stack: " + this); / / contenuto dello stack 

1 
/ * * 
* Testa il programma eseguendo una serie di operazioni sullo stack, 
* stampando le operazioni eseguite e restituendo gli elementi e 
* i contenuti dello stack, dopo ogni operazione. 
*/ 
public static void main(Strlng[] args) { 

Object o; 
ArrayStack<Integer> A = new ArrayStack<Integer>(); 
A.status("new ArrayStack<Integer> A", nuli); 
A.push(7); 
A.statusC "A.pushC7)", nuli); 
o = A.popC); 
A.status("A.popO", o); 
A.push(9); 
A.statusC " A.push(9) ", nuli); 
o = A.popC ); 
A.statusC"A.popC)", o); 
ArrayStack<String> B = new ArrayStack<String>C); 
B.statusC'new ArrayStack<String> B", nuli); 
B.pushC'Bob"); 
B.statusC"B.pushCX "Bob\ " ) ", nuli); 
B.pushC" Alice"); 
B.statusC"B.pushCX"Alice\")", nuli); 
o = B.popC); 
B.statusC "B.popO", o); 
B.pushC'Eve"); 
B.statusC "B.pushCX "Eve\ " ) ", nuli); 

) 
} 

F R A M M E N T O DI CODICE 5 . 5 Stock basato su array. (Continuazione del Frammento di codice 5.4.) 



> A.popC), returns 7 
result: size = 0, isEmpty = true, stack: [] 

> A.push(9), returns null 
result: size = 1, isEmpty = false, stack: [9] 

> A.popC ), returns 9 
result: size = 0, isEmpty = true, stack: [] 

> new ArrayStack<String> B, returns null 
result: size = 0, isEmpty = true, stack: [] 

> B.push("Bot>"), returns null 
result: size = 1, isEmpty = false, stack: [Bob] 

> B.push("Alice"), returns null 
result: size = 2, isEmpty = false, stack: [Bob, Alice] 

> B.popO, returns Alice 
result: size = 1, isEmpty = false, stack: [Bob] 

> B.push("Eve"), returns null 
result: size = 2, isEmpty = false, stack: [Bob, Eve] 

• Un inconveniente dell'implementazione dello stack basata su array 
L'implementazione dello stack con array è al tempo stesso semplice ed efficiente. 
Però essa presenta un aspetto negativo: presume che sia fissato un limite superiore, 
CAPACITÀ, alla massima grandezza dello stack. Nel Frammento di codice 5.4 è stato 
scelto, più o meno arbitrariamente, un valore di capacità 1000. In realtà un'applica-
zione potrebbe aver bisogno di uno spazio molto minore, comportando spreco di 
memoria. Al contrario, un'altra applicazione potrebbe aver bisogno di uno spazio 
maggiore, nel qual caso l'implementazione dello stack potrebbe far fallire l'applica-
zione con un errore appena si prova a inserire V(N + l)-esimo oggetto nello stack. 
Così, sebbene semplice ed efficiente, l'implementazione dello stack basata sugli ar-
ray non è necessariamente quella ideale. 

Per fortuna, esiste un'altra implementazione, trattata in questo capitolo, che non 
ha limite di grandezza e usa uno spazio proporzionale al numero effettivo di ele-
menti memorizzati nello stack. Tuttavia, nei casi in cui è disponibile una buona sti-
ma del numero di elementi da inserire nello stack, l'implementazione basata su ar-
ray è difficilmente migliorabile. Gli stack svolgono un ruolo importante in numero-
se applicazioni di calcolo, per cui è utile definire una implementazione rapida del 
TDA stack, come quella basata sugli array. 

5 . 1 . 3 Implementazione di uno stack mediante linked list 
Nel presente paragrafo è presentata l'implementazione del TDA stack mediante 
linked list semplice. In fase di progettazione è necessario stabilire se la cima dello stack 
dovrà essere posizionata in testa o in coda alla lista: la scelta migliore per il posiziona-
mento della cima, è la testa, poiché solo in testa a una lista sono inseribili e cancellabili 
elementi in tempo costante. Inoltre, per eseguire operazioni size in tempo costante bi-
sogna tenere traccia del numero corrente di elementi in una variabile d'istanza. 

Invece di utilizzare una linked list che possa contenere soltanto oggetti di un de-
terminato tipo, come illustrato nel Paragrafo 3.2, è preferibile implementare uno 
stack mediante una linked list generica. È pertanto necessario introdurre un tipo di 
nodo generico per implementare questa linked list, come quello descritto dal se-
guente Frammento di codice 5.6. 



public c lass Node<E> { 
/ / variabili d'istanza: 
private E element; 
private Node<E> next; 
/** Crea un nodo con riferimenti nuli al suo elemento e al nodo successivo. */ 
public NodeO { 

th is (null, nuli); 

/** Crea un nodo con un elemento assegnato e il nodo successivo. */ 
public Node(E e, Node<E> n) ) 

element = e; 
next = n; 

/ / metodi di accesso: 
public E getElementO { 

return element; 

public Node<E> getNext( ) { 
return next; 

/ / metodi modificatori: 
public void setElement(E newElem) { 

element = newElem; 

public vo id setNext(Node<E> newNext) { 
next = newNext; 

FRAMMENTO DI CODICE 
5.6 
Classe Node, 
che implementa 
un generico nodo 
per una linked list 
semplice. 

• Una generica classe NodeStack 
Un'implementazione Java di uno stack mediante una generica linked list semplice è 
descritta nel Frammento di codice 5.7. Tutti i metodi dell'interfaccia Stack sono ese-
guiti in tempo costante. Oltre a essere efficiente come tempo, questa implementa-
zione richiede uno spazio di memoria O(n), con n numero corrente di elementi del-
lo stack. Questa implementazione non richiede nuove eccezioni per gestire i proble-
mi di overflow. La variabile d'istanza top è impiegata per riferirsi alla cima della li-
sta (che punta all'oggetto nuli se la lista è vuota). Quando si inserisce sullo stack un 
nuovo elemento e, si deve semplicemente creare un nuovo nodo v per e, creare un 
riferimento a e da n e inserire n in testa alla lista. Analogamente, quando si preleva 
un elemento dallo stack, si cancella semplicemente il nodo in testa alla lista e si re-
stituisce l'elemento ivi contenuto. Pertanto tutti gli inserimenti e cancellazioni di 
elementi sono effettuati in testa alla lista. 

5.1.4 Inversione di un array mediante uno stack 
Si può impiegare uno stack per invertire gli elementi di un array, generando così un 
ulteriore algoritmo non ricorsivo per il problema introdotto nel Paragrafo 3.5.1. 
L'idea di base è quella di inserire semplicemente tutti gli elementi dell'array ordina-



FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 7 
Classe NodeStack, 
che implementa 
l'interfaccia Stack 
mediante una linked 
list semplice, avente 
come nodi degli 
oggetti di classe 
Node, descritta 
nel Frammento 
di codice 5.6. 

public c lass NodeStack<E> implements Stack<E> ( 
protected Node<E> top; / / riferimento al nodo di testa 
protected int size; / / numero di elementi dello stack 
public NodeStackO | / / costruisce imo stack vuoto 

top = nuli; 
size = 0; 

) 
public int sizeC ) ( return size; } 
public boolean isEmptyC ) { 

if (top == nuli) return true; 
return false; 

1 
public vo id puah(E elem) ( 

Node<E> v = n e w Node<E>(elem, top); / / crea e collega un nodo nuovo 
top = v; 
size++; 

) 
public E top( ) throws EmptyStackException { 

if (isEmptyC )) throw n e w EmptyStackExceptionC " Stack is empty. "); 
return top.getElementC ); 

) 
public E popC) throws EmptyStackException { 

if (isEmptyC )) throw n e w EmptyStackExceptionC " Stack is empty. " ); 
E temp = top.getElementC); 
top = top.getNextC); / / scollega il precedente nodo di testa 
size—; 
return temp; 

) 
) 

ti in uno stack e poi riempire di nuovo l'array estraendo gli elementi dallo stack. 
Nel Frammento di codice 5.8 si fornisce un'implementazione Java di questo algorit-
mo. Fra l'altro, questo metodo evidenzia anche la possibilità di utilizzare tipi generi-
ci in una semplice applicazione che utilizza un generico stack. In particolare, quan-
do gli elementi sono estratti dallo stack, sono automaticamente restituiti come ele-
menti di tipo E. Pertanto essi possono essere immediatamente restituiti all'array in 
input. Nel Frammento di codice 5.9 è mostrato l'utilizzo di questo metodo. 

FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 8 
Un metodo che serve 
per invertire 
l'ordinamento 
degli elementi 
in un array di oggetti 
di tipo E attraverso 
l'uso di uno stack 
dichiarato mediante 
l'interfaccia Stack<E>. 

/** Generico metodo non ricorsivo per l'inversione di un array. */ 
public static <E> void reverse(E[] a) { 

Stack<E> S = n e w ArrayStack<E>Ca.length); 
for Cint i=0; i < a.length; i++) 

S.pushCa[i]); 
for Cint i=0; i < a.length; i++) 

a[i] = S.popC); 
1 



/** Routine per verificare l'inversione di array. */ 
public static void maìn(String args[]) { 

Integer!] a = {4, 8, 15, 16, S3, 42); / / si usa autoboxing 
Stringi] s = {"Jack", "Kate", "Hurley", "Jin", "Boone"); 
System.out.prlntlnC " a = " + Arrays.toString(a)); 
System.out.printlnC " s = " + Arrays. toString(s)); 
System.out.prlntlnC " Reversing... " ); 
reverseCa); 
reverseCs); 
System.out.prlntlnC " a = " + Arrays. toStringCa)); 
System.out.prlntlnC " s = " + Arrays. toStringCs)); 

) 
L'output di questo metodo è il seguente: 
a = [4, 8, 15, 16, 23, 42] 
s = [Jack, Kate, Hurley, Jin, Michael] 
Reversing... 
a = [42, 23, 16, 15, 8, 4] 
s = [Michael, Jin, Hurley, Kate, Jack] 

FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 9 
Un test per il metodo 
reverse applicato 
a due array. 

5.1.5 Controllo delle parentesi e dei tag HTML 
In questo paragrafo si esplorano due applicazioni degli stack, la prima delle quali ri-
guarda il controllo delle parentesi e dei simboli di raggruppamento nelle espressio-
ni aritmetiche. Queste ultime possono contenere varie coppie di simboli di raggrup-
pamento come 
• parentesi tonde «(» e «)» 
• parentesi graffe «{» e «)» 
• parentesi quadre «[» e «]» 
• simboli della funzione «floor»: «L» e «J» 
• simboli della funzione «ceiling»: «|~» e «1» 
in cui ogni simbolo di apertura deve essere messo in relazione con il corrispon-
dente simbolo di chiusura. Per esempio una parentesi quadra aperta «[» deve es-
sere associata alla corrispondente parentesi quadra chiusa «]», come nella seguen-
te espressione: 

[(5 + x)-(y + z)] 

I seguenti esempi illustrano ulteriormente questo concetto: 
. corretto: ()(()) {([()])) 
. corretto: ((()(( )){([()])} 
. errato: )(())(([()])} 
• errato: (([])] 
• errato: (. 
Si rinvia all'Esercizio R-5.5 per una definizione precisa di controllo del raggruppa-
mento di simboli. 



• Un algoritmo per il controllo delle parentesi 
Un importante problema che si presenta quindi nel processare espressioni aritmeti-
che è quello di verificare che i simboli di raggruppamento in esse contenuti abbiano 
la giusta coerenza. Si presenta qui un algoritmo che utilizza uno stack S per effettuare 
il controllo dei simboli di raggruppamento in un'espressione aritmetica con una sin-
gola scansione da sinistra verso destra. L'algoritmo controlla che i simboli di apertura 
e di chiusura siano in corrispondenza e che siano entrambi dello stesso tipo. 

Supponiamo che sia assegnata una sequenza X = x0xxx2-..xn _,, in cui ogni rap-
presenti un token che possa essere un simbolo di raggruppamento, un nome di va-
riabile, un operatore aritmetico oppure un numero. Per controllare che i gruppi di 
simboli in S siano correttamente accoppiati, si possono processare in ordine i token 
di X. Ogni volta che si incontra un simbolo di apertura lo si inserisce su 5 e ogni 
volta che si incontra un simbolo di chiusura si estrae il simbolo al top dello stack 5 
(assumendo che sia non vuoto) e si controlla che questi due simboli siano dello stes-
so tipo. Se lo stack risulta vuoto dopo che si è processata l'intera sequenza, allora i 
simboli in X sono tutti ben accoppiati. Assumendo che le operazioni di push e pop 
siano implementate per essere eseguite in un tempo costante, questo algoritmo è 
eseguito in un tempo lineare O(n). Si fornisce una descrizione in pseudocodice di 
questo algoritmo nel Frammento di codice 5.10. 

• Controllo dei tag in un documento HTML 
Un'altra applicazione nella quale assume importanza la corrispondenza di elementi 
è la verifica di funzionalità dei documenti HTML. HTML è il formato standard per 
i documenti dotati di iperlink in Internet. In un documento HTML, le parti di testo 
sono delimitate da tag HTML. Un semplice tag HTML di apertura ha la forma 
«<nome>» e il corrispondente tag di chiusura ha la forma «</nome>». Tra i tag 
HTML di uso comune sono compresi: 

FRAMMENTO DI CODICE 
5.10 
Algoritmo per la 
coerenza dei simboli 
di raggruppamento 
in un'espressione 
aritmetica. 

Algoritmo ParenMatchCX.n): 
Input: Un array X composto da n token, ognuno dei quali può essere 

un simbolo di raggruppamento, una variabile, un operatore aritmetico 
oppure un numero 

Output: vero se e solo se tutti i simboli di raggruppamento in X sono 
accoppiati tra loro 

Sia S uno stack vuoto 
for i 0 to n - 1 do 

if X[i\ è un simbolo di apertura then 
S.pushCXli]) 

e lse if CX[i]) è un simbolo di chiusura then 
if S.isEmptyO then 

return fa lse {non c'è nessun simbolo con cui accoppiarsi! 
if S.pop ( ) non è dello stesso tipo di then 

return fa l se {tipo errato) 
if S.isEmptyO then 

return true {ogni simbolo è accoppiato) 
e lse 

return fa l se {alcuni simboli non sono accoppiati) 



<body> 
<center> 
< h l > La barchetta < / h l > 
</center> 
<p>La tempesta sballottava la 
barchetta come una scarpa da 
tennis economica in u n a vecchia 
lavatrice. I tre pescatori ubriachi 
erano avvezz i a questo 
trattamento, naturalmente, m a 
non i tre commess i che, anche 
come mi passeggero clandestino, 
ora sent ivano che avevano pagato 
troppo caro per il viaggio. </p> 
<ol> 
<li> Morirà il commesso? </li> 
<li> Di che colore è la barca? </li> 
<11> E che cosa f a Naomi?</li> 
</ol> 
</body> 

(a) 

La barchetta 
La tempesta sballottava la barchetta 
come una scarpa da tennis economi-
ca in una vecchia lavatrice. I tre pe-
scatori ubriachi erano avvezzi a que-
sto trattamento, naturalmente, ma 
non i tre commessi che, anche come 
un passeggero clandestino, ora senti-
vano che avevano pagato troppo 
caro per il viaggio. 

1. Morirà il commesso? 
2. Di che colore è la barca? 
3. E che cosa fa Naomi? 

(b) 

FIGURA 5 . 3 
Illustrazione dei tag 
HTML. 
(a) Un esempio 
di documento HTML 
e (b) la sua 
visualizzazione 
in un browser. 

• body: corpo del documento 
• h i : intestazione paragrafo 
• center: allineamento centrato 
• p: paragrafo 
• ol: lista numerata (ordinata) 
• li: elemento della lista 
Idealmente, un documento HTML dovrebbe includere solo tag accoppiati, anche se 
la maggioranza dei browser tollerano un certo numero di tag non accoppiati. 

Import java.io.*; 
import java.util. Scanner; 
import net.datastructures.*; 
/** Test semplificato di accoppiamento dei tag in un documento HTML. */ 
public c lass HTML { 

/** Cancella primo e ultimo carattere da una stringa <tag>. */ 
public static String stripEnds(String t) { 

if (t.lengthO <= 2) return null; / / questo tag è degenere 
return t .substring(l , t . lengthO-l) 

1 
/** Controlla se la stringa che costituisce il tag dopo la cancellazione 
* è vuota o s e è u n tag di apertura. */ 

public static boolean isOpeningTagCString tag) { 
return (tag.lengthO = = 0 ) II (tag.charAt(O) 1= ' / ' ); 

I 

FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 1 1 
Programma Java 
per controllare se 
un documento HTML 
ha i tag perfettamente 
corrispondenti. 
(Continua nel 
Frammento di codice 
5.12.) 



/** Controlla se tagl è uguale a tag2 (il primo carattere è '/')• */ 
public static boolean areMatchingTags(String tag l , String tag2) { 

return tagl .equals(tag2.substring(l)); / / controlla il nome dopo '/' 
} 
/** Controlla se ogni tag di apertura abbia il tag di chiusura 
* corrispondente. */ 

public static boolean isHTMT ,Matched(String[] tag) { 
Stack<Strlng> S = newNodeStack<String>(); 

/ / stack per i tag corrispondenti 
for (int i = 0; (i < tag.length) 8eSe (tagli] != null); i++) { 

if (isOpeningTag(tag[i])) 
S.push(tag[i]); / / tag di apertura; va messo sullo stack 

else { 
if (S.isEmptyO) 

return false; / / nessun confronto 
if (lareMatchingTags(S.pop( ), tag[i])) 

return false; / / errore di confronto 
1 

) 
if (S.isEmptyO) return true; / / ogni tag ha il corrispondente 
return false; / / manca qualche corrispondenza tra tag 

} 
public f inal static int CAPACITY = 1000; / / lunghezza dell'array di tag 
/* Scompone un documento HTML in un array di tag html */ 
public static Stringi] parseHTML(Scanner s) { 

Stringi] tag = newString[CAPACITY]; / / array di tag (inizialmente nullo) 
int count = 0; / / contatore di tag 
String token; / / token restituito dallo scanner s 
whi le (s.hasNextLineO) { 

whi le ((token = s.findInLine( "<[*>]*>")) 1= null) 
/ / trova il tag successivo 
tag[count++] = stripEnds(token); / / cancella la fine di questo tag 

s.nextLineO; / / va alla riga successiva 
1 
return tag; / / array di tag 

} 
public static vo id main(String[] args) throws IOException { / / controllo 

if (isHTMLMatched(parseHTML(new Scanner(System.in)))) 
System.out.printlnC 1 II file di input è un documento HTML corretto. "); 

e lse 
System.out.printlnCn file di input è un documento HTML scorretto. " ); 

1 
1 

FRAMMENTO DI CODICE 5 . 1 2 Programma Java per controllare la corrispondenza tra i tag 
in un documento HTML. (Continuazione del Frammento di codice 5.11.) Il metodo 
isHTMLMatched utilizza uno stack per memorizzare i nomi dei tag correntemente aperti, 
analogamente a quanto visto nel Frammento di codice 5.10. Il metodo parseHTML utilizza uno 
Scanner s per estrarre i tag dal documento HTML, mediante lo schema "<[A>]*>,", che denota 
una stringa che inizia con '<' seguita da zero o più caratteri diversi da '>', seguiti dal simbolo '>'. 



Nella Figura 5.3 è mostrato un documento esemplificativo HTML e la relativa 
visualizzazione mediante un browser. 

Fortunatamente, lo stesso algoritmo di quello presentato nel Frammento di co-
dice 5.10 può essere adattato per accoppiare i tag in un documento HTML. I Fram-
menti di codice 5.11 e 5.12 gestiscono l'accoppiamento dei tag in un documento 
HTML. Si tratta di un programma Java completo che prende in input una tipica sor-
gente HTML. Per semplicità, si assume che tutti i tag siano semplicemente di aper-
tura o di chiusura, come definito sopra e che nessun tag abbia una forma scorretta. 

5 . 2 Le code 

Altra struttura dati fondamentale à la coda. Essa è una «cugina» stretta dello 
stack poiché una coda è anch'essa un contenitore di oggetti i cui inserimenti e ri-
mozioni sono conformi al criterio first-in first-out (FIFO). Ciò significa che gli 
elementi possono essere inseriti in ogni momento ma è possibile rimuovere sol-
tanto l'elemento che da più tempo era presente nella coda. Si dirà che gli elemen-
ti entrano alla fine (rear) della coda e vengono estratti dall'inizio (front). Una me-
tafora per questa terminologia è una fila di persone in attesa per l'ingresso in un 
parco giochi. Le persone entrano alla fine della fila e hanno accesso al parco dal-
l'inizio della fila. 

5.2.1 La coda come tipo di dato astratto 
Formalmente il tipo di dato astratto coda definisce un contenitore che memorizza 
gli oggetti in una sequenza i cui accessi e rimozioni degli elementi avvengono sul 
primo elemento della sequenza, denominato front della coda, mentre l'inserimento 
degli elementi avviene alla fine della sequenza, propriamente detta rear della coda. 
Questa restrizione determina la regola che gli elementi sono inseriti ed estratti da 
una coda secondo il criterio first-in first-out (FIFO). 

Il tipo di dato astratto (TDA) coda prevede i due seguenti metodi fondamentali: 

enqueue(e): Inserisce l'elemento e alla fine della coda. 
dequeue(): Estrae e restituisce l'oggetto all'inizio della coda; viene ge-

nerato un errore se la coda è vuota. 

Inoltre, analogamente a quanto visto con il TDA stack, il TDA coda include i se-
guenti metodi di supporto: 

size( ): Restituisce il numero di oggetti presenti nella coda. 
isEmptyC ): Restituisce un booleano che indica se la coda sia vuota. 

front(): Restituisce, senza estrarlo, l'oggetto all'inizio della coda: 
viene generato un errore se la coda è vuota. 

ESEMPIO 5.4 La seguente tabella mostra una serie di operazioni sulla coda e i 
relativi effetti su di una coda Q, inizialmente vuota, di oggetti interi. Come argo-
menti delle operazioni per semplicità si utilizzeranno gli interi anziché oggetti 
interi. 



CAPITOLO STACK E CODE 
O 978-08-08-07037-1 

Operazione Output front 0 rear 
enqueue© - (5) 
enqueue® - (5,3) 
dequeueO 5 (3) 
enqueue(7) - (3,7) 
dequeueO 3 (7) 

f ron tO 7 (7) 
dequeueO 7 0 

dequeueO «errore» 0 

isEmptyO t rue 0 

enqueue(9) - (9) 
enqueue(7) - (9,7) 

sizeO 2 (9,7) 
enqueue(3) - (9,7,3) 
enqueue(5) - (9.7,3,5) 
dequeueO 9 (7,3,5) 

• Esempi applicativi 
Per la coda vi sono tante applicazioni possibili. Magazzini, teatri, centri di prenotazio-
ne e altri servizi simili che tipicamente trattano le richieste dei clienti secondo la stra-
tegia FIFO. Una coda dovrebbe pertanto essere una scelta logica per una struttura 
dati che gestisca le transazioni dei processi per le relative applicazioni. Per esempio, 
essa potrebbe essere una scelta naturale per il trattamento delle chiamate in un cen-
tro di prenotazione di una compagnia aerea o della biglietteria di un teatro. 

• Un'interfaccia Java per la coda 
Un'interfaccia Java per il TDA coda è definita dal Frammento di codice 5.13. Que-
sta interfaccia generica specifica quali oggetti di una arbitraria classe possono esse-
re inseriti nella coda. Successivamente, potrebbe essere necessario applicare un ca-
sting quando gli elementi verranno rimossi. 

Si noti che i metodi size e isEmpty hanno lo stesso significato precedentemente 
visto nel TDA stack. Questi due metodi, così come il metodo front, sono noti come 
metodi di accesso (o osservatori), poiché restituiscono un valore senza cambiare il 
contenuto della struttura dati. 

5.2.2 Una semplice implementazione basata su array 
Di seguito viene presentata una semplice realizzazione di una coda mediante un ar-
ray, Q, di una capacità prefissata. Poiché la regola principale del TDA coda è quella 
di poter inserire e cancellare oggetti secondo il criterio FIFO, occorre stabilire in 
che modo si debba conservare la traccia dell'inizio e della fine della coda. 

Una possibilità è quella di modificare il metodo già utilizzato per l'implemen-
tazione dello stack, ponendo che <2[0] sia l'inizio della coda e ponendo che la 
coda cresca a partire da questo punto. Questa proposta non è una soluzione effi-
cace, in quanto essa richiede che vengano spostati in avanti tutti gli elementi di 



public interface Queue ( 

* Restituisce i l n u m e r o di elementi ne l la coda. 
* @return numero di elementi ne l la coda. 

FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 1 3 
Interfaccia Coda 
documentata mediante 
commenti in stile 
Javadoc. 

public int slzeO; 
/ * * 
* Control la se l a coda è vuota. 
* @return true se l a coda è vuota, fa lse a ltr imenti . 

public boolean isEmptyO; 

* Ispez iona l'elemento iniz ia le del la coda. 
* @return l 'elemento a l l ' in iz io del la coda. 
* @exception EmptyQueueExcept ion se l a coda è vuota. 
* / 
public Object fronte) throws EmptyQueueException; 
/** 
* Inser isce u n elemento a l l a f ine del la coda. 
* @param elemento, i l nuovo elemento che deve essere inserito. 
*/ 
public void enqueueCObject element); 
/ * * 
* R imuove l'elemento a l l ' in iz io del la coda. 
* ©return l 'elemento r imosso. 
* @exception EmptyQueueExcept ion se l a coda è vuota. 
V 
public Object dequeueO throws EmptyQueueException; 

una cella dell'array ogni qualvolta si debba effettuare un'operazione dequeue. 
Tale implementazione dovrebbe pertanto richiedere un tempo O(n) per eseguire 
il metodo dequeue, dove n è il numero corrente degli elementi in coda. Per otte-
nere un tempo costante di esecuzione per ogni metodo della coda, bisogna segui-
re un'altra strategia. 

• Utilizzo di un array in modo circolare 
Per evitare lo spostamento degli oggetti collocati in Q, occorre definire due variabi-
l i / e r, che abbiano il seguente significato: 
• / è l'indice della cella di Q che memorizza il primo elemento della coda (esso co-

stituirà di fatto il candidato successivo da essere rimosso con un'operazione di 
dequeue), a meno che la coda non sia vuota (in tal caso / = r). 

• r è l'indice della successiva cella disponibile nell'array Q. 
Inizialmente si pone / = r = 0, che significa che la coda è vuota. Quando viene 

rimosso un elemento dall'inizio della coda, si incrementa /al l ' indice della cella 
successiva. Analogamente, quando si aggiunge un elemento, esso viene memoriz-
zato nella cella Q[r] e r viene incrementato per puntare alla prossima cella dispo-



FIGURA 5 . 4 
Utilizzazione di 
un array in modalità 
circolare: (a) la 
configurazione 
«normale» con / < r\ 
(b) la configurazione 
«riavvolta» con r < / . 
Sono evidenziate le 
celle che contengono 
elementi della coda. 

s 
0 1 2 f 

( s 0 1 2 r 
(b) 

r N-1 

f N-1 

nibile in Q. Questo schema permette di implementare i metodi front, enqueue e 
dequeue in tempo costante, cioè in tempo 0( 1). Questa metodologia genera co-
munque un altro problema. 

Si consideri, per esempio, cosa avverrebbe se ripetutamente venissero applica-
ti i metodi di enqueue e dequeue al medesimo elemento N. Si otterrebbe / = r = N. 
Se si provasse a inserire l'elemento per più volte, si verificherebbe un errore di ar-
ray-fuori-limite (questo perché le N valide locazioni di Q vanno da <2[0] a 
<2[7V - 1]), sebbene in tal caso vi sia una grande quantità di spazio. Per evitare que-
sta circostanza e per poter utilizzare comunque tutto l'array Q, si pone che / e r 
puntino la fine di Q «riavvolgendosi». In altri termini si considera Q come un «ar-
ray circolare» definito da Q[0] a Q[N - 1] e che subito dopo torni indietro di nuo-
vo a Q[0] (Figura 5.4). 

• Utilizzo dell'operatore modulo per la realizzazione dell'array circolare 
La realizzazione di tale concezione circolare di Q risulta abbastanza semplice. Ogni 
volta che si incrementa / oppure r, si valuta questo incremento rispettivamente 
come «(/+ 1) mod N» oppure «(r + 1) mod N». 

Si ricordi che l'operatore «mod» è l'operatore modulo, che è valutato pren-
dendo il resto di una divisione di interi. Per esempio, 14 diviso 4 vale 3 con resto 
2 e, quindi, 14 mod 4 = 2. In particolare, dati gli interi x e y tali che x > 0 e y > 0, 
si ha x mod y = x - Vxlyìy. Quindi se r = x mod y, allora esiste un intero non ne-
gativo q, tale che x = qy + r. Java utilizza il simbolo «%» per indicare l'operatore 
modulo. Usando l'operatore modulo, si può vedere Q come un array circolare e 
implementare ogni metodo della coda in tempo costante (cioè in tempo 0(1)). Nel 
Frammento di codice 5.14 verrà descritto come usare questo approccio per realiz-
zare una coda. 

La precedente implementazione contiene un importante dettaglio che inizial-
mente potrebbe sfuggire. Si consideri ciò che accade quando vengono inseriti N og-
getti in Q senza estrarne nessuno. In tal caso accadrebbe che f=r, corrispondente 
alla stessa condizione che si verifica quando la coda è vuota. In tal caso non sarebbe 
possibile distinguere la differenza tra coda piena e coda vuota. Per fortuna ciò non 
costituisce un problema rilevante ed esistono diversi modi per gestire questa cir-
costanza. La soluzione che verrà di seguito descritta impone che la coda Q possa 
prevedere al più N -1 oggetti. Questa semplice regola per gestire una coda piena si 
concentra sulla parte finale dell'implementazione e si rimanda alla descrizione dello 
pseudocodice dei metodi della coda nel Frammento di codice 5.14. Si noti l'intro-
duzione di una specifica implementazione di eccezione detta FullQueueException 
per segnalare l'impossibilità di inserire ulteriori elementi nella coda. Si noti anche il 



Algoritmo sizeO: 
return ( i f f - f + r ) mod N 

Algoritmo IsEmptyC): 
return C f = r) 

Algoritmo fronte ): 
if isEmpty then 

throw EmptyQueueException 
return Q[f] 

Algoritmo dequeueC ) : 
if isEmptyC) then 

throw EmptyQueueException 
temp <- Q[f\ 
§[/] <- null 
f <- C/+1) mod N 
return temp 

Algoritmo enqueueCe) : 
if s izeO = N- 1 then 

throw FuHQueueException 
«M «- e 
r <- Cr + 1) mod N 

modo in cui viene calcolata la lunghezza della coda mediante l'espressione 
(N-f+r) mod N, che fornisce un risultato corretto sia nella configurazione «nor-
male» (quando / < r) sia nella configurazione «riavvolta» (quando r < / ) . L'imple-
mentazione Java di una coda mediante un array è simile a quella dello stack ed è la-
sciata come esercizio (P-5.4). 

La Tabella 5.2 mostra il tempo di esecuzione dei metodi nella realizzazione di 
una coda mediante array. Così come per l'implementazione dello stack basata su ar-
ray, ciascun metodo della coda nella realizzazione con array esegue un numero co-
stante di istruzioni che riguardano operazioni aritmetiche, confronti e assegnazioni. 
Così ogni metodo di tale implementazione viene eseguito in un tempo 0( 1). 

Così come nell'implementazione dello stack basata su array, l'unico svantaggio 
reale dell'implementazione della coda basata sugli array consiste nel fatto che la ca-
pacità della coda viene fissata a un certo valore prestabilito. In una applicazione 
reale è possibile che venga richiesta capacità maggiore o minore di quella prestabi-
lita. Tuttavia, se si era effettuata una stima accurata della capacità, l'implementazio-
ne basata su array risulta essere molto efficiente. 

5.2.3 Implementazione di una coda mediante linked list 
Si può efficacemente implementare il TDA coda mediante una linked list. Per ra-
gioni di efficienza si sceglie di far coincidere l'inizio della coda con la testa della li-
sta e la fine della coda con la coda della lista (perché dovrebbe essere più svantag-
gioso inserire alla testa e cancellare alla coda?). Si osservi che è necessario conser-
vare i riferimenti dei nodi di testa e coda della lista. Senza scendere nei dettagli di 
questa implementazione, nel Frammento di codice 5.15 si fornisce soltanto una im-
plementazione Java per i metodi fondamentali. 

Ognuno di questi metodi è eseguibile in tempo 0( 1). Si evita di specificare la 
massima lunghezza della coda, come fatto nell'implementazione della coda median-

FRAMMENTO DI CODICE 
5 . 1 4 
Implementazione 
di una coda mediante 
l'array circolare. 
L'implementazione 
utilizza l'operatore 
modulo per far 
«girare» gli indici 
intorno la fine 
dell'array. Ciò viene 
realizzato includendo 
due variabili,/e r, 
che indicano 
rispettivamente l'inizio 
della coda e la prima 
cella vuota dopo 
la fine della coda. 

Metodo Tempo 
size CKD 

IsEmpty 0(1) 
front 0(1) 

enqueue 0(1) 
dequeue 0(1) 

TABELLA 5 . 2 
Prestazioni di una 
coda realizzata 
mediante un array. 
Lo spazio occupato 
è O(N), in cui N è la 
lunghezza dell'array, 
definita nell'istante 
in cui la coda è stata 
creata. Si noti che lo 
spazio occupato non 
dipende dal numero 
n < N di elementi che 
sono realmente nella 
coda. 



FRAMMENTO DI CODICE 
5.15 
I metodi enqueue 
e dequeue 
nell'implementazione 
del TDA coda 
mediante linked list, 
utilizzando nodi 
della classe Node 
del Frammento 
di codice 5.6. 

publio void enqueued! elem) { 
Node<E> node = n e w Node<E>(); 
node. setElement(elem) ; 
node. setNext (null); / / questo s a r à i l nuovo nodo di coda 
if (size == O) 

head = node; // caso speciale di u n a coda precedentemente vuota 
else 

tail.setNext(node); // aggiunge u n nodo a l l a coda del la l i s ta 
tail = node; // agg iorna i l r i fer imento a l nodo in coda 
size++; 

public E dequeueO throws EmptyQueueException { 
if (size == 0) 

throw n e w EmptyQueueException( " Queue is empty. "); 
E tmp = head.getElementO; 
head = head.getNext(); 
size—; 
if (size == 0) 

tail = null; / / o r a l a coda è v u o t a 
return tmp; 

I 

te array, ma ciò avviene a scapito di una maggiore occupazione di memoria per cia-
scun elemento. Ciò nonostante i metodi in questa implementazione sono più com-
plicati di quanto sarebbe auspicabile, poiché occorre prestare particolare attenzione 
al trattamento dei casi speciali in cui la coda sia vuota prima di un enqueue o diven-
ti piena prima di un dequeue. 

5.2.4 Lo scheduler round robin 
Un utilizzo comune della struttura dati coda è l'implementazione di uno scheduler 
round robin in cui si itera in modo circolare su un gruppo di elementi e si «serve» 
ogni elemento effettuando su di esso una certa azione. Questo tipo di schedulazione 
si usa, per esempio, per una buona allocazione di una risorsa condivisa da un insie-
me di clienti. Per esempio è possibile utilizzare lo scheduler round robin per alloca-
re un quanto di tempo della CPU a svariate applicazioni eseguite in modo concor-
rente su di un computer. 

Si può implementare uno scheduler round robin mediante una coda, Q, ese-
guendo ripetutamente i seguenti passi (Figura 5.5): 
1. e <r- Q.dequeue( ) 
2. Trattamento dell'elemento e 
3. Q.enqueue(e) 

• Il problema di Josephus 
Nel gioco per bambini della «patata bollente», un gruppo di n bambini è seduto in 
circolo e si passa in tondo un oggetto detto «patata». La patata parte da un bambi-



FIGURA 5 . 5 
I tre passi iterativi che 
impiegano una coda 
per la realizzazione 
dello scheduler round 
robin. 

no iniziale del cerchio e i bambini continuano a passarsi la patata finché il capo del 
gioco suona una campana; a questo punto il bambino che tiene la patata deve ab-
bandonare il gioco dopo aver passato la patata al bambino successivo del circolo. 
Dopo che il bambino appena eliminato ha abbandonato il gioco, gli altri bambini 
stringono il cerchio. Questo procedimento è quindi ripetuto finché resta solo un 
bambino che sarà dichiarato vincitore. Se il capo usa sempre la strategia di suonare 
la campana dopo che la patata è stata passata per k volte, per un certo valore di k 
prefissato, allora il problema della determinazione del vincitore, per una assegnata 
lista di bambini, è conosciuto come problema di Josephus. 

• Risoluzione del problema di Josephus mediante una coda 
Dato un insieme di n elementi è possibile risolvere il problema di Josephus utiliz-
zando una coda e associando la patata con l'elemento iniziale della coda e memo-
rizzando gli elementi nella coda secondo la disposizione prevista dal cerchio. In 
questo modo il passaggio della patata è equivalente all'estrazione di un elemento 
dalla coda seguito da un immediato reinserimento nella coda. Dopo che questo 
processo è stato ripetuto per k volte verrà estratto e scartato l'elemento iniziale 
della coda. Per la risoluzione del problema di Josephus viene illustrato nel Fram-
mento di codice 5.16 un programma Java completo che usa questo approccio de-
scrivendo una soluzione che impiega un tempo 0(nk). (Questo problema è risolu-
bile in modo più efficiente mediante una tecnica che però va oltre lo scopo di que-
sto libro.) 

5 . 3 Code doppie 

Si prenda ora in esame una struttura dati simile alla coda, che prevede l'inserimento 
e la cancellazione sia all'inizio sia alla fine della coda. Quest'estensione del concetto 
di coda è chiamata coda doppia (double-ended queue oppure deque, che si pronun-
cia «dek» per evitare confusione con il metodo dequeue del TDA coda che, invece, 
si pronuncia «dichiu»). 

5.3.1 La coda doppia come tipo di dato astratto 
Il tipo di dato astratto deque è più ricco dei TDA stack e coda. I suoi metodi fonda-
mentali sono i seguenti: 
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5 . 1 6 
Un programma Java 
completo per la 
risoluzione del 
problema di Josephus 
mediante una coda. 
La classe NodeQueue 
è mostrata nel 
Frammento di codice 
5.15. 

import datastructures. Queue; 
import datastructures.NodeQueue; 
public class Josephus ( 

/** Soluzione del problema di Josephus mediante una coda. */ 
public static Object JosephusCQueue Q, int k) { 

if (Q.isEmptyO) return nuli; 
while (Q.sizeO > 1) 1 

System.out.printlnC " Queue: " + Q + " k = " + k); 
for (int i=0; i < k; i++) 

Q.enqueue(Q.dequeueO); / / sposta l'elemento dall'inizio alla fine 
Object e = Q.dequeueO; / / rimozione dall'insieme dell'elemento 

/ / iniziale 
System.out.printlnC" " + e + " is out"); 
) 

return Q.dequeueO; / / il vincitore 
1 
/** Costruzione di una coda da un array di oggetti. */ 
public static Queue bulldQueue(Object a[]) { 

Queue Q = new NodeQueueO; 
for (int i=0; i<a.length; i++) 

Q.enqueue(a[i]); 
return Q; 

/** Metodo di verifica. */ 
public static void main(String[] args) { 

Stringi] a l = ("Alice", "Bob", "Cindy", "Doug", "Ed", "Fred"); 
Stringi ] a2 = ("Gene", "Hope", "Irene", "Jack", "Kim", "Lance"1; 
Stringi ] aS = ("Mike", "Roberto"); 
System.out.println( " Il primo vincitore è " + 

Josephus(buildQueue(al), 3)); 
System.out.println( " Il secondo vincitore è " + 

Josephus(buildQueue(a2), 10)); 
System.out.printlnC'n terzo vincitore è " + 

Josephus(buildQueue(a3), 7)); 
) 

a d d F i r s t ( e ) : Inserisce all'inizio della coda doppia un nuovo elemento e. 
i n s e r t L a s t ( e ) : Inserisce alla fine della coda doppia un nuovo elemento e. 

removeFirst( ): Estrae dall'inizio della coda doppia il primo elemento e lo 
restituisce; si verifica un errore se la coda doppia è vuota. 

removeLast(): Estrae dall'inizio della coda doppia l'ultimo elemento e lo 
restituisce; si verifica un errore se la coda doppia è vuota. 

Inoltre il TDA deque può includere anche i seguenti metodi di supporto: 
getPirstc ): Restituisce il primo elemento della coda doppia; S\ verifica 

un errore se la coda doppia è vuota. 
getLast(): Restituisce l'ultimo elemento della coda doppia; si verifica 

un errore se la coda doppia è vuota. 



size( ): Restituisce il numero di elementi della coda doppia. 
isEmpty( ): Verifica se la coda doppia è vuota. 

ESEMPIO 5.5 La seguente tabella mostra una serie di operazioni e il loro effetto 
su una coda doppia D inizialmente vuota e formata da oggetti di tipo intero. Per 
motivi di semplicità si usano interi, al posto di oggetti interi, come argomenti 
delle operazioni. 

Operazione Output D 
inflertPtrst(3) - (3) 

insertFirst(5) - (5,3) 

removePirstC ) 5 (3) 

addLast(7) - (3,7) 

removePirstC ) 3 (7) 

removeLaatC ) 7 0 

removePirstC ) «errore» 0 

lflEmptyC ) true ( ) 

5.3.2 Implementazione di una coda doppia 
Dato che una coda doppia effettua inserimenti ed estrazioni a entrambi gli estremi 
di una lista, l'utilizzo di una linked list semplice potrebbe rivelarsi inefficiente. Tut-
tavia è possibile utilizzare una lista doppiamente collegata per una valida imple-
mentazione di una coda doppia. Analogamente a quanto visto nel Paragrafo 3.3, gli 
inserimenti e le estrazioni di elementi alle due estremità richiedono un tempo 0(1) 
se vengono impiegati dei nodi sentinella per il nodo iniziale (header) e il nodo fina-
le (trailer). Per ogni inserimento di un nuovo elemento e si supponga di avere ac-
cesso al nodo p, che si trova prima del posto in cui dovrebbe essere introdotto e, e al 
nodo q, che si trova dopo il posto in cui dovrebbe essere introdotto e. Per inserire 
un nuovo elemento tra i nodi p e q (uno dei due o entrambi possono essere senti-
nelle), si può creare un nuovo nodo t, con link prev e next rispettivamente riferiti a 
peq,e poi riferire a t il link next di p e il link prev di q. 

Analogamente, per estrarre un elemento memorizzato nel nodo t, si possono 
raggiungere i due nodi p e q, contigui al nodo t (nodi che devono esistere, poiché 
sono state utilizzate sentinelle). Per eliminare un nodo t tra i nodi p e q, si deve 
semplicemente fare in modo che p e q puntino uno all'altro invece di puntare a t. 
Non è necessario cambiare alcun campo di t, dato che t potrà essere recuperato dal 
garbage collector, poiché nessun nodo punta più ad esso. 

La Tabella 5.3 mostra i tempi di esecuzione dei metodi per una coda doppia im-
plementata mediante una linked list doppia. Si noti che ogni metodo è eseguito in 
un tempo O(l). 

Metodo Tempo 
slze, IsEmpty 0(1) 

getPirst, getLast 0(1) 

addPlrst, addLast 0(1) 

removePirst, removeLast 0(1) 

TABELLA 5 . 3 
Prestazioni di una 
coda doppia realizzata 
mediante una linked 
list doppia. 



Per quanto si è visto, una linked list doppia può essere utilizzata per implementa-
re tutti i metodi del TDA deque in tempo costante. Si lasciano per esercizio (P-5.7) i 
dettagli della sua implementazione efficiente in Java. 

Per inciso, tutti i metodi del TDA coda doppia, come sopra descritto, sono inclusi nel-

/** 
* Interfaccia per una coda doppia: un insieme di oggetti inseriti 
* ed estratti dalle due estremità; sottoinsieme dei metodi di 
* java.util.LinkedList. 
* @author Roberto Tamassia 
* @author Michael Goodrich 
*/ 

public interface Deque<E> [ 
/** 

* Restituisce il numero di elementi della coda doppia. 
*/ 

public int sizeO; 
/ " 
* Dice se la coda è vuota. 
*/ 

public boolean isEmptyO; 
/** 
* Restituisce il primo elemento; è lanciata un'eccezione se la coda doppia 

è vuota. 
* / 

public E getPirstC) throws EmptyDequeException; 

* Restituisce l'ultimo elemento; è lanciata un'eccezione se la coda 
* doppia è vuota. */ 

public E getLastO throws EmptyDequeException; 
/** 
* Inserisce il primo elemento della coda doppia. 
V 

public void addFirst CE element); 

* Inserisce l'ultimo elemento della coda doppia. */ 
public vo id addLast (E element); 
/** FRAMMENTO DI CODICE 

5 . 1 7 
Interfaccia Deque 
documentata con 
commenti in stile 
Javadoc (Paragrafo 
1.9.3). Si noti anche 
l'utilizzo di un 
generico tipo 
parametrizzato, E, 
che implica che una 
coda doppia possa 
contenere elementi 
di una qualsiasi classe. 

* Estrae il primo elemento; è lanciata un'eccezione se la coda 
* doppia è vuota. 
*/ 

public E removeFirstC) throws EmptyDequeException; 
!** 

* Estrae l'ultimo elemento; è lanciata un'eccezione se la coda 
* doppia è vuota. */ 

public E removeLastQ throws EmptyDequeException; 



la classe java.util.Liiik:edList<E>. Così, se risulta necessario utilizzare una coda doppia 
e si preferisce non implementarla ex novo, si può semplicemente utilizzare tale classe. 

In ogni caso, nel Frammento di codice 5.17 è mostrata un'interfaccia Deque e nel 
Frammento di codice 5.18 un'implementazione di tale interfaccia. 

public c lass NodeDeque <E> implements Deque<E> { 
protected DLNode header, trailer; / / sentinelle 
protected int size; / / numero di elementi 
public NodeDequeO ( / / inizializza una coda doppia vuota 

header = n e w DLNode<E>(); 
trailer = n e w DLNode<E>(); 
header. setNext(trailer); / / f a puntare il nodo header al trailer 
trailer. setPrev(header); / / f a puntare il nodo trailer al header 
size = 0; 

1 
public int s izeO ( 

return size; 
1 
public boolean isEmptyO { 

if (size == 0) 
return true; 

return false; 
1 
public Object fir s t o throws EmptyDequeException { 

if ( isEmptyO) 
throw n e w EmptyDequeExceptionC " Deque is empty. "); 

return header. getNext().getElement(); 
) 
public void insertFirst(Object o) { 

DLNode second = header. getNextO; 
DLNode first = n e w DLNode(o, header, second); 
second. setPrev(first) ; 
header. setNext(first) ; 
size++; 

I 
public Object removeLast( ) throws EmptyDequeException { 

if (isEmptyO) 
throw n e w EmptyDequeExceptionC " Deque is empty. "); 

DLNode last = trailer. getPrevC ); 
Object o = last.getElementO; 
DLNode secondtolast = last. getPrevC ); 
trailer. setPrev(secondtolast) ; 
secondtolast. setNext(trailer) ; 
size—; 
return o; 

) 
) 

FRAMMENTO DI CODICE 5 . 1 8 La classe NodeDeque implementa l'interfaccia Deque. La classe 
DLNode, generico nodo della linked list, non è mostrata e non sono mostrati nemmeno i metodi 
getLast, addLast e removePirst. 
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5 . 4 Esercizi 

Per il codice sorgente e aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-5.1 Si supponga che su uno stack 5, inizialmente vuoto, sia stato eseguito un to-
tale di 25 operazioni di push, 12 operazioni di top e 10 operazioni di pop, 3 delle 
quali abbiano generato delle StackEmptyException, catturate e ignorate. Qual è 
l'attuale lunghezza di 5? 
R-5.2 Se lo stack 5 del precedente esercizio fosse implementato mediante un array, 
come descritto in questo capitolo, quale sarebbe il valore corrente della variabile 
d'istanza top? 
R-5.3 Descrivere l'output della seguente serie di operazioni su uno stack: 
push(5) , push(3) , pop() , push(2) , push(8) , pop() , popO, push(9) , p u s h ( l ) , 
pop( ), push(7) , push(6) , pop( ), pop( ), push(4) , pop( ), pop( ). 
R-5.4 Descrivere un metodo ricorsivo per eliminare tutti gli elementi di uno stack. 
R-5.5 Formulare una definizione completa e accurata del concetto di controllo dei 
simboli di raggruppamento in un'espressione aritmetica. 
R-5.6 Descrivere l'output della seguente sequenza di operazioni su una coda: 
enqueue(5), enqueue(3), dequeueO, enqueue(2) , enqueue(8) , dequeueO, 
dequeueO, enqueue(9) , enqueue( l ) , dequeueO, enqueue(7), enqueue(6), 
dequeueC ), dequeueC ), enqueue(4) , dequeueC ), dequeueC ). 
R-5.7 Si supponga che su una coda Q, inizialmente vuota, sia stato eseguito un to-
tale di 32 operazioni di enqueue, 10 operazioni di front e 15 operazioni di dequeue, 
5 delle quali abbiano generato delle QueueEmptyException catturate e ignorate. 
Qual è l'attuale lunghezza di Q? 
R-5.8 Se la coda del problema precedente fosse implementata con un array di ca-
pacità N = 30, come descritto in questo capitolo, e non generasse nessuna Full-
QueueException, quale sarebbero i valori correnti d i / e r? 
R-5.9 Descrivere l'output della seguente sequenza di operazioni su TDA coda 
doppia: 
addFirst(3), addLast(8), addLast(9), addFirst(5), removeFirstC ), removeLast( ), 
f irst ( ), addLast(7), removeFirst( ), last( ), removeLastC ). 
R-5.10 Si supponga di avere una coda doppia D contenente nell'ordine i numeri 
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). Si supponga poi di avere una coda Q, inizialmente vuota. De-
scrivere in pseudocodice un metodo che utilizzi esclusivamente D e Q (nessuna al-
tra variabile o oggetto) e dia come risultato D, contenente nell'ordine gli elementi 
(1,2,3,4,5,6,7,8). 
R-5.11 Ripetere il precedente problema utilizzando la coda doppia D e uno stack 
S inizialmente vuoto. 
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LIVELLO AVANZATO 

C-5.1 Si supponga di avere uno stack S, contenente n elementi e una coda Q, ini-
zialmente vuota. Si descriva come è possibile utilizzare Q per controllare se 5 con-
tiene un certo elemento jc, con il vincolo aggiuntivo che questo algoritmo lasci im-
mutato l'ordine originario degli elementi di S. Non è possibile utilizzare array o 
linked list, ma soltanto S e Q e un numero costante di variabili di riferimento. 
C-5.2 Realizzare una descrizione in pseudocodice per un'implementazione basata 
su array del TDA coda doppia. Qual è il tempo di esecuzione per ogni operazione? 
C-5.3 Si supponga che Alice abbia preso tre numeri interi distinti e li abbia inseriti 
in ordine casuale in uno stack 5. Scrivere un pezzo di pseudocodice breve e lineare 
(senza cicli o ricorsioni) che utilizzi un solo confronto e una sola variabile x e che 
garantisca con probabilità 2/3 che alla fine di questo codice la variabile x contenga il 
maggiore dei tre numeri interi. Spiegare perché il metodo utilizzato è corretto. 
C-5.4 Descrivere come implementare il TDA stack mediante due code. Qual è il 
tempo di esecuzione dei metodi push( ) e pop( ) in questo caso? 
C-5.5 Mostrare come utilizzare uno stack 5 e una coda Q per generare in maniera 
non ricorsiva tutti i possibili sottinsiemi di un insieme T di n elementi? 
C-5.6 Si supponga di avere un array bidimensionale n x n , A , destinato a contenere 
numeri interi. Non si desidera impiegare il lavoro iniziale 0(n2) per inizializzare 
tutti i valori a 0 (come fa Java), poiché si sa in anticipo che si utilizzeranno fino a n 
celle con un algoritmo che è eseguibile in tempo 0(n) (senza tener conto del tempo 
di inizializzazione di A). Mostrare come impiegare uno stack basato su array conte-
nente triple di interi (i, ;', k) per permettere di utilizzare l'array senza inizializzarlo 
implementando l'algoritmo ancora in tempo 0(n), anche se i valori iniziali nelle 
celle di A possono essere valori privi di significato. 
C-5.7 Descrivere un algoritmo non ricorsivo per enumerare tutte le permutazioni 
dei numeri {1,2,..., n}. 
C-5.8 La notazione postfissa è un modo non ambiguo per scrivere un'espressione 
aritmetica senza parentesi. Essa è definita in questo modo: se «(exp^)op(exp2)» è 
una normale espressione pienamente parentesizzata, in cui l'operazione è op, la 
versione postfissa è «pexpl pexp2 op» in cui pexpl è la versione postfissa di exp¡ e 
pexp2 è la versione postfissa di exp2. La versione postfissa di un singolo numero o 
variabile coincide con lo stesso numero o variabile. Così, per esempio, la versione 
postfissa di «((5 + 2) * (8 - 3)) / 4» è «5 2 + 8 3 - * 4 /». Descrivere un modo non ri-
corsivo per valutare un'espressione in notazione postfissa. 
C-5.9 Si supponga di avere due stack non vuoti 5 e T e una coda doppia D. Si de-
scriva come utilizzare D in modo che 5 contenga tutti gli elementi di T al di sotto di 
tutti i suoi elementi originali, con entrambi gli insiemi di elementi nel loro ordine 
originale. 
C-5.10 Alice ha tre stack basati su array, A di capacità 100, B di capacità 5 e C di ca-
pacità 3. Inizialmente A è pieno e B e C sono vuoti. Sfortunatamente la persona che 
ha programmato la classe per questi stack ha dichiarato i metodi push e pop come 
privati. L'unico metodo che Alice può adoperare è un metodo statico, transfer(S,T), 
che trasferisce (applicando iterativamente i metodi privati push e pop) elementi dal-
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10 stack 5 allo stack Tfino a che 5 diventa vuoto o T diventa pieno. Così, per esempio, 
partendo dalla configurazione originaria ed eseguendo t r a n s f e r ^ , C ) dà come ri-
sultato A con 97 elementi e C con 3 elementi. Descrivere una sequenza di operazioni 
di t ransfer che inizi dalla configurazione originaria e dia come risultato B con 4 ele-
menti. 
C-5.11 Alice ha due code, S e T, che possono contenere interi. Bob fornisce ad Ali-
ce 50 interi dispari e 50 interi pari e le chiede di mettere i 100 interi in 5 e in T. 
Dopo Alice e Bob organizzano un gioco in cui lui prende a caso S o T e vi applica 
un numero casuale di volte lo scheduler round robin descritto in questo capitolo. Se 
11 numero rimasto nella coda alla fine di questo gioco è dispari, Bob vince. In caso 
contrario vince Alice. Come può Alice disporre gli interi nelle code per ottimizzare 
le sue probabilità di vittoria? Qual è la probabilità che vinca lei? 
C-5.12 Si supponga che Bob abbia quattro mucche cui far attraversare un ponte, 
ma un solo giogo al quale possono essere vincolate due mucche. Il giogo è troppo 
pesante perché sia trasportato da Bob attraverso il ponte, ma egli può legare (e sle-
gare) le mucche al giogo senza spesa di tempo. Delle quattro mucche Mazie può at-
traversare il ponte in due minuti, Daisy in quattro minuti, Crazy in 10 minuti e Lazy 
in 20 minuti. Naturalmente, quando due mucche sono legate al giogo devono en-
trambe procedere alla velocità della mucca più lenta. Descrivere come Bob può 
portare le quattro mucche dall'altra parte del ponte in 34 minuti. 

PROGETTI 

P-5.1 Implementare il TDA stack con una linked list doppia. 
P-5.2 Implementare il TDA stack utilizzando la classe Java ArrayList (senza utiliz-
zare la classe Stack predefinita in Java). 
P-5.3 Implementare un programma che possa accettare in input un'espressione in 
notazione postfissa (si veda l'Esercizio 5.8) e dare in output il suo valore. 
P-5.4 Implementare il TDA coda mediante un array. 
P-5.5 Implementare il TDA coda completo mediante una linked list. 
P-5.6 Progettare un TDA per un TDA doppio stack a due colori, che consiste in 
due stack - uno «rosso» e uno «blu» - e ha delle operazioni che sono le versioni con 
codifica di colore delle operazioni del TDA stack normale. Per esempio, questo 
TDA dovrebbe consentire a entrambi una operazione di push rosso e una opera-
zione di push blu. Fornire un'implementazione efficiente di questo TDA mediante 
un array monodimesionale la cui capacità sia fissata a un certo valore N, che si assu-
me sia sempre maggiore delle dimensioni degli stack rosso e blu messi insieme. 
P-5.7 Implementare il TDA coda doppia con una lista doppiamente collegata. 
P-5.8 Implementare il TDA coda doppia con un array circolare. 
P-5.9 Implementare le interfacce Stack e Queue con un'unica classe che estenda la 
classe NodeDeque (Frammento di codice 5.18). 
P-5.10 Quando viene venduta una quota di merce comune in una società, il guada-
gno di capitale (o talvolta la perdita) è la differenza tra il prezzo di vendita della 
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quota e il prezzo pagato originariamente per comprarla. Questa regola è di facile 
comprensione per una singola quota, ma se si vendono diverse quote di merce com-
prata in un lungo periodo di tempo, allora bisogna individuare le quote da vendere 
effettivamente. Un principio classico di contabilità per individuare quali quote di una 
merce siano state vendute in un caso del genere è quello di usare un protocollo 
FIFO: le quote vendute sono quelle che sono state tenute più a lungo in magazzino 
(in realtà questo è il metodo di default prestabilito in parecchi pacchetti di software 
finanziario). Per esempio, si supponga di comprare 100 quote a 20 dollari l'una il gior-
no 1,20 quote a 24 dollari l'una il giorno 2,200 quote a 36 dollari l'una il giorno 3 e in-
fine di vendere 150 quote il giorno 4 a 30 dollari l'una. Applicare allora il protocollo 
FIFO significa che delle 150 quote vendute, 100 sono state comprate il giorno 1,20 
sono state comprate il giorno 2 e 30 sono state comprate il giorno 3. Il guadagno di 
capitale in questo caso dovrebbe essere pertanto 100 • 10 + 20 • 6 + 30 • ( - 6), ovvero 
940 dollari. Si scriva un programma che prenda in ingresso una sequenza di transa-
zioni della forma «compra x quote(s) a y dollari l'una» oppure «vendi x quote(s) a 
y dollari l'una» assumendo che le transazioni avvengano in giorni consecutivi e che i 
valori x ed y siano numeri interi. Data questa sequenza d'ingresso, l'uscita deve esse-
re il guadagno (o la perdita) di capitale totale per l'intera sequenza, utilizzando il 
protocollo FIFO per individuare le quote. 

Note al capitolo 

Si è introdotto l'approccio alla definizione di strutture dati prima in termini dei loro 
TDA e poi in termini di implementazioni concrete proposto dalla letteratura classica 
degli autori Aho, Hopcroft e Ullman [4,5], che incidentalmente è la fonte da cui è sta-
to attinto un problema simile a quello dell'Esercizio C-5.6. Gli Esercizi C-5.10, C-5.11 
e C-5.12 sono simili alle domande di selezione rivolte da una nota azienda di softwa-
re. Per uno studio più approfondito dei tipi di dato astratti, si faccia riferimento al li-
bro di Liskov e Guttag [69], Cardelli e Wegner [20] oppure Demurjian [28], 



Le liste e gli iteratori 

6.1 Array list 
Si supponga di avere un insieme S di n elementi memorizzati in ordine lineare, così 
da poter indicare gli elementi di S come primo, secondo, terzo e così via. Tale insieme 
è indicato genericamente con il nome di lista o sequenza. Ogni elemento e di 5 può 
essere univocamente determinato mediante un numero intero compreso nell'inter-
vallo [0, n - 1], uguale al numero di elementi di 5 che precedono l'elemento e. L'indi-
ce di un elemento e in 5 è il numero di elementi di S precedenti l'elemento e. Quindi 
il primo elemento di S ha indice 0 e l'ultimo elemento ha indice n - 1 . Se un elemento 
di S ha indice /, l'elemento a esso precedente (se esiste) ha indice i - 1, mentre l'ele-
mento a esso successivo (se esiste) ha indice / + 1. Il concetto di indice è collegato a 
quello di rango di un elemento di una lista, che è abitualmente definito come l'indice 
più uno; in tal modo, il primo elemento ha rango 1, il secondo ha rango 2 e così via. 

Una sequenza che ammette accesso ai suoi elementi mediante i loro ranghi è 
detta array list (ossia lista ad array o, adottando la precedente terminologia, vetto-
re). Questa definizione di indice concorda con l'indicizzazione degli array sia in 
Java che in altri linguaggi di programmazione (come C++). Pertanto la posizione di 
un elemento in una array list sarà detta «indice» e non «rango» (anche se si potreb-
be utilizzare r per denotare questo indice, qualora la lettera «/» debba essere impie-
gata come contatore di un ciclo for). 

Il concetto di indice è una nozione elementare ma potente, poiché può essere 
impiegato per specificare dove inserire un nuovo elemento in un vettore oppure 
dove eliminare un vecchio elemento. 

6.1.1 L'array list come tipo di dato astratto 
Come tipo di dato astratto, una array list S prevede i seguenti metodi (oltre i meto-
di standard size() e isEmptyO): 

get(i): Restituisce l'elemento di 5 di indice i; si verifica una condi-
zione di errore se i < 0 oppure i > sizeO - 1 . 

set(i, e): Sostituisce l'elemento di indice i con l'elemento e; si verifica 
una condizione di errore se i < 0 oppure i > sizeO - 1. 

add(i, e): Inserisce un nuovo elemento e in S avente indice i; si verifi-
ca una condizione di errore se i < 0 oppure i > size( ). 

remove(i): Elimina l'elemento di 5 avente indice /; si verifica una con-
dizione di errore se i < 0 oppure i > sizeO - 1 . 
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Un array costituisce una possibile e semplice implementazione di una array 
list in cui l'elemento di indice 0 sia contenuto nella posizione di indice 0 del-
l'array. La definizione di indice ci offre un modo per far riferimento alla «po-
sizione» di un elemento di una sequenza, senza dover scendere nei particolari 
dell'esatta implementazione della sequenza stessa. L'indice di un elemento può 
cambiare ogniqualvolta la sequenza venga aggiornata, come illustrato nel se-
guente esempio. 

ESEMPIO 6.1 Qui di seguito si mostrano alcune operazioni su un vettore 5 ini-
zialmente vuoto. 

Operazione Output S 

add(0, 7) - (7) 

add(0, 4) - (4, 7) 

get(1) 7 (4, 7) 

add(2, 2) - (4, 7, 2) 

get(3) «errore» (4, 7, 2) 

remove(1) 7 (4, 2) 

add(1, 5) - (4, 5, 2) 

add(1, 3) - (4, 3, 5, 2) 

6.1.2 Il pattern adattatore 
Spesso le classi sono scritte per fornire una funzionalità simile a quella di altre clas-
si. Lo schema di progetto (detto anche pattern) adattatore (adapter) si applica a un 
qualsiasi contesto in cui si voglia modificare una classe preesistente in modo che i 
metodi possano adattarsi a quelli di una classe o interfaccia correlata ma differente. 
Un metodo generale per applicare lo schema adattatore è quello di definire la nuo-
va classe in modo che contenga un'istanza della vecchia classe come campo nasco-
sto e implementare ogni metodo della nuova classe mediante questa variabile d'i-
stanza nascosta. Il risultato dell'applicazione dello schema adattatore è la creazione 
di una nuova classe che presenta le stesse funzionalità della classe precedente, ma 
più adeguate al particolare utilizzo. 

Relativamente alla trattazione del TDA array list, si osserva che questo TDA è 
sufficiente per la definizione di una classe adattatrice per il TDA coda doppia, come 
mostrato nella Tabella 6.1 (si veda anche l'Esercizio C-6.8). 

Metodo della coda doppia Real izzazione con i metodi di una array list 

s lzeO, i sEmptyO s izeO, i sEmptyO 

getFirstO getCO) 

getLast( ) get(slzeC) - 1) 

addFirst(e) addCO, e) 

addLast(e) add(sizeO, e) 

removeFirstO remove(O) 

removeLastC ) remove(slzeO - 1) 

TABELLA 6 . 1 Realizzazione di una coda doppia mediante una array list. 



Algoritmo add(i,e): 
for j = n - 1, n - 2 , . . . , i d o 

A\J + 1] «- A[/l {viene creato spazio per i l nuovo elemento) 
A[i] <- e 
n <- n + 1 

Algoritmo remove(i): 
e <- A[i\ {e è u n a var iab i le temporanea) 
f o r > i, 1 + 1,..., n - 2 do 

A\J\ <— A\J + 1] 
n «- n - 1 
return e 

6.1.3 Una semplice implementazione basata sugli array 
Una scelta ovvia per l'implementazione del TDA vettore è quella di utilizzare un 
array A, in cui l'elemento A[i\ contiene (un riferimento al) l'elemento di rango i. 
La lunghezza N dell'array deve essere sufficientemente grande da contenere tut-
ti gli elementi, il cui numero effettivo è memorizzato in una variabile d'istanza, 
n< N. 

Il dettaglio di questa implementazione è semplice. Per l'implementazione del-
l'operazione get(j), per esempio, si deve soltanto considerare A[i]. \ metodi 
addii, e) e removeCi) sono implementati come illustrato nel Frammento di co-
dice 6.1. Una parte di tale implementazione, importante e dispendiosa in termi-
ni di tempo, riguarda lo spostamento di elementi necessario per occupare le cel-
le contigue a quella in oggetto. Queste operazioni di spostamento sono neces-
sarie per rispettare la regola di memorizzare sempre l'elemento di rango /-esimo 
nella posizione di A individuata dall'indice i (si vedano la Figura 6.1 e l'Eserci-
zio R-6.12). 

• Prestazioni di una semplice implementazione basata sugli array 
La Tabella 6.2 mostra i tempi di esecuzione nel caso peggiore per i metodi di una 
array list di n elementi realizzata mediante un array. I metodi isEmpty, size, get e 
set sono chiaramente eseguiti in un tempo 0(1), ma i metodi di inserzione e cancel-
lazione possono richiedere tempi di esecuzione molto maggiori. In particolare il 

m m m 
s 

0 1 2 i r i -

ta ) 

AAAAA 
N- 1 

s i 
0 1 2 i 

(b) 

n - 1 N- 1 

FRAMMENTO DI CODICE 6.1 
Metodi add(i,e) 
e remove(J) 
nell'implementazione 
del TDA array list 
mediante array. Con ri 
è denotata la variabile 
d'istanza che 
memorizza il numero 
di elementi del 
vettore. 

FIGURA 6 . 1 
Implementazione 
basata su array di 
un vettore S di n 
elementi: (a) shift in 
avanti per l'inserzione 
di un elemento 
di indice i; (b) shift 
all'indietro per 
la cancellazione 
di un elemento 
di indice i. 



Metodo Tempo 

sizeO 0(1) 

lsEmptyO 0(1) 

get(i) 0(1) 

set(i,e) 0(1) 

add(i, e) ofn) 
remove(J) 0(n) 

TABELLA 6 . 2 
Prestazioni di un 
vettore di n elementi 
realizzato mediante 
un array. Lo spazio 
di utilizzo è O(N), 
in cui N è la lunghezza 
dell'array. 

metodo add(i',e) viene eseguito in un tempo O(n). In verità, per quest'operazione, il 
caso peggiore si verifica quando i = 0, poiché tutti gli n elementi esistenti devono es-
sere spostati in avanti. Un'argomentazione analoga può essere applicata al metodo 
remove(i), che presenta un uguale tempo di esecuzione 0(n), perché nel caso peg-
giore (i — 0) è necessario lo spostamento all'indietro di n - 1 elementi. Assumendo 
come equiprobabile ogni possibile indice passato come argomento del metodo per 
queste due operazioni, il loro tempo di esecuzione medio è O(n), in quanto in me-
dia è necessario lo spostamento di n / 2 elementi. 

Esaminando più da vicino i metodi add(i,e) e remove(i), si può osservare che 
ognuno di essi può essere eseguito in un tempo 0(n - i + 1), poiché devono essere 
spostati in avanti o all'indietro soltanto gli elementi che si trovano nella posizione r 
e nelle successive. Per tale motivo, l'inserimento o la cancellazione di un elemento 
all'estremità di un vettore, quando sono utilizzati i metodi rispettivamente add(.n,e) 
e remove(n - 1), richiedono entrambi un tempo di esecuzione 0(1). Questa consi-
derazione presenta un interessante risvolto per quanto riguarda l'adattamento del 
TDA vettore al TDA coda doppia trattata nel Paragrafo 6.1.1. Se il TDA vettore in 
questo caso è implementato mediante un array, come sopra descritto, allora i meto-
di addLast e removeLast della coda doppia sono eseguibili ognuno in un tempo 
0( 1). In ogni caso, i metodi addPirst e removeFirst della coda doppia sono esegui-
bili ognuno in un tempo 0(n). 

Con piccolo sforzo, è possibile realizzare un'implementazione basata su array 
del TDA vettore che raggiunge un tempo di esecuzione O(l) per gli inserimenti e le 
cancellazioni sia in posizione 0 che all'estremità opposta del vettore. Il consegui-
mento di questo obiettivo richiede una eccezione circa l'ipotesi di memorizzazione 
dell'elemento /-esimo del vettore nell'elemento di indice i dell'array: si potrebbe in-
fatti pensare di scegliere un approccio basato sull'utilizzo di un array circolare, 
come quello introdotto per implementare una coda nel Paragrafo 5.2. Si lasciano i 
dettagli di questa implementazione come esercizio (C-6.9). 

6.1.4 Una semplice interfaccia e la classe j a v a . u t i l . A r r a y L i s t 
Nel Frammento di codice 6.2 è illustrata un'interfaccia Java che comprende i prin-
cipali metodi dal TDA array list che costituiscono la premessa per la costruzione di 
un'implementazione in Java del TDA array list. In questo caso si utilizza una 
IndexOutOfBoundsBxception per segnalare un indice non valido. 

• La classe java.util. Array List 
Java prevede la classe java.util.ArrayList che implementa tutti i metodi del TDA ar-
ray list. In altri termini essa include tutti i metodi contenuti nel Frammento di co-
dice 6.2 per l'interfaccia IndexList. Inoltre la classe java.util.ArrayList ha delle ca-
ratteristiche aggiuntive a quelle del TDA array list semplificato. Per esempio, la clas-
se java.util.ArrayList comprende anche un metodo clearO che cancella tutti gli ele-
menti dell'array list e un metodo toArrayO, che restituisce un array contenente tutti 
gli elementi dell'array list nello stesso ordine. Inoltre la classe java.util.ArrayList 
prevede dei metodi per la ricerca nella lista, come il metodo indexOf(e), che restitui-
sce l'indice della prima occorrenza di un elemento uguale a e, e il metodo lastln-
dexOf(e) che restituisce l'indice dell'ultima occorrenza di un elemento uguale a e 
nell'array list. Questi due metodi restituiscono il valore dell'indice (non valido) - 1 se 
non è trovato alcun elemento uguale a e. 



public interface IndexList<E> { 
/** Restituisce il numero di elementi della lista. */ 
public int sizeO; 
/** Restituisce vero se la lista è vuota. */ 
public boolean isEmptyO; 
/** Inserisce un elemento e di indice i, spostando gli elementi successivi. */ 
public vo id addCint 1, E e) 

tbrows IndexOutOfBoundsException; 
/** Restituisce l'elemento di indice i senza cancellarlo. */ 
public E get(int i) 

tbrows IndexOutOfBoundsException; 
/** Cancella e restituisce l'elemento di indice i, spostando gli elementi 
* successivi. */ 

public E remove(int i) 
tbrows IndexOutOfBoundsException; 

/** Sostituisce l'elemento di indice i con e, restituendo l'elemento 
* che precede i. */ 

public E set(int i, E e) 
tbrows IndexOutOfBoundsException; 

1 

FRAMMENTO DI CODICE 
6.2 
L'interfaccia IndexList 
per il TDA array list. 

6.1.5 Implementazione di una array list mediante array estensibili 
Oltre a implementare i metodi dell'interfaccia IndexList (e alcuni altri utili meto-
di), la classe java.util.ArrayList prevede un'interessante caratteristica che costitui-
sce un miglioramento dell'implementazione con semplice array. 

In particolare, la principale debolezza dell'implementazione mediante un sempli-
ce array del TDA vettore, descritta nel Paragrafo 6.1.3, è che essa richiede la specifi-
cazione in anticipo di una fissata capacità, N, per contenere il numero totale di ele-
menti che può essere immagazzinato nel vettore. Se il numero effettivo di elementi, 
n, del vettore è molto minore di N, allora ci sarà uno spreco di spazio di memoria. Ma, 
caso peggiore, se n diventa maggiore di N, allora questa implementazione va in crisi. 

Invece java.util.ArrayList utilizza un'interessante tecnica con array estensibili 
che permette di non doversi più preoccupare degli overflow di array. 

Come nella classe java.util.ArrayList, è necessario prevedere un modo per far 
crescere l'array A contenente una array list S. In Java (come in altri linguaggi di 
programmazione), naturalmente non è possibile aumentare la lunghezza dell'array 
A; la sua capacità è fissata a un certo numero N, come già in precedenza osservato. 
Quando si verifica un overflow, ovvero quando n = N ed è chiamato il metodo add, 
si può pensare di procedere con i seguenti passi: 
1. Allocare un nuovo array B di capacità 2N. 
2. Effettuare la sostituzione B[i\ j4[ì], per i = 0, ...,N- 1. 
3. Effettuare la riassegnazione A B, che significa utilizzare B come array di sup-

porto per il vettore S. 
4. Inserire in A il nuovo elemento. 

Questa strategia di sostituzione di array è nota come array estensibile, poiché 
essa può essere considerata come un'estensione dell'estremità dell'array originario, 
per creare spazio per altri elementi (Figura 6.2). Intuitivamente questa strategia è 
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FIGURA 6 . 2 Un'illustrazione dei tre passi di «crescita» di un array estensibile: (a) creazione di 
un nuovo array B\ (b) copia degli elementi di A in B; (c) riassegnazione del riferimento A al nuovo 
array. Nella figura non è mostrata la garbage collection del vecchio array. 

molto simile a quella del paguro che, costretto a vivere in gusci di conchiglie per 
proteggersi, man mano che si sviluppa sceglie gusci sempre più ampi. 

• Implementazione dell'interfaccia indexList mediante un array estensibile 
Nel Frammento di codice 6.3 si forniscono parti di un'implementazione Java del 
TDA array list mediante array estensibile. Questa classe prevede soltanto la crescita 
dell'array; l'Esercizio C-6.2 esplora la possibilità di un implementazione in cui l'ar-
ray possa anche contrarsi. 

• Un'analisi ammortizzata degli array estensibili 
Questa strategia di sostituzione di array potrebbe inizialmente sembrare lenta: una 
singola sostituzione di array richiesta per l'inserimento di un elemento può richie-
dere un tempo 0(n). Inoltre si osservi che il nuovo array ottenuto dopo una sostitu-
zione può contenere altri n elementi nuovi prima di richiedere un'ulteriore esten-
sione. Questa semplice considerazione ci permette di mostrare che l'esecuzione di 
una serie di operazioni su un vettore inizialmente vuoto è in realtà abbastanza effi-
ciente. Si indichi come push l'operazione di inserimento di un elemento alla fine di 
un vettore (Figura 6.3). 

FIGURA 6 . 3 
Tempi di esecuzione 
di una serie 
di operazioni di push 
su java.util.ArrayList 
di lunghezza iniziale 1. 

o "a a) c 
o 

<D Q. O C 3 ^ 
<D 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Numero corrente di elementi 



/** Real i zzaz ione di l i n a l i s ta ind ic i zzata mediante u n a r r a y , 
* che è raddoppiato quando l a l u n g h e z z a 
* della l i s ta ind ic i zzata s u p e r a l a l u n g h e z z a de l i 'ar ray . 
*/ 

public class ArrayIndexList<E> implements IndexList<E> ( 
private E [ ] A ; // a r r a y contenente g l i elementi del la l i s ta ind ic i zzata 
private int capacity = 1 6 ; // l u n g h e z z a in iz ia le de l i ' a r ray A 
private int size = 0; // numero degli elementi contenuti ne l la l i s ta 

// ind ic i zzata 
/** C r e a l a l i s ta ind ic i zzata di l u n g h e z z a in iz ia le 16. */ 
public ArraylndexListO { 

A = (E[]) n e w Object[capacity]; // i l compilatore potrebbe dare 
// u n a segnalazione, m a v a tutto bene 

) 
/** Inser isce u n elemento a u n dato indice. */ 
public void add(int r, E e) 

throws IndexOutOfBoundsException { 
checklndex(r, s izeO + 1 ) ; 
if (size == capacity) { / / u n overf low 

capacity *= 2; 
E[] B =(E[]) n e w Object[capacity]; 
for (int i=0; i<size; i++) 

B[i] = A[l]; 
A = B; 

// sposta i n a v a n t i g l i elementi 
1 
for (int i=size-l; i>=r; i—) 

A[i+1] = A[i]; 
A[r] = e; 
size++; 

/** R i m u o v e l'elemento memorizzato i n u n indice assegnato. */ 
public E remove(int r) 

throws IndexOutOfBoundsException { 
checklndex(r, s izeO); 
E temp = A[r]; 
for (int i=r; i<size-l; i++) // sposta al l ' indietro g l i elementi 

A[i] = A[i+1]; 
size—; 
return temp; 

FRAMMENTO DI CODICE 
6 . 3 
Parti della classe 
ArraylndexList 
che realizza il TDA 
array list mediante 
un array estensibile. 
Il metodo 
checklndex(r,n) 
(che non è mostrato) 
effettua un controllo 
su r, verificando 
che appartenga 
all'intervallo [0, n - 1]. 

Si può mostrare che, impiegando uno schema algoritmico detto ammortamento, 
è abbastanza efficiente compiere una sequenza di tali operazioni di push su un vet-
tore implementato con un array estensibile. Per compiere un'analisi ammortizzata 
si può adottare una tecnica computazionale in cui il computer è considerato come 
un dispositivo mangiasoldi che richiede l'inserimento di un ciber-dollaro per ogni 
intervallo prefissato di tempo di calcolo. Quando è eseguita un'operazione, bisogna 
avere a disposizione abbastanza ciber-dollari nei proprio conto corrente bancario 
da poter pagare per il tempo di esecuzione di tale operazione. Allora il totale di ci-
ber-dollari spesi per ogni elaborazione sarà proporzionale al tempo totale impiega-
to per eseguirla. Il vantaggio offerto dall'adozione di questo metodo di analisi con-
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siste nella possibilità di sovraccaricare alcune operazioni allo scopo di risparmiare 
ciber-dollari da spendere in altre operazioni. 

PROPOSIZIONE 6.2 Sia S una array list implementato mediante un array estensi-
bile di lunghezza iniziale 1. Il tempo totale impiegato per eseguire una serie di n 
operazioni di push in S, partendo da una condizione di S vuoto, è O(n). 

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che sia sufficiente un solo ciber-dollaro per pagare l'e-
secuzione di ogni operazione di push in 5, con l'esclusione del tempo impiegato per al-
lungare l'array. Si supponga anche che l'aumento della lunghezza dell'array da k a 2k 
richieda k ciber-dollari per il tempo impiegato nella copia degli elementi. A ogni ope-
razione di push è attribuito un costo di tre ciber-dollari. Ciò significa che ogni opera-
zione di push che non causi overflow è sovraccaricata di due ciber-dollari. Si può im-
maginare che i due ciber-dollari messi da parte in un inserimento che non richieda al-
lungamento dell'array siano depositati nel corrispondente elemento inserito. Si verifi-
ca un overflow quando il vettore S ha 2' elementi, con i intero > 0, e la lunghezza del-
l'array utilizzato per rappresentare il vettore S è 2'. In questa eventualità, il raddop-
piamento della lunghezza dell'array richiederà 2' ciber-dollari. Per un caso fortunato, 
questi ciber-dollari possono essere trovati negli elementi memorizzati nelle celle che 
vanno da 2 ' - 1 a 2' - 1 (Figura 6.4). Da notare come il precedente overflow sia avvenuto 
quando il numero di elementi è divenuto per la prima volta maggiore di 2'~\ e quindi i 
ciber-dollari che sono depositati nelle celle da 2'~ 1 a 2' - 1 non sono stati ancora spesi. 
Pertanto si può ricavare un valido schema di ammortamento in cui ogni operazione 
ha un costo di tre ciber-dollari e viene saldato il costo relativo a tutto il tempo di ela-
borazione. Detto in altre parole, si può pagare l'esecuzione di n operazioni di push con 
3n ciber-dollari e il tempo di esecuzione ammortizzato per ogni operazione di push è 
0(1); quindi, il tempo di esecuzione totale di n operazioni di push è O(n). 

6 . 2 Node list 

L'utilizzo di un indice non è il solo modo per fare riferimento al posto occupato da 
un elemento in una sequenza. Se si considera una sequenza S implementata con una 
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FIGURA 6 . 4 Illustrazione di una serie di operazioni di push in un vettore: (a) un array di 8 celle 
è pieno, con due ciber-dollari «depositati» nelle celle che vanno dalla 4 alla 7; (b) un'operazione 
di push provoca un overflow e un raddoppio della capacità dell'array. Le operazioni di copia 
degli otto precedenti elementi nel nuovo array viene pagata con i ciber-dollari già depositati 
nella tabella; l'inserimento del nuovo elemento viene pagato con uno dei ciber-dollari accumulati 
durante le operazioni di push e i due ciber-dollari in più sono depositati nella cella 8. 
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linked list semplice o doppia, allora potrebbe essere più naturale ed efficiente l'uti-
lizzo di un nodo al posto di un rango per individuare il punto di 5 in cui effettuare 
un accesso oppure un aggiornamento. In questo paragrafo viene definito il TDA li-
sta, che è la versione astratta della struttura dati concreta linked list (Paragrafi 3.2 e 
3.3), utilizzando un TDA posizione relativa che astrae la nozione di «posizione» in 
una node list. 

6.2.1 Operazioni basate sui nodi 
Sia 5 una linked list semplice o doppia. Si vogliono definire dei metodi per 5 che 
prendano dei nodi sia come parametri sia come tipi di ritorno. Tali metodi possono 
rendere significativamente più rapidi i metodi basati sul rango, poiché trovare il 
rango di un elemento in una linked list potrebbe richiedere una ricerca estesa a tut-
ta la lista, con un relativo conteggio degli elementi. 

Per esempio, si potrebbe definire un ipotetico metodo remove(v) la cui funzio-
ne sia quella di eliminare l'elemento di 5 che si trova al nodo v. L'utilizzo di un 
nodo come parametro consente la cancellazione di un elemento in tempo 0(1), me-
diante un semplice puntamento diretto al posto in cui è memorizzato quel nodo, 
avendo la cura di aggiornare i collegamenti next e prev del nodo con i suoi adiacen-
ti. Analogamente si potrebbe inserire un nuovo elemento in S in un tempo 0(1) con 
un'operazione di addAfter(v,e), che specifica il nodo v dopo il quale deve essere in-
serito il nodo relativo al nuovo elemento. In questo caso possiamo semplicemente 
creare i collegamenti con il nuovo nodo. 

Se si definiscono i metodi del TDA lista attraverso la semplice aggiunta di tali 
operazioni basate sui nodi, sorge il problema della scelta di quanta informazione 
debba essere effettivamente considerata nell'implementazione di una lista. Sarebbe 
certamente auspicabile poter disporre di una linked list sia semplice che doppia 
senza che ciò necessiti di dover fornire il relativo dettaglio a un generico utente, 
così come non è desiderabile che un utente possa apportare una modifica alla strut-
tura interna di una lista indipendentemente dal programmatore. Compiere una tale 
modifica potrebbe essere possibile, nel caso in cui venga fornito all'utente un riferi-
mento a un nodo della lista in una forma tale che gli sia consentito l'accesso ai dati 
interni al nodo stesso (per esempio, a un campo next o prev). 

Per astrarre e unificare i diversi modi di memorizzare elementi nelle varie im-
plementazioni di una lista, si può introdurre il concetto di posizione in una lista, 
che formalizza la nozione intuitiva di «posto» di un elemento rispetto ad altri nel-
la lista. 

6.2.2 Posizioni 
Così come per espandere entro i limiti di sicurezza l'insieme delle operazioni appli-
cabili sulle liste, si può cercare di astrarre la nozione di «posizione», che ci permette 
di trarre vantaggio dall'efficienza delle implementazioni basate su linked list sem-
plice o doppia, senza violare i principi della progettazione orientata agli oggetti. In 
questa cornice si considera la lista come un contenitore di elementi che memorizza 
ogni diverso elemento in una posizione. In tale contenitore queste posizioni sono 
organizzate con un ordine lineare. Un posizione è essa stessa un tipo di dati astratto 
che supporta il seguente semplice metodo: 

elemente ): Restituisce l'elemento memorizzato in questa posizione. 
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Una posizione è sempre definita in modo relativo, cioè rispetto ai posti vicini. In 
una lista, una posizione p verrà sempre dopo una certa posizione q e prima di un'al-
tra posizione 5 (a meno che p non sia la prima o l'ultima posizione). Una posizione 
p, associata a un certo elemento e in una lista 5, non cambia, nemmeno se l'indice di 
e in 5 cambia, a meno che non si cancelli esplicitamente l'elemento e (e quindi si di-
strugga la posizione p). Inoltre la posizione p non si modifica nemmeno se si sosti-
tuisce o si scambia l'elemento e memorizzato in posizione p con un altro elemento. 
Queste considerazioni sulla posizione ci consentono di definire un insieme di meto-
di per le liste basati sul concetto di posizione, che accettano come parametri oggetti 
di tipo posizione e restituiscono valori che sono oggetti di tipo posizione. 

6.2 .3 Il tipo di dato astratto lista 
Sfruttando il concetto di posizione per incapsulare l'idea di «nodo» in una lista, si 
può definire un altro TDA sequenza, semplicemente chiamato TDA node list. Que-
sto TDA supporta i seguenti metodi per una lista S: 

first(): Restituisce la posizione del primo elemento di S\ si verifica 
un errore se 5 è vuoto. 

last( ): Restituisce la posizione dell'ultimo elemento di 5; si verifica 
un errore se 5 è vuoto. 

prev(p): Restituisce la posizione dell'elemento di S che precede 
quello di posizione p\ si verifica un errore se p è la prima 
posizione. 

next(p): Restituisce la posizione dell'elemento di S che segue quello 
di posizione p\ si verifica un errore se p è l'ultima posizione. 

I precedenti metodi permettono di riferirsi a posizioni relative in una lista, a par-
tire dagli estremi, e di spostarsi con continuità su e giù per la lista. Si può intuitiva-
mente pensare che tali posizioni siano dei nodi della lista, ma va osservato che non 
c'è alcun riferimento specifico a oggetti di tipo nodo. Infine, se si prevede una posi-
zione come argomento di un metodo di una lista, allora quella posizione deve rap-
presentare una posizione valida in quella lista. 

• Metodi di aggiornamento per le liste 
Oltre ai metodi in precedenza descritti e ai metodi generici size e isEmpty, si conside-
rano anche i seguenti metodi di aggiornamento per il TDA lista, che ricevono in input 
oggetti posizione come parametri e/o dare come valori in output oggetti posizione. 

set (p ,e ) : 

a d d F i r s t ( e ) 

a d d L a s t ( e ) 

a d d B e f o r e ( p , e ) 

a d d A f t e r ( p , e ) 

r e m o v e ( p ) 

Sostituisce l'elemento che si trova in posizione p con e, re-
stituendo l'elemento che si trovava in posizione p. 
Inserisce un nuovo elemento e in S come primo elemento. 
Inserisce un nuovo elemento e in 5 come ultimo elemento. 
Inserisce un nuovo elemento e in 5 prima della posizione p. 
Inserisce un nuovo elemento e in 5 dopo la posizione p. 
Elimina da S l'elemento che si trova nella posizione p, ren-
dendo questa posizione non più valida in S. 
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FIGURA 6 . 5 
Un esempio di node 
list. Le posizioni 
nell'ordine corrente 
sono p,q,re s. 

Il TDA lista ci permette di vedere una raccolta ordinata di oggetti in termini dei 
posti rispettivamente occupati, senza dover tenere conto del modo in cui tali posti 
sono rappresentati (Figura 6.5). 

Si noti anche l'apparente ridondanza all'inizio dell'elenco di metodi dato per 
il TDA lista. Per esempio, si può eseguire l'operazione di addFirst(e) mediante 
l 'operazione addBefore( f i r s t ( ) , e ) e l 'operazione addLast(e) con addAfter 
(getLast(),e). Ma queste sostituzioni possono essere effettuate solo in liste non 
vuote. 

Si osservi che si verifica una condizione di errore se una posizione, passata come 
argomento a una delle operazioni sulla lista, non è valida. Per esempio una posizio-
ne p potrebbe non essere valida per uno dei seguenti motivi: 
• p = n u l i 
• p è stata precedentemente cancellata dalla lista 
• p è una posizione di un'altra lista 
• p è la prima posizione della lista e viene chiesto di trovare prev(jO 
• p è l'ultima posizione della lista e viene chiesto di trovare next(p). 

Le operazioni del TDA lista sono illustrate nell'esempio seguente. 

ESEMPIO 6.3 Di seguito è presentata una serie di operazioni da eseguire su una 
lista 5 inizialmente vuota. Si introducono le variabili px,p2, ecc. per denotare dif-
ferenti posizioni e in parentesi è mostrato l'oggetto che correntemente è memo-
rizzato nella relativa posizione. 

Operazione Output 5 
adclFirst(8) - (8) 

f i ratO P,( 8) (8) 

addAfterCPn 5) - (8, 5) 

nextCPi) P2( 5) (8, 5) 

addBefore(p2, 3) - (8, 3, 5) 

prev(p2) P3( 3) (8, 3, 5) 

addFirat(9) - (9, 8, 3, 5) 

last( ) P2( 5) (9, 8, 3, 5) 

remove(first( ) ) 9 (8, 3, 5) 

setCps, 7) 3 (8, 7, 5) 

addAfterCflrstC), 2) - (8, 2, 7, 5) 
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6 . 4 
Interfaccia Java per 
il TDA posizione. 

public interface Position<E> { 
/** Restituisce l'elemento memorizzato in questa posizione. */ 
E e lemento; 

) 

Il TDA node list, insieme alla nozione di posizione in esso inglobata, è utile in 
numerose applicazioni. Per esempio, un programma che simula un gioco di carte 
potrebbe schematizzare le carte che sono in mano ad ogni giocatore per mezzo di 
una node list. Poiché la maggior parte dei giocatori tiene divise le carte a seconda 
del seme, l'inserimento e l'eliminazione delle carte in mano ai giocatori potrebbero 
essere implementati mediante i metodi del TDA node list, determinando le posizio-
ni secondo l'ordine naturale dei semi. Analogamente, un semplice editor di testo 
implica la nozione di inserimento e cancellazione posizionali, in quanto gli editor ti-
picamente eseguono tutti gli aggiornamenti relativamente a un cursore, che rappre-
senta la posizione attuale nella lista di caratteri di testo da editare. 

Un'interfaccia Java che rappresenta il TDA posizione è descritta nel Frammento 
di codice 6.4. 

Nel Frammento di codice 6.5 è data un'interfaccia del TDA node list, chiamata 
PositionList. Questa interfaccia adotta le seguenti eccezioni per indicare condizioni 
di errore: 
BoundaryViolationException: Lanciata se viene effettuato un tentativo di accesso 

ad un elemento la cui posizione è esterna al range delle posizioni della lista (per 
esempio, se si chiama il metodo next sull'ultima posizione della sequenza). 

InvalidPositionException: Lanciata se una posizione fornita come argomento non 
è valida (per esempio se è un riferimento nuli oppure se non è associato a nes-
suna lista). 

• Un altro adattatore per coda doppia 
Come evidenziato nella trattazione del TDA node list, si osserva che questo è suffi-
ciente per definire una classe adattatrice per il TDA coda doppia, come mostrato in 
Tabella 6.3. 

6.2.4 Implementazione mediante liste doppiamente linkate 
Si supponga di voler implementare il TDA node list mediante una lista doppiamen-
te linkata (Paragrafo 3.3). Il TDA posizione può essere semplicemente implementa-

M e t o d o della coda doppia Real izzazione con i me tod i di una node list 

s izeO, isEmptyO s izeO, i sEmptyO 

getFirstO f i rstO.elemento 

getLastO last() . elemento 

addFirst(e) ad<iPlrst(e) 

TABELLA 6 . 3 
Realizzazione di una 
coda doppia mediante 
una node list. 

addLast(e) additate e) 

removeFirst( ) remove(flrst( ) ) 

removeLastC ) remove(last( ) ) 



public Interface PositionLìst <E> ( 
/** Rest ituisce i l numero di elementi i n questa l ista. */ 
public int sizeQ; 

FRAMMENTO DI CODICE 
6 . 5 
Interfaccia Java per 
il TDA node list. 

/** Vero se l a l i s ta è vuota. */ 
public boolean isEmptyO; 
/** Restituisce i l pr imo nodo del la l ista. */ 
public Position <E> firstO; 
/** Restituisce l 'ult imo nodo del la l ista. */ 
public Position <E> last(); 
/** Restituisce i l nodo success ivo a u n determinato nodo della l ista. */ 
public Position <E> nextCPosition <E> p) 

tbrows InvalidPositionException, BoundaryViolationException; 
/** Rest ituisce i l nodo precedente a u n determinato nodo del la l ista. */ 
public Position <E> prev(Position <E> p) 

tbrows InvalidPositionException, BoundaiyViolationException; 
/** Inser isce u n elemento i n c i m a a l la l i s ta restituendo l a n u o v a 

* posizione. */ 
public void addFirstCE e); 
/** Inser isce u n elemento a l l a f ine del la l i s ta restituendo l a n u o v a 

* posizione. */ 
public void addLastCE e); 
/** Inser isce u n elemento dopo u n determinato nodo del la l ista. */ 
public void addAfterCPosition <E> p, E e) 

tbrows InvalidPositionException; 
/** Inser isce u n elemento p r i m a di u n determinato nodo della l ista. */ 
public void addBefore(Position <E> p, E e) 

tbrows InvalidPositionException; 
/** E l i m i n a u n nodo da l la l ista, restituendo l'elemento in esso contenuto. */ 
public E removeCPosition <E> p) tbrows InvalidPositionException; 
/** Sostituisce l'elemento memorizzato nel nodo dato, restituendo 

* i l vecchio elemento. */ 
public E set(Position <E> p, E e) tbrows InvalidPositionException; 

to con i nodi della linked list. In altri termini, l'interfaccia Position può essere im-
plementata con un nodo, e si può definire un metodo elemento, che restituisce l'e-
lemento memorizzato nel nodo. Quindi, i nodi stessi fungono da posizioni. Essi sono 
visti come nodi dall'interno della linked list, ma dall'esterno appaiono soltanto 
come generiche posizioni. Dal punto di vista interno, a ogni nodo v si possono attri-
buire delle variabili d'istanza prev e next, che si riferiscono rispettivamente al nodo 
che precede e a quello che segue il nodo v (questi nodi potrebbero in realtà essere i 
nodi sentinella header e trailer che indicano l'inizio e la fine della lista). Invece di 
utilizzare direttamente delle variabili prev e next, si definiscono i metodi getPrev, 
setPrev, getNext e setNext per accedere a queste variabili e modificarle. Nel Fram-
mento di codice 6.6 è illustrata una classe Java, DNode, per i nodi di una lista dop-
piamente linkata che implementano il TDA posizione. Questa classe è simile alla 
classe DNode mostrata nel Frammento di codice 3.17, tranne che per il fatto che in 
questo caso i nodi contengono un elemento generico invece di una stringa di carat-
teri. Si osservi che le variabili d'istanza prev e next in DNode sono riferimenti pri-
vati ad altri oggetti DNode. 
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realizzare un nodo di 
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Posltion. 

public c lass DNode <E> implements Posltion <E> { 
private DNode <E> prev, next; / / riferimenti ai nodi precedente e seguente 
private E element; / / elemento memorizzato in questa posizione 
/** Costruttore */ 
public DNode(DNode<E> newPrev, DNode<E> newNext, E elem) { 

prev = newPrev; 
next = newNext; 
element = elem; 

1 
/ / metodo dall'interfaccia Position 
public E e l e m e n t o throws InvalidPositionException { 

if ((prev == nuli) &&? (next == null)) 
throw n e w InvalidPositionException("Position is not in a listi "); 

return element; 
1 
/ / metodi di accesso 
public DNode <E> getNextO { return next; } 
public DNode <E> getPrevO { return prev; ( 
/ / metodi di aggiornamento 
public vo id setNext(DNode <E> newNext) { next = newNext; 1 
public void setPrev(DNode <E> newPrev) { prev = newPrev; } 
public void setElement(E newElement) { element = newElement; ) 

Data una posizione p in 5, si può «togliere l'involucro» di p per scoprire il nodo 
v sottostante. Si può ottenere ciò assegnando la posizione a un nodo. Considerando 
un nodo v, si può, per esempio, implementare un metodo prev(p) con v.getPrev (a 
meno che il nodo restituito da v.getPrev non sia un header, caso in cui viene segna-
lato un errore). Pertanto le posizioni in una implementazione mediante una lista 
doppiamente linkata possono essere supportate in modo object-oriented, senza al-
cun ulteriore sovraccarico in termini di tempo o spazio di memoria. 

Si consideri come potrebbe essere implementato il metodo addAfter(p,e), per 
inserire un elemento e dopo la posizione p. In analogia a quanto fatto nel Para-
grafo 3.3.1, si crei un nuovo nodo v per contenere l'elemento e, si colleghi v al suo 
posto nella lista e alla fine si aggiornino i riferimenti next e prev ai due nodi 
adiacenti a v. Questo metodo è trascritto in pseudocodice nel Frammento di co-
dice 6.7 ed è illustrato in Figura 6.6. Richiamando l'utilizzo delle sentinelle (Pa-
ragrafo 3.3), si noti che questo algoritmo funziona anche se p è l'ultima posizio-
ne effettiva. 

FRAMMENTO DI CODICE 
6 . 7 
Inserimento di 
un elemento e dopo 
una posizione p in 
una linked list. 

Algoritmo addAfter(p,e): 
Creazione di un nuovo nodo v 
v. setElement( e) 
v.setPr ev(p) (collega v al suo precedente) 
v. setNext(p. getNext( )) (collega v al suo seguente) 
(p. getNext( )). setPrev( v) (collega a v il vecchio nodo seguente di p) 
p.setNext(v) (collega p al suo nuovo seguente, v) 
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header trailer 
FIGURA 6 . 6 
Aggiunta di un 
nuovo nodo dopo 
la posizione per 
«JFK»: (a) prima 
dell'inserimento; 
(b) creazione di 
un nodo v con un 
elemento «BWI» 
e relativa creazione 
di collegamenti; 
(c) dopo l'inserimento. 

Gli algoritmi per i metodi addBefore, adcLFirst e addLast sono simili a quelli per 
il metodo addAfter; si lascia il dettaglio degli algoritmi come esercizio (R-6.5). 

Si consideri poi il metodo removeCp), che elimina l'elemento e memorizzato 
nella posizione p. In analogia alla trattazione del Paragrafo 3.3.2, per eseguire que-
sta operazione si collegano tra loro i due nodi adiacenti di p, eliminando i collega-
menti di p. Si noti che dopo l'eliminazione di p non esisterà più nessun nodo che 
punti a p; quindi lo spazio occupato da p viene restituito alla memoria (garbage col-
lector). Questo algoritmo è presentato nel Frammento di codice 6.8 e illustrato in 
Figura 6.7. Richiamando l'impiego delle sentinelle header e trailer, si noti che que-
sto algoritmo continua a funzionare anche se la posizione p è la prima, l'ultima o 
soltanto una effettiva posizione della lista. 

In conclusione, se si adopera una lista doppiamente linkata, si possono eseguire 
tutti i metodi del TDA lista in tempo 0(1). Pertanto una lista doppiamente linkata 
è da considerare come uno strumento efficace per implementare il TDA lista. 

• Un esempio di implementazione di una node list in Java 
Porzioni della classe Java NodePositionList, che implementa il TDA node list me-
diante una lista doppiamente linkata, sono mostrate nei Frammenti di codice 6.9-
6.11. In particolare il Frammento di codice 6.9 presenta le variabili d'istanza della 
classe NodePositionList, il suo costruttore e un metodo, checkPosition, che esegue al-
cuni controlli di sicurezza e «toglie l'involucro» di una posizione, riassegnandola a un 
oggetto DNode. Il Frammento di codice 6.10 mostra altri metodi di accesso e aggior-
namento. Il Frammento di codice 6.11 mostra ulteriori metodi di aggiornamento. 

Algoritmo removeCp) : 
t <- p .e lement {var iab i le t e m p o r a n e a p e r contenere i l v a l o r e rest ituito) 
( p . g e t P r e v ( ) ) . se tNext (p . g e t N e x t ( ) ) {cancel laz ione dei co l legament i d i pi 
Cp. getNextC ) ) . setPrevCp. getPrevC ) ) 
p . s e t P r e v C n u l l ) {la pos iz ione p è r e s a n o n p i ù v a l i d a ) 
p . s e t N e x t C n u l l ) 
return t 

FRAMMENTO DI CODICE 6.8 
Cancellazione di 
un elemento e 
memorizzato in una 
posizione p di una 
linked list. 



FIGURA 6 . 7 
Cancellazione 
dell'oggetto 
memorizzato nella 
posizione per «PVD»: 
prima della 
cancellazione; 
(b) cancellazione del 
vecchio nodo; (c) dopo 
la cancellazione (e la 
garbage collection). 
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Parti della classe 
NodePosltionList che 
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lista con una lista 
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(Continua nei 
Frammenti di codice 
6.10 e 6.11.) 

public c lass NodePosltlonLlBt<E>implements PositionList<E> { 
protected int numElts; / / n u m e r o di e lement i de l la l i s t a 
protected DNode<E> header, trailer; / / sent inel le spec ia l i 
/** Costrut tore che c r e a u n a l i s t a vuota ; tempo 0 ( 1 ) . */ 
public NodePositionListO { 

numElts = 0; 
header = n e w DNode(null, null, null); / / c r e a u n header 
trailer = n e w DNodeCheader, null, null); / / c r e a u n t r a i l e r 
header. setNext(trailer); / / f a p u n t a r e h e a d e r e t r a i l e r u n o a l l 'a l t ro 

1 
/** C o n t r o l l a se l a pos iz ione è v a l i d a p e r q u e s t a l i s t a e l a converte 

* i n DNode se v a l i d a ; 
* tempo 0 ( 1 ) . */ 

protected DNode<E> checkPosition(Position <E> p) 
throws InvalidPositionException ( 

if (p == nuli) 
throw n e w InvalidPositionException 

("Posizione Nuli passata a NodeList"); 
if (p == header) 

throw n e w InvalidPositionException 
("Il nodo header non è una posizione valida"); 

if (p == trailer) 
throw n e w InvalidPositionException 

("Il nodo trailer non è una posizione valida"); 
try 1 

DNode <E> temp = (DNode<E>)p; 
if ((temp.getPrevO == null) I I (temp.getNextO == nuli)) 

throw n e w InvalidPositionException 
("La posizione non appartiene a un NodeList valido"); 

return temp; 
) catch (ClassCastException e) { 

throw n e w InvalidPositionException 
("La posizione è di tipo sbagliato per questa lista"); 



/** Restituisce il numero di elementi della lista; tempo 0(1) . */ 
publio int s ize( ) I return numElts; } 
/** Vero se la lista è vuota; tempo 0(1) . */ 
publio boolean isEmptyO ( return (numElts == 0); ) 
/** Restituisce la prima posizione della lista; tempo 0(1) . */ 
public Position<E> f irs t ( ) 

throws EmptyListException { 
if ( isEmptyO) 

throw n e w EmptyListException("La lista è vuota"); 
return header. getNextO; 

1 
/** Restituisce la posizione precedente a quella data; tempo 0(1) . */ 
public Position<E> prev(Position<E> p) 

throws InvalidPositionException, BoundaryViolationException { 
DNode<E> v = checkPosition(p); 
DNode<E> prev = v.getPrevO; 
if (prev == header) 

throw n e w BoundaryVlolationException 
("Impossibile avanzare oltre l'inizio della lista"); 

return prev; 
I 
/** Inserisce l'elemento dato prima della posizione assegnata restituendo 

* la nuova posizione; tempo 0(1) . */ 
public Position insertBefore(Position<E> p, E element) 

throws InvalidPositionException ( 
DNode<E> v = checkPosition(p); 
numElts++; 
DNode<E> newNode = n e w DNode<E> (v.getPrevO, v, element); 
v. getPrevO. setNext(newNode) ; 
v. setPrev(newNode) ; 
return newNode; 

FRAMMENTO DI CODICE 6.10 
Parti della classe 
NodePositionList che 
implementano il TDA 
node list con una lista 
doppiamente linkata. 
(Continua dal 
Frammento di codice 
6.9 e prosegue nel 
Frammento di codice 
6 .11 . ) 

6 . 3 Iteratori 

Un tipico esempio di elaborazione su una array list, una lista o una sequenza consi-
ste nell'esaminarne ordinatamente uno alla volta gli elementi alla ricerca di uno 
specifico elemento. 

6.3.1 L'iteratore e i tipi di dati astratti iterabili 
Un iteratore è uno schema di progetto del software che costituisce un'astrazione 
del processo di analisi di un insieme di elementi uno alla volta. Un iteratore è for-
mato da una sequenza S, da un elemento corrente di 5 e da un modo per passare 
al successivo elemento di 5 e farlo diventare elemento corrente. Quindi un itera-
tore estende il concetto del TDA posizione introdotto nel Paragrafo 6.2. Una po-
sizione in realtà può essere vista come un iteratore che non si sposta da nessuna 
parte. Un iteratore incapsula i concetti di «posto» e di «prossimo» in un insieme di 
oggetti. 



FRAMMENTO DI CODICE 6.11 
Parti della classe 
NodePositionList che 
implementano il TDA 
node list con una lista 
doppiamente linkata. 
(Continuazione dei 
Frammenti di codice 

public void a d d F i r s t ( E element) { 
n u m E l t s + + ; 
DNode<E> newNode = n e w DNode<E> (header, header .getNextO, element); 
header. getWext( ) . setPr e v(newNode); 
header. setNext(newNode); 

/** Inser isce l 'elemento dato al l ' in iz io del la l ista, restituendo 
* l a n u o v a posizione; tempo 0 ( 1 ) . */ 

6.9 e 6.10.) Si osservi 
che il meccanismo 
utilizzato per 
invalidare una 
posizione con il 
metodo remove è 
conforme a quello 
dei controlli effettuati 
nella funzione 
checkPosition. 

public E remove(Pos i t ion<E> p ) 
/**El imina l a posizione data da l la l ista; tempo 0 ( 1 ) . */ 

throws Inva l idPos i t ionExcept ion ) 
DNode<E> v = checkPosit ion(p) ; 
n u m E l t s — ; 
DNode<E> v P r e v = v . g e t P r e v Q ; 
DNode<E> v N e x t = v . g e t N e x t O ; 
v P r e v . setNext( v N e x t ) ; 
vNext . s e t P r e v ( v P r e v ) ; 
E v E l e m = v . e l e m e n t i ) ; 
// e l imina l a posiz ione da l la l i s ta e l a rende non v a l i d a 
v. setNext(null) ; 
v.setPrev(null); 
return v E l e m ; 

1 
/** Sostituisce l 'elemento nel la posizione data con u n nuovo elemento 

* e rest ituisce i l vecchio elemento; tempo 0 ( 1 ) . */ 
public E replace(Pos i t ion<E> p, E element) 

throws Inva l idPos i t ionExcept ion { 
DNode<E> v = checkPosit ion(p) ; 
E oldElt = v . e l e m e n t O ; 
v .setElement(element) ; 
return oldElt; 

} 

Si definiscono i seguenti due metodi per il TDA iteratore: 
hasNext( ): Controlla se siano rimasti degli elementi nell'iteratore. 

next(): Restituisce l'elemento successivo dell'iteratore. 
Si osservi che il TDA iteratore possiede la nozione dell'elemento «corrente» in 

un attraversamento di una sequenza. Il primo elemento di un iteratore viene resti-
tuito dalla prima chiamata al metodo next, assumendo naturalmente che l'iteratore 
contenga almeno un elemento. 

Un iteratore prevede uno schema unificato per accedere a tutti gli elementi di 
un insieme di oggetti in un modo che risulta essere indipendente dalla specifica or-
ganizzazione dell'insieme. Un iteratore per una array list, per una lista o per una se-
quenza deve restituire gli elementi in accordo con il loro ordinamento lineare. 

• Semplici foratori in Java 
Java prevede un iteratore compreso nell'interfaccia java.util.Iterator. Per esempio, 
la classe java.util.Scanner (Paragrafo 1.6) implementa questa interfaccia. Questa in-



public interface Pos i t ionL is t<E> extends I terable<E> { 
// . . .g l i a l t r i metodi del T D A l ista.. . 
/** Restituisce u n iteratore d i tutt i g l i elementi del la l ista. */ 
public I terator<E> i terator( ) ; 

FRAMMENTO DI CODICE 6.12 
Aggiunta del metodo 
iterator all'interfaccia 
PosltionList. 

terfaccia supporta anche un metodo aggiuntivo (facoltativo) per cancellare dall'in-
sieme l'elemento precedentemente restituito. Questa funzionalità (la cancellazione 
di elementi mediante un iteratore) è, comunque, alquanto controversa da un punto di 
vista orientato agli oggetti, e non sorprende il fatto che la sua implementazione sia fa-
coltativa. Per inciso, Java prevede anche l'interfaccia java.util.Enumeration, che è 
storicamente antecedente all'interfaccia iteratore e utilizza i nomi hasMoreEle-
mentsQ e nextElementQ. 

• Il tipo di dato astratto iterabile 
Allo scopo di prevedere un meccanismo unificato per analizzare una struttura dati, 
i TDA che memorizzano insiemi di oggetti devono supportare il seguente metodo: 

iteratorC): Restituisce un iteratore degli elementi dell'insieme. 
Questo metodo è supportato dalla classe java.util.ArrayList. In realtà il meto-

do iterator è così importante che esiste un'intera interfaccia, java.lang.Iterable, 
che possiede quest'unico metodo. Questo metodo può anche semplificare la speci-
fica di conteggi che devono percorrere ciclicamente gli elementi di una lista. Per 
garantire che una node list supporti i metodi di sopra, per esempio, si potrebbe ag-
giungere questo metodo all'interfaccia PositionList, come mostrato nel Frammen-
to di codice 6.12. In questo caso si potrebbe anche stabilire che PositionList esten-
da Iterable. Perciò assumiamo che gli array list e le node list supportino il meto-
do iteratorC). 

Definita l'interfaccia PositionList, si potrebbe impiegare un iteratore, restituito 
dal metodo iteratorC ) per creare una stringa rappresentativa di una node list, come 
mostrato nel Frammento di codice 6.13. 

/** Rest ituisce i m a rappresentaz ione testuale d i u n a data 
* node list. */ 

public static < E > S t r i n g toStr ingCPosit ionList<E> 1) { 
I terator<E> it = 1.iteratorC); 
S t r i n g s = " [ " ; 
while ( i t . h a s N e x t O ) I 

s += i t .nextC); // cast ing implicito dell'elemento success ivo 
/ / i n S t r i n g 

i f ( i t . h a s N e x t O ) 
s+= », "; 

1 
s += " ]" ; 
return s; 

FRAMMENTO DI CODICE 
6 . 1 3 
Esempio di iteratore 
Java utilizzato per 
convertire una node 
list in una stringa. 
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6.3.2 Il ciclo for-each di Java 
Java prevede una notazione abbreviata per i cicli, chiamata ciclo for-each, dato che 
i cicli sugli elementi restituiti da un iteratore sono costrutti assai comuni. La sintassi 
di tale ciclo è la seguente: 

tor(nome Tipo : espressione) 
istruzioni_del_ciclo 

in cui espressione si applica a un insieme che implementa l'interfaccia java.lang.Ite-
rable, Tipo è il tipo di oggetto restituito dall'iteratore di questa classe e nome è il 
nome della variabile che assumerà i valori degli elementi dell'iteratore nelle istru-
zioni_del_ciclo. Questa notazione è la forma abbreviata della seguente: 

for(Iterator<Tipo> it = espressione.itevatorC); it .hasNextO; ) { 
nome Tipo = it.nextO; 
istruzioni_del_ciclo 

) 
Per esempio, se avessimo una lista, values, di oggetti interi, che implementasse 

java.lang.Iterable, allora gli interi contenuti in values si potrebbero sommare nel 
modo seguente: 

List<Integer> values; 
/ / ...istruzioni che creano una nuova lista values e la riempiono 
/ / con interi... 
int sum = 0; 
for (Integer i : values) 

sum += i; / / ciò è consentito dall'unboxing 

Il precedente ciclo andrebbe letto come «per ogni intero i appartenente a va-
lues, eseguire il corpo del ciclo (in questo caso addizionare i a sum)». 

Java permette di conferire al ciclo for-each, oltre alla forma sopra descritta, una 
definizione per il caso in cui espressione sia un array di tipo Tipo che, in questo caso, 
può essere sia un tipo di base che un tipo oggetto. Per esempio, si possono sommare 
gli interi in un array, v, che contiene i primi dieci interi positivi, come segue: 

int[] v = 11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 101; 
int total = 0; 
for (int i : v ) 
total += i; 

6.3.3 Implementazione di iteratori 
Il primo approccio per l'implementazione di un iteratore per un insieme di elementi 
consiste nello scatto di una foto «istantanea» dell'insieme e ripeterla. Questo ap-
proccio implica la necessità di conservare questo insieme in una struttura dati che 
supporti un accesso sequenziale ai suoi elementi. Per esempio, si possono inserire 
tutti gli elementi dell'insieme in una coda. In questo caso, il metodo hasNextO cor-
risponde a lisEmptyQ, mentre il metodo next() corrisponde a enqueueQ. Con 



public classElementIterator<E> Implements Iterator<E> { 
protected PositionList<E> list; / / l a sottostante lista 
protected Position<E> cursor; / / l a prossima posizione 
/** Crea un elemento iteratore sulla lista data. */ 
public ElementIterator(PositionList<E> L) { 

list = L; 
cursor = (list. isEmptyO)? nuli : l ist.firstO; 

) 
public boolean hasNextO { return (cursor 1= null); } 
public E next( ) throws NoSuchElementException { 

if (cursor == null) 
throw n e w NoSuchElementException( " No next element"); 

E toReturn = cursor.element( ); 
cursor = (cursor == list.last( ) )? null : list.next(cursor); 
return toReturn; 

FRAMMENTO DI CODICE 
6.14 
Un elemento della 
classe iteratore per 
una PositionList. 

questo approccio, il metodo iterator( ) richiede un tempo 0(n) per un insieme di 
cardinalità n. Poiché questo sovraccarico per la copia è relativamente costoso, si 
preferisce, nella maggior part dei casi, che gli iteratori operino sull'insieme stesso e 
non sulla sua copia. 

In questa implementazione diretta è necessario soltanto tenere traccia del posto 
dell'insieme a cui punta il cursore dell'iteratore. Pertanto, creare un nuovo iteratore 
in questo caso implica semplicemente creare un oggetto iteratore che rappresenti 
un cursore posizionato esattamente prima del primo elemento dell'insieme. Analo-
gamente, l'esecuzione del metodo next() implica la restituzione dell'elemento suc-
cessivo, se esiste, e lo spostamento del cursore subito dopo la posizione di quest'ele-
mento. Seguendo questo approccio, la creazione di un iteratore richiede un tempo 
0(1), come per ciascun metodo dell'iteratore. Nel Frammento di codice 6.14 viene 
mostrata una classe che implementa l'iteratore, mentre nel Frammento di codice 
6.15 è illustrato come possa essere impiegato questo iteratore per l'implementazio-
ne del metodo iterator( ) nella classe NodePositionList. 

• Iteratori di posizione 
Per i TDA che contemplano la nozione di posizione, come i TDA lista e sequenza, è 
previsto il seguente metodo: 

positionsQ: Restituisce un oggetto Iterable (come una array list o una 
node list) che ha come elementi le posizioni dell'insieme. 

Un iteratore restituito da questo metodo ci consente di percorrere ciclicamente 
le posizioni di una lista. Per garantire che una node list supporti questo metodo, lo 

/** Restituisce un iteratore di tutti gli elementi della lista. */ 
public Iterator<E> iteratorQ { return n e w ElementIterator<E>(this); } 

FRAMMENTO DI CODICE 
6.15 
Il metodo iterator( ) 
della classe 
NodePositionList. 



FRAMMENTO DI CODICE 6.16 
Aggiunta di metodi 
iteratori all'interfaccia 
PositionList. 

public interface PositionList<E> estenda Iterable<E> { 
/ / . . .gl i altri metodi dell'interfaccia List... 

/** Restituisce un iteratore di tutti i nodi della lista. */ 
public Iterable<Position<E» positionsQ; 

si potrebbe aggiungere all'interfaccia PositionList, come mostrato nel Frammento 
di codice 6.16. Si potrebbe, per esempio, aggiungere un'implementazione di questo 
metodo a NodePositionList, come nel Frammento di codice 6.17. Questo metodo 
utilizza la stessa classe NodePositionList per creare una lista contenente le posizioni 
della lista originale. Restituire questa lista di posizioni come oggetto Iterable per-
mette di chiamare il metodo i teratorO su quest'oggetto per ottenere un iteratore 
di posizioni dalla lista originale. 

Il metodo iteratorC ) restituito da questo e da altri oggetti Iterable definisce un 
tipo ristretto di iteratore che consente un solo passaggio attraverso gli elementi. Si 
possono definire anche iteratori più potenti, che consentono di spostarsi avanti e in-
dietro su un insieme di elementi ordinati. 

6.3.4 Liste e iteratori in Java 
La classe java.util.LinkedList non espone nel suo API un concetto di posizione agli 
utenti. Invece il modo preferito per operare accessi e aggiornamenti in un oggetto 
LinkedList in Java, senza ricorrere agli indici, è quello di adoperare un Listlterator 
generato dalla linked list, mediante un metodo listlteratorC). Questo iteratore pre-
vede dei metodi di attraversamento all'indietro e in avanti e metodi di aggiornamen-
to locale. Esso vede la posizione corrente come se fosse precedente al primo elemen-
to, intermedia tra due elementi oppure successiva all'ultimo elemento. In altri termi-
ni il metodo utilizza un cursore di lista, assai simile al cursore dello schermo, che com-
pare tra due caratteri visualizzati. In particolare, l'interfaccia java.util.Listlterator 
comprende i metodi seguenti: 

/** Restituisce un insieme iterabile di tutti i nodi della lista. */ 
public Iterable<Position<E» positionsO { / / crea una lista di posizioni 

PositionList<Position<E» P = n e w NodePositionList<Position<E»0; 
if (l isEmptyO) { 

Position<E> p = firstO; 
whi le (true) { 

P.addLast(p); / / aggiunge ima posizione p come ultimo elemento 
/ / della lista P 

if (p == lastC )) 
break; 

p = next(p); 

FRAMMENTO DI CODICE 
6 . 1 7 
Il metodo positionsO 
della classe 
NodePositionList. 

return P; / / restituisce P come oggetto Iterable 
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add(e): Aggiunge l'elemento e alla posizione corrente dell'iteratore. 
hasNextQ: Vero se e solo se esiste un elemento dopo la posizione cor-

rente dell'iteratore. 
hasPrevious( ): Vero se e solo se esiste un elemento prima della posizione 

corrente dell'iteratore. 
previous( ): Restituisce l'elemento e precedente la posizione corrente e 

sposta la posizione corrente prima di e. 
next() : Restituisce l'elemento e seguente la posizione corrente e 

sposta la posizione corrente dopo di e. 
nextlndexQ: Restituisce l'indice dell'elemento successivo. 

previousIndex( ): Restituisce l'indice dell'elemento precedente. 
set(e): Sostituisce con e l'elemento restituito dalla precedente ope-

razione di next oppure di previous. 
removeQ: Cancella l'elemento restituito dalla precedente operazione 

di next oppure di previous. 

È rischioso utilizzare iteratori multipli sulla stessa lista, mentre se ne sta modifi-
cando il contenuto. Se gli inserimenti, le cancellazioni o le sostituzioni sono richie-
ste in più di una posizione della lista, è più sicuro utilizzare posizioni per specificare 
queste locazioni. Ma si è già detto che la classe java.util.LinkedLìst non deve 
esporre oggetti posizione all'utente. Così, per evitare il rischio di modificare una li-
sta che ha creato iteratori multipli (per chiamata del metodo iterator( )) gli oggetti 
java.util.Iterator hanno una funzione caratteristica, «fallisci subito» (fail-fast), che 
rende immediatamente non valido un iteratore se l'insieme su cui esso insiste è ina-
spettatamente modificato. Per esempio, se un oggetto java.util.LinkedList L ha re-
stituito cinque iteratori diversi ed uno di essi modifica L, allora gli altri quattro di-
ventano immediatamente non validi. In altri termini, Java consente che molti itera-
tori di lista attraversino contemporaneamente una linked list L, però se uno di essi 
modifica la linked list (per esempio mediante un metodo add o remove), allora tutti 
gli altri iteratori di L sono invalidati. Analogamente, se L è modificata da uno dei 
suoi metodi di aggiornamento, allora tutti gli iteratori esistenti di L diventerebbero 
immediatamente non validi. 

• L'interfaccia java.util.List e le sue implementazioni 
Java prevede una funzionalità analoga al TDA sequenza nell'interfaccia 
java.util.List, implementata con un array nelle classi ArrayList e Vector del pac-
chetto java.util e con una linked list nella classe LinkedList. Tra queste due im-
plementazioni ci sono intrinsecamente dei compromessi. Inoltre Java utilizza gli 
iteratori per ottenere una funzionalità simile a quella che un TDA sequenza rica-
va dalle posizioni. La Tabella 6.4 mostra metodi corrispondenti tra il TDA se-
quenza e le interfacce List e List l terator di java.util , con delle note relative a 
queste corrispondenze e alle loro implementazioni nelle classi ArrayList e 
LinkedList del pacchetto java.util. 



TABELLA 6 . 4 
Corrispondenze 
tra metodi dei TDA 
array list e node list 
e le interfacce List 
e Listlterator di 
Java.util. Si utilizza A 
per denotare il tempo 
di esecuzione di 
un metodo di 
Java.util. ArrayLiflt 
e L per il 
corrispondente 
tempo per 
java.util.LinkedLlst. 

Metodo TDA lista Metodo di 
java.util.List 

Metodo 
Listlterator 

Note 

sizeO sizeO Tempo 0(1) 
IsEmptyO IsEmptyO Tempo 0(1) 

getti) get(i) A è 0(1) 
L è 0(min{/, ri - /}) 

firstO llstJteratorO Il primo elemento è il prossimo 
lastO listlterator (sizeO) Il primo elemento è il precedente 

prev(p) prevlousO Tempo 0(1) 
next(p) nextO Tempo 0(1) 
set(p,e) set(e) Tempo 0(1) 
set(i,e) sete i, é) A è 0(1) 

L è 0(min{/, n - /]) 
add(i,e) adda, e) Tempo 0(n) 

removeCO removeCO A è 0(1) 
L è 0(min{/,n - /}) 

addFirst(e) add(0,e) A è 0(n), L è 0(1) 
addPlrst(e) addPlrst(e) Esiste soltanto in L, tempo 0(1) 
addLast(e) add(e) Tempo 0(1) 
addLast(e) addLast(e) Esiste soltanto in L, tempo 0(1) 

addAfterCp.e) add(e) Inserimento al cursore; 
A è 0(n), Z. è 0(1) 

addBefore(p,e) add(e) Inserimento al cursore; 
A è 0(n), L è 0(1) 

removeCp) removeO Cancellazione al cursore; 
A è 0(n), L è 0(1) 

6 . 4 Le liste come TDA e la Collections Framework 

In questo paragrafo saranno trattati i TDA lista in generale che comprendono i me-
todi della coda doppia, dell'array list e/o i TDA node list. Prima di descrivere questi 
TDA, si menziona un contesto più ampio in cui essi esistono. 

6.4.1 La Collections Framework di Java 
Java prevede un pacchetto di interfacce e classi di strutture dati che nel loro insie-
me sono definite Java Collections Framework. Questo pacchetto, java.util, com-
prende versioni di diverse strutture dati trattate in questo libro, alcune delle quali 
sono state già presentate e altre ancora da discutere nella rimanente parte del volu-
me. In particolare, il pacchetto java.util comprende le seguenti interfacce: 

Collection: Un'interfaccia generale per tutte le strutture dati contenenti 
insiemi di elementi. Estende java.lang.Iterable; quindi in-
clude un metodo iteratorC), che restituisce un iteratore de-
gli elementi dell'insieme. 

Iterator: Un'interfaccia per il TDA iteratore semplice. 
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L i s t : Un'interfaccia che estende Collection per comprendere il 
TDA array list. Comprende anche un metodo listlterator 
per restituire un oggetto Listlterator per questa lista. 

L i s t l t e r a t o r : Un'interfaccia iteratore che prevede attraversamenti in 
avanti e all'indietro di una lista e metodi di aggiornamento 
basati sul cursore. 

Map: Un'interfaccia per mappare chiavi con valori. Questo con-
cetto e la relativa interfaccia saranno argomento del Para-
grafo 9.1. 

Queue: Un'interfaccia per il TDA coda, che però presenta dei nomi 
di metodo diversi. Questi metodi sono: peekO (coincidente 
con f rontO), offer(e) (coincidente con enqueue(e)) e 
poll() (coincidente con dequeueO). 

Set: Un'interfaccia che estende Collection a insiemi. 

Java Collections Framework comprende anche diverse classi concrete che imple-
mentano varie combinazioni delle precedenti interfacce. Piuttosto che elencarle tut-
te qui, si rimandano le loro presentazioni a parti più opportune del libro. Un argo-
mento da evidenziare ora, invece, è che ogni classe che implementa l'interfaccia 
java.util.Collection implementa anche l'interfaccia java.util.Iterable; quindi com-
prende un metodo i teratorO e può essere utilizzata per cicli for-each. Inoltre ogni 
classe che implementa java.util.List comprende anche un metodo listlteratorC). 
Come sopra osservato, queste interfacce sono utili per percorrere ciclicamente gli 
elementi di un insieme o di una lista. 

6.4.2 La classe j a v a . u t i l . L i n k e d L i s t 
La classe java.util.LinkedList contiene molti metodi, compresi tutti quelli del TDA 
deque (Paragrafo 5.3) e tutti quelli del TDA array list (Paragrafo 6.1). Come detto 
prima, questa classe prevede anche funzionalità simili a quelle del TDA node list 
mediante l'utilizzo dell'iteratore di lista. 

• Prestazioni della classe java.utìl.LinkedList 
La documentazione della classe java.util.LinkedList evidenzia che questa classe è im-
plementata con una lista doppiamente collegata. Pertanto tutti i metodi di aggiorna-
mento dell'iteratore di lista associato sono eseguibili in tempo O(l). In modo analogo, 
tutti i metodi del TDA deque sono eseguibili in tempo 0(1), poiché essi effettuano 
semplicemente un aggiornamento o una ricerca agli estremi della lista. Ma i metodi del 
TDA array list fanno anch'essi parte di java.util.LinkedList, e in generale non sono 
perfettamente adattabili all'implementazione di una lista doppiamente collegata. 

In particolare, poiché una linked list non consente l'accesso indicizzato ai suoi 
elementi, deve eseguire l'operazione get(i) per restituire l'elemento avente un dato 
indice i e ciò richiede uno spostamento seguendo i link da un estremo all'altro della 
lista, in avanti o all'indietro, fino al reperimento del nodo che contiene l'elemento 
di indice i. È possibile ottenere un piccolo miglioramento osservando che gli sposta-
menti si possono far partire dall'estremo più prossimo della lista, ottenendo un tem-
po di esecuzione: 



0(min(i + 1 , n - /)), 
in cui n è il numero di elementi della lista. Il caso peggiore per questa ricerca si veri-
fica quando 

r = ln/2Ì 
In tal caso il tempo di esecuzione è ancora 0(n). 

Anche per le operazioni add(i,e) e remove(j) è necessario effettuare degli spo-
stamenti seguendo i link per localizzare il nodo che contiene l'elemento di indice i e 
poi inserire o cancellare un nodo. I tempi di esecuzione di queste implementazioni 
di addQ',e) e remove(i) sono per analogia: 

0(min(/ + 1 ,n-i + 1)), 
coincidente con 0(n). L'unico vantaggio di quest'approccio è che se i = 0 oppure 
i = n- 1, come nell'adattamento delTDA array list a lTDA deque descritto nel Pa-
ragrafo 6.1.1, allora add e remove sono eseguibili in tempo 0(1). Comunque, in ge-
nerale, l'utilizzo dei metodi di array list con oggetti di java.util.LirikedList è poco 
efficiente. 

6.4.3 Le sequenze 
Una sequenza è un TDA che supporta tutti i metodi dei TDA deque (trattati nel Pa-
ragrafo 5.3), array list (trattati nel Paragrafo 6.1) e node list (trattati nel Paragrafo 
6.2). In altri termini, essa prevede un accesso esplicito agli elementi della lista sia 
mediante i loro indici sia mediante le loro posizioni. In più, prevedendo questa dop-
pia possibilità di accesso, si comprendono nel TDA sequenza anche i due seguenti 
metodi «ponte», che assicurano un collegamento tra indici e posizioni: 

atlndex(i): Restituisce la posizione dell'elemento di indice i; si verifica 
una condizione di errore se i < 0 oppure i > sizeO - 1. 

indexOf(p): Restituisce l'indice dell'elemento di posizione p. 

• Eredità multipla nel TDA sequenza 
La definizione del TDA sequenza è un esempio di eredità multipla (Paragrafo 2.4.2), 
poiché la sequenza eredita metodi da tre diversi TDA. Per tale motivo l'insieme dei 
suoi metodi include l'unione dei metodi dei suoi super-TDA. Si veda il Frammento di 
codice 6.18 per una specifica del TDA sequenza come interfaccia di Java. 

FRAMMENTO DI CODICE 6.18 
L'interfaccia Sequence 
definita mediante 
eredità multipla. Essa 
comprende tutti i metodi delle interfacce 
Deque, IndexLìst e 
PositionList (definite 
per un generico tipo E) 
e due metodi 
aggiuntivi. 

* Un'interfaccia per una sequenza, struttura dati che supporta tutte le 
* operazioni di ima coda doppia, di una lista indicizzata e di una lista 
* di posizioni. 
V 

public interface Sequence<E> 
estenda Deque<E>, IndexList<E>, PositionList<E> { 

/** Restituisce la posizione contenente l'elemento di indice dato. */ 
publ ic PosittoiY<E>, atlndex ( b i t v) t h r o w s Boundary'VìolattonException; 
/** Restituisce l'indice dell'elemento contenuto in una data posizione. */ 
public int indexOf(Position<E> p) throws InvalidPositionException; 



• Implementazione di una sequenza mediante un array 
Se si implementasse il TDA sequenza S con una lista doppiamente collegata, si potreb-
bero avere delle prestazioni analoghe a quelle della classe java.util.LinkedList. Quin-
di si supponga di voler implementare una sequenza S memorizzando ogni elemento e 
di S in una cella A[i\ di un array A. Si può definire un oggetto posizione che conservi 
un indice i e un riferimento all'array A, come variabili d'istanza. Si può pertanto im-
plementare un metodo elementCp) mediante un semplice return di A[i\. Il principale 
inconveniente di questo approccio, in ogni caso, consiste nel fatto che le celle in A non 
prevedono nessun modo per far riferimento alle posizioni loro corrispondenti. Allora, 
dopo aver eseguito un'operazione di addFirst, non c'è alcun modo per comunicare 
alle posizioni esistenti in 5 che i loro rispettivi indici sono aumentati di una unità (si ri-
cordi che le posizioni in una sequenza sono sempre definite relativamente alle posizio-
ni adiacenti e non ai relativi indici). Quindi, se si ha intenzione di implementare una 
sequenza generica mediante un array, bisogna seguire un approccio diverso. 

Si consideri una soluzione alternativa in cui, invece di memorizzare gli elementi 
di S in un array A, si memorizza una nuova specie di oggetti posizione in ciascuna 
cella di A e poi si memorizzano gli elementi nelle posizioni. Il nuovo oggetto posi-
zione p contiene l'indice i e l'elemento e associato a p. 

Con questa struttura dati, illustrata in Figura 6.8, si può facilmente effettuare la 
scansione dell'array al fine di aggiornare l'indice variabile i per ogni posizione il cui 
indice varia a causa di un inserimento oppure di una cancellazione. 

• Compromessi relativi a una sequenza basata su array, 
riguardanti l'efficienza 
In questa implementazione di una sequenza mediante un array, i metodi addFirst, 
addBefore, addAfter e remove impiegano un tempo O(n) poiché è necessario tra-
slare le posizioni degli oggetti per creare spazio per la nuova posizione oppure per 
riempire la lacuna creatasi in seguito alla cancellazione della vecchia posizione 
(come nei metodi insert e remove basati sul rango). Tutti gli altri metodi basati sulla 
posizione richiedono un tempo di esecuzione 0(1). 

6 . 5 Caso di studio: l'euristica move-to-front 

Si supponga di voler mantenere inalterato un insieme di elementi mentre si tiene 
traccia del numero di volte per il quale viene operato un accesso a ogni elemento. Il 
conteggio degli accessi consente di sapere quali elementi si trovano nella «top ten» 
dei più popolari, tanto per fare un esempio. Si ispirano a un modello di questo gene-

FIGURA 6 . 8 
Un'implementazione 
basata su array del 
TDA sequenza. 
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re i browser web, che tengono traccia degli indirizzi web (o URL) che un utente vi-
sita più spesso, oppure un programma di tipo «photo album», che mantiene una li-
sta delle immagini che un utente vede più spesso. Inoltre, una lista dei preferiti po-
trebbe essere utilizzata in una interfaccia grafica utente (graphical user interface o 
GUI), per tenere traccia dei bottoni che sono utilizzati più spesso in un menu a ten-
dina, con lo scopo di presentare all'utente delle tendine più ristrette, contenenti le 
opzioni che sono state scelte più spesso. 

In questo paragrafo si considererà appunto l'insieme dei modi che ci permetto-
no di implementare un TDA favorite list (lista dei preferiti), che supporti i metodi 
size( ) e isBmptyC ) oltre a quelli di seguito descritti: 

a c c e s s ( e ) : Esegue un accesso all'elemento e, incrementandone il con-
teggio degli accessi e aggiungendolo alla favorite list se non 
è già presente in essa. 

r e m o v e ( e ) : Cancella un elemento e dalla favorite list, ammesso che ne 
faccia già parte. 

top(ic): Restituisce una lista dei k elementi che sono stati visitati più 
spesso. 

6.5.1 Utilizzo di una lista ordinata e di una classe innestata 
La prima implementazione che viene presentata (nei Frammenti di codice 6.19 e 
6.20) è la costruzione di una classe, FavoriteList, che memorizza riferimenti per ac-
cedere a oggetti in una linked list ordinata mediante conteggi di accesso non decre-
scenti. Questa classe utilizza una caratteristica di Java che ci permette di definire 
una classe innestata nella definizione di un'altra classe che la racchiude. Questa 
classe innestata deve essere dichiarata come static, a indicare che questa definizio-
ne è in relazione alla classe che la racchiude e non a una specifica istanza di quella 
classe. L'utilizzo di classi innestate consente di definire classi di «aiuto» o di «sup-
porto», le quali possono essere protette dall'uso esterno. 

In questo caso, la classe innestata, Entry, memorizza, per ogni elemento e della 
lista, una coppia (c,v) in cui c è il conteggio degli accessi a e e v è un riferimento in 
valore all'elemento e stesso. Ogni volta che si esegue un accesso a un elemento, lo si 
ritrova nella linked list (aggiungendolo alla lista se non compariva ancora tra i suoi 
elementi) e si va a incrementare il conteggio degli accessi relativo. La cancellazione 
di un elemento equivale a trovarlo ed eliminarlo dalla linked list. La restituzione 
dei k elementi che hanno avuto il maggior numero di accessi implica semplicemente 
la copia dei valori inseriti all'interno di una lista di output secondo un ordine 
conforme a quello della linked list interna. 

6.5 .2 Utilizzo di una lista con l'euristica move-to-front 
L'implementazione di una favorite list come quella precedentemente descritta ese-
gue il metodo access(e) in un tempo proporzionale all'indice di e nella favorite list. 
In altre parole, se e è il A:-esimo elemento con maggior numero di accessi nella favo-
rite list, allora l'accesso a esso avviene in tempo O(k). In molte sequenze di accesso 
che si incontrano nel mondo reale, comprese quelle formate dalle visite alle pagine 
web degli utenti di Internet, si ritiene che un elemento visitato una volta possa esse-
re probabilmente visitato nel futuro prossimo. Si dice che tali situazioni abbiano 
una località del riferimento. 
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/** L i s t a degli elementi prefer it i , con re lat ivo conteggio degli accessi . */ 
public c lass FavoriteList<E> { 

protected PosltionList<Entry<E» fList; / / l i s ta dei v a l o r i inser i t i 
/** Costruttore; tempo 0 ( 1 ) . */ 
public FavoriteListO { fList = n e w NodePositionList<Entry<E»( ); ( 
/** Restituisce i l numero di elementi del la l ista; tempo 0 ( 1 ) . */ 
public int s ize() { return fList. sizeO; } 
/** Rest ituisce i l va lore true se l a l i s ta è vuota; tempo 0 ( 1 ) . */ 
publicboolean IsEmptyO { return fList.IsEmptyO; } 
/** T r o v a ed e l imina u n oggetto assegnato se s i t r o v a nel la l ista; 

* tempo 0 ( n ) . */ 
public vo id remove(E obj) ( 

Position<Entry<E» p = find(obj); / / r i c e r c a obj ne l la favor i te l ist 
if (p 1= nuli) 

fLlst.remove(p); / / cancel la questo elemento da l la favor i te l i s t 
} 

/** Incrementa i l conteggio degli access i r e l a t i v i a u n elemento oppure lo 
* inserisce in l i s ta se non è a n c o r a presente; tempo O(rank(obj ) ) . */ 

public vo id access(E obj) { 
Posit ion<Entiy<E» p = find(obj); / / t r o v a l a posiz ione di obj 
if (p 1= nuli) 

p.elemento.IncrementCountO; / / incrementa i l conteggio degli access i 
else { 

fList.addLast(new Entry<E>(obJ)); / / inser isce u n nuovo elemento 
// a l l a f ine 

p = fList.lastQ; 
} 
moveUp(p); / / sposta l 'elemento nel la posizione f inale 

( 
/** T r o v a l a posizione di u n elemento o rest ituisce i l va lore nul i ; 

* tempo 0 ( n ) . */ 
protected Posit ion<Entiy<E» find(E obj) 1 

for (Posltion<Entiy<E>> p: fList.positionsO) 
if (value(p).equals(obj)) 

return p; / / t rovato nel la posizione p 
return nuli; / / n o n trovato 

1 
/** Sposta u n elemento del la l i s ta ne l la g iusta posizione; tempo 0 ( n ) . */ 
protected void moveUp(Position<Entry<E» CUT) ( 

Entry<E> e = cur.elementO; 
int c = count(cur); 
wbi le (CUT 1= fList.firstO) { 

Posit lon<Entiy<E» prev = fList.prev(cur); / / posizione precedente 
if (c <= count(prev)) break; / / elemento n o n ne l la posizione g iusta 
fList.set(cur, prev.elementO); / / sposta i n g i ù l 'elemento precedente 
CUT = prev; 

1 
fList.set(cur, e); / / m e m o r i z z a l 'elemento ne l la posizione f inale 

FRAMMENTO DI CODICE 6 . 1 9 Una classe FavoriteList. (Continua nel Frammento di codice 6.20.) 



FRAMMENTO DI CODICE 
6.20 
Una classe 
FavoriteList, che 
include una classe 
innestata, Entry, 
per rappresentare 
gli elementi e 
il relativo conteggio 
degli accessi. 
(Continuazione del 
Frammento di codice 
6.19.) 

/** Rest ituisce i k elementi p i ù v is i tat i , per u n dato k; tempo 0 ( k ) . */ 
public I terable<E> top(int k ) { 

i f ( k < 0 I I k > s i z e O ) 
throw new I l l ega lArgumentExcept ionC" Inva l id a r g u m e n t " ) ; 

Pos i t ionL is t<E> T = n e w NodePos i t ionL is tO; // l i s ta dei p r i m i k elementi 
i n t i = 0; // contatore degli elementi agg iunt i a l l a l i s ta 
f o r ( E n t r y < E > e: f L i s t ) { 

if ( i++ >= k ) 
break; // sono stat i agg iunt i tutt i i k elementi 

T . a d d L a s t ( e . v a l u e O ) ; // agg iunta d i u n elemento 
1 
return T; 

1 
/** S t r i n g a r a p p r e s e n t a t i v a d i u n a favor i te l ist. */ 
public S t r i n g t o S t r i n g O { return f L i s t . toStr ingC) ; ) 
/** Metodo aus i l iar io che estrae i l va lore d i u n elemento d i posizione 

* assegnata. */ 
protected E v a l u e ( P o s i t i o n < E n t r y < E » p ) 

{ return ( p . e l e m e n t o ) . v a l u e ( ) ; 1 
/** Metodo aus i l iar io che estrae i l contatore dell'elemento i n posizione 

* assegnata. */ 
protected int c o u n t ( P o s i t i o n < E n t r y < E » p ) 

{ return ( p . e l e m e n t o ) . c o u n t ( ) ; } 
/** C lasse i n t e r n a contenente g l i elementi e i l re lat ivo conteggio degli 

* accessi.*/ 
protected static class E n t r y < E > { 

private E value; // elemento 
private int count; // conteggio degli access i 
/** Costruttore. */ 
E n t r y C E v ) { count = 1; v a l u e = v ; } 
/** Rest ituisce l 'elemento. */ 
public E v a l u e O { return va lue; 1 
/** Rest ituisce i l conteggio degli accessi . */ 
public int count( ) { return count; ) 
/** I n c r e m e n t a i l conteggio degli accessi . */ 
public int i n c r e m e n t C o u n t O { return ++count; ) 

/** Rappresentaz ione con i m a s t r i n g a dell'elemento come [count,value]. */ 
public S t r i n g t o S t r i n g O { return "[" + count + " ," + v a l u e + "]" ; } 

1 
} // f ine delle c lasse F a v o r i t e L i s t 

Un'euristica, o regola pratica, che cerca di trarre vantaggio dalla località del ri-
ferimento presente in una sequenza di accesso è Veuristica move-to-front. Secondo 
questa euristica, ogni volta che si effettua un accesso a un elemento, lo si sposta di-
rettamente alla testa della lista nella speranza che questo elemento sia di nuovo vi-
sitato nel futuro prossimo. Si consideri, per esempio, una situazione in cui si hanno 
n elementi e le seguenti serie di n 2 accessi: 
• l'elemento 1 è visitato n volte; 
• l'elemento 2 è visitato n volte; 
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• l'elemento n è visitato n volte. 
Se si memorizzano gli elementi in ordine di numero di accessi, inserendo ogni ele-
mento la prima volta che si effettua un accesso a esso, allora: 
• ogni accesso all'elemento 1 è eseguito in tempo 0 ( 1); 
• ogni accesso all'elemento 2 è eseguito in tempo 0(2); 
• 

• ogni accesso all'elemento n è eseguito in tempo O(n). 
Allora, il tempo totale per eseguire la serie di accessi è proporzionale a: 

n(n + 1) n + In + 3n + ... + n • n = n( 1 + 2 + 3 + ... +n) = n 

che è 0(n3). 
D'altra parte, se si utilizza un'euristica move-to-front, inserendo ogni elemento 

la prima volta che si effettua un accesso a esso, allora: 
• ogni accesso all'elemento 1 è eseguito in tempo 0(1); 
• ogni accesso all'elemento 2 è eseguito in tempo 0(1); 
• 

• ogni accesso all'elemento n è eseguito in tempo O(l). 
In tal modo il tempo di esecuzione relativo a tutti gli accessi diventa 0(n2). In defi-
nitiva, l'implementazione move-to-front ha dei tempi di accesso più rapidi per que-
sta situazione. Ma questo vantaggio ha comunque un costo. 

• Implementazione dell'euristica move-to-front in Java 
Nel Frammento di codice 6.21 è fornita una implementazione di una favorite list 
mediante l'euristica move-to-front. L'approccio move-to-front in questo caso è in-
crementato definendo una nuova classe, FavoriteListMTF, che estende la classe 
FavoriteList e poi sovrascrive le definizioni dei metodi moveUp e top. Il metodo 
moveUp, in questo caso, non fa altro che rimuovere l'elemento che è stato visita-
to dalla sua posizione corrente nella linked list e quindi lo reinserisce alla testa di 
questa lista. Il metodo top, invece, è più complesso. 

• Compromessi relativi all'euristica move-to-front 
Poiché la favorite list non è più una lista di dati ordinati secondo il valore del relati-
vo conteggio degli accessi, se si richiede di trovare i k elementi visitati il maggior 
numero di volte, occorrerà eseguire una ricerca. In particolare, si può implementare 
il metodo top(Jc) come segue: 
1. Si copiano gli elementi della favorite list in un'altra lista, C, e si crea una lista 

vuota, T. 
2. Si scorre k volte la lista C. A ogni passaggio si trova un elemento di C con il nu-

mero più alto di accessi, lo si cancella da C e si inserisce il suo valore alla fine 
della lista T. 

3. Si restituisce la lista T. 



FRAMMENTO DI CODICE 
6.21 
Classe 
FavoriteListMTF 
che implementa 
l'euristica move-to-
front. Questa classe 
estende FavoriteList 
(Frammenti di codice 
6.19 e 6.20) e 

public c lass FavoriteLiatMTP<E> extends FavoriteList<E> { 
/** Costruttore di default. */ 
public FavoriteListMTFO {( 
/** Sposta in p r i m a posizione u n elemento; tempo 0 ( 1 ) . */ 
protected void moveUp(Position<Enti"y<E> > pos) 1 

fList. insertFirst(fList. remove(pos)) ; 

sovrascrive i metodi 
moveUp e top. 

/** Rest ituisce i k elementi con maggior numero di accessi , per u n 
* assegnato k ; tempo O ( k n ) . */ 

public Iterable<E> top(int k) { 
if (k < 0 II k > s izeO) 

t h r o w n e w IllegalArgumentExceptionC'Invalid argument"); 
PositionList<E> T = n e w NodePositionList<E>(); / / l i s ta dei p r i m i k 
if ( l isEmptyO) { 

// copia g l i elementi i n u n a l i s ta temporanea C 
PositionList<Entry<E» C = n e w NodePositionList<Entry<E»(); 
for (Entry<E> e: fList) 

C.addLast(e); 
// t r o v a i p r i m i k elementi, uno a l l a vo l ta 
for (int i = 0; i < k; i++) { 

Position<Entry<E» maxPos = nuli; / / posizione del pr imo elemento 
int maxCount = -1; / / conteggio access i del pr imo elemento 
for (Position<Entry<E>> p: C.positionsO) { 

// e s a m i n a tutt i g l i elementi di C 
int c = count(p); 
if ( c > maxCount) { // t rovato elemento col mass imo numero 

// di access i 
maxCount = c; 
maxPos = p; 

} 
1 
T.addLast(value(maxPos)); / / aggiunge u n elemento in c i m a a T 
C.remove(maxPos); / / cancel la l 'elemento i n c i m a a C 

return T; 
} 

1 

Questa implementazione del metodo top richiede un tempo 0(kn). Allora, quando 
k è una costante, il metodo top è eseguito in tempo 0(n). Ciò accade, per esempio, 
quando si vuole ottenere una classifica tipo «top ten». Comunque, se A: è proporzio-
nale a n, allora il metodo top è eseguito in tempo 0(n2). Ciò si verifica quando, per 
esempio, si desidera una classifica «top 25%». 

Si ricorda che in ogni caso quella del move-to-front è soltanto un'euristica, cioè 
una regola pratica, e che esistono sequenze di accesso per le quali l'utilizzo dell'ap-
proccio move-to-front è più lento della semplice lista ordinata per conteggi degli ac-
cessi. Inoltre, il move-to-front è superiore riguardo alla velocità potenziale nell'ese-
cuzione degli accessi dotati di località di riferimento a spese di un reperimento più 
lento degli elementi che occupano i primi posti della lista. 
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import java.io.*; 
import javax. swing.*; 
import java.awt.*; 
import java.net. * ; 
import java.utll.Random; 
/** Programma di esempio per le classi PavoriteList e FavoriteListMTP. */ 
public c lass FavoriteTester { 

public static void main(Strlng[ ] args) { 
Stringi] urlArray = { "http://wlley.com", 

"http://datastructures.net", "http://algorithmdesign.net", 
"http://www.brown.edu", "http://uci.edu" }; 

FavoriteList<String> LI = n e w FavoriteListO; 
FavoriteListMTF<String> L2 = n e w FavoriteListMTFO; 
int n = 20; / / numero di operazioni di accesso 
/ / scenario della simulazione: accesso n volte a un URL random 
Random rand = n e w RandomO; 
for (int k=0; ken; k++) { 

System, out. printlnC " " ); 
int i = rand.nextInt(urlArray.length); / / indice casuale 
String uri = urlArray[i]; / / URL casuale 
System.out.printlnC"Accessing: " + uri); 
LI .accessCurl); 
System.out.printlnC " LI = " + LI); 
L2.accessCurl); 
System.out.printlnC " L2 = " + L2); 

1 
int t = L l . s i zeO/2 ; 
System.out.printlnC " " ); 
System.out.printlnC"Top " + t + " In LI = " + Ll.topCt)); 
System.out.printlnC "Top " + t + " In L2 = " + L2.topCt)); 
/ / f a comparire una finestra di un browser che mostra il sito Web 
/ / più visitato in LI 
try { 

String popular = Ll.topCD.iteratorO.nextC); / / URL più visitato in LI 
JEditorPane jep = n e w JEditorPaneCpopular); 
Jep.setEditable(false); 
JFrame frame = n e w JFrame(popular) ; 
frame.getContentPaneC ).addCnew JScrollPaneCjep), 

BorderLayout. CENTER) ; 
frame.setSlzeC640, 480); 
frame. setVis ible Ctrue) ; 

) catch CIOException e) { / / ignora le eccezioni di I/O 
) 

) 
] 

FRAMMENTO DI CODICE 6 . 2 2 Illustrazione dell'utilizzo delle classi FavoriteList e FavoriteListMTF 
per il conteggio degli accessi a una pagina Web. Questa simulazione accede casualmente a diverse 
pagine Web e dopo mostra la pagina più visitata. 

http://wlley.com
http://datastructures.net
http://algorithmdesign.net
http://www.brown.edu
http://uci.edu
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6.5 .3 Possibili utilizzi di una favorite list 
Nel Frammento di codice 6.22 si utilizza come esempio una applicazione di implemen-
tazione di una favorite list finalizzata alla risoluzione del problema della conservazio-
ne degli URL più visitati in una sequenza simulata di accessi a pagine web. Questo pro-
gramma accede a un insieme di URL in ordine decrescente e poi fa comparire una fi-
nestra di pop up che mostra la pagina web più visitata della sequenza di simulazione. 

6.6 Esercizi 
Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net. 

LIVELLO DI BASE 

R-6.1 Disegnare una rappresentazione di una array list inizialmente vuota, dopo 
aver eseguito la sequenza di operazioni: add(0,4), add(0,3), add(0,2), add(2,l), 
add(l , 5), add(l ,6) , add(3,7), add(0,8). 
R-6.2 Si fornisca una dimostrazione dei tempi di esecuzione mostrati nella Tabella 
6.2 per i metodi di una array list implementata mediante un array di lunghezza non 
estensibile. 
R-6.3 Si costruisca una classe di adattamento per supportare l'interfaccia Stack 
mediante i metodi del TDA array list. 
R-6.4 Si riformuli la dimostrazione della Proposizione 6.2, assumendo che il costo 
associato alla estensione dell'array dalla lunghezza k alla lunghezza 2k sia di 3k ci-
ber-dollari. Che costo dovrebbe avere ogni operazione di push perché ci sia un am-
mortamento efficace? 
R-6.5 Si traccino delle descrizioni in pseudocodice degli algoritmi indispensabili 
per eseguire i metodi addBeforeCp,e), addPirst(e) e addLast(e) del TDA node list, 
supponendo che la lista sia implementata mediante una lista doppiamente linkata. 
R-6.6 Si disegnino delle illustrazioni per ciascuno dei passi principali degli algorit-
mi descritti negli esercizi precedenti. 
R-6.7 Si forniscano i dettagli dell'implementazione mediante un array del TDA 
node list, comprendendo il modo di esecuzione dei metodi addBefore e addAfter. 
R-6.8 Si forniscano dei frammenti di codice Java per i metodi dell'interfaccia Posi-
tionList del Frammento di codice 6.5 non compresi nei Frammenti di codice 6.9-6.11. 
R-6.9 Descrivere un metodo non ricorsivo per invertire gli elementi contenuti in 
una node list rappresentata mediante una lista doppiamente linkata servendosi di 
un singolo attraversamento della lista (è possibile usare puntatori a nodi interni). 
R-6.10 Assegnato un insieme di elementi [a, b, c, d, e, / ) memorizzati in una lista, 
mostrare lo stato finale della lista, supponendo di adottare un'euristica move-to-
front e di effettuare gli accessi agli elementi in conformità con la sequenza (a, b, c, 
d,e,f,a,c,f,b,d, e). 
R-6.11 Si supponga di tenere traccia del conteggio degli accessi di una lista L di n 
elementi. Si supponga inoltre che siano stati effettuati kn accessi totali agli elementi 
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di L, per un intero k> 1. Quali sono il minimo e il massimo numero di elementi che 
sono stati visitati meno di k volte? 
R-6.12 Descrivere in pseudocodice in che modo sia possibile implementare tutte le 
operazioni del TDA array list mediante un array di tipo circolare. Qual è il tempo di 
esecuzione di ognuno di questi metodi? 
R-6.13 Utilizzando i metodi dell'interfaccia Sequence, descrivere un metodo ricor-
sivo per determinare se una sequenza S di n numeri interi contenga un dato intero 
k. Questo metodo non deve contenere nessun ciclo. Quanto spazio aggiuntivo ri-
chiede questo metodo rispetto allo spazio occupato da 5? 
R-6.14 Si descriva in breve come debba essere eseguito un nuovo metodo, make-
FirstCp), che sposti un elemento di una sequenza S nella posizione p in modo da co-
stituire il primo elemento di 5, lasciando inalterato l'ordine dei rimanenti elementi di 
S.ln altri termini, makeFirst(p) esegue un move-to-front. Questo metodo deve esse-
re eseguito in tempo 0(1) se S è implementata con una doublé linked list. 
R-6.15 Si descriva come si possa impiegare un vettore e un campo int per imple-
mentare un iteratore. Includere dei frammenti di pseudocodice per descrivere i me-
todi hasNext() e next(). 
R-6.16 Si descriva come creare un iteratore per una node list che restituisca ogni 
altro elemento della lista. 
R-6.17 Si supponga di gestire un insieme di elementi, C, in modo che ogni volta 
che si aggiunge un nuovo elemento all'insieme, si copiano i contenuti di C in un 
nuovo vettore di lunghezza adeguata. Qual è il tempo di esecuzione quando si ag-
giungono n elementi a un insieme C inizialmente vuoto? 
R-6.18 Si descriva un'implementazione dei metodi addLast e addBefore, realizzati 
adoperando solo i metodi contenuti nell'insieme (isEmpty, checkPosition, first, 
last, prev, next, addAfter, addFirst}. 
R-6.19 Si supponga che L sia una lista organizzata in modo tale che i suoi n ele-
menti siano ordinati per conteggio di accessi decrescente. Descrivere una serie di 
0(n2) accessi finalizzati all'inversione di L. 
R-6.20 Sia L una lista di n elementi organizzata in conformità con l'euristica del 
move-to-front. Descrivere una serie di 0(n) accessi finalizzati all'inversione di L. 

LIVELLO AVANZATO 

C-6.1 Scrivere uno pseudocodice per i metodi di una nuova classe, ShrinkingAr-
rayList, che estende la classe ArraylndexList mostrata nel Frammento di codice 
6.3 e aggiunge un metodo, shrinkToFitO, che sostituisce l'array sottostante con un 
array di capacità esattamente uguale al numero di elementi correntemente conte-
nuti nell'array list. 
C-6.2 Si descrivano i cambiamenti da operare sull'implementazione dell'array 
estensibile, illustrato nel Frammento di codice 6.3 per dimezzare la lunghezza N 
dell'array ogni volta che il numero di elementi del vettore scende al di sotto di M4. 
C-6.3 Mostrare che, utilizzando un array estensibile che cresca e si restringa nel 
modo descritto nell'esercizio precedente, la seguente serie di 2n operazioni richiede 
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un tempo O(n): (1) n operazioni di push su un vettore di capacità iniziale N - 1; 
(2) n operazioni di pop (cancellazione dell'ultimo elemento). 
C-6.4 Si mostri come sia possibile migliorare l'implementazione del metodo add 
del Frammento di codice 6.3 in modo tale che, in caso di overflow, gli elementi siano 
copiati nella loro posizione finale nel nuovo array; in altri termini in questo caso 
non è necessario eseguire alcuna traslazione. 
C-6.5 Considerare un'implementazione del TDA array list mediante l'impiego di un 
array estensibile ma, invece di effettuare la copia degli elementi dell'array list in un ar-
ray di lunghezza doppia (cioè da N a 2N) quando si supera la capacità dell'array, si co-
piano gli elementi in un array contenente TM4l celle aggiuntive, passando da una ca-
pacità N a N + ÌM4l. Si faccia vedere che l'esecuzione di una sequenza di n operazioni 
di push (ovvero inserzioni in coda all'array) richiede in questo caso un tempo 0(n). 
C-6.6 L'implementazione di NodePositionList, fornita nei Frammenti di codice 6.9-
6.11, non prevede nessun controllo degli errori per verificare se una data posizione 
p sia realmente un membro di questa lista particolare. Per esempio, se p è una posi-
zione nella lista 5 ed è chiamato T.addAfter(p,e) su un'altra lista, T, allora in realtà 
si aggiungerà l'elemento a 5 subito dopo la posizione p. Descrivere come si possa 
cambiare l'implementazione di NodePositionList in una maniera efficace per evita-
re questo tipo di inconvenienti. 
C-6.7 Si supponga di voler estendere il tipo di dato astratto Sequence con i metodi 
indexOfElement(e) e positionOfElement(e), che rispettivamente restituiscono l'in-
dice e la posizione (della prima ricorrenza) dell'elemento e nella sequenza. Mostra-
re come si possono implementare questi metodi esprimendoli in termini di altri me-
todi dell'interfaccia Sequence. 
C-6.8 Cercare un adattamento del TDA array list al TDA coda doppia diverso da 
quello proposto nella Tabella 6.1. 
C-6.9 Descrivere la struttura e lo pseudocodice di un'implementazione basata su 
array del TDA array list che raggiunga un tempo 0 ( 1) per gli inserimenti e le can-
cellazioni sia al rango 0 che alla fine del vettore. L'implementazione deve prevedere 
anche un metodo a tempo costante elemAtRank. (Suggerimento: si pensi al modo 
in cui sia possibile estendere l'implementazione di un array circolare del TDA coda 
doppia presentata nel capitolo precedente). 
C - 6 . 1 0 Descrivere un modo efficiente per ordinare in maniera casuale una array 
list che rappresenta un mazzo di n carte. Si può impiegare una funzione, randomln-
teger(n), che restituisce un numero casuale compreso tra 0 e n - 1, estremi inclusi. 
Questo metodo deve garantire che ogni possibile ordinamento sia equiprobabile. 
Qual è il tempo di esecuzione di questo metodo? 
C - 6 . 1 1 Descrivere un metodo per gestire una favorite list L in modo tale che ogni ele-
mento in L sia stato visitato almeno una volta negli ultimi n accessi, con n uguale alla 
lunghezza di L. Lo schema deve aggiungere soltanto un tempo 0(1) a ogni operazione. 
C - 6 . 1 2 Si supponga di avere una lista L di n elementi organizzata secondo l'euri-
stica move-to-front. Descrivere una sequenza di n 2 accessi che garantisca un'esecu-
zione in tempo f ì ( n 3 ) su L. 
C - 6 . 1 3 Progettare un TDA node list circolare che astrae una linked list circolare 
allo stesso modo che il TDA node list astrae una lista doppiamente collegata. 
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C-6.14 Descrivere come implementare un iteratore per una linked list circolare. 
Poiché in questo caso hasNextC ) restituirà sempre il valore true, descrivere come è 
possibile eseguire hasNewNextO, che restituisca t r a e se e solo se l'elemento conte-
nuto nel nodo successivo nella lista non è stato precedentemente visitato da questo 
iteratore. 
C-6.15 Descrivere uno schema per creare degli iteratori di lista che si avvalgano 
del fail fast, ovvero che divengano non validi appena la lista sottostante subisce un 
cambiamento. 
C-6.16 Un array si dice sparso se la maggior parte dei suoi elementi è nuli. Una li-
sta L può essere utilizzata per implementare questo tipo di array, A, in maniera effi-
ciente. In particolare, per ogni cella non nulla A[i\, si può memorizzare un elemento 
(i, e) in L, dove e è l'elemento contenuto in A[i\. Questo approccio ci permette di 
rappresentare A mediante una memorizzazione 0(m), in cui m è il numero di ele-
menti diversi da zero in A. Descrivere e analizzare dei modi efficienti per eseguire i 
metodi del TDA array list su tale rappresentazione. È meglio memorizzare gli ele-
menti in L in ordine crescente oppure no? 
C-6.17 Esiste un algoritmo semplice ma inefficiente, quello del bubble-sort, che 
serve per ordinare una sequenza S di n elementi omogenei. Questo algoritmo scor-
re la sequenza n - 1 volte e a ogni scansione l'algoritmo confronta l'elemento cor-
rente con quello successivo e li scambia tra loro se non si trovano già nell'ordine 
giusto. Scrivere in pseudocodice un algoritmo bubble-sort quanto più possibile effi-
ciente, supponendo che S sia implementata con una lista doppiamente linkata. Qual 
è il tempo di esecuzione di questo algoritmo? 
C-6.18 Risolvere l'Esercizio C-6.17 ipotizzando che 5 sia implementata mediante 
una array list. 
C-6.19 Un'operazione utile nei database è quella di naturai join. Se si considera 
un database A come una lista di coppie di oggetti (jc, y) e un database B come una 
lista di coppie di oggetti (y, z), allora il naturai join di A e B consiste nella lista di 
tutte le triple (*, y, z) tali che (JC, y) appartiene ad A e (y, z) appartiene a B. Descri-
vere e analizzare un algoritmo efficiente per eseguire il naturai join di una lista A di 
n coppie e una lista B di m coppie. 
C-6.20 Quando Bob vuole mandare un messaggio M ad Alice su Internet, lo fra-
ziona in n pacchetti di dati, li numera consecutivamente e li spedisce attraverso la 
rete. Quando i pacchetti arrivano al computer di Alice, essi possono essere in disor-
dine e Alice deve riordinare la sequenza degli n pacchetti prima di essere sicura di 
aver ricevuto l'intero messaggio. Descrivere uno schema efficiente affinché Alice 
possa ottenere questo risultato. Qual è il tempo di esecuzione di questo algoritmo? 
C-6.21 Data una lista L di n numeri interi positivi, ognuno rappresentato da 
k = ["log n\ + 1 bit, descrivere un metodo eseguibile in tempo 0(n) per trovare un 
intero di k bit non presente in L. 
C-6.22 Discutere il motivo per il quale le soluzioni al problema precedente sono 
tutte eseguibili in tempo iì(n). 
C-6.23 Assegnata una lista L di n interi arbitrari, progettare un metodo eseguibile 
in tempo 0(n) per trovare un intero che non possa essere ottenuto come somma di 
due interi di L. 
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C-6.24 Isabel conosce un modo interessante per sommare i valori di un array A di 
n interi, con n potenza di due. Si crea un array B di lunghezza dimezzata rispetto ad 
A e si pone: B[i] = A\2i\ + A[2i +1] per i = 0,1,..., (ni2) - 1. Se B ha lunghezza 1, al-
lora esso esprime B[0]. Altrimenti si sostituisce A con fi e si ripete il processo. Qual 
è il tempo di esecuzione di questo algoritmo? 

PROGETTI 

P-6.1 Implementare il TDA array list mediante un array estensibile utilizzato in 
modo circolare, così che gli inserimenti e le cancellazioni all'inizio e alla fine dell'ar-
ray list avvengano in tempo costante. 
P-6.2 Implementare il TDA array list mediante una lista doppiamente linkata. Mo-
strare sperimentalmente che questa implementazione è peggiore di quella basata su 
array. 
P-6.3 Scrivere un semplice editor di testo che memorizzi e mostri una stringa di ca-
ratteri mediante il TDA lista, con un oggetto cursore preposto a sottolineare una 
posizione nella stringa. L'editor deve supportare le seguenti operazioni: 
• left: sposta il cursore a sinistra di un carattere (oppure non ha effetto se è alla 

fine del testo); 
• right: sposta il cursore a destra di un carattere (oppure non ha effetto se è alla 

fine del testo); 
• cut: cancella il carattere a destra del cursore (oppure non ha effetto se è alla fine 

del testo); 
• paste cr. inserisce il carattere c subito prima del cursore. 
P-6.4 Implementare una phased favorite list. Una fase consiste in N accessi alla li-
sta, per un dato parametro N. Durante una fase la lista deve mantenersi tale che i 
suoi elementi siano ordinati per conteggi di accesso decrescenti durante quella fase. 
Alla fine di una fase, devono essere chiari i conteggi di tutti gli accessi e deve inizia-
re una nuova fase. Determinare sperimentalmente quali sono i migliori valori di N 
per varie lunghezze della lista. 
P-6.5 Scrivere un adattatore di classe completo che implementi il TDA sequenza 
mediante un oggetto java.util. Array List. 
P-6.6 Implementare l'applicazione favorite list mediante una array list invece che 
mediante una lista. Confrontare sperimentalmente questa implementazione con 
quella basata su una lista. 

Note al capitolo 

La concettualizzazione delle strutture dati come contenitori (e altri princìpi di pro-
getto orientato agli oggetti) ricorrono nei libri di progettazione orientata a oggetti 
di Booch [14] e Budd [17], Golberg e Robson [40] e Liskov e Guttag [69], I concetti 
di liste e di iteratori sono diffusi nella Framework Collection di Java. Il TDA node 
list deriva dall'astrazione della «posizione» introdotta da Aho, Hopcroft e Ullman 
[5] e il TDA lista da Wood [100]. Le implementazioni delle liste mediante array e 
linked list sono presentate da Knuth [62], 



Gli alberi 

7 . 1 Alberi in generale 

Gli esperti di produzione affermano che è possibile rivoluzionare il ciclo produttivo 
con il pensiero «non-lineare». In questo capitolo sarà esaminata una delle principali 
strutture dati non lineari dei processi computazionali: gli alberi. Le strutture ad al-
bero costituiscono realmente una estensione nell'organizzazione dei dati poiché 
permettono la realizzazione di un insieme di algoritmi che risultano assai più veloci 
di quelli realizzati su strutture dati lineari come la lista. Inoltre gli alberi forniscono 
una organizzazione naturale dei dati e di conseguenza assumono grande rilevanza 
nell'ambito di strutture come i file system, le interfacce grafiche, i database, i siti 
Web e tanti altri sistemi informatici. 

Non è sempre chiaro quale sia il significato speciale a cui gli esperti di produzio-
ne fanno riferimento trattando il pensiero «non lineare», ma quando si afferma che 
gli alberi sono una struttura «non-lineare», ci si riferisce a un particolare tipo di or-
ganizzazione e relazione che risultano senza ombra di dubbio più articolate rispetto 
alle semplici relazioni di «prima» e «dopo», che invece caratterizzano gli oggetti di 
una sequenza. Le relazioni di un albero sono gerarchiche: alcuni oggetti si trovano 
«sopra» e altri «sotto»; la principale terminologia a cui generalmente si fa riferi-
mento per descrivere e particolarizzare le strutture dati degli alberi deriva dagli al-
beri genealogici: i termini di «padre», «figlio», «antenato» e «discendente» sono 
quelli più spesso utilizzati per descrivere le relazioni. Nella Figura 7.1 viene illustra-
to un esempio di albero genealogico di una famiglia. 

7 . 1 . 1 Terminologia e proprietà 
Un albero costituisce un tipo di dato astratto che memorizza i suoi elementi in 
modo gerarchico. Ogni elemento, escluso l'elemento superiore, possiede un elemen-
to padre e zero o più elementi figlio. Un albero è generalmente visualizzato posi-
zionando gli elementi all'interno di ovali (o rettangoli) e tracciando le connessioni 
con archi tra padre e figlio (Figura 7.2). L'elemento superiore dell'albero viene ge-
neralmente definito come radice dell'albero ed è l'elemento più in alto con connes-
sioni verso gli elementi sottostanti (al contrario di un albero botanico). 

• Definizione formale di albero 
Formalmente si definisce un albero T come un insieme di nodi contenenti elementi tali 
che i nodi realizzino una relazione padre-figlio soddisfacente le seguenti proprietà: 
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FIGURA 7 . 1 
Un albero genealogico 
che illustra alcuni 
discendenti di 
Abramo, come 
descritto nella Genesi, 
capitoli 25-36. 

FIGURA 7 . 2 
Un albero con 17 nodi 
che rappresenta 
l'organizzazione di una 
immaginaria società. 
La radice memorizza 
Electronics R'Us. 
I figli della radice 
contengono Vendite, 
Acquisti, 
Fabbricazione. I nodi 
interni contengono 
Vendite, Internazionali, 
Oltreoceano, 
Electronic's R'Us 
e Fabbricazione. 

• Se T non è vuoto allora esso possiede un nodo speciale denominato radice di T 
che non ha padre. 

• Ogni nodo v di T diverso dalla radice possiede un unico nodo padre w; ogni 
nodo avente come padre w viene detto figlio di w. 

Si noti che, in accordo con la definizione data, un albero può essere vuoto, cioè sen-
za alcun nodo. Questa convenzione è necessaria per poter definire un albero in mo-
do ricorsivo; un albero T è un insieme vuoto oppure consiste di un nodo r, detto la 
radice di T, e un sottoinsieme di alberi, detti sottoalberi di T, tali che ogni radice dei 
sottoalberi non vuoti sia figlia di r. 

( Electronics R'Us J 

( R&S ) (vend i te ) ( Acquisti ) ( Fabbricazione ) 

( N a z i o n a l i ) ( in ternaz iona l i ) 

( C a n a d a ) ( s . A m e r i c a ) ( o l t r e o c e a n o ) 

( A f r i c a ) ( E u r o p a ) ( A s i a ) ( A u s t r a l i a ) 



• Altre relazioni tra nodi 
Due nodi figli dello stesso padre sono definiti fratelli (siblings). Un nodo v è ester-
no se non ha figli. Un nodo v è interno se ha uno o più figli. I nodi esterni sono an-
che chiamati foglie. 

ESEMPIO 7.1 Nella gran parte dei sistemi operativi, i file sono organizzati gerar-
chicamente in directory innestate (dette anche cartelle) presentate all'utente 
sotto forma di albero (Figura 7.3). Per la precisione, i nodi interni dell'albero 
sono associati a directory e i nodi esterni corrispondono ai file veri e propri. Nei 
sistemi operativi UNIX e Linux la radice dell'albero viene detta «directory ra-
dice» (root) ed è rappresentata mediante il simbolo «/». 

Un nodo u è un antenato del nodo v se u = v oppure se « è un antenato del 
padre di v (si noti la definizione di tipo ricorsivo). Al contrario, un nodo v si defi-
nisce un discendente di un nodo u se u è un antenato del nodo v. Per esempio, in 
Figura 7.3, cs252/ è un antenato di papers/ , e pr3 è un discendente di cs016/. Il 
sottoalbero di T radicato al nodo v è l'albero consistente in tutti i discendenti di 
v in T (incluso lo stesso v). Per esempio, nell'albero di Figura 7.3, l'albero radica-
to in cs016/ consiste dei nodi cs016/ , grades, homeworks/, programs/ , h w l , 
hw2, hw3, p r l , pr2 e pr3. 

• Rami e percorsi degli alberi 
Un ramo (edge) di un albero T è definito come una coppia di nodi (u, v) tale che u 
sia il padre di v o viceversa. Un percorso (path) di T è una sequenza di nodi tali che 
ciascuna coppia consecutiva di nodi della sequenza identifichi un ramo. Per esem-
pio nella Figura 7.3 l'albero contiene il percorso (cs252/, projects/, demos/, 
market). 

cs016/ 

\ 
/user/rt/courses/ 

\ 
cs252/ 

FIGURA 7 . 3 
Un albero 
rappresentante 
una parte di un 
system. 



F I G U R A 7 . 4 
Un albero ordinato 
associato a un libro. 

ESEMPIO 7.2 La relazione di ereditarietà tra le classi di un programma Java co-
stituisce un albero. La radice java.lang.Object è un antenato di tutte le altre clas-
si. Ogni classe C è un discendente di questa radice ed è, a sua volta, la radice di 
un sottoalbero delle classi che estendono C. Esiste pertanto, in questo albero 
ereditario, un percorso da C alla radice java.lang.Object. 

• Alberi ordinati 
Un albero si definisce ordinato se esiste un ordine lineare definito per i figli di ogni 
nodo; in altre parole, è possibile identificare i figli di un nodo come primo figlio, se-
condo figlio, terzo figlio e così via. Un tale ordine è di solito visualizzato disegnando 
i fratelli da sinistra verso destra, concordemente al loro ordine. Gli alberi ordinati 
evidenziano tipicamente l'ordine lineare esistente tra fratelli elencandoli nell'ordi-
ne corretto. 

ESEMPIO 7.3 Le parti di un documento strutturato, come un libro, sono gerar-
chicamente organizzate come un albero in cui i nodi interni sono rappresentati 
da capitoli, paragrafi e sottoparagrafi, e i cui nodi esterni sono costituiti da trafi-
letti, tabelle, figure e così via (Figura 7.4). La radice dell'albero corrisponde al li-
bro stesso. Si potrebbe infatti ulteriormente espandere l'albero al fine di mostra-
re i paragrafi formati da frasi, le frasi formate da parole e le parole formate da 
caratteri. Un tale albero è un esempio di un albero ordinato poiché sussiste un 
ordine ben definito tra i figli di ciascun nodo. 

7.1.2 L'albero come tipo di dato astratto (TDA) 
Il TDA albero memorizza elementi in posizioni che, come le posizioni in una lista, 
sono definite in relazione alle posizioni confinanti. Le posizioni in un albero sono i 
suoi nodi, e le posizioni confinanti realizzano le relazioni padre-figlio che definisco-
no un albero «valido». Negli alberi pertanto i termini «posizione» e «nodo» sono in-
terscambiabili. Così come le posizioni di una lista, gli oggetti posizione in un albero 
supportano il seguente metodo: 

element( ): Restituisce l'oggetto memorizzato in questa posizione. 



Ma la caratteristica principale che contraddistingue il nodo posizione di un albe-
ro deriva comunque dai metodi di accesso del TDA albero, che restituiscono e ac-
cettano posizioni, così come di seguito descritto: 

r o o t ( ) : Restituisce la radice dell'albero; si verifica un errore quan-
do l'albero è vuoto. 

p a r e n t e v): Restituisce il padre di v; si verifica un errore se v corrispon-
de alla radice. 

childrenO): Restituisce un insieme iterabile contenente il figlio del nodo v. 

Se un albero T è ordinato, allora l'iteratore childrenO) permette di accedere in 
modo ordinato ai figli di v. Se v è un nodo esterno, allora childrenO) è vuoto. 

In aggiunta ai fondamentali metodi di accesso, è possibile includere anche i se-
guenti metodi di richiesta (query): 

i s I n t e r n a l ( V ) : Controlla che il nodo v sia interno. 
i s E x t e r n a l ( v ) : Controlla che il nodo v sia esterno. 

i s R o o t ( v ) : Controlla che il nodo v sia la radice. 

Questi metodi rendono la programmazione con gli alberi più semplice e più leggibi-
le, poiché è possibile utilizzarli all'interno delle condizioni delle istruzioni if e dei 
cicli while, piuttosto che utilizzare delle condizioni poco intuitive. 

Vi è anche un numero di metodi generici che un albero dovrebbe probabilmente 
supportare e che non sono necessariamente relazionati alla struttura dell'albero; al-
cuni di tali metodi sono: 

s i z e ( ): Restituisce il numero di nodi presenti nell'albero. 
i s E m p t y ( ): Controlla se nell'albero sono presenti nodi oppure no. 
i t e r a t o r ( ): Restituisce un iteratore di tutti gli elementi memorizzati nei 

nodi dell'albero. 
p o s i t i o n s ( ): Restituisce un iteratore di tutti i nodi dell'albero. 

r e p l a c e ( v , e ) : Sostituisce con e e restituisce l'elemento memorizzato nel 
nodo v. 

Ogni metodo che prende una posizione come argomento dovrebbe generare una 
condizione di errore se la posizione dovesse risultare essere non valida. In questo 
capitolo non saranno definiti metodi di aggiornamento specializzati per l'albero; nei 
capitoli successivi saranno descritti diversi metodi di aggiornamento sugli alberi in 
relazione a specifiche applicazioni. È infatti possibile supporre molti tipi di opera-
zioni di aggiornamento sugli alberi oltre quelli illustrati in questo libro. 

7.1.3 Implementazione di un albero 
L'interfaccia Java dell'albero illustrata nel Frammento di codice 7.1 rappresenta il 
TDA albero. Le condizioni di errore vengono trattate come segue: ciascun meto-
do che può accettare posizioni come argomenti, può lanciare (throw) una Invalid-



L'interfaccia Java 
dell'albero 
rappresentante il T D A 
albero. Ulteriori 
metodi di 
aggiornamento 
possono essere 
aggiunti in dipendenza 
di una specifica 
applicazione. Tali 
metodi non verranno 
inclusi nell'interfaccia. 

* I n t e r f a c c i a p e r u n a lbero i cu i nod i p o s s i e d o n o u n n u m e r o arb i trar io 
* di f igl i . 
* / 

public interface Tree<E> ( 
/** R e s t i t u i s c e il n u m e r o di nod i del l 'a lbero. */ 
public in t s i zeO; 
/** R e s t i t u i s c e u n v a l o r e c h e s p e c i f i c a s e l 'a lbero è v u o t o . */ 
public boolean i s E m p t y O ; 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e degl i e l e m e n t i m e m o r i z z a t i ne l l 'a lbero . */ 
public I t e r a t o r <E> i t e r a t o r ( ); 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e dei nod i m e m o r i z z a t i ne l l 'a lbero . */ 
public I t e r a b l e < P o s i t i o n < E » p o s i t i o n s O ; 
/** S o s t i t u i s c e l ' e l e m e n t o m e m o r i z z a t o in u n cer to nodo. */ 
public E replaceCPosi t ion<E> v , E e ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e la rad ice de l l 'a lbero . */ 
public Pos i t ion<E> r o o t O throws E m p t y T r e e E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e il p a d r e di u n d e t e r m i n a t o nodo. */ 
public Pos i t ion<E> p a r e n t ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y V i o l a t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e del f ig l io di u n dato nodo. */ 
public I t e r a b l e < P o s i t i o n < E » c h i l d r e n ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e u n v a l o r e c h e s p e c i f i c a s e u n dato n o d o è in terno . */ 
public boolean i s I n t e r n a l ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e u n v a l o r e c h e s p e c i f i c a s e u n dato n o d o è e s t e r n o . */ 
public boolean i s E x t e r n a l ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e u n v a l o r e c h e s p e c i f i c a s e u n dato n o d o è la rad ice 

* de l l 'a lbero . */ 
public boolean i sRoot (Pos i t i on<E> V ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 

PositionException, che definisce non valida la posizione. Il metodo parent esegue 
l'eccezione BoundaryViolationException se esso viene lanciato sulla radice. Il me-
todo root esegue l'eccezione EmptyTreeException quando esso viene eseguito su 
un albero vuoto. 

• Una struttura collegata per alberi generici 

Una struttura collegata (linked) è un modo naturale per realizzare un albero T. Cia-
scun nodo v di T è rappresentato mediante un oggetto posizione (Figura 7.5a) con i 
seguenti campi: un riferimento all'elemento contenuto in v, un collegamento al padre 
di v e una sorta di insieme (per esempio, una array list) per contenere collegamenti ai 
figli di v. Se v è la radice di T, allora il campo padre di v è nullo. Inoltre, un riferimento 
alla radice di T e il numero dei nodi di T sono memorizzati in variabili interne. Nella 
Figura 7.5b è mostrata schematicamente questa struttura. 



FIGURA 7 . 5 Struttura collegata per un albero generico: (a) oggetto posizione associato a un nodo; (b) parte della struttura 
dati associata a un nodo e relativi figli. 

Operazione Tempo 
size, IsEmpty CKD 

Iterator, positions 0(n) 
replace 0(1) 

root, parent CKD 
childrenO) 0 ( 0 

islnternal, isExternal, isRoot 0(1) 

TABELLA 7 . 1 
Tempi di esecuzione 
dei metodi di un 
generico albero avente 
n nodi, implementato 
con una struttura 
collegata; c„ denota 
il numero di figli 
del nodo v. Lo spazio 
occupato è 0(n). 

La Tabella 7.1 riassume le prestazioni dell'implementazione di un generico albe-
ro mediante una struttura collegata. L'analisi è lasciata come esercizio (C-7.25), ma 
si osserva che, mediante un insieme utilizzato per contenere i figli di ciascun nodo v, 
si può implementare children(v) semplicemente restituendo un riferimento a que-
sto insieme. 

7 . 2 Algoritmi fondamentali sugli alberi 

In questo paragrafo saranno presentati gli algoritmi che effettuano elaborazioni di 
attraversamento di un albero, accedendovi mediante i metodi del TDA albero. 

7.2.1 Profondità e altezza 
Si supponga che v sia un nodo di un albero T. La profondità di v equivale al nume-
ro di antenati di v, escluso v stesso. Per esempio nella Figura 7.2, il nodo che memo-
rizza Internazionali ha una profondità 2. Si noti che da questa definizione si deduce 
che la profondità della radice di T è 0. La profondità di un nodo v potrebbe essere 
definita anche ricorsivamente nel modo seguente: 



F R A M M E N T O DI CODICE 
7.2 
Algoritmo per 
il calcolo della 
profondità di un nodo 
v in un albero T. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.3 
Il metodo depth scritto 
in Java. 

• se v è la radice allora la profondità di v è 0, 
• altrimenti la profondità di v è uguale a 1 più la profondità del padre di v. 
Basandosi sulla precedente definizione, l'algoritmo ricorsivo depth, illustrato nel 
Frammento di codice 7.2, elabora la profondità di un nodo v di T chiamando ricorsi-
vamente se stessa sul padre di v e sommando 1 al valore restituito. Nel Frammento di 
codice 7.3 è presentata una semplice implementazione Java di questo algoritmo. 

Il tempo di esecuzione dell'algoritmo depth(T, v) è CKdJ) in cui dv rappresenta la 
profondità del nodo v nell'albero T, poiché l'algoritmo esegue il passo ricorsivo in 
un tempo costante per ogni antenato di v. L'algoritmo depth(T, v) viene pertanto 
eseguito nel caso peggiore in tempo 0(n), in cui n è uguale al numero totale di nodi 
di T poiché un nodo di T può avere, nel peggiore dei casi, una profondità pari a n -
1. Sebbene questo tempo di esecuzione sia una funzione della dimensione dell'in-
put, è senz'altro più accurato esprimere il tempo di esecuzione nei termini del para-
metro dv, poiché questo parametro può essere molto inferiore a n. 

• Altezza 
Anche Valtezza (height) di un nodo v in un albero T è definita ricorsivamente: 
• se v è un nodo esterno, allora l'altezza di v è 0; 
• altrimenti l'altezza di v è 1 più la massima altezza di un figlio di v. 
Si definisce altezza di un albero non vuoto T, l'altezza della radice di T. Per esem-
pio l'albero di Figura 7.2 ha un'altezza 4. Una definizione alternativa dell'altezza 
può essere la seguente. 

PROPOSIZIONE 7.4 L'altezza di un albero non nullo T è uguale alla massima 
profondità di un nodo esterno di T. 
Si rimanda la giustificazione di questa affermazione all'Esercizio R-7.6. Si pre-

senterà ora un algoritmo, heightl , mostrato nel Frammento di codice 7.4 e imple-
mentato in Java nel Frammento di codice 7.5, che elabora l'altezza di un albero non 
nullo T basato sulla precedente proposizione. Questo algoritmo utilizza un iteratore 
a tutti i nodi dell'albero per fornire l'elaborazione della profondità di ogni nodo 
esterno mediante l'algoritmo depth del Frammento di codice 7.2. 



Purtroppo l'algoritmo heightl non è molto efficiente. Dopo che heightl ha 
chiamato l'algoritmo depth(v) su ogni nodo esterno v di T, il tempo di esecuzione 
di heightl è dato da 0(n + S „ e £ ( l + dv)), in cui n è il numero di nodi di T, dvè la 
profondità del nodo v ed E costituisce l'insieme dei nodi esterni di T. Nel caso peg-
giore si ottiene che S „ e £ ( l + dv) è proporzionale a n2 (si veda l'Esercizio C-7.6). 
Pertanto l'algoritmo heightl gira in tempo 0(n2). 

L'algoritmo height2, mostrato nel Frammento di codice 7.6 e implementato in 
Java nel Frammento di codice 7.7, elabora l'altezza dell'albero T in modo più effi-
ciente sfruttando la definizione ricorsiva di altezza. 

Algoritmo heìght2(T, v): 
if v è un nodo esterno di T then 

return 0 
else 

h 0 
for ogni figlio w di v in T do 

h <- max(ii, height2CT, w)) 
return 1 + h 

public static <E> int height2 (Tree<E> T, Position<E> v) { 
if (T.isExternal(v)) return 0; 
int h = 0; 
for (Position<E> w : T.children(v)) 

h = Math.max(h, height2(T, w)); 
return 1 + h; 

public static <E> int heightl (Tree<E> T) { 
int h = 0; 
for (Position<E> v : T.positionsO) ( 

if (T.isExternal(v)) 
h = Math.max(h, depth(T, v)); 

1 
return h; 

Algoritmo heightl (I7): 
h i - 0 
for ogni vertice v in T do 

if v è un nodo interno a T then 
h <— max(h, depthcr, v)) 

return h 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.4 
Algoritmo heightl per 
il calcolo dell'altezza 
di un albero non vuoto 
T. Si noti che questo 
algoritmo chiama 
l'algoritmo depth 
(Frammento di codice 
7.2). 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.5 
Il metodo heightl 
scritto in Java. Si noti 
l'utilizzo del metodo 
max della classe 
java.lang.Math. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.6 
L'algoritmo heightS 
per il calcolo 
dell'altezza del 
sottoalbero di T 
radicato al nodo v. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.7 
Il metodo height2 
scritto in Java. 
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L'algoritmo height2 è più efficiente dell'algoritmo heightl (Frammento di co-
dice 7.4). L'algoritmo è ricorsivo e, se è inizialmente chiamato sulla radice di T, 
sarà chiamato una volta su ciascun nodo di T. Così è possibile determinare il tem-
po di esecuzione di questo metodo determinando per prima cosa la quantità di 
tempo impiegato in ciascun nodo (sulla parte non ricorsiva) e, successivamente, 
sommando il tempo impiegato su tutti i nodi. L'elaborazione di ogni nodo di chil-
dren(v) impiega un tempo 0(cv), in cui cv indica il numero di figli del nodo v. 
Inoltre il ciclo while effettua cv iterazioni e in ogni iterazione del ciclo impiega un 
tempo 0(1) più un tempo per la chiamata ricorsiva sul figlio di v. In definitiva, 
l'algoritmo height2 impiega un tempo 0 (1 + c v) per ciascun nodo v e il proprio 
tempo di esecuzione impiegato è 0 ( 2 „ e r ( l + c„)). Per completare l'analisi si farà 
uso della seguente proprietà. 

PROPOSIZIONE 7.5 Si supponga che Tsia un albero binario con n nodi e sia c v i l 
numero dei figli di un nodo v di T, allora sommando sui vertici di T, risulta: 

= n-1 

DIMOSTRAZIONE. Ciascun nodo di T, esclusa la radice, è un figlio di un altro nodo e 
pertanto contribuisce per una unità alla precedente somma. 

Per la Proposizione 7.5, quando l'algoritmo height2 viene chiamato sulla radice 
di T, il suo tempo di esecuzione è 0(n), in cui n indica il numero dei nodi di T. 

7.2.2 Attraversamento preorder 
Un attraversamento (o visita) di un albero T può essere definito come una modalità 
di accedere o «visitare» tutti i nodi di T. In questo paragrafo sarà presentato un fon-
damentale schema di attraversamento degli alberi detto attraversamento preorder 
(preordine). Nel paragrafo successivo sarà invece esaminato un altro fondamentale 
schema di attraversamento detto attraversamento postorder. 

In un attraversamento preorder di un albero T, la radice di T è visitata per prima 
e successivamente sono visitati in modo ricorsivo i sottoalberi radicati nei propri fi-
gli. Nel caso in cui l'albero sia ordinato, i sottoalberi sono attraversati rispettando 
l'ordine dei figli. La specifica azione associata con la «visita» di un nodo v dipende 
dall'applicazione cui l'attraversamento fa riferimento e potrebbe comportare una 
qualunque operazione, come un semplice incremento di un contatore oppure un 
complesso calcolo computazionale eseguito su v. Lo pseudocodice per l'attraversa-
mento preorder del sottoalbero radicato al nodo v è illustrato nel Frammento di co-
dice 7.8. Al momento iniziale l'algoritmo verrà chiamato semplicemente con preor-
derCT.T.rootQ). 

Algoritmo p r e o r d e r (T, v): 
e f f e t t u a l ' a z i o n e di "vis i ta" p e r il n o d o v 
f o r ogn i w e T.cMLdren(v) d o 

preorderCT.w) ( a t t r a v e r s a m e n t o r i c o r s i v o del s o t t o a l b e r o rad ica to in w} 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 8 L'algoritmo preorder per effettuare l'attraversamento preorder 
del s o t t o a l b e r o r a d i c a t o nel n o d o v. 



F I G U R A 7 . 6 
Attraversamento 
preorder di un albero 
ordinato in cui i figli 
di ciascun nodo sono 
ordinati da sinistra 
verso destra. 

L'algoritmo di attraversamento preorder è utile per riprodurre un ordine lineare 
dei nodi di un albero in cui il padre deve sempre essere considerato prima dei pro-
pri figli. Un tale ordinamento viene impiegato in numerose applicazioni. Saranno di 
seguito descritti alcuni semplici esempi di possibili applicazioni. 

ESEMPIO 7.6 L'attraversamento preorder dell'albero associato a un documen-
to, come nell'Esempio 7.3, esamina un intero documento in modo sequenziale, 
dall'inizio alla fine. Se i nodi esterni sono rimossi prima dell'attraversamento, 
allora l 'attraversamento esamina la tabella dei contenuti del documento 
(Figura 7.6). 

L'attraversamento preorder costituisce anche una efficiente modalità di accesso 
a tutti i nodi dell'albero. Per giustificare questa affermazione si consideri il tempo di 
esecuzione dell'attraversamento preorder di un albero Tcon n nodi nell'ipotesi che 
la visita del singolo nodo impieghi un tempo 0(1). L'analisi dell'algoritmo di attra-
versamento preorder è simile a quello dell'algoritmo height2 (Frammento di codice 
7.7) fornito nel Paragrafo 7.2.1. Per ciascun nodo v la parte non ricorsiva dell'algo-
ritmo di attraversamento preorder richiede un tempo 0 (1 + c v), in cui c„ è il nume-
ro dei figli di v. Così, per la Proposizione 7.5, il tempo di esecuzione complessivo 
dell'attraversamento preorder di T è 0(n). 

L'algoritmo toStringPreorder(T, v), implementato in Java nel Frammento di co-
dice 7.9, effettua mediante il preorder una stampa del sottoalbero di un nodo v di T\ 
in altre parole esso effettua l'attraversamento preorder del sottoalbero radicato in v 
e stampa l'elemento memorizzato nel nodo quando il nodo viene visitato. Si ricordi 
che per un albero ordinato T, il metodo T.children(v) restituisce un iteratore che 
accede ordinatamente ai figli di v. 

public static S tr tng t o S t r l n g P r e o r d e r ( T r e e < E > T, Pos i t ion<E> v ) { 
S t r i n g s = v . e l e m e n t o . t o S t r i n g O ; / / la p r i n c i p a l e a z i o n e di "vis i ta" 
f o r CPosition<E> w : T . c h i l d r e n ( v ) ) 

s += ", " + toStr ingPreorder (T , w ) ; 
return s; 

} 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 9 II metodo toStringPreorderCT, v) che effettua una stampa in modalità 
preorder degli elementi del sottoalbero del nodo v di T. 
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Fabbricazione ( TV CD Tuner )) 

F I G U R A 7 . 7 Rappresentazione mediante una stringa parentesizzata dell'albero di Figura 7.2. 
L'indentazione, l'interruzione di linea e gli spazi sono stati aggiunti per maggior chiarezza. 

C'è una interessante variazione del metodo preorderPrint che produce una 
stringa che rappresenta un intero albero. Si assuma che per ogni elemento e me-
morizzato nell'albero T, con la chiamata e.toStringO si restituisce una stringa as-
sociata a e. La rappresentazione mediante una stringa parentesizzata P(T) del-
l'albero T è ricorsivamente definita come segue. Se T consiste di un singolo nodo 
v, allora 

P(T) = v. e lemento . toStringO 
altrimenti, 

P(T) = v. e l emento . toStringO + "(" + P(T:) + "," +...+ "," + P{Tk) +")" 
in cui v è la radice di T e Tx, T2, ..., Tk sono i sottoalberi radicati nei figli di v che 
sono dati in ordine se T è un albero ordinato. 

Si noti che la definizione di P(T) è ricorsiva. Inoltre, è usato «+» per denotare la 
concatenazione di stringhe (per maggiori dettagli si veda il Paragrafo 1.3.2). La rap-
presentazione mediante una stringa parentesizzata dell'albero di Figura 7.2 è mo-
strata in Figura 7.7. 

Si noti che, tecnicamente parlando, vi sono alcune elaborazioni che avvengono tra 
e dopo le chiamate ricorsive a un nodo figlio nel precedente algoritmo. Questo algo-
ritmo sarà comunque considerato come un attraversamento preorder poiché la prima 
azione di stampa del contenuto di un nodo avviene prima delle chiamate ricorsive. 

Il metodo Java parentheticRepresentation, illustrato nel Frammento di codice 
7.10, costituisce una variazione del metodo toStringPreorder (Frammento di codice 
7.9). Esso implementa la definizione fornita precedentemente per generare una 
rappresentazione mediante una stringa parentesizzata dell'albero T. Così come vi-
sto nel metodo di toStringPreorder, il metodo parentheticRepresentation fa uso 
del metodo toString, che è definito per ciascun oggetto Java. In effetti si può vedere 
questo metodo come un tipo del metodo toStringC ) per gli oggetti dell'albero. 

Nell'Esercizio R-7.10 sarà analizzata una modifica del Frammento di codice 7.9 
per illustrare un albero in una maniera più strettamente confrontabile con quello di 
Figura 7.7. 

7.2.3 Attraversamento postorder 
Un altro importante algoritmo di attraversamento di un albero è Yattaversamento 
postorder. Questo algoritmo può essere considerato come l'opposto dell'attraversa-
mento preorder poiché esso attraversa ricorsivamente prima i sottoalberi radicati 
nei figli della radice e, successivamente, visita la radice. L'analogia con l'algoritmo 
preorder consiste nel risolvere un particolare problema specializzando un'azione 
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public static <E> String parentheticRepresentatlon(Tree<E> T, 
Position<E> v) 1 

String s = v.elementO.toStringO; / / p r i n c i p a l e a z i o n e di v i s i t a 
If (T.islnternal(v)) { 

Boolean flrstTlme = true; 
for CPosltion<E> w : T.children(v)) 

If (flrstTlme) 1 
s += " ( " + parenthetlcRepresentation(T, w); / / p r i m o f ig l io 
firstTlme = false; 

else s += ", " + parenthetlcRepresentatlonCT, w); / / f ig l io s u c c e s s i v o 
s += " )" ; / / c h i u s u r a del le p a r e n t e s i 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 0 L'algoritmo parentheticRepresentation. Si osservi l'utilizzo 
dell'operatore + per la concatenazione di due stringhe. 

Algoritmo postorder (T, v): 
for ogni figlio w di v In T do 

p o s t o r d e r ( T , w ) { a t t r a v e r s a m e n t o r i c o r s i v o de l l 'a lbero rad ica to in w) 
effettua l'azione di "visita" del nodo v 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 1 L'algoritmo postorder per la realizzazione dell'attraversamento 
postorder del sottoalbero di un albero T radicato nel nodo v. 

associata alla visita di un nodo v. Inoltre, come nell'attraversamento preorder, se 
l'albero è ordinato, si effettuano le chiamate ricorsive per i figli del nodo v rispet-
tando il loro specifico ordine. Nel Frammento di codice 7.11 è illustrato uno pseu-
docodice per la procedura di attraversamento postorder. 

Il termine postorder deriva dal fatto che questo metodo di attraversamento visi-
terà un certo nodo v solo dopo aver visitato tutti gli altri nodi dei sottoalberi radica-
ti in v (Figura 7.8). 

L'analisi del tempo di esecuzione di un attraversamento postorder è analogo a 
quello di un attraversamento preorder (si veda il Paragrafo 7.2.2). Il tempo com-

return s; 
. j 

FIGURA 7 . 8 Attraversamento postorder dell'albero ordinato di Figura 7.6. 
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public static <E> S t r i n g t o S t r l n g P o s t o r d e r ( T r e e < E > T, Pos l t lon<E> v ) ( 
S t r i n g s = ""; 
f o r (Pos i t ion<E> w : T . c h i l d r e n ( v ) ) 

s += toS tr ingPos torder (T , w ) + " "; 
s += v . e l e m e n t O ; / / p r i n c i p a l e a z i o n e di v i s i t a 
return s; 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 2 II metodo toStringPostorder (T, v) che esegue una stampa postorder 
degli elementi nel sottoalbero del nodo v di T. Il metodo implicitamente chiama toStrlng sugli 
elementi quando gli stessi fanno parte di una operazione di concatenamento di stringhe. 

plessivo impiegato nella parte non ricorsiva dell'algoritmo è proporzionale al tem-
po impiegato per visitare i figli di ciascun nodo dell'albero. Pertanto un attraversa-
mento postorder di un albero T con n nodi richiede un tempo O(n), presupponendo 
che la visita di ogni nodo richieda un tempo 0( 1). L'attraversamento postorder vie-
ne quindi eseguito in tempo lineare. 

Come esempio concreto di un attraversamento postorder nel Frammento di co-
dice 7.12 è presentato un metodo Java toStringPostorder che esegue un attraversa-
mento postorder di un albero T e stampa gli elementi memorizzati nel nodo quan-
do esso sarà visitato. 

Il metodo di attraversamento postorder è utile per la risoluzione dei problemi in 
cui si debba considerare una certa proprietà per ciascun nodo v in un albero, preve-
dendo che questa proprietà richieda che sia già stata considerata la medesima pro-
prietà per i figli di v. Una applicazione con tali caratteristiche è illustrata nell'esem-
pio che segue. 

ESEMPIO 7.7 Si consideri un albero T relativo a un file system in cui i nodi 
esterni rappresentano i file e i nodi interni rappresentano le directory (Esempio 
7.1). Si supponga di voler calcolare lo spazio su disco occupato da una determi-
nata directory; tale spazio è definito ricorsivamente da: 
• la grandezza della directory stessa 
• la grandezza dei file contenuti nella directory 
• lo spazio utilizzato dai figli delle directory (Figura 7.9). 
Questo calcolo può essere realizzato mediante un attraversamento postorder 
dell'albero T. Dopo aver attraversato i sottoalberi di un nodo interno v, sarà 
possibile calcolare lo spazio utilizzato da v semplicemente sommando la gran-
dezza della directory v stessa e dei file contenuti in v allo spazio utilizzato da 
ogni figlio interno di v già elaborato mediante l'attraversamento ricorsivo po-
storder dei figli di v. 

• Un metodo ricorsivo in Java per il calcolo dello spazio su disco 
Prendendo spunto dall'Esempio 7.7, il metodo diskSpace in Java, illustrato nel 
Frammento di codice 7.13, esegue un attraversamento postorder di un albero T as-
sociato a un file system stampando sia il nome che lo spazio su disco utilizzato dalla 
directory associata con ciascun nodo interno di T. Quando il metodo diskSpace vie-
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FIGURA 7 . 9 
L'albero della Figura 
7.3 rappresentante 
un file system; 
all'interno di ogni 
nodo è mostrato 
il nome e la grandezza 
del file/directory 
associato. Per ciascun 
nodo interno è sopra 
mostrato lo spazio 
occupato sul disco 
dalla stessa directory. 

ne eseguito partendo dalla radice dell'albero T, esso è completato in un tempo 
O(n), in cui n corrisponde al numero dei nodi di T\ si suppone che i metodi ausiliari 
utilizzati, name e size, impieghino un tempo 0(1). 

• Altri tipi di attraversamento 
Anche se i metodi di attraversamento di preorder e postorder costituiscono le mo-
dalità maggiormente utilizzate per la visita dei nodi di un albero, è possibile conce-
pire anche altri tipi di attraversamento. Per esempio si potrebbe attraversare un al-
bero in modo da visitare tutti i nodi a una assegnata profondità d prima di visitare i 
nodi a profondià d + 1. La numerazione consecutiva dei nodi di un albero T quando 
saranno visitati secondo questo tipo di attraversamento è definita numerazione dei 
livelli dei nodi di T (si veda il Paragrafo 7.3.5). 

public statte <E> int d i s k S p a c e (Tree<E> T, Pos i t ion<E> v ) { 
i n t s = s i z e ( v ) ; / / i n i z i a c o n l a g r a n d e z z a del n o d o s t e s s o 
f o r CPosition<E> w : T . c h l l d r e n ( v ) ) 

/ / s o m m a lo s p a z i o ca l co la to r i c o r s i v a m e n t e u s a t o da l f ig l io di v 
s += diskSpaceCT, w ) ; 

i f ( T . i s l n t e r n a l ( v ) ) { 
/ / s t a m p a il n o m e e lo s p a z i o s u d i sco u t i l i z za to 
S y s t e m . o u t . p r i n t C n a m e ( v ) + " : " + s ) ; 
1 

return ; 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 3 II metodo d iskSpace stampa il nome e lo spazio utilizzato sul disco 
dalla directory associata a ogni nodo interno di un albero relativo a un file system. Questo metodo 
chiama i metodi ausiliari n a m e e size, che sono definiti per restituire il nome e la grandezza 
del file/directory associati a un certo nodo. 
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7 . 3 Alberi binari 

Un albero binario è un albero ordinato che gode delle seguenti proprietà: 
1. Ciascun nodo possiede al più due figli. 
2. Ogni nodo figlio è etichettato o come figlio sinistro o come figlio destro. 
3. Nell'ordine dei figli di un nodo il figlio sinistro precede il figlio destro. 
Il sottoalbero radicato nel figlio sinistro o nel figlio destro di un nodo interno v è 
definito, rispettivamente, sottoalbero sinistro o sottoalbero destro di v. Si definisce 
proprio un albero binario i cui nodi abbiano o zero o due figli. Alcuni autori defini-
scono un siffatto albero come albero binario completo. Così in un albero binario 
proprio, ogni nodo interno ha esattamente due figli. Un albero binario che non è 
proprio è definito improprio. 

ESEMPIO 7.8 Una importante classe di alberi binari si presenta nei contesti 
in cui si voglia rappresentare un gran numero di risultati che derivano da una 
serie di risposte sì-o-no. Ciascun nodo interno è abbinato a una domanda. 
Partendo dalla radice, si procede verso il figlio sinistro oppure verso il figlio 
destro del nodo corrente, in dipendenza dal tipo di risposta fornita che è sem-
pre del tipo «sì» oppure «no». Per ogni decisione si percorre un ramo da un 
padre verso un figlio tracciando, eventualmente, un percorso nell'albero dal-
la radice verso un nodo esterno. Questi alberi binari sono conosciuti come al-
beri decisionali, poiché ogni nodo esterno v in tale albero rappresenta una 
decisione di cosa fare se il problema associato con gli antenati di v ci abbia 
condotto a v stesso. Un albero di decisione è un albero binario proprio. La Fi-
gura 7.10 illustra un albero di decisione che fornisce suggerimenti sugli inve-
stimenti futuri. 

F I G U R A 7 . 1 0 Un albero di decisione che fornisce suggerimenti per investimenti. 
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FIGURA 7 . 1 1 
Un Albero binario 
che rappresenta una 
espressione aritmetica. 
Questo albero 
rappresenta 
l'espressione 
((((3 + 1) x 3)/ ((9-5) + 2))-((3x(7-4)) + 6)). 
Il valore associato 
al nodo interno 
etichettato con «/» è 2. 

ESEMPIO 7.9 Una espressione aritmetica può essere rappresentata da un albero 
binario i cui nodi esterni sono associati a variabili o costanti e i cui nodi interni 
sono associati a uno degli operatori +, - , x, e / (Figura 7.11). Ciascun nodo in tale 
albero ha un valore ad esso associato. 
• Se un nodo è esterno allora il proprio valore coincide con quello di una varia-

bile o costante. 
• Se un nodo è interno, allora il proprio valore è definito applicando l'operazio-

ne ai valori contenuti nei rispettivi propri figli. 
Un albero associato a una espressione aritmetica è un albero binario proprio 
perché a ciascuno degli operatori +, - , x e / corrispondono esattamente due ope-
randi.Ovviamente qualora si preveda un operatore unario quale per esempio la 
negazione (-), come in «—JC», allora si otterrebbe un albero binario improprio. 

• Definizione ricorsiva di albero binario 
Alternativamente è possibile definire un albero binario facendo uso della ricorsio-
ne in modo che un albero binario sia vuoto oppure consista in: 
• un nodo r, detto la radice di T e che contiene un elemento; 
• un albero binario, detto sottoalbero sinistro di T\ 
• un albero binario, detto sottoalbero destro di T. 

Di seguito verranno discussi alcuni argomenti specializzati per gli alberi binari. 

7.3.1 Il TDA albero binario 
Come tipo di dato astratto, un albero binario è un albero che supporta tre metodi 
aggiuntivi di accesso: 

left(v): Restituisce il figlio sinistro di v; si verifica una condizione di 
errore se v non ha il figlio sinistro. 

right(v): Restituisce il figlio destro di v; si verifica una condizione di 
errore se v non ha il figlio destro. 

hasLeft(v): Verifica se v ha un figlio sinistro. 
hasRight(V): Verifica se v ha un figlio destro. 
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L'interfaccia 
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* U n a in ter facc ia per u n a lbero binario, in cui c i a s c u n nodo può a v e r e zero, 
* u n o o d u e f igl i . 
*/ 

public interface B i n a i y T r e e < E > extends Tree<E> { 
/** R e s t i t u i s c e il f ig l io s i n i s t r o di u n nodo. */ 
publio Pos i t ion<E> l e f t ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l l d P o s l t l o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y V i o l a t l o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e il f ig l io d e s t r o di u n nodo . */ 
public Pos i t ion<E> r i g h t ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y V i o l a t l o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e v e r o s e u n n o d o p o s s i e d e u n f ig l io s in i s t ro . */ 
public boolean h a s L e f t ( P o s i t i o n < E > v ) throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n ; 
/** R e s t i t u i s c e v e r o s e u n n o d o p o s s i e d e u n f ig l io des tro . */ 
public boolean h a s R i g h t ( P o s i t i o n < E > v ) throws Inva l idPos i t i onExcept ion ; 

) 

Così come per il TDA albero visto nel Paragrafo 7.1.2, non sono qui definiti i 
metodi di aggiornamento specializzati per l'albero binario. Saranno invece conside-
rati alcuni possibili metodi di aggiornamento quando saranno descritte specifiche 
implementazioni e applicazioni degli alberi binari. 

7.3.2 Interfaccia Java dell'albero binario 
Un albero binario può essere modellizzato come un tipo di dati astratto che estende 
il TDA albero e aggiunge i tre metodi specializzati per un albero binario. Nel Fram-
mento di codice 7.14 è illustrata una semplice interfaccia Java definita basata su 
questo approccio. A tal proposito, poiché gli alberi binari sono alberi ordinati, l'ite-
ratore restituito dal metodo childrenO) (ereditato dall'interfaccia Tree) accede al 
figlio sinistro di v prima del figlio destro di v. 

F I G U R A 7 . 1 2 
Massimo numero 
di nodi sui livelli di 
un albero binario. 

Livello Nodi 



7.3.3 Proprietà degli alberi binari 
Gli alberi binari possiedono molte interessanti proprietà che riguardano le relazioni 
tra altezza e numero di nodi. Si indica l'insieme di tutti i nodi di un albero T disposti 
alla stessa profondità d come il livello d di T. In un albero binario, il livello 0 contie-
ne un nodo (la radice), il livello 1 contiene al più due nodi (i figli della radice), il li-
vello 2 contiene al più quattro nodi, e così via (Figura 7.12). In generale il livello d 
contiene al più 2d nodi. 

È facile osservare che il massimo numero dei nodi sui livelli di un albero binario 
cresce esponenzialmente quando si scende verso il basso. Da questa semplice osser-
vazione è possibile desumere le seguenti proprietà che legano l'altezza di un albero 
binario T con il proprio numero di nodi. Una dimostrazione dettagliata di queste 
proprietà viene lasciata come esercizio (R-7.15). 

PROPOSIZIONE 7.10 Si supponga che T sia un albero binario e che n, nE, n, e h 
siano rispettivamente il numero di nodi, il numero di nodi esterni, il numero dei 
nodi interni e l'altezza di T. Allora T ha le seguenti proprietà: 
'\.h + \<n<2h + x - \ 
2A<nE<2h 

3. h < n, < 2h - 1 
4. log(rt + i)-l<h<n-l. 
Inoltre, se T è proprio, T è caratterizzato dalle seguenti proprietà: 
1.2h + l<n<2h + ì -l 
2. h + 1 < nE < 2h 

3. h < n, < 2h - 1 
4. log(n + l ) - l < / i < ( n - l ) / 2 . 

• Relazioni tra nodi interni e nodi esterni in un albero binario proprio 
Per un albero binario proprio si hanno inoltre le seguenti importanti relazioni tra il 
numero di nodi interni ed esterni. 

PROPOSIZIONE 7.11 In un albero binario proprio e non vuoto T, con nE nodi 
esterni e n, nodi interni, si ha che nE = n, + 1. 

DIMOSTRAZIONE. Questa proposizione si giustifica rimuovendo i nodi da T, finché T 
diventa vuoto; ciò si ottiene suddividendo i nodi di T in due «insiemi»: un insieme 
dei nodi interni e un insieme dei nodi esterni. Gli insiemi sono inizialmente vuoti. 
Al termine l'insieme dei nodi esterni avrà un nodo in più dell'insieme dei nodi in-
terni. Verrano di seguito considerati due casi. 

Caso 1. Se r è costituito da un unico nodo v allora si elimina v e lo si pone nel-
l'insieme dei nodi esterni. Quindi l'insieme dei nodi esterni è costituito da un unico 
nodo e l'insieme dei nodi interni è vuoto. 

Caso 2. Nel caso in cui T è costituito da un numero di nodi maggiore di uno allo-
ra si elimina da T, in modo arbitrario, un nodo esterno w e il suo genitore v, che è un 
nodo interno. Poniamo w nell'insieme dei nodi esterni e v nell'insieme dei nodi inter-
ni. Se v ha un genitore u, allora si riconnette u con il precedente fratello z di w, così 
come mostrato nella Figura 7.13. L'operazione così descritta elimina un nodo interno 
e un nodo esterno, in modo che l'albero continua a essere un albero binario proprio. 
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Ripetendo più volte questa operazione, si ottiene infine un albero consistente in 
un singolo nodo. Si noti che è stato eliminato lo stesso numero di nodi interni ed 
esterni poiché la suddetta procedura ha distribuito i nodi nei loro rispettivi insiemi 
terminando con questo albero finale. A questo punto anche il nodo dell'albero finale 
sarà eliminato e sarà riposto nell'insieme dei nodi esterni. Quindi l'insieme dei nodi 
esterni sarà costituito da un nodo in più rispetto all'insieme dei nodi interni. S 

Padre 

F I G U R A 7 . 1 4 
Un nodo (a) e una 
straluna colletta 
(b) per la 
rappresentazione 
di un albero binario. 



Si noti che la precedente importante relazione non riguarda, in generale, gli al-
beri binari impropri e gli alberi non binari; potranno invece essere condivise altre 
importanti proprietà, così come mostrato nell'Esercizio C-7.7. 

7.3.4 Una struttura collegata per gli alberi binari 
Un modo naturale per realizzare un albero binario T è quello di usare una struttura 
collegata (linked), in cui si rappresenta ciascun nodo v di T mediante un oggetto 
posizione (Figura 7.14a) con i campi che memorizzano i riferimenti all'elemento 
memorizzato in v e agli oggetti posizione associati con i figli e il padre di v. Se v è la 
radice di T, allora il campo padre di v è nuli. Se v non possiede un figlio sinistro al-
lora il campo del figlio sinistro è nuli. Se v non possiede un figlio destro allora il 
campo del figlio destro è nuli. Inoltre il numero dei nodi di T sarà memorizzato in 
una variabile detta size. Nella Figura 7.14b è mostrata la rappresentazione median-
te struttura collegata di un albero binario. 

• Una implementazione in Java di un albero binario mediante 
una struttura collegata 
Si utilizzerà l'interfaccia Java BTPosition (non mostrata) per la rappresentazione di 
un nodo di un albero binario. Questa interfaccia estende Position e pertanto eredita il 
metodo element e possiede metodi aggiuntivi per assegnare gli elementi memorizzati 
nel nodo (setElement) e per assegnare e restituire il figlio sinistro (setLeft e getLeft), 
il figlio destro (setRight e getRight) e il padre (setParent e getParent) del nodo. La 
classe BTNode (Frammento di codice 7.15) implementa l'interfaccia BTPosition con 
un oggetto con campi element, left, right e parent, che, per un nodo v, referenziano ri-
spettivamente l'elemento v, il figlio sinistro di v, il figlio destro di v e il padre di v. 

• Implementazione Java della struttura collegata di albero binario 
Nei Frammenti di codice 7.16-7.18 è mostrata la classe LinkedBinaryTree che im-
plementa l'interfaccia BinaryTree (Frammento di codice 7.14) usando una struttu-
ra dati collegata. Questa classe memorizza nelle variabili interne la grandezza del-
l'albero e un riferimento all'oggetto BTNode associato alla radice dell'albero. In ag-
giunta ai metodi dell'interfaccia BinaryTree, LinkedBinaryTree possiede vari altri 
metodi, incluso il metodo di accesso sibling(v), che restituisce il fratello di un nodo 
v, e i seguenti metodi di aggiornamento: 

addRoot(e): Crea e restituisce un nuovo nodo r che memorizza l'elemen-
to e impostando r come radice; si verifica errore nel caso in 
cui l'albero non sia vuoto. 

insertLeftO, e): Crea e restituisce un nuovo nodo w memorizzandovi l'elemen-
to e, aggiungendo w come figlio sinistro di v e restituisce w; si 
verifica errore nel caso in cui v possieda già un figlio sinistro. 

insertRigthO, e): Crea e restituisce un nuovo nodo w memorizzandovi l'ele-
mento e, aggiungendo w come figlio destro di v e restituisce w; 
si verifica errore nel caso in cui v possieda già un figlio destro. 

remove(r): Rimuove il nodo v sostituendolo, se esiste, con suo figlio e 
restituisce l'elemento memorizzato in v; si verifica errore 
nel caso in cui v possieda due figli. 
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/** 
* La classe che implementa un nodo di un albero binario; essa memorizza 
* i riferimenti ad element, al nodo parent, al nodo left e a un nodo right. 
*/ 

public class BTNode<E> implements BTPosition <E> { 
private E element; / / elemento memorizzato in questo nodo 
private BTPosition<E> left, right, parent; / / nodi adiacenti 
/** Costruttore principale. */ 
public BTNodeCE element, BTPosition<E> parent, 

BTPosition<E> left, BTPosition<E> right) { 
setElement(element) ; 
setParent(parent) ; 
setLeft(left); 
setRight(right); 

I 
/ /* Restituisce gli elementi contenuti in questa posizione. */ 
public E e lemento { return element; } 
/ /* Assegna l'elemento contenuto in questa posizione. */ 
public void setElementCE o) i element=o; ) 
/ /* Restituisce il figlio sinistro. */ 
public BTPosition<E> getLeftO { return left; | 
/ /* Assegna il figlio sinistro. */ 
public void setLeft(BTPosition<E> v) {left=v; } 
/ /* Restituisce il figlio destro. */ 
public BTPosition<E> getRightO { return right; } 
II* Assegna il figlio destro. */ 
public void setRight(BTPosition<E> v) { right=v; }+ 
II* Restituisce il padre. */ 
public BTPosition<E> getParent() { return parent; } 
II* Assegna il padre. */ 
public void setParent(BTPosition<E> v) { parent=v; } 

a t t a c h ( v , T, , Tz): A t t a c c a T x e T 2 r i s p e t t i v a m e n t e c o m e s o t t o a l b e r o s in i s tro e 
s o t t o a l b e r o d e s t r o d e l n o d o e s t e r n o v; si v e r i f i c a u n a c o n d i -
z i o n e di e r r o r e s e v n o n è e s t e r n o . 

L a c l a s s e L i n k e d B i n a r y T r e e p o s s i e d e u n c o s t r u t t o r e s e n z a a r g o m e n t i c h e rest i-
t u i s c e u n a l b e r o b i n a r i o v u o t o . P a r t e n d o d a q u e s t o a l b e r o v u o t o , si p u ò cos tru ire 
o g n i a l b e r o b i n a r i o c r e a n d o il p r i m o n o d o m e d i a n t e il m e t o d o a d d R o o t e app l i can-
d o r i p e t u t a m e n t e i m e t o d i i n s e r t L e f t e i n s e r t R i g h t e / o il m e t o d o a t t a c h . In m o d o 
a n a l o g o si p o t r e b b e s c o m p o r r e u n a l b e r o b i n a r i o T m e d i a n t e l ' o p e r a z i o n e r e m o v e , 
r i d u c e n d o al la f i n e ta le a l b e r o T a u n a l b e r o b i n a r i o v u o t o . 

Q u a n d o u n a p o s i z i o n e v è passa ta c o m e a r g o m e n t o a u n o de i m e t o d i de l la c lasse 
L i n k e d B i n a r y T r e e , la propr ia val id i tà è c o n t r o l l a t a m e d i a n t e la c h i a m a t a a un m e t o d o 
aus i l iar io di a iuto, c h e c k P o s i t i o n ( v ) . U n a lista d e i n o d i visitati in u n a t t r a v e r s a m e n t o 
p r e o r d e r è cos tru i ta m e d i a n t e il m e t o d o r i cors ivo p r e o r d e r P o s i t i o n s . L e c o n d i z i o n i di 
errore v e n g o n o trat tate l a n c i a n d o le e c c e z i o n i I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y -
V i o l a t i o n E x c e p t i o n , E m p t y T r e e E x c e p t i o n e N o n E m p t y T r e e E x c e p t i o n . 



* U n a i m p l e m e n t a z i o n e d e l l ' i n t e r f a c c i a B i n a r y T r e e c o n u n a s t r u t t u r a 
* co l legata . 
*/ 

public class LinkedBinaryTree<E> implements BinaryTree<E> { 
protected BTPosition<E> root; / / r i f e r i m e n t o a l la rad ice 
protected int size; / / n u m e r o di nod i 
/** Crea u n a l b e r o b i n a r i o v u o t o . */ 
public LiiikedBinaryTreeO { 

root = null; / / p a r t e c o n u n a l b e r o v u o t o 
size = 0; 

} 
/** R e s t i t u i s c e il n u m e r o dei nodi ne l l 'a lbero . */ 
public int sizeO { 

return size; 
} 
/** R e s t i t u i s c e il t e s t di contro l lo di nodo in terno . */ 
public boolean isInternal(Posltion<E> v) throws InvalidPosltlonException { 

checkPosition(v); / / m e t o d o a u s i l i a r i o 
return (hasLeft(v) I I hasRight(v)); 

I 
/** R e s t i t u i s c e il t e s t di contro l lo di n o d o radice . */ 
public boolean isRoot(Position<E> v) throws InvalldFosltionException { 

checkPosition(v); 
return (v == rootO); 

) 
/** R e s t i t u i s c e il t e s t di contro l lo s e u n n o d o p o s s i e d e u n f ig l io s in i s t ro . */ 
public boolean hasLeft(Position<E> v) throws InvalldPositionException { 

BTPosition<E> w = checkPosition(v); 
return (w.getLeftQ 1= nuli); 

} 
/** R e s t i t u i s c e la rad ice de l l 'a lbero . */ 
public Posltlon<E> rootO throws EmptyTreeException { 

if (root == null) 
throw new EmptyTreeExceptionC" L'albero è vuoto"); 

return root; 
1 
/** R e s t i t u i s c e il f ig l io s i n i s t r o di u n nodo. */ 
public Position<E> left(Position<E> v) 

throws InvalldPositionException, BoundaiyViolationException { 
BTPosition<E> w = checkPosition(v); 
Position<E> leftPos = w.getLeftO; 
if CleftPos == nuli) 

throw new BoundaryViolationException( " Ness\m figlio sinistro"); 
return leftPos; 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 6 La classe LinkedBinaryTree per l'implementazione dell'interfaccia 
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/** R e s t i t u i s c e il p a d r e di u n nodo. */ 
publie Pos i t ion<E> p a r e n t ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y V i o l a t l o n E x c e p t i o n { 
BTPos i t ion<E> w = c h e c k P o s i t i o n ( v ) ; 
Pos i t ion<E> p a r e n t P o s = w . g e t P a r e n t Q ; 
if ( p a r e n t P o s == nuli) 

throw new B o u n d a r y V i o l a t i o n E x c e p t i o n ( " L a rad ice n o n h a u n p a d r e " ) ; 
return p a r e n t P o s ; 

1 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e del f ig l io di u n nodo. */ 
publio I t e r a b l e < P o s i t i o n < E » c h i l d r e n ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n { 
P o s i t l o n L i s t < P o s i t i o n < E » c h i l d r e n = n e w N o d e P o s i t i o n L i s t < P o s i t i o n < E » ( ) ; 

i f ( h a s L e f t ( v ) ) 
c h i l d r e n . a d d L a s t G e f t ( v ) ) ; 

i f ChasRightCv)) 
ch i ldren .addLas t ( r ightCv) ) ; 

return ch i ldren; 
) 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e de i nod i de l l 'a lbero . */ 
public I t e r a b l e < P o s i t i o n < E » p o s i t i o n s O { 

P o s i t i o n L i s t < P o s i t i o n < E » p o s i t i o n s = n e w N o d e P o s i t i o n L i s t < P o s i t i o n < E » ( ) ; 
i f ( s i z e 1= 0 ) 

p r e o r d e r P o s i t i o n s ( r o o t C ) , p o s i t i o n s ) ; / / a s s e g n a le p o s i z i o n i in p r e o r d e r 
return pos i t i ons ; 

) 
/** R e s t i t u i s c e u n i t e r a t o r e degl i e l e m e n t i m e m o r i z z a t i n e i nodi . */ 
public I t erator<E> i t e r a t o r O { 

I t e r a b l e < P o s i t i o n < E » p o s i t i o n s = p o s i t i o n s O ; 
Pos i t ionLis t<E> e l e m e n t s = n e w N o d e P o s i t i o n L i s t < E > ( ) ; 
f o r (Pos i t ion<E> pos: p o s i t i o n s ) 

e l e m e n t s . addLastCpos .e lementC ) ) ; 
return e l e m e n t s . i t e r a t o r O ; / / u n i t e r a t o r e di e l e m e n t i 

1 
/** S o s t i t u i s c e l ' e l e m e n t o in u n nodo. */ 
public E r e p l a c e ( P o s i t i o n < E > v , E o ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n { 
BTPos i t ion<E> w = c h e c k P o s i t i o n ( v ) ; 
E t e m p = v . e l e m e n t i ) ; 
w . s e t E l e m e n t ( o ) ; 
return t e m p ; 

1 
F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 7 La classe LìnkedBinaryTree implementa l'interfaccia BinaryTree. 
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/ / Metodo di a c c e s s o a g g i u n t i v o 
/** R e s t i t u i s c e il f r a t e l l o di u n nodo. */ 

public Pos i t ion<E> s ib l ing (Pos i t i on<E> v ) 
throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n , B o u n d a r y V i o l a t i o n E x c e p t i o n { 

BTPos i t ion<E> w = c h e c k P o s i t i o n ( v ) ; 
BTPos i t ion<E> p a r e n t P o s = w . g e t P a r e n t O ; 
if ( p a r e n t P o s l= null) | 

BTPosi t ion<E> s ibPos; 
BTPos i t ion<E> l e f t P o s = p a r e n t P o s . g e t L e f t O ; 
i f ( l e f t P o s == w ) 

s i b P o s = p a r e n t P o s . g e t R i g h t ( ); 
else 

s i b P o s = p a r e n t P o s . g e t L e f t O ; 
if ( s i b P o s l= nuli) 

return s ibPos; 
) 
throw new B o u n d a r y V i o l a t i o n E x c e p t i o n ("Il n o d o n o n p o s s i e d e f r a t e l l i " ) ; 

) 
/** A g g i u n g e u n nodo rad ice a u n a l b e r o v u o t o . */ 
public P o s i t i o n addRoot(Object e ) throws N o n E m p t y T r e e E x c e p t i o n ( 

i f ( l i s E m p t y O ) 
throw new N o n E m p t y T r e e E x c e p t i o n ( " L'a lbero p o s s i e d e u n a rad ice" ) ; 

s i z e = 1; 
root = c r e a t e N o d e ( e , w , n u l l , n u l l ) ; 
return root; 

1 
/** I n s e r i s c e u n f ig l io s i n i s t r o a u n dato nodo . */ 
public Pos i t ion<E> ì n s e r t L e f t ( P o s i t i o n < E > v , E e ) 

throws I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n { 
BTPos i t ion<E> w = ch .eckPos i t ion(v ) ; 
Pos i t ion<E> l e f t P o s = w . g e t L e f t O ; 
if ( l e f t P o s 1= nuli) 

throw new I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t i o n C ' n n o d o h a g ià u n f ig l io s i n i s t r o " ) ; 
BTPos i t ion<E> w w = c r e a t e N o d e ( e , w , null, nuli); 
w . s e t L e f t ( w w ) ; 
s ize++; 
return ww; 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 8 La classe LìnkedBmaryTree che implementa l'interfaccia BinaryTree. 
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/** R i m u o v e u n n o d o c o n z e r o o u n f igl io. */ 
public E r e m o v e ( P o s i t i o n < E > v ) 

throws I n v a l l d P o s i t i o n E x c e p t i o n { 
BTPos i t ion<E> w = c h e c k P o s i t i o n ( v ) ; 
BTPos i t ion<E> l e f t P o s = w . g e t L e f t ( ) ; 
BTPos i t ion<E> r i g h t P o s = w . g e t R i g h t O ; 
if ( l e f t P o s l= nuli 8eSe r i g h t P o s l= nuli) 

throw new I n v a l i d P o s i t i o n E x c e p t l o n C ' N o n s i p u ò c a n c e l l a r e u n n o d o 
c o n d u e f ig l i" ) ; 

BTPos i t ion<E> w w ; / / l 'unico f i g h o di v , s e e s i s t e 
if G e f t P o s l= nuli) 

w w = l e f t P o s ; 
elself ( r i g h t P o s l= nuli) 

w w = r ightPos ; 
else / / v è lana fog l ia 

ww = nuli; 
if ( W == r o o t ) { / / V è la radice 

if (ww 1= null) 
ww. setParent(nul l ) ; 

r o o t = w w ; 
1 
else ) / / v non è la radice 

BTPos i t ion<E> u u = w . g e t P a r e n t O ; 
i f ( w == u u . g e t L e f t ( ) ) 

u u . s e t L e f t ( w w ) ; 
else 

u u . s e t R i g h t ( w w ) ; 
if(ww 1= nuli) 

w w . s e t P a r e n t ( u u ) ; 
1 
s i z e — ; 
return v . e l e m e n t Q ; 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 1 9 La classe LinkedBinaryTree che implementa l'interfaccia BinaryTree. 
(Continua nel Frammento di codice 7.20.) 



/** A t t a c c a due a lber i c o m e so t toa lber i di u n nodo e s t e r n o . */ 
public void attach(Position<E> v, BinaryTree<E> TI, BinaryTree<E> T2) 

throws InvalidPositionException { 
BTPosition<E> w = checkPosition(v); 
if (islnternal(v)) 

throw new InvalidPositionExceptionC'Non si può attaccare da un nodo 
| interno"); 

if (ITl.isEmptyO) { 
BTPosition<E> r i = checkPosition(Tl.root()); 

i w.setLeft(rl); 
rl.setParentCw); / / T I d e v e e s s e r e i n v a l i d a t o 

1 
if (ITS.isEmptyO) l 

| BTPosition<E> r2 = checkPosition(T2.root()); 
w.setRight(r2); 
r2.setParent(w); / / T 2 d e v e e s s e r e i n v a l i d a t o 

j 1 
I 
/ " Se v è u n b u o n nodo di u n a l b e r o b inar io , s i c a m b i a ( c a s t ) in BTPos i t ion , 

* a l t r i m e n t i s i e s e g u e u n a e c c e z i o n e . */ 
protected BTPosition<E> checkPosition(Position<E> v) 

throws InvalidPositionException { 
if (v == null I I l(v instanceof BTPosition)) 

throw new InvalldPositionException(" Posizione non valida"); 
return (BTPosition<E>) v; 

» 

/** Crea u n n u o v o n o d o di u n a l b e r o b inar io . */ 
protected BTPosition<E> createNode(E element, BTPosition<E> parent, 

BTPosition<E> left, BTPosition<E> right) 1 
return new BTNode<E>(element,parent,left,right); ) 

/** Crea i m a l i s ta c h e m e m o r i z z a i nodi n e l s o t t o a l b e r o di u n nodo , 
* ord ina te s e c o n d o l ' a t t r a v e r s a m e n t o i n o r d e r del so t toa lbero . */ 

protected void preorderPositions(Position<E> v, 
PositionList<Position<E» pos) 

I throws InvalidPositioriExceptlon { 
pos.addLast(v); 
if (hasLeft(v)) 

preorderPositions(left(v), pos); / / r i c o r s i o n e su l f ig l io s i n i s t r o 
if (hasRight(v)) 

preorderPositions(right(v), pos); / / r i c o r s i o n e su l f ig l io d e s t r o 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 2 0 La classe LinkedBinaryTree che implementa l'interfaccia BinaryTree. 
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• Prestazione dell'implementazione LinkedBinaryTree 
Saranno ora analizzati i tempi di esecuzione dei metodi della classe LinkedBinary-
Tree che utilizza una rappresentazione mediante una struttura collegata: 
• I metodi size() e isEmptyO usano una variabile d'istanza che memorizza il nu-

mero di nodi di T, e ciascuno di essi impiega un tempo O(l). 
• I metodi di accesso root, left, righi, sibling e parent impiegano un tempo 0(1). 
• Il metodo replace(v, e) impiega un tempo O(l). 
• I metodi i teratorO e positionsO sono implementati mediante un attraversa-

mento preorder dell'albero (utilizzando il metodo ausiliario preorderPo-
sitions). I nodi visitati mediante l'attraversamento vengono memorizzati in 
una lista di posizioni implementata mediante la classe NodePositionList (Para-
grafo 6.2.4) e l'iteratore di output viene generato con il metodo iterator( ) del-
la classe NodePositionList. I metodi i t e ra torO e positionsO impiegano un 
tempo 0(n) e i metodi hasNextO e nex tO degli iteratori restituiti impiegano 
un tempo 0(1). 

• Il metodo children utilizza un approccio simile per costruire l'iteratore restituito 
ma esso gira in un tempo 0(1) poiché ci sono al più due figli per ogni nodo di un 
albero binario. 

• I metodi di aggiornamento insertLeft, insertRight, attach e remove girano tutti 
in tempo 0(1) poiché essi richiedono un tempo costante per la manipolazione di 
un numero costante di nodi. 
Considerando lo spazio richiesto da questa struttura dati, è possibile notare 

che per ogni nodo dell'albero T vi è un oggetto della classe BTNode (Frammento 
di codice 7.15). Quindi lo spazio complessivo richiesto è 0(n). La Tabella 7.2 rias-
sume le prestazioni dell'implementazione di un albero binario mediante una strut-
tura collegata. 

7.3.5 Rappresentazione di un albero binario mediante liste 
di array 
Una semplice struttura che permette di rappresentare un albero binario T è basata 
sul modo di numerare i nodi di T. Per ciascun nodo v di T, si definisce l'intero p(v) 
definito nel seguente modo: 
• Se v è la radice di v, allora p(v) - 1. 
• Se v è il figlio sinistro di un nodo u, allora p(v) = 2p(u). 
• Se v è il figlio destro di un nodo u, allora p(v) = 2p(u) + 1. 

O p e r a z i o n e T e m p o 

size, lflEmpty 0(1) 

iterator, positions 0(n) 

replace CKD 

root, parent, children, left, right, sibling 0(1) 

haslLeft, hasRight, islnternal, isExternal, isRoot 0(1) 

insertLeft, insertRight, attach, remove 0(1) 

TABELLA 7 . 2 Tempi di esecuzione dei metodi di un albero binario con n nodi e implementato 
con una struttura collegata. I metodi hasNextO e n e x t O degli iteratori restituiti da iteratorO. 
positionsO.iteratorO e chlldrenO).iteratorO girano in tempo 0( 1). Lo spazio utilizzato è O(n). 
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F I G U R A 7 . 1 5 
Numerazione 
dei livelli di un albero 
binario: (a) schema 
generale; 
(b) un esempio. 

La funzione di numerazione p è conosciuta come un livello di numerazione dei 
nodi di un albero binario T, poiché esso numera i nodi di ogni livello di T in ordi-
ne crescente da sinistra verso destra, con la possibilità di saltare alcuni numeri (Fi-
gura 7.15). 

La funzione p di numerazione dei livelli suggerisce una rappresentazione di un 
albero binario T mediante l'array list S tale che il nodo v di T sia l'elemento di 5 
di indice p(v). Come affermato nel precedente capitolo, si realizza l'array list S 
con un array estensibile (si veda il Paragrafo 6.1.4). Questo tipo di realizzazione è 
semplice ed efficiente perché è possibile realizzare facilmente i metodi root, pa-
rent, left, right, hasLeft, hasRight, islnternal, isExternal e isRoot sfruttando 
semplici operazioni aritmetiche sui numeri p(v) associati a ciascun nodo v coin-
volto nell'operazione. Ciò significa che ogni oggetto posizione v è semplicemente 
un «involucro» per l'indice p(v) nell'array list S. Il dettaglio di questa implemen-
tazione viene lasciato come esercizio (R-7.26). 

Nella Figura 7.16 si mostra un esempio di albero binario rappresentato mediante 
array list. 

Si supponga che n sia il numero di nodi di T, e si supponga inoltre che pM sia il 
massimo valore di p(v) per tutti i nodi di T. L'array list S assumerà una dimensione 
N = pM + 1 poiché all'elemento di S all'indice 0 non è associato alcun nodo di T. 
Inoltre S avrà in generale un numero di elementi vuoti a cui non corrisponde alcun 
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Rappresentazione 
di un albero binario T 
mediante una array 
list S. 

nodo esistente di T. Infatti, nel caso pessimo, N = 2" (la dimostrazione è lasciata 
come esercizio R-7.23). Nel Paragrafo 8.3, si vedrà una classe di alberi binari, detta 
«heaps» (mucchi) per la quale N = n + 1. Pertanto, nonostante il caso pessimo sul-
l'uso dello spazio, vi sono applicazioni per le quali la rappresentazione tramite array 
list di un albero binario risulta efficiente in termini di spazio. Inoltre, per alberi bi-
nari generici, il caso pessimo esponenziale di richiesta di spazio di questa rappre-
sentazione risulta proibitivo. 

La Tabella 7.3 sintetizza i tempi di esecuzione dei metodi di un albero binario 
implementato mediante un vettore. Nella tabella non verranno però inclusi i metodi 
di aggiornamento. 

7.3.6 Attraversamento di un albero binario 
Così come per gli alberi generici, l'elaborazione eseguita sugli alberi binari richiede 
spesso l'applicazione dei metodi di attraversamento. 

• Costruzione di un albero di espressione 
Si consideri il problema della costruzione di un albero di espressione associato a 
una espressione aritmetica con parentesi di grandezza n (si ricordi l'Esempio 7.9 e il 

Operazione Tempo 
size, IsEmpty 0(1) 

elements, positions 0(n) 

replace 0(1) 
root, parent, children, left, right 0(1) 

hasLeft, haeRight, islnternal, isExternal, isRoot 0(1) 
TABELLA 7 . 3 Tempi di esecuzione per un albero binario T implementato mediante array list S. 
Si indicherà con n il numero dei nodi di T, mentre N indicherà la grandezza di S. Lo spazio 
di memoria occupato è 0(N) e nel caso pessimo 0{2"). 



Frammento di codice 7.24). Nel Frammento di codice 7.21, si fornisce l'algoritmo 
buildExpression per la costruzione di un albero di espressione, assumendo che tut-
te le operazioni aritmetiche siano binarie e che le variabili non siano in parentesi. 
Così, ogni sottoespressione con parentesi contiene un operatore nel suo interno. 
L'algoritmo utilizza uno stack S mentre analizza l'input dell'espressione E elabo-
rando variabili, operatori e parentesi corrette. 

• Quando si trova una variabile o un operatore x, è creato un albero binario con 
un sol nodo T, la cui radice memorizza x e Tè inserito nello stack. 

• Quando si trova una parentesi chiusa, «)», si esegue un'operazione di estrazione 
di tre alberi dalla cima dello stack S che rappresentano una sottoespressione 
(El ° E2). Poi si attaccano gli alberi £ , ed E2 con e il risultato è scritto sullo 
stack S. 

Queste operazioni sono ripetute finché l'elaborazione dell'espressione E non è 
completata; al termine, l'elemento in cima allo stack corrisponde all'albero dell'e-
spressione di E. Il tempo complessivo di esecuzione è O(n). 

• Attraversamento preorder di un albero binario 
Poiché ogni albero binario può essere considerato come un albero generico, l'attra-
versamento preorder studiato per gli alberi generici (Frammento di codice 7.8) può 
essere applicato a ogni albero binario. Comunque è possibile semplificare l'algorit-
mo nel caso specifico dell'attraversamento di un albero binario, così come mostrato 
nel Frammento di codice 7.22. 

Come nel caso degli alberi generici, esistono molteplici applicazioni basate sul-
l'attraversamento preorder degli alberi binari. 

r : ; ; 
Algoritmo buildExpresSionC©: 

Input: Un'espressione aritmetica corredata di parentesi del tipo 
E = e0, elt ..., e ^ , in cui ciascun e,- consiste in una variabile, 
un operatore oppure un simbolo di parentesi 

Output: Un albero binario T che rappresenta un'espressione aritmetica E 
S <- un nuovo stack inizialmente vuoto 
for i <- 0 to n - 1 do 

if ej è una variabile oppure un operatore then 
T «- un nuovo albero binario vuoto 
T.addRootCe,) 
S.pushCD 

else if et ='(' then 
Continua a ciclare 

else e, =')'} 
Tz <r~ S.popO {albero che rappresenta Es) 
T<r- S.popO {albero che rappresenta 
J\ <- S.popO {albero che rappresenta E J 
T. attach( T. root(), , T 2) 
S.pushCW 

return S.popO 
F R A M M E N T O DI CODICE 
7.21 
L'algoritmo 
buildExpression. 



L'algoritmo 
binaryPreorder 
per eseguire 
l'attraversamento 
preorder del 
sottoalbero di un 
albero binario T 
radicato nel nodo v. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.23 
L'algoritmo 
binaryPostorder 
per eseguire 
l'attraversamento 
postorder del 
sottoalbero di un 
albero binario T 
radicato nel nodo v. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
7.24 
L'algoritmo di 
evaluateExpresslon 
per la valutazione 
dell'espressione 
rappresentata dal 
sottoalbero di un 
albero di espressione 
aritmetica T radicato 
nel nodo v. 

Algoritmo binaryPreorderCT, v): 
effettua l'azione di "visita" per il nodo v 
if v ha un figlio sinistro u in T then 

binaryPreorderCT, u) {attraversamento ricorsivo del sottoalbero sinistro) 
if v ha un figlio destro w in T then 

binaryPreorder( T,w) {attraversamento ricorsivo del sottoalbero destro) 

• Attraversamento postorder di un albero binario 
In maniera analoga, l'attraversamento postorder illustrato per gli alberi generici 
(Frammento di codice 7.11) è specializzabile per gli alberi binari, così come mostra-
to nel Frammento di codice 7.23. 

• Valutazione di un albero di espressione 
È possibile sfruttare l'attraversamento postorder di un albero binario per risolvere 
il problema di valutazione di un albero di espressione. In questo problema è stato 
assegnato un albero di espressione aritmetica che consiste in un albero binario in 
cui ogni nodo esterno contiene un valore associato a esso e ogni nodo interno con-
tiene una operazione aritmetica a esso associata (si veda l'Esempio 7.9); si desideri 
calcolare il valore dell'espressione aritmetica rappresentato dall'albero. 

L'algoritmo evaluateExpression, fornito nel Frammento di codice 7.24, valuta 
l'espressione associata con il sottoalbero radicato nel nodo v di un albero T di 
espressione aritmetica mediante un attraversamento postorder di T che inizi da v. 
In tale circostanza, l'azione di «visita» consiste nell'effettuare una singola operazio-
ne aritmetica. Si noti che si sfrutterà il fatto che un albero di espressione aritmetica 
è un albero binario proprio. 

L'applicazione di valutazione dell'albero di espressione mediante un attraversa-
mento postorder fornisce un algoritmo eseguibile in tempo 0(n) ed elabora una 
espressione aritmetica rappresentata da un albero binario con n nodi. In realtà, 

Algoritmo binaryPostorderCT, v): 
if v ha un figlio sinistro u in T then 

binaryPostorder( T, u) {attraversamento ricorsivo del sottoalbero sinistro! 
if v ha un figlio destro w in T then 

binaryPostorderCT, w) {attraversamento ricorsivo del sottoalbero destro) 
effettua l'azione di "visita" per il nodo v 

Algoritmo evaluateExpressionCT, v): 
if v è un nodo interno di T then 

si supponga che ° sia l'operatore memorizzato In v 
x evaluateExpressionCT, T.leftO)) 
y <r- evaluateExpressionCT, T.rigtht(v)) 
return x » y 

else 
return il valore memorizzato in v 



Algoritmo inorderCT, v): 
if v ha un figlio sinistro u in T then 

inorderCT, u) (attraversamento ricorsivo del sottoalbero sinistro) 
effettua l'azione di "visita" per il nodo v 
if v ha un figlio destro w in T then 

inorderCT, w) (attraversamento ricorsivo del sottoalbero destro) 
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come nel generale attraversamento postorder, l'attraversamento postorder per un 
albero binario potrebbe essere applicato anche per altri problemi di valutazione di 
tipo «bottom-up» (dal basso verso l'alto) (come quello del calcolo di una grandezza 
dato nell'Esempio 7.7). 

• Attraversamento inorder di un albero binario 
Un ulteriore metodo di attraversamento di un albero binario è l'attraversamento 
inorder. In questo attraversamento si effettua la visita di un nodo interponendola 
tra l'attraversamento ricorsivo dei propri sottoalberi sinistro e destro. Nel Fram-
mento di codice 7.25 è illustrato l'attraversamento inorder dei sottoalberi radicati 
nel nodo v di un albero binario T. 

L'attraversamento inorder di un albero binario T potrebbe informalmente essere 
considerato come una visita dei nodi di T «da sinistra verso destra». In realtà per cia-
scun nodo v l'attraversamento inorder visita v dopo aver visitato tutti i nodi del sot-
toalbero sinistro di v e prima di tutti i nodi del sottoalbero destro di v (Figura 7.17). 

• Alberi binari di ricerca 
Si supponga che S sia un insieme di elementi che soddisfano una relazione d'ordine. 
Per esempio 5 potrebbe essere un insieme di interi. Un albero binario di ricerca 
per S è un albero binario proprio T tale che 
• In ciascun nodo interno v di T è memorizzato un elemento di 5 detto J C ( V ) . 
• Per ogni nodo interno v di T gli elementi memorizzati nel sottoalbero sinistro di 

v sono minori o uguali a x(v) e gli elementi memorizzati nel sottoalbero destro 
di v sono maggiori o uguali a ;t(v). 

• Nei nodi esterni di T non vi è alcun elemento. 

\ 
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Un albero binario 
di ricerca che contiene 
interi. La linea 
continua in colore 
rappresenta il percorso 
effettuato per la 
ricerca (con successo) 
del numero 36. 
La linea tratteggiata 
in colore rappresenta 
il percorso effettuato 
per la ricerca (senza 
successo) del numero 
70. 

Un attraversamento inorder dei nodi interni di un albero binario di ricerca T visita 
gli elementi in ordine non decrescente (Figura 7.18). 

È possibile utilizzare un albero binario di ricerca T per l'insieme 5 per trovare 
dove sia dislocato un assegnato valore y di ricerca in S mediante l'attraversamento 
nell'albero T con un percorso che inizi dalla radice e prosegua verso il basso (Fi-
gura 7.18). Per ogni nodo interno v incontrato, si confronta il valore di ricerca y as-
segnato con l'elemento *(v) memorizzato in v. Se y < *(v), la ricerca prosegue nel 
sottoalbero sinistro di v. Se y = JC(V), la ricerca termina con successo. Se y > *(v), la 
ricerca prosegue nel sottoalbero destro di v. Infine, se viene raggiunto un nodo 
esterno, allora la ricerca termina con un insuccesso. In altri termini è possibile consi-
derare un albero binario di ricerca come un albero binario di decisione (si ricordi 
l'Esempio 7.8), in cui la domanda effettuata in ogni nodo interno è se l'elemento di 
questo nodo sia minore, uguale o maggiore dell'elemento che deve essere ricercato. 
In realtà è proprio questa corrispondenza con un albero binario di decisione che in-
duce gli alberi binari di ricerca a essere alberi binari di ricerca propri (con «conteni-
tori di posti» come nodi esterni). 

Si noti che il tempo di esecuzione della ricerca in un albero binario di ricerca T 
risulta proporzionale all'altezza di T. Si ricordi dalla Proposizione 7.10 che l'altezza 
di un albero binario proprio con n nodi può essere piccola quanto log(n + 1) - 1 o 
grande quanto (n - l)/2. Gli alberi binari di ricerca sono quindi tanto più efficienti 
quanto più piccola risulta la loro altezza. Nella Figura 7.18 è illustrato un esempio 
di operazione di ricerca in un albero binario di ricerca; nel Paragrafo 10.1 si studierà 
l'albero binario di ricerca con maggior dettaglio. 

• Utilizzo dell'attraversamento inorder per disegnare un albero 
L'attraversamento inorder può essere applicato al problema di elaborare un disegno di 
un albero binario. È possibile disegnare un albero binario 7" con un algoritmo che asse-
gni le coordinate x e y a un nodo v di T utilizzando le due regole seguenti (Figura 7.19): 
• JC(V) corrisponde al numero dei nodi visitati prima di v nell'attraversamento 

inorder di T. 
• _y(v) è la profondità di v in T. 
In questa applicazione si prende in prestito la comune convenzione della grafica 
computerizzata in cui le coordinate di x si incrementano da sinistra verso destra 



mentre le coordinate di y si incrementano dall'alto verso il basso. Pertanto l'origine 
coincide con l'angolo in alto a sinistra del monitor. 

• Attraversamento di un albero binario con cammino di Eulero 
Gli algoritmi di attraversamento di un albero fin qui studiati rappresentano forme 
di iteratori. Ogni attraversamento visita i nodi di un albero in un certo ordine e ga-
rantisce che la visita per ogni nodo sia esattamente una sola volta. Si possono unifi-
care gli algoritmi di attraversamento di un albero precedentemente illustrati in una 
singola struttura, non considerando il requisito che ciascun nodo sia visitato esatta-
mente una volta. Il metodo di attraversamento risultante viene detto attraversa-
mento con cammino di Eulero (o tour di Eulero) e sarà qui di seguito analizzato. Il 
vantaggio di questo attraversamento consiste nel fatto che esso permette di espri-
mere in modo più semplice tipi di algoritmi più generali. L'attraversamento di un 
albero binario mediante il cammino di Eulero può essere informalmente definito 
come una «passeggiata» su T, in cui si parte dalla radice e si procede successiva-
mente con il proprio figlio sinistro, considerando i collegamenti di T come dei 
«muri» che durante la passeggiata saranno sempre tenuti a sinistra (Figura 7.20). 

Nel cammino di Eulero ogni nodo v di T viene visitato tre volte: 
• «da sinistra» (prima del cammino di Eulero del sottoalbero sinistro di v) 
• «da sotto» (tra il cammino di Eulero dei due sottoalberi di v) 
• «da destra» (dopo il cammino di Eulero del sottoalbero destro di v). 
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del sottoalbero di 
un albero binario T 
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Algoritmo eulerTour(T, v): 
esegue l'azione di visita per ogni nodo v da sinistra 
if v ha un figlio sinistro u in T then 

eulerTourCT.u) Itour di Eulero ricorsivo per il sottoalbero sinistro di v) 
esegue l'azione di visita per ogni nodo v da sotto 
if v ha un figlio sinistro u in T then 

eulerTour(T,w) (tour di Eulero ricorsivo per il sottoalbero destro di v) 
esegue l'azione di visita per ogni nodo v da destra. 

Se v è esterno allora queste tre «visite» avvengono realmente tutte allo stesso tem-
po. Nel Frammento di codice 7.26 è presentato lo pseudocodice per il cammino di 
Eulero del sottoalbero radicato in un certo nodo v. 

Il tempo di esecuzione dell'attraversamento con il cammino di Eulero per un al-
bero con n nodi è semplice da analizzare se si ipotizza che il tempo impiegato per 
ciascuna azione di visita valga 0( 1). In altre parole, durante la visita di ciascun nodo 
dell'albero si spende una quantità di tempo costante, così che per un albero con n 
nodi il tempo di esecuzione complessivo risulta essere 0(n). 

L'attraversamento preorder di un albero binario è equivalente a un attraversa-
mento con cammino di Eulero in cui a ciascun nodo sia associata una azione di «vi-
sita» solo quando esso viene raggiunto da sinistra. In modo equivalente gli attraver-
samenti inorder e postorder di un albero binario sono equivalenti a un attraversa-
mento con cammino di Eulero in cui si verifica un'azione di visita soltanto quando 
il nodo è incontrato rispettivamente da sotto o da destra. 

L'attraversamento con il cammino di Eulero estende gli attraversamenti preor-
der, inorder e postorder, ma può effettuare anche altri tipi di attraversamento. Si 
supponga, per esempio, di voler calcolare il numero di discendenti di ogni nodo v in 
un albero binario con n nodi. Si parte con il cammino di Eulero inizializzando un 
contatore a 0 e incrementandolo ogni volta che verrà visitato un nodo da sinistra. 
Per determinare il numero dei discendenti di un nodo v, basterà calcolare la diffe-
renza tra i valori del contatore di quando v viene visitato da sinistra e di quando 
viene visitato da destra e sommando 1. Questa semplice regola fornisce il numero 
dei discendenti di v, poiché ciascun sottoalbero radicato in v viene conteggiato tra 
le visite di v da sinistra e le visite di v da destra. Quindi si avrà un algoritmo che im-
piega un tempo O(n) per calcolare il numero di discendenti di ciascun nodo. 

Un'ulteriore applicazione dell'attraversamento con il cammino di Eulero consi-
ste nello stampare una espressione aritmetica provvista di parentesi partendo dal 
suo albero dell'espressione (Esempio 7.9). L'algoritmo printExpression illustrato 
nel Frammento di codice 7.27 realizza questo compito eseguendo le seguenti azioni 
in un tour di Eulero: 
• azione «da sinistra»: se il nodo è interno allora stampa «(»; 
• azione «da sotto»: stampa il valore dell'operatore memorizzato nel nodo; 
• azione «da destra»: se il nodo è esterno allora stampa «)». 

7.3.7 II modello del template method 
I metodi descritti precedentemente per l'attraversamento di un albero costituiscono 
concreti esempi di «software design pattern» orientato a oggetti: il modello del 
template method. Il modello del template method descrive un meccanismo generico 



Algoritmo printExpression(T, v): 
if T.isExternal(v) then 

print 11C" 
if T.hasLeft(v) then 

printExpression(T, T.left(v)) 
if T.islnternal(v) then 

stampa l'operatore contenuto in v 
else 

stampa il valore contenuto in v 
if T.hasRight(v) then 

printExpression(T,T.right(v)) 
if T.isInternalO) then 

print ")" 

Un algoritmo per 
la stampa di una 
espressione aritmetica 
associata con il 
sottoalbero radicato 
in v di un albero T di 
espressione aritmetica. 

di elaborazione che può essere specializzato per una specifica applicazione median-
te la ridefinizione di alcuni passi. Seguendo il modello del template method, si può 
implementare un algoritmo che implementi un generico attraversamento di un al-
bero binario mediante il tour di Eulero. Nel Frammento di codice 7.28 viene illu-
strato questo algoritmo denominato templateEulerTour. 

Quando il metodo templateEulerTour viene chiamato su di un nodo v, esso 
chiama a sua volta molti altri metodi ausiliari nelle diverse fasi di attraversamento. 
Formalmente esso: 
• Crea una variabile locale r di tipo TourResult che viene usata per memorizzare i 

risultati intermedi di elaborazione e ha i campi sinistra, destra e output (cioè 
left, right e out). 

• Chiama il metodo ausiliario visitLeft(T, v, r) che effettua le elaborazioni asso-
ciate con il raggiungimento del nodo da sinistra. 

• Se v ha un figlio sinistro, allora chiama ricorsivamente se stesso sul figlio sinistro 
di v e memorizza i valori restituiti in r.left. 

• Chiama il metodo ausiliario visitBelow(T, v, f ) che effettua le elaborazioni as-
sociate con il raggiungimento del nodo dal basso. 

• Se v ha un figlio destro, allora chiama ricorsivamente se stesso sul figlio destro di 
v e memorizza i valori restituiti in r.right. 

• Chiama il metodo ausiliario visitRightCT, v, r) che effettua le elaborazioni asso-
ciate al raggiungimento del nodo da destra. 

• Restituisce r.out. 

Algoritmo templateEulerTour(T, v): 
r new object del tipo TourResult 
visitLeft(T, v, r) 
if T.hasLeft(v) then 

r.left templateEulerTour(T, T.left(v)) 
visitBelow(T, v, r) 
if T. has Right then 

r.right <- templateEulerTour(T,T.right(v)) 
visitRightCT, v, r) 
return r.out 
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Il metodo templateEulerTour può essere visto come un tempiale o «scheletro» di 
un cammino di Eulero (si veda il Frammento di codice 7.28). 

• Implementazione in Java 
La classe Java EulerTour, mostrata nel Frammento di codice 7.29, implementa un 
attraversamento con cammino di Eulero con il modello del template method. L'at-
traversamento ricorsivo è eseguito con il metodo eulerTour. I metodi ausiliari chia-
mati da eulerTour sono sono fittizi: o hanno un corpo vuoto o restituiscono nuli. La 
classe EulerTour è astratta e quindi non può essere ¡stanziata. Essa contiene un me-
todo astratto, execute, che deve essere specificato nella sottoclasse concreta di Eu-
lerTour. La classe TourResult, con i campi left, r ight e out non compare. 

La classe EulerTour non compie alcuna utile elaborazione; comunque, al fine di 
effettuare utili computazioni, essa può essere estesa mediante il meccanismo di ere-
ditarietà sovrascrivendo i metodi ausiliari vuoti. Come primo esempio si può valuta-
re l'espressione associata a un albero di espressione aritmetica (si veda l'Esempio 

/ * * 
* Template per gli algoritmi di attraversamento di un albero binario 
* mediante un tour di Eulero. 
* Le sottoclassi di questa classe ridefiniranno alcuni metodi di questa classe 
* per creare un attraversamento specifico. 
* / 

public abstract class EulerTour<E, R> { 
protected BinaryTree tree; 
/** Esecuzione dell'attraversamento. Questo metodo astratto deve 
* essere specificato In una sottoclasse concreta. */ 

public abstract R execute(BinaryTree<E> T); 
/** Inizializzazione dell'attraversamento. */ 
protected void init(BinaryTree<E> T) {tree = T; } 
/** Template method. */ 
protected R eulerTour(Position<E> v) { 

TourResult<R> r = new TourResult<R>(); 
visitLeft(v, r); 
if (tree.hasLeft(v)) 

r.left = eulerTour(tree.left(v)); / / attraversamento ricorsivo 
visitBelow(v, r); 
if (tree. hasRight(v)) 

r.right = eulerTour(tree.right(v)); / / attraversamento ricorsivo 
visitRight(v, r); 
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return r.out; 

/ / Metodi ausiliari che possono essere ridefiniti per le sottoclassi: 
/** Metodo chiamato per la visita da sinistra. */ 

protected void visitLeft(Position v, TraversalResult r ) ( ) 
/** Metodo chiamato per la visita da sotto. */ 
protected void visitBelow(Position v, TraversalResult r ) (} 
/** Metodo chiamato per la visita da destra. */ 
protected void visitRight(Position v, TraversalResult r ) { 1 



Classi per una 
variabile, per un 
generico operatore 
e per l'operatore 
addizione di 
un'espressione 
aritmetica. 

/** Classe per un termine (operatore o variabile) di un'espressione 

/** Classe per una variabile di un'espressione aritmetica. */ 
public class ExpressionVarlable extends ExpressionTerm { 

protected Integer var; 
public ExpressionVariable(Integer x) { var = x; } 
public void setVariable(Integer x) ( var = x; } 
public Integer getValue( ) { return var; } 
public String toStringO ( return var.toStringO; ( 

/** Classe per un operatore di un'espressione aritmetica. */ 
public class ExpressionOperator extends ExpressionTerm { 

protected Integer firstOperand, secondOperand; 
public void setOperands(Integer x, Integer y) { 

firstOperand = x; 
secondOperand = y; 

} 
! /** Classe per l'operatore addizione di un'espressione aritmetica. */ 
| public class AddltionOperator extends ExpressionOperator ( 
| public Integer getValueO { 

return (firstOperand + secondOperand); 
/ / unboxing e poi autoboxing 

) 
public String toStringO { return new Stringi " + "); I 

7.9). Si ipotizza che un albero relativo a un'espressione aritmetica contenga oggetti 
di tipo ExpressionTerm in ogni nodo. La classe ExpressionTerm ha le sottoclassi 
ExpressionVariable (per le variabili) ed ExpressionOperator (per gli operatori). A 
sua volta, la classe ExpressionOperator ha alcune sottoclassi per gli operatori arit-
metici, come AdditionOperator e MultiplicationOperator. Il metodo value di Ex-
pressionTerm è sovrascritto dalle sue sottoclassi. Per una variabile, esso restituisce 
il valore della variabile. Per un operatore, esso restituisce il risultato dell'applicazio-
ne dell'operatore ai relativi operandi. Gli operandi di un operatore sono stabiliti dal 
metodo setOperands di ExpressionOperator. Nel Frammento di codice 7.30 sono 
illustrate le classi ExpressionTerm, ExpressionVariable, ExpressionOperator e 
AdditionOperator. 

Nei Frammenti di codice 7.31 e 7.32 sono mostrate la classi EvaluateExpres-
sionTour e PrintExpressionTour che specializzano EulerTour e rispettivamente 
valutano e stampano l'espressione aritmetica contenuta in un albero binario. La 
classe EvaluateExpressionTour sovrascrive il metodo ausiliario visitRight(!T, v, r) 
con il seguente tipo di elaborazione: 
• se v è un nodo esterno, pone r.out uguale al valore della variabile memorizza-

ta in v, 

* aritmetica. */ 
public class ExpressionTerm ( 

public Integer getValue( ) { return 0; } 
public String toStringO ( return new Stringi" "); ( 

i 1 
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/** Calcola il valore di un albero contenente un'espressione aritmetica. */ 
public class EvaluateExpressionTour extends EulerTour<ExpresslonTerm, 

Integer> { 
public Integer execute(BinaryTree<ExpressionTerm> T) { 

initCT); / / chiama il metodo della superclasse 
return eulerTour(tree.rootO); / / restituisce il valore dell'espressione 

1 
protected void visitRlght(Position<ExpressionTerm> v, 

TourResult<Integer> r) { 
ExpressionTerm term = v.elemento; 
if (tree.islnternal(v)) { 

ExpressionOperator op = (ExpressionOperator) term; 
op.setOperands(r.left, r.right); 

} 
r.out = term.getValueO; 

) 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 3 1 La classe EvaluateExpressionTour che specializza EulerTour 
per la valutazione di un'espressione associata a un albero di espressione aritmetica. 

/** Stampa il contenuto di un albero associato a un'espressione aritmetica. */ 
public class PrintExpressionTour extends EulerTour<ExpressionTerm, 

String> { 
public String execute(BinaryTree<ExpressionTerm> T) { 

init(T); 
System.out.printC" Expression: "); 
eulerTourCT. rootO ) ; 
System, out. printlnO ; 
return nuli; / / risultato nuli 

l 
protected void visitLeft(Position<ExpressionTerm> v, TourResult<String> r) ( 

if (tree.islnternal(v)) System.out.printC"("); ) 
protected void visitBelow(Position<ExpressionTerm> v, 

TourResult<String> r) { 
System.out.print(v.elementO); ) 

protected void visitRlght(Position<ExpressionTerm> v, 
TourResult<String> r) { 

if (tree.islnternal(v)) System.out.printC")"); l 

F R A M M E N T O DI CODICE 7 . 3 2 La classe PrintExpressionTour che specializza EulerTour 
per stampare le espressioni associate a un albero di espressione aritmetica. 

• altrimenti (se v è un nodo interno) combina r . lef t e r . r ight con l 'operatore me-
morizzato in v e pone in r .out il risultato dell'operazione. 

La classe Pr intExpress ionTour sovrascrive i metodi visitLeft, vititBelow e visit-
Right seguendo l 'approccio mostrato nella versione di pseudocodice mostrata nel 
Frammento di codice 7.27. 
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7 . 4 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-7.1 Le seguenti domande si riferiscono all'albero di Figura 7.3. 
a. Quale dei nodi è la radice? 
b. Quali sono i nodi interni? 
e. Quanti discendenti possiede il nodo cs016/? 
d. Quanti antenati possiede il nodo cs016/? 
e. Quali sono i fratelli del nodo homeworks/? 
f. Quali sono i nodi nel sottoalbero radicato al nodo projects/? 
g. Qual è la profondità del nodo papers/? 
h. Qual è l'altezza dell'albero? 
R-7.2 Si ricerchi il valore dell'espressione aritmetica associata a ogni sottoalbero 
dell'albero binario di Figura 7.11. 
R-7.3 Sia T un albero binario improprio con n nodi. Si descriva come si può rap-
presentare T mediante un albero binario proprio 7" con 0(n) nodi. 
R-7.4 Qual è il numero minimo e il numero massimo di nodi interni ed esterni in 
un albero binario improprio con n nodi? 
R-7.5 Si mostri un albero che realizzi il caso peggiore di tempo di esecuzione per 
l'algoritmo depth. 
R-7.6 Fornire una dimostrazione della Proposizione 7.4. 
R-7.7 Qual è il tempo di esecuzione dell'algoritmo height2(T, v) (Frammento di 
codice 7.6) quando viene chiamato su un nodo v distinto dalla radice di 77 
R-7.8 Si supponga che T sia l'albero della Figura 7.3, con riferimento ai Frammenti 
di codice 7.9 e 7.10. 
a. Si fornisca un output per toStringPostorder(T, T.root()). 
b. Si fornisca un output di parentheticRepresentationCT, T.rootQ). 
R-7.9 Si descriva una modifica di parentheticRepresentation del Frammento di 
codice 7.10 in modo che utilizzi il metodo lengthO per gli oggetti String e fornisca 
in output la rappresentazione di un albero con parentesi, interruzioni di linea e spa-
zi aggiunti per mostrare l'albero in una finestra di testo che sia larga 80 caratteri. 
R-7.10 Si disegni un albero di espressione aritmetica che abbia quattro nodi ester-
ni contenenti i numeri 1, 5, 6 e 7 (con ciascun numero memorizzato in un nodo 
esterno distinto, ma non necessariamente in questo ordine), e sia costituito da tre 
nodi interni ciascuno contenente un operatore dell'insieme {+, - , x, /}, così che il va-
lore della radice sia 21. Gli operatori possono restituire e agire sulle frazioni e un 
operatore può essere impiegato più di una volta. 
R-7.11 Si supponga che T sia un albero ordinato con più di un nodo. Si può ritene-
re possibile che l'attraversamento preorder di T visiti i nodi nello stesso ordine di 
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un attraversamento postorder di Ti In tal caso fornire un esempio; altrimenti si di-
scuta il motivo per il quale ciò non può avvenire. Analogamente, è possibile che l'at-
traversamento preorder di T visiti i nodi nell'ordine inverso di un attraversamento 
postorder di Ti In tal caso fornire un esempio; altrimenti si discuta il motivo per il 
quale ciò non può avvenire. 
R-7.12 Si risponda alle precedenti domande nel caso in cui T sia un albero binario 
proprio avente più di un nodo. 
R-7.13 Qual è il tempo di esecuzione di parentheticRepresentation(T,T.rootO) 
per un albero T con n nodi (Frammento di codice 7.10)? 
R-7.14 Disegnare un singolo albero binario 7 tale che: 
• ogni nodo interno di T memorizzi un singolo carattere; 
• un attraversamento preorder di T produca la stringa EXAMFUN; 
• un attraversamento inorder di T produca la stringa MAFXUEN. 
R-7.15 Rispondere alle seguenti domande per dimostrare la Proposizione 7.10. 
a. Qual è il minimo numero di nodi esterni per un albero binario proprio con altez-

za hi Si giustifichi la risposta. 
b. Qual è il massimo numero di nodi esterni per un albero binario proprio con al-

tezza /i? Si giustifichi la risposta. 
c. Si supponga che T sia un albero binario proprio con n nodi e altezza h. Si mo-

stri che 
log(n + 1) - 1 < h < (n - 1)12 

d. Per quali valori di n e h i precedenti limiti inferiore e superiore di h possono 
conseguire l'uguaglianza? 

R-7.16 Si descriva una generalizzazione dell'attraversamento del cammino di Eu-
lero per gli alberi in modo che ogni nodo interno abbia tre figli. Inoltre si descriva 
in che modo questo attraversamento potrebbe essere utilizzato per calcolare l'altez-
za di ogni nodo di questo albero. 
R-7.17 Calcolare l'output dell'algoritmo toStrmgPostorder(T,T.root( )) (Fram-
mento di codice 7.12) sull'albero T di Figura 7.3. 
R-7.18 Si illustri l'esecuzione dell'algoritmo diskSpace(:r,!r.rootO) (Frammento 
di codice 7.13) sull'albero Tdi Figura 7.9. 
R-7.19 Si supponga che Tsia l'albero binario della Figura 7.11. 
a. Fornire l'output di toStringPostorder (T,T.rootO) (Frammento di codice 7.9). 
b. Fornire l'output di parentheticRepresentation(T,T.rootQ) (Frammento di co-

dice 7.10). 
R-7.20 Si supponga che Tsia l'albero binario della Figura 7.11. 
a. Fornire l'output di toStringPostorder (T,T. rootQ) (Frammento di codice 7.12). 
b. Fornire l'output di printExpression(T, T.rootC )) (Frammento di codice 7.27). 
R-7.21 Si descriva in pseudocodice un algoritmo per il calcolo dei numeri dei di-
scendenti di ciascun nodo di un albero binario. L'algoritmo deve essere basato sul-
l'attraversamento con cammino di Eulero. 



C - 8 . 1 4 Dato uno heap T e una chiave k, si fornisca un algoritmo per l'elaborazione 
di tutte le entry di T con chiave minore o uguale a k. Per esempio, dato lo heap di 
Figura 8.3 e la richiesta k = 7, l'algoritmo dovrebbe restituire le entry con chiavi 4, 
5,6 e 7. L'algoritmo dovrebbe essere eseguito in un tempo proporzionale al numero 
di entry restituite. 
C - 8 . 1 5 Si fornisca una spiegazione per i limiti di tempo della Tabella 8.4. 
C - 8 . 1 6 La compagnia aerea Tamarindo Airlines desidera fornire un aggiornamen-
to dello scontrino per la prima classe ai propri più importanti log n clienti, basando-
si sul numero di miglia accumulate, e in cui n sia il numero totale di «compagnie ae-
ree» frequentate dai passeggeri. L'algoritmo attualmente utilizzato è eseguito in un 
tempo 0(n log n), ordina i passeggeri per numero di miglia di volo e poi scorre la li-
sta ordinata per selezionare i primi log n passeggeri. Si descriva un algoritmo che 
identifichi i primi log n passeggeri in un tempo 0(n). 
C - 8 . 1 7 Si sviluppi un algoritmo che calcoli il fc-esimo elemento più piccolo di un 
insieme di n distinti interi in un tempo 0(n + k log n). 
C - 8 . 1 8 Si supponga che i due alberi binari Tx e T2 contengano entry che soddisfano 
la proprietà di ordine heap. Si descriva un metodo che combini T, e T2 in un albero T 
i cui nodi interni contengano l'unione delle entry in TxeT2e che soddisfi ancora la 
proprietà di ordine heap. L'algoritmo progettato dovrebbe essere eseguito in un tem-
po 0(/i | + h2), in cui hì e h2 costituiscono rispettivamente le altezze di T, e T2. 
C - 8 . 1 9 Fornire un'analisi alternativa della costruzione di uno heap in modalità 
bottom-up mostrando che la seguente somma viene eseguita in 0(1), per ogni inte-
ro positivo h: 

2') / = i 
C - 8 . 2 0 Fornire una descrizione alternativa dell'algoritmo in loco heap-sort che uti-
lizza un comparatore standard invece di quello inverso. 
C - 8 . 2 1 Si descrivano degli algoritmi efficienti che effettuino le operazioni di remo-
ve(e) e replaceKey(e,Jc) su di una coda a priorità adattabile realizzato con una lista 
non ordinata con entry con consapevolezza di posizione. 
C - 8 . 2 2 Si descrivano degli algoritmi efficienti che effettuino le operazioni di remo-
ve(e) e replaceKey (e ,k ) su di una coda a priorità adattabile realizzato con uno 
heap con entry con consapevolezza di posizione. 

F I G U R A 8 . 1 2 
Aggiornamento 
dell'ultimo nodo in 
un albero binario 
completo 
successivamente 
l'operazione di add 
o successivamente 
all'operazione di 
remove. Il nodo z 
rappresenta l'ultimo 
elemento dopo una 
operazione di add 
o prima di una 
operazione di remove. 



© 9 7 8 - 8 8 - 0 8 - 0 7 0 3 7 - 1 

C-8.23 Sia S un insieme di n punti in un piano con coordinate intere distinte x e y. 
Sia T un albero binario completo contenente nei propri nodi esterni i punti dell'in-
sieme 5, in modo tale che i punti siano ordinati da sinistra verso destra per ascisse 
crescenti. Per ogni nodo v di in T, sia S(v) il sottoinsieme di 5 consistente dei punti 
memorizzati nel sottoalbero radicato in v. Per la radice r di T, si definisca con top(r) 
il punto in S = S(r) con massima ordinata. Per ogni altro nodo v, si definisca top(r) 
con il punto in S con maggiore ordinata in S(v) che non sia anche la maggiore ordi-
nata in S(u), in cui u è il padre di v in T (se un tale punto esiste). Una tale marcatu-
ra trasforma T in un albero di ricerca a priorità. Si descriva un algoritmo eseguibi-
le in tempo non lineare per la trasformazione di T in un albero di ricerca a priorità. 

PROGETTI 

P-8.1 Fornire una implementazione in Java di una coda a priorità basata su lista 
non ordinata. 
P-8.2 Si scriva una applet o un programma grafico autonomo che rappresenti en-
trambi gli algoritmi di ordinamento per inserimento e ordinamento per selezione. 
L'animazione deve visualizzare lo spostamento degli elementi verso le loro corrette 
posizioni. 
P-8.3 Si scriva una applet o un programma grafico autonomo che rappresenti uno 
heap. Il programma deve supportare tutte le operazioni sulla coda a priorità e deve 
visualizzare gli scambi di up-heap e down-heap bubbling (opzioni extra: si visualizzi 
anche la costruzione dello heap con la modalità bottom-up). 
P-8.4 Si implementi l'algoritmo heap-sort mediante la costruzione di uno heap con 
modalità bottom-up. 
P-8.5 Si implementi l'algoritmo di ordinamento heap in loco. Si effettui poi un 
confronto sperimentale che paragoni il relativo tempo di esecuzione con quello del-
l'ordinamento standard heap-sort che è non in loco. 
P-8.6 Si implementi una coda a priorità basata su heap che supporti la seguente 
operazione aggiuntiva eseguita in tempo lineare: 

replaceComparator(c): Sostituisce l'attuale comparatore con c. 
(Suggerimento: si utilizzi l'algoritmo di costruzione di uno heap in modalità bot-
tom-up). 
P-8.7 Si sviluppi una implementazione in Java di una coda a priorità adattabile che 
sia basata su una lista non ordinata e che supporti entry consapevoli della posizione. 
P-8.8 Si sviluppi una implementazione in Java di una coda a priorità adattabile che 
sia basata sullo heap e che supporti entry consapevoli della posizione. 
P-8.9 Scrivere un programma che possa processare una sequenza di ordini di ac-
quisto e vendita di merce come descritto nell'Esercizio C-8.1. 
P-8.10 Una delle principali applicazioni delle code a priorità si trova in sistemi 
operativi per lo scheduling dei processi nella CPU. In questo progetto bisogna co-
struire un programma che simuli lo scheduling dei processi della CPU. Il program-
ma deve essere un ciclo con iterazioni che corrispondono ognuna a una time slice 
(fetta di tempo) della CPU. A ogni processo è assegnata una priorità, che è un intero 
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compreso tra -20 (massima priorità) e 19 (minima priorità), estremi inclusi. Tra tutti 
i processi in attesa in una time slice, la CPU lavorerà sul processo con priorità mas-
sima. In questa simulazione ogni processo ha una lunghezza, che è un intero com-
preso tra 1 e 100, estremi inclusi, che indica il numero di time slice necessarie per 
l'esecuzione del processo. Per semplicità, si può assumere che i processi non posso-
no essere interrotti (una volta che abbia ottenuto il possesso della CPU un processo 
gira per un numero di time slice pari alla propria lunghezza). Il simulatore deve 
passare in output il nome del processo in esecuzione sulla CPU in ogni time slice e 
deve processare una sequenza di comandi, una per ogni time slice, ognuno dei quali 
ha la forma «aggiungi processo nome con lunghezza n e priorità p» oppure «nessun 
nuovo processo in questo intervallo». 

Note al capitolo 

Il libro di Knuth sulla ricerca e l'ordinamento [63] descrive la motivazione e la sto-
ria degli algoritmi di ordinamento per selezione, per inserimento e heap-sort. L'al-
goritmo heap-sort è dovuto a Williams [99] e l'algoritmo costruttivo dello heap ese-
guito in tempo lineare è dovuto a Floyd [35]. Altri algoritmi e analisi dello heap e 
delle varianti dello heap-sort possono essere trovate negli articoli di Bentley [13], 
Carlsson [21], Gonnet e Munro [42], McDiarmid e Reed [71] e Schaffer e Sed-
gewick [85], Gli schemi di progetto per l'utilizzo di entry consapevoli della posizio-
ne (descritti anche in [43]) sono nuovi. 



Mappe e dizionari 

9 . 1 La mappa come tipo di dato astratto 

Una mappa permette di memorizzare degli elementi che possono essere trovati 
velocemente mediante delle chiavi. La motivazione di queste ricerche risiede nel 
fatto che di solito ogni elemento memorizza, oltre alla sua chiave di ricerca, altre 
informazioni utili, ma l'unico modo per ottenere tali informazioni è l'utilizzo del-
la chiave di ricerca. In particolare, una mappa memorizza coppie chiave-valore 
(&,v), chiamate entry, in cui A: è la chiave e v è il valore a essa corrispondente. 
Inoltre il TDA mappa richiede che ogni chiave sia unica e così la corrispondenza 
tra chiavi e valori definisce una funzione (mapping). Si suppone che sia le chiavi 
che i valori memorizzati in una mappa siano oggetti di tipo qualsiasi (Figura 9.1). 
In una mappa che memorizza dei record studente (con nomi, indirizzi e classi fre-
quentate dagli studenti), la chiave può essere costituita dal numero ID dello stu-
dente. In alcune applicazioni, la chiave e il valore possono coincidere. Per esem-
pio, se in una mappa sono memorizzati i numeri primi, si può utilizzare ogni nu-
mero come chiave e come valore. 

FIGURA 9 . 1 Una illustrazione concettuale del T D A mappa. Le chiavi (etichette) sono assegnate 
a valori (dischetti) da un utente. Le entry che ne risultano (dischetti etichettati) sono inserite 
in una mappa (contenitore di file). Le chiavi possono essere utilizzate in seguito per trovare 
oppure cancellare i valori. 
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In ambedue i casi viene utilizzata una chiave come unico identificatore assegna-
to da una applicazione o da un utente a un valore oggetto associato. Per questo mo-
tivo una mappa è più conveniente in situazioni nelle quali ogni chiave deve essere 
vista come una sorta di indirizzo indice unico per i suoi valori, ovvero un oggetto 
che serve come una specie di posizione per un certo valore. Per esempio, se si vo-
gliono memorizzare dei record studente, è possibile utilizzare, come chiavi, oggetti 
ID degli studenti (evitando che due studenti abbiano lo stesso ID). In altri termini, 
la chiave associata a un oggetto può essere vista come un «indirizzo» in memoria 
per tale oggetto. In realtà le mappe talvolta sono paragonate alle memorie associa-
tive, poiché la chiave associata a un oggetto determina la sua «posizione» nell'ambi-
to della struttura dati. 

• Il TDA mappa 
Poiché una mappa memorizza un insieme di oggetti, essa può essere considerata 
come un contenitore di coppie chiave-valore. Il tipo di dato astratto mappa M sup-
porta i metodi seguenti: 

size( ): Restituisce il numero di entry di M. 
isEmptyC ): Verifica se M è vuota. 

get(ir): Se M contiene una entry e che ha una chiave uguale a k, al-
lora restituisce il valore di e, altrimenti restituisce nuli. 

put(Jc,v): Se M non contiene una entry con chiave uguale a k, allora 
aggiunge la entry (k,v) a Ai e restituisce nuli. Altrimenti, so-
stituisce con n il valore esistente della entry avente come 
chiave k e restituisce il vecchio valore. 

remove(k): Cancella da M la entry avente chiave k e restituisce il corri-
spondente valore; se M non contiene tale entry, allora resti-
tuisce nuli. 

keys(): Restituisce una collection iterabile contenente tutte le chia-
vi contenute in M (in tal modo keys() . i terator() restituisce 
un iteratore alle chiavi). 

valuesC): Restituisce una collection iterabile contenente tutti i valori 
associati alle chiavi contenute in M (in tal modo va-
luesC ) . i terator() restituisce un iteratore ai valori). 

entriesC ): Restituisce una collection iterabile contenente tutte le entry 
chiave-valore contenute in M (in tal modo entriesC ).itera-
to rQ restituisce un iteratore alle entry). 

Quando le operazioni getC.fr), putCk,v) e removeCfr) sono eseguite su una mappa 
priva di entry con chiave uguale a k, si utilizza la convenzione di restituire nuli. Un 
valore speciale come questo è conosciuto come sentinella. Lo svantaggio di utilizza-
re nuli come sentinella risiede nel fatto che questa scelta può determinare una am-
biguità ogni volta che si vuole che la mappa abbia una entry (A:,nuli) con valore 
nuli. Una diversa scelta, naturalmente, potrebbe essere quella di lanciare una ecce-
zione quando arriva una richiesta di una chiave non presente nella mappa conside-
rata. Probabilmente questo non è un impiego appropriato di una eccezione, perché 



è normale chiedere qualcosa che potrebbe non essere nella mappa. Inoltre, il lancio 
e l'esecuzione di una eccezione è tipicamente più lento rispetto al controllo di una 
sentinella; quindi l'utilizzo di una sentinella è maggiormente efficiente (e in questo 
caso concettualmente più appropriato). Quindi si può usare nuli come una sentinel-
la per un valore associato a una chiave mancante. 

ESEMPIO 9.1 Nella seguente tabella è mostrato l'effetto di una serie di opera-
zioni su una mappa inizialmente vuota, che deve contenere entry con chiavi inte-
re e valori consistenti in un singolo carattere. 

Operazione Output Mappa 
isEmptyO trae 0 
put(5,A) nuli {(5,A)} 
put(7,B) noli {(5,A), (7,0)} 
put(2,C) nuli {(5,A), (7,0), (2,01 
put(8,D) nuli «5,A), (7,0), (2,Q, (8,0)} 
put(2,£) C «5,A), (7,0), (2,£), (8,D)} 

get(7) 0 «5,A), (7,0), (2,E), (8,D)} 
get(4) nuli {(5,/4), (7,0), (2,£), (8,0)} 
get(2) E «5,A), (7,0), (2,E), (8.D)} 
s lzeO 4 «5,A), (7,0), (2,E), (8,0)} 

remove(B) A {(7,6), (2,£), (8,0)} 
remove(2) E «7,0), (8,0)} 

get(2) nuli {(7,0), (8,0)} 
IsEmptyO false {(7,0), (8,0)] 

• Le mappe nel pacchetto java.util 
Il pacchetto java.ut i l comprende una interfaccia per il TDA mappa, chiamata 
java.util.Map. Questa interfaccia è definita in modo che una classe che la imple-
menta applichi chiavi uniche e includa tutti i metodi del TDA mappa sopra elen-
cati, con l'eccezione che in un paio di casi sono impiegati nomi di metodi diversi. 
Le corrispondenze tra il TDA mappa e l'interfaccia java.util.Map sono riassunte 
nella Tabella 9.1. 

Metodi del TDA mappa Metodi di java.ut i l .Map 
s lzeO s lzeO 

IsEmptyO IsEmptyO 
gote*) getCk) 

put(i,vO put (k,v) 

remove(Jc) remo veCfc) 
k e y s O keySet( ). iterator( ) 

valuesC ) values ( ). IteratorC ) 
TABELLA 9 . 1 Corrispondenze tra metodi del TDA mappa e metodi dell'interfaccia java.util.Map, 
che supporta anche altri metodi. 
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9.1.1 Una semplice implementazione di una mappa 
basata su una lista 
Un modo semplice per implementare una mappa consiste nella memorizzazione 
delle sue n entry in una lista S, implementata come lista doppiamente linkata. L'ese-
cuzione dei metodi fondamentali, come get(Jc), put(Jr,v) e remove(Jt), implica una 
facile scansione di S alla ricerca di una entry avente come chiave k. Nel Frammento 
di codice 9.1 è riportato lo pseudocodice corrispondente all'esecuzione di questi 
metodi su una mappa M. 

Questa implementazione di una mappa basata su una lista è elementare ma è ef-
ficiente solamente per mappe assai piccole. Ognuno dei metodi fondamentali ri-
chiede un tempo di esecuzione 0(n) su una mappa con n entry, poiché ciascun me-
todo, nel caso peggiore, richiede una ricerca sull'intera lista. Perciò si proverà ad in-
dividuare qualche implementazione più rapida. 

Algoritmo get (A): 
Input: Una chiave k 
Output: n valore per la chiave Jr In M, o nuli se non esiste nessuna 

chiave ir in M 
for ogni posizione p in S.positionsO do 

if p.elementO.getKeyO = k then 
return p.element( ).getValue( ) 

return nuli {non esiste nessuna entry con chiave uguale a ir) 
Algoritmo putCk, v): 

Input: Una coppia chiave-valore (k,v) 
Output: n vecchio valore associato alla chiave k in M, o nuli se Jr è nuova 
for ogni posizione p in S.positionsC) do 

if p.elementO.getKeyO = ir then 
t <- p. elementC ). getValueC ) 
B.setCp, Ck,v)) 
return t (restituisce il vecchio valorel 

S.addLast((ic,v)) 
n <- n + 1 (variabile incremento contenente il numero di entry) 
return nuli {non esisteva ancora una entry con chiave uguale a k] 

Algoritmo remove(ic): 
Input: Una chiave k 
Output: Il valore rimosso corrispondente alla chiave ir in M, o nuli 

se k non è in M 
for ogni posizione p in S.positionsC) do 

if p.elementO.getKeyO = k then 
t p.elementO.getValueO 
S.removeCp) 
n <- n - 1 (variabile decremento contenente il numero di entry) 
return t (restituisce il valore rimosso) 

return nuli (non esiste nessuna entry con chiave uguale a k) 

F R A M M E N T O DI CODICE 9 . 1 Algoritmi per implementare i metodi fondamentali di una mappa 
mediante una lista S. 
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9 . 2 Tabelle hash 

Concettualmente le chiavi associate ai valori di una mappa sono una sorta di «indi-
rizzi» dei valori corrispondenti. Come esempi applicativi di tali strutture si possono 
menzionare la tabella dei simboli di un compilatore e il registro delle variabili d'am-
biente: essi consistono in un insieme di nomi simbolici in cui ogni nome rappresenta 
l'«indirizzo» delle proprietà di una variabile, come il suo tipo e il suo valore. In appli-
cazioni come queste, uno dei modi più efficienti per implementare una mappa è la ta-
bella hash. Si vedrà che è 0(n) il tempo di esecuzione nel caso peggiore per le opera-
zioni sulle mappe implementate mediante tabelle hash con n entry. Nonostante ciò, si 
può prevedere che, nei casi che si presentano più spesso nella pratica, una tabella 
hash può eseguire queste operazioni in un tempo molto minore, ovvero 0 ( 1). In ge-
nerale una tabella hash è formata da due componenti principali: un bucket array e 
una funzione hash. 

9 .2 .1 I bucket array 
Un bucket array per una tabella hash è un array A di lunghezza N. Ogni singola 
cella di A è considerata come un «bucket» (secchio), cioè come un insieme delle 
coppie chiave-valore. Il numero N definisce la capacità dell'array. Se si considera 
che le chiavi sono dei numeri interi, uniformemente distribuiti nell'intervallo 
[0, N - 1], allora questo bucket array è proprio quello che occorre per implemen-
tare una tabella hash. Una entry e con chiave k è semplicemente inserita nel 
bucket A[k] (Figura 9.2). Per risparmiare spazio, un bucket vuoto può essere so-
stituito da un oggetto nuli. 

Se le chiavi sono numeri interi diversi tra loro e compresi nell'intervallo [0, N - 1], 
allora ogni bucket contiene al più una sola entry. In questo caso le ricerche, gli inseri-
menti e le cancellazioni nel bucket array richiedono solo un tempo 0(1). Questo 
tempo di esecuzione potrebbe sembrare una ragguardevole conquista che, tuttavia, 
presenta due inconvenienti. Il primo è che lo spazio di memoria occupato è propor-
zionale a N. Per questo motivo,se Ne molto più grande del numero n di entry effetti-
vamente presenti nella mappa, si provoca uno spreco di spazio. Il secondo inconve-
niente consiste nel fatto che le chiavi devono essere dei numeri interi compresi nel-
l'intervallo [0, N - 1], caso che non ricorre spesso nella pratica. A causa di questi due 
drawback, si utilizza il bucket array insieme a una «buona» trasformazione delle 
chiavi in numeri interi compresi nell'intervallo [0,N-1]. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

FIGURA 9 . 2 Un bucket array di lunghezza 11 per le enrty (1,£>), (3,C), (3,F), (3,Z), (6^4), (6,C) 
e (7 ,0) . 



9.2.2 Funzioni hash 
La seconda parte della struttura di una tabella hash è una funzione, h, chiamata 
funzione hash: essa trasforma ogni chiave k della mappa di origine in un numero in-
tero compreso nell'intervallo [0, N - 1], in cui N è la capacità del bucket array im-
piegato per questa tabella. Avendo a disposizione questa funzione hash, h, il meto-
do del bucket array può essere applicato a chiavi arbitrarie. L'idea principale di 
questo approccio è di utilizzare il valore della funzione hash, h(k), come indice nel 
bucket array, A, al posto della chiave k (che è molto probabilmente inappropriata 
all'utilizzo come indice di un bucket array). In altre parole, si memorizza la entry 
(k,v) nel bucket A[h(k)]. 

Naturalmente, nell'ipotesi che esistano due o più chiavi aventi lo stesso valore 
hash, allora due entry distinte saranno mappate nello stesso bucket in A. In questo 
caso si dice che si verifica una collisione. Chiaramente se tutti i bucket di A posso-
no contenere una sola entry, allora non è possibile associare più di una sola entry a 
ogni bucket. Esistono diversi modi per gestire le collisioni in completa sicurezza e 
ciò sarà trattato nei prossimi paragrafi. La strategia di gran lunga preferibile è però, 
senz'altro, quella di tentare di evitare a priori le collisioni. Una funzione hash è rite-
nuta «buona» quando crea corrispondenze tra le chiavi della mappa e i valori in 
modo da minimizzare le collisioni. Inoltre, per motivi pratici, si preferisce avere una 
funzione hash veloce e facile da calcolare. 

Seguendo la convenzione di Java, per determinare il valore di una funzione 
hash, h{k), sono necessari due passi: il primo è la trasformazione della chiave k in 
un numero intero, detto codice hash; il secondo è l'applicazione della cosiddetta 
funzione di compressione, ovvero la trasformazione del codice hash ottenuto nel 
passo precedente in un numero intero, compreso nell'intervallo ([0, N - 1 ]), degli in-
dici di un bucket array (Figura 9.3). 

9.2.3 Codici hash 
La prima azione compiuta da una funzione hash è quella di prendere una chiave arbi-
traria k della mappa e assegnare a essa un valore intero. Il valore intero assegnato a k 
si chiama codice hash di k. Non necessariamente questo valore è compreso nell'in-
tervallo [0, N - 1] e potrebbe anche essere un numero negativo. Occorre, ancora una 
volta, evidenziare l'importanza del fatto che i codici hash assegnati alle chiavi evitino 
quanto più possibile le collisioni. Se già i codici hash danno luogo a collisioni, non c'è 
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speranza di evitarle mediante una funzione di compressione. Inoltre, per rispettare la 
coerenza con tutte le chiavi di partenza, il codice hash utilizzato per una chiave k 
deve essere lo stesso di quello utilizzato per ogni altra chiave uguale a k. 

• Codici hash in Java 
La generica classe Object definita in un programma Java presenta un metodo hash-
CodeO per far corrispondere a ogni istanza dell'oggetto un numero intero, «rappre-
sentativo» di quell'oggetto. In particolare, il metodo hashCodeO restituisce un inte-
ro a 32 bit di tipo int. A meno che ci siano delle particolari sovrapposizioni di con-
trollo, questo metodo è ereditato da tutti gli oggetti utilizzati in un programma Java. 
E necessaria una certa cautela nell'utilizzo della versione di default di hashCodeO 
(ossia quella ereditata da Object), in quanto essa potrebbe consistere semplicemen-
te nell'interpretare la posizione di memoria dell'oggetto come numero intero (come 
accade anche in molte altre implementazioni di Java). Questo tipo di codice hash 
non dà buoni risultati, per esempio, nel caso di stringhe di caratteri: due oggetti 
stringa uguali, per esempio, potrebbero essere collocati in due diverse posizioni di 
memoria. In questo caso sarebbe auspicabile che i due oggetti avessero lo stesso co-
dice hash. In realtà la classe String di Java ridefinisce il metodo hashCode della 
classe Object per raggiungere risultati migliori nel trattamento delle stringhe di ca-
ratteri. Allo stesso modo, si può sostituire il metodo hashCodeO di default anche 
nel caso in cui le chiavi di una mappa siano degli oggetti specifici: basta sostituire a 
questo metodo una corrispondenza che assegni a questi tipi di oggetti dei valori in-
teri regolari e ben distribuiti. 

Nel seguito, si considerano diversi tipi di dati di più comune utilizzo e si mostra-
no alcuni esempi di metodi per l'assegnazione di codici hash a oggetti di questi tipi. 

• Assegnazione a un numero intero 
Come primo esempio si osserva che, per ogni tipo X di dati rappresentabile utiliz-
zando al più tanti bit quanti sono quelli dei codici hash interi considerati, si può 
semplicemente assumere, come codice hash di X, una interpretazione dei suoi bit 
come numero intero. Pertanto, per i tipi di base di Java come byte, short, int e char 
si può ottenere una buona codifica hash semplicemente trasformando in int questi 
tipi. Allo stesso modo, una variabile x appartenente al tipo di base float si può con-
vertire in un numero intero mediante una chiamata a Float.floatToIntBits(x), per 
poi utilizzare questo numero intero come codice hash di x. 

• Somma dei componenti 
Per tipi di base come long e doublé, la cui rappresentazione occupa il doppio dei 
bit rispetto a un codice hash, lo schema appena descritto non è applicabile diret-
tamente. Un codice hash possibile, che poi è anche quello utilizzato di fatto in 
molte implementazioni di Java, è quello che trasforma l'intero long in intero sem-
plice, di lunghezza uguale a quella del codice hash. Questo codice hash, ovvia-
mente, ignora metà dell'informazione contenuta nel valore originario e, se molte 
chiavi della mappa differiscono soltanto in questi bit, allora esse daranno luogo a 
collisioni. Un codice hash alternativo, che tenga conto di tutti i bit presenti nella 
rappresentazione originaria, considera la somma di una rappresentazione intera 
dei bit di ordine più elevato con la rappresentazione come numero intero dei bit 
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di ordine più basso. In Java un codice di questo tipo potrebbe essere scritto come 
nella riga seguente: 

statdc int hashCode ( long i) (return ( int) (Ci » 32 ) + ( int) i);| 

Questo approccio della somma dei componenti può essere esteso a ogni oggetto x 
la cui rappresentazione binaria possa essere vista come una /c-pla ( j c 0 , . . . , x k _ ì ) 
di numeri interi, con i quali si può successivamente formare un codice hash per x 
come 

Per esempio, per ogni numero assegnato rappresentato in virgola mobile, si possono 
sommare mantissa ed esponente, come se fossero numeri interi long, e poi applicare 
al risultato una codifica hash per gli interi di tipo long. 

• Codici hash polinomiali 
I codici hash ottenuti con un'operazione di somma, di cui si è parlato nel paragrafo 
precedente, non rappresentano una scelta praticabile per le stringhe di caratteri o 
per altri oggetti di lunghezza variabile, che possono essere viste come delle /c-ple 
della forma (jc0, jc,, ..., in cui è significativo l'ordine delle Per esempio, si 
consideri per una stringa di caratteri s un codice hash che sommi i valori ASCII (o 
Unicode) dei caratteri presenti nella stringa. Sfortunatamente questo codice hash 
provoca molte collisioni indesiderate nei gruppi di stringhe che più comunemente si 
incontrano nella pratica. In particolare, i valori delle stringhe «tempO 1» e «tempio» 
vanno in collisione se si impiega questa codifica e lo stesso accade per stringhe 
come «stop», «tops», «pots» e «spot». Un codice hash più adeguato deve in qualche 
modo prendere in considerazione le posizioni in cui si trovano i singoli xi. Un codi-
ce hash alternativo, che soddisfa esattamente questa esigenza, è quello che sceglie 
una costante diversa da zero, a * 1, e utilizza come codice hash il valore: 

Matematicamente parlando, questo scritto sopra è semplicemente un polinomio in 
a che considera come coefficienti i componenti (x0, xlt ..., xk_{) di un oggetto x. 
Questo codice hash è chiamato per questo motivo codice hash polinomiale. Per la 
regola di Horner (si veda l'Esercizio C-4.11) questo polinomio può essere scritto in 
un formato che consente il calcolo del codice in tempo lineare, ossia: 

Intuitivamente un codice hash polinomiale utilizza una moltiplicazione per una 
costante a per «creare spazio» per ogni componente in una «-pia di valori, preser-
vando contemporaneamente una caratterizzazione dei precedenti componenti. 

Naturalmente su un computer reale il calcolo di un polinomio sarà fatto utiliz-
zando la rappresentazione di un codice hash mediante un numero finito di bit; quin-
di il valore periodicamente supererà il numero di bit utilizzati per un intero. Poiché 
siamo maggiormente interessati a una uniforme distribuzione dell'oggetto x rispet-
to alle altre chiavi, si possono semplicemente ignorare gli overflow. Inoltre bisogna 
prestare attenzione a quando si verificano questi overflow e scegliere la costante a 

k - 1 

+ xxak~2 + ... + xk_2a + xk_x 

+ a(xk_2 + a(xk_3 + ... + a(x2 + a(xt + ax0))...)) 
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in modo da avere qualche bit di ordine inferiore diverso da zero, che servirà per 
preservare una parte del contenuto informativo anche in situazioni di overflow. 

Sono stati condotti studi sperimentali che suggeriscono che, quando si lavora 
con stringhe di caratteri che rappresentano vocaboli inglesi, i numeri 33,37,39 e 41 
sono dei valori convenienti da assegnare alla costante a. Di fatto, in una lista di più 
di 50000 parole inglesi formate dall'unione delle liste di parole previste in due va-
rianti di Unix, si può riscontrare che una scelta della costante a uguale a 33,37,39 o 
41 produce meno di 7 collisioni in ogni singolo caso! Per questa ragione non è sor-
prendente che molte implementazioni Java scelgano una funzione hash polinomia-
le, con una di queste costanti a, come codice hash di default per le stringhe. Per una 
maggiore velocità, comunque, alcune implementazioni Java applicano la funzione 
hash polinomiale soltanto a una parte dei caratteri nelle stringhe lunghe. 

• Codici hash a spostamento ciclico 
Una variante del codice hash polinomiale sostituisce la moltiplicazione per a con 
uno spostamento ciclico di una somma parziale fatta su un certo numero di bit. Una 
funzione così fatta, applicata a stringhe di caratteri in Java, può avere una forma si-
mile a quella scritta di seguito: 

static int hashCode (Str ing s) ( 
int h = 0; 
for (int i = 0; i<s . length() ; i++) { 

h = (h « 5) I (h » > 27) ; / / spos tamento ciclico di 5 bit 
/ / della s o m m a cor ren te 

h += (int) s .charAt( i ) ; / / s o m m a il c a r a t t e r e successivo 
1 
return h; 

1 
Come nella tradizionale versione polinomiale del codice hash, il codice hash che 
utilizza lo spostamento ciclico richiede una messa a punto precisa. In questo caso 
bisogna scegliere opportunamente il numero di cifre di cui deve essere spostato 
ogni nuovo carattere. Nella Tabella 9.2 sono mostrati i risultati di alcuni esperimenti 
effettuati su una lista di poco più di 25 000 parole inglesi, con un confronto del nu-
mero di collisioni per diversi valori dello spostamento. Questi esperimenti, come i 
precedenti, dimostrano che, scegliendo opportunamente la costante a o il valore 
dello spostamento, sia il codice hash polinomiale che la variante con spostamento 
ciclico sono adatti per qualsiasi oggetto che possa essere scritto come una fc-pla or-
dinata (*„,*„ ...,xk_l). 

9.2.4 Funzioni di compressione 
Il codice hash per una chiave k nei casi più frequenti non sarà adatto per un utilizzo 
immediato di un bucket array, perché di solito il range dei possibili codici hash per 
le chiavi d'uso più comune va al di fuori del range degli indici ammessi dal bucket 
array considerato. In altri termini, un impiego improprio di un codice hash come in-
dice del bucket array può provocare un'eccezione di array «out-of-bounds» (fuori 
dai limiti) per due motivi: o l'indice è negativo oppure l'indice è superiore alla capa-
cità di A. Una volta determinato un codice hash intero per una chiave k sussiste an-
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Collisioni 
Spos tamento Total i M a x 

0 23739 86 

1 10517 21 

2 2254 6 

3 448 3 

4 89 2 

5 4 2 

6 6 2 

7 14 2 

8 105 2 

9 18 2 

10 277 3 

11 453 4 

12 43 2 

13 13 2 

14 135 3 

15 1082 6 

16 8760 9 

cora il problema della trasformazione di questo numero intero in uno appartenente 
all'intervallo [0, N - 1], Questa trasformazione è la seconda azione compiuta da una 
funzione hash: una opportuna funzione di compressione minimizza il numero di col-
lisioni possibili per un dato insieme di codici hash. 

• Il metodo di divisione 
Una semplice funzione di compressione è il metodo di divisione, che trasforma un 
intero / in 

I i I mod N 

dove N, lunghezza del bucket array, è un intero positivo prefissato. Inoltre bisogna 
assumere che N sia un numero primo, così che questa funzione di compressione 
possa provocare una ripartizione omogenea dei valori hash. In realtà, se N non 
fosse un numero primo, allora esisterebbe una elevata probabilità che i pattern 
nella distribuzione dei codici hash si ripetano nella distribuzione dei valori hash, 
causando delle collisioni. Per esempio, se in un bucket array di lunghezza 100 si in-
seriscono chiavi con codici hash \200, 205,210,215,220, ..., 600V allora ogni codi-
ce hash entrerà in collisione con altri tre codici hash. Però, se si utilizzasse un 
bucket array di lunghezza 101, allora non si verificherebbe nessuna collisione. 
Quando una funzione hash è ben scelta, la probabilità che due chiavi diverse sia-
no trasformate dalla funzione hash nello stesso bucket è di 1 IN. Anche la scelta di 
N come numero primo non sempre basta a evitare collisioni: se esiste un pattern 
di codici hash avente la forma pN + q per molti diversi valori di p, allora si verifi-
cheranno ancora delle collisioni. 
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• Il metodo MAD 
Una funzione di compressione più sofisticata, utile per l'eliminazione della ripeti-
zione dei pattern in un insieme di chiavi intere, è il metodo di moltiplicazione ad-
dizione e divisione (indicato anche con l'acronimo «MAD»). Questo metodo tra-
sforma un intero i in 

I ai + b I mod N 
in cui N è un numero primo e a > 0 (chiamato fattore di scala) e b > 0 (chiamato 
shift) sono due costanti intere scelte in modo casuale quando è determinata la fun-
zione di compressione, tali che a mod N * 0. Questa funzione di compressione è 
scelta in questo modo al fine di eliminare i pattern ripetuti nell'insieme dei codici 
hash e di semplificare il reperimento di una «buona» funzione hash, ossia una fun-
zione che renda uguale a 1 IN la probabilità che si verifichi una collisione di due 
chiavi differenti. Questo corretto comportamento sarebbe lo stesso che si potrebbe 
ottenere se queste chiavi fossero «gettate» in A uniformemente e casualmente. 

Con una siffatta funzione di compressione, che distribuisce uniformemente i nu-
meri interi nell'intervallo [0, N - 1] e con un codice hash che trasforma le chiavi in 
numeri interi, si può raggiungere una funzione hash efficace. Allo stesso tempo, una 
funzione hash di questo tipo insieme a un bucket array costituisce il principale in-
grediente per l'implementazione di una tabella hash per il TDA mappa. 

Prima di entrare in dettagli su come effettuare operazioni come quelle di put, di 
get e di remove, è però necessario risolvere il problema delle collisioni. 

9.2.5 Schemi per la gestione delle collisioni 
L'idea di base di una tabella hash è quella di utilizzare un bucket array, A, e una 
funzione hash, h, per implementare una mappa che memorizzi ogni entry (k, v) nel 
«secchio» y4[/i(&)]. Questa idea elementare diventa però discutibile se esistono due 
chiavi distinte, kl e k2, tali che h(k,) = h(k2). Il verificarsi di tali collisioni impedisce 
di inserire semplicisticamente una nuova entry (k, v) nel bucket A[h(k)]. Le collisio-
ni rendono anche più complessa la procedura per effettuare le operazioni get(JO, 
put(Jc, v) e remove(Ji). 

• Concatenazione separata 
Un modo semplice ed efficiente per gestire le collisioni è quello di adoperare ogni 
bucket A[i] per memorizzare una piccola mappa, A/„ implementata mediante una li-
sta, come descritto nel paragrafo 9.1.1, per tenere traccia delle entry (k, v) tali che 
h(k) - i. In altri termini, ogni distinta mappa M, concatena le entry corrispondenti 
all'indice i in una linked list. Questa regola di risoluzione delle collisioni è nota con 
il nome di concatenazione separata. Supponendo di inizializzare ogni bucket 
come una mappa vuota basata su una lista, si può facilmente utilizzare la regola del-
la concatenazione separata per eseguire le operazioni fondamentali sulla mappa, 
come mostrato nel Frammento di codice 9.2. 

Nell'approccio previsto dalla concatenazione separata, la gestione di ogni opera-
zione fondamentale su una mappa, che implica l'utilizzo di una chiave k, è affidata 
alle mappe in miniatura basate su lista e contenute in A[h(k)]. Così, put(k, v) scor-
re questa lista alla ricerca di una entry avente chiave uguale a k; se ne trova una, so-
stituisce il valore corrispondente con v, altrimenti aggiunge (k, v) alla fine di questa 



F R A M M E N T O DI CODICE 
9 ; 2 
I metodi fondamentali 
del TDA mappa, 
implementati con 
una tabella hash 
che impiega 
la concatenazione 
separata per risolvere 
le collisioni tra 
le n entry. 

© 9 7 8 - 8 8 - 0 8 - 0 7 0 3 7 - 1 

Algoritmo getCk): 
Output: Il valore associato alla chiave k della mappa, o nuli se non esiste 

nessuna entry che abbia una chiave uguale a k 
return A[h(k)].get(k) (delega il get alla mappa in Alh(k)]) 

Algoritmo putCk, v): 
Output. Se esiste una entry della mappa considerata, avente una chiave 

uguale a ir, allora si restituisce in output il corrispondente valore 
(sostituendolo con v); in caso contrario si restituisce nuli. 

t <- A[h(lc)].put(Jc, v) {delega il put alla mappa in A[i(ic)]) 
if t = null then {k è una chiave nuova} 

n n + 1 
return t 

Algoritmo removeCk): 
Output: Il valore (cancellato) associato alla chiave k della mappa, o nuli 

se non esiste nessuna entry che abbia una chiave uguale a k. 
t <— A[h(k)].remove(i) {delega la rimozione alla mappa A[h(k)]} 
U t * null then \k è stata trovata) 

n <r- n - 1 
return t 

lista. Analogamente, get(Jr, v) ricerca nella lista fino a raggiungere la fine oppure 
fino a trovare una entry con chiave uguale a k. Un'operazione di remove(Jr) ese-
guirà una ricerca simile e in più cancellerà una entry dopo averla trovata. Questo 
semplice approccio basato su liste funziona bene in pratica, poiché le proprietà di 
uniforme distribuzione della funzione hash consentono di mantenere breve la lista 
relativa a ciascun bucket. Infatti una funzione hash ben selezionata cercherà di mi-
nimizzare le collisioni, e quindi la maggior parte dei bucket è vuota oppure contiene 
una sola entry. Questa osservazione permette di operare un leggero cambiamento 
all'implementazione in modo tale che, se un bucket A[i\ è vuoto, esso contiene nuli; 
se invece A[i\ contiene una sola entry (k, v), allora si può far puntare direttamente 
A[i] a questa entry, senza ricorrere a una mappa basata su lista contenente l'unica 
entry di cui sopra. I dettagli della conseguente ottimizzazione di spazio sono lasciati 
come esercizio (si veda l'Esercizio C-9.5). Nella Figura 9.4 è illustrata una tabella 
hash con concatenazione separata. 

Supponendo di utilizzare un'opportuna funzione hash per indirizzare le n entry 
della mappa agli indici di un bucket array di capacità N, si prevede che ogni bucket 
sia di lunghezza n/N. Questo valore, chiamato fattore di carico (load factor) della 
tabella hash e denotato con la lettera greca X., deve essere minore di un numero pic-
colo, preferibilmente minore di 1. Pertanto, data un'opportuna funzione hash, il 
tempo di esecuzione atteso per le operazioni di get, put e remove per una mappa 
implementata mediante una tabella hash che utilizza questa funzione è 
Per questo motivo le precedenti operazioni possono essere implementate in modo 
da essere eseguite in un tempo atteso 0( 1), se n è O(N). 

• Indirizzamento aperto 
La regola di concatenazione separata offre molte vantaggiose proprietà, come quel-
la di consentire una semplice implementazione delle operazioni sulle mappe, ma 
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presenta anche un modesto svantaggio: richiede l'utilizzo di una struttura dati ausi-
liaria - una lista - per contenere le chiavi relative agli elementi in collisione. Esisto-
no, comunque, altri modi per la gestione delle collisioni, oltre alla regola della con-
catenazione separata. In particolare, se l'obiettivo principale è risparmiare spazio di 
memoria, come ad esempio per applicazioni su dispositivi portatili, si può ricorrere 
all'approccio alternativo di memorizzare sempre ogni entry direttamente in un 
bucket, ma con al più una sola entry per bucket. Questo approccio risparmia memo-
ria perché non è richiesta l'introduzione di nessuna struttura ausiliaria, ma ha una 
complessità leggermente maggiore nella gestione delle collisioni. Esistono svariate 
versioni di approcci come questo, chiamati schemi a indirizzamento aperto, di cui si 
tratterà nei paragrafi successivi. L'indirizzamento aperto richiede che il fattore di 
carico sia sempre al massimo uguale a l e che le entry siano memorizzate diretta-
mente nelle celle del bucket array. 

• Linear probing 
Un semplice metodo a indirizzamento aperto per la gestione delle collisioni è il li-
near probing (esplorazione lineare). Con questo metodo, se si cerca di inserire una 
entry (k, v) in un bucket A[i\, con i = h(k), già precedentemente occupato, allora si 
prova a inserirla successivamente nel bucket A[(i + 1) mod A/]. Se anche il bucket 
A[(i + 1) mod A^ è occupato, allora si prova a inserirla in A[(i + 2) mod Â ] e così 
via, fino a trovare un bucket vuoto che può contenere la nuova entry. Una volta che 
questo bucket è determinato, vi si inserisce semplicemente la entry. Naturalmente, 
questa strategia di gestione delle collisioni richiede un cambiamento nell'imple-
mentazione della funzione get(Jc, v). In particolare, per eseguire una tale ricerca, se-
guita da una sostituzione o da un inserimento, è necessario esaminare i bucket con-
secutivi, a partire da A[h(k)], fino all'individuazione di una entry avente chiave 
uguale a k oppure di un bucket vuoto (Figura 9.5). Il nome di «linear probing» deri-
va dalla considerazione che l'accesso a una cella del bucket array può essere vista 
come un rilievo mediante una «sonda». 

Per implementare l'operazione di remove(Jr), si potrebbe, all'inizio, pensare di 
dover effettuare una considerevole quantità di spostamenti delle entry, per far sem-
brare che una entry avente chiave k non sia mai stata inserita, cosa che potrebbe di-
mostrarsi molto complicata. Un tipico modo per aggirare questa difficoltà è di sosti-
tuire una entry eliminata con uno speciale oggetto marca che contrassegna come 



F I G U R A 9 . 5 
Inserimento in una 
tabella hash con chiavi 
intere mediante linear 
probing. La funzione 
hash è h(k) = k mod 11. 
Non sono 
rappresentati in figura 
i valori associati 
alle chiavi. 

Nuovo e lemento 
con chiave = 15 da inserire 

0 1 2 

E necessar io provare 4 volte 
pr ima di trovare una cella libera 

A 
f \ 

r \ r \ r \ r \ 4 5 6 7 8 9 10 
13 26 5 37 16 21 

«disponibile» un posto lasciato libero. Se questa marca occupa alcuni bucket della 
tabella hash, si può modificare l'algoritmo di ricerca per le operazioni remove(i) o 
get(Jc) in modo tale che la ricerca di una chiave k possa svolgersi saltando nelle cel-
le contenenti l'etichetta «disponibile», continuando a cercare fino al raggiungimen-
to della entry desiderata oppure di un bucket vuoto (oppure ritornando al punto di 
partenza). Inoltre l'algoritmo per l'operazione di put(Jr, v) deve memorizzare che 
una cella incontrata durante la ricerca di k è disponibile, poiché questo è un luogo 
adatto per inserire una nuova entry (&, v). Pertanto il linear probing fa risparmiare 
spazio di memoria, ma rende più macchinose le cancellazioni. 

Anche con l'uso di oggetti marche il linear probing presenta un'ulteriore limita-
zione: la tendenza al raggruppamento delle entry della mappa in serie contigue, che 
possono anche sovrapporsi (in particolare se più della metà delle celle nella tabella 
hash sono occupate). Queste serie contigue di celle hash occupate provocano un 
considerevole rallentamento nella ricerca. 

• Quadratic probing 
Un'altra strategia di indirizzamento aperto, nota come quadratic probing (esplo-
razione quadratica), implica ripetuti tentativi sui bucket con indici 
A[(i + /(/)) mod N], con j = 0,1, 2,..., in cui f ( j ) = j2, fino all'individuazione di un 
bucket vuoto. Come il linear probing, la strategia del quadratic probing rende più 
difficile l'operazione di cancellazione, ma non incorre nelle forme di raggruppa-
mento che si verificano nel linear probing. Dà luogo sicuramente a un proprio tipo 
di raggruppamento, chiamato raggruppamento secondario (secondary clustering), 
in cui l'insieme delle celle piene dell'array «rimbalza» attorno all'array in una for-
ma fissata. Se N non è scelto come numero primo, allora la strategia quadratic 
probing potrebbe non trovare un bucket vuoto in A anche se ne esistesse uno 
solo. Infatti, anche se N è un numero primo, questa strategia potrebbe non trova-
re una cella vuota, se il bucket array fosse almeno mezzo pieno; la causa di questo 
tipo di raggruppamento è oggetto di studio dell'Esercizio C-9.9. 

• Hash doppio 
Un'altra strategia di indirizzamento aperto che non provoca raggruppamenti del 
tipo prodotto dal linear probing è la strategia dell 'hash doppio (doublé hashing). 
Secondo questo approccio, si sceglie una funzione hash secondaria, h', e se h trasfor-
ma una chiave k in un bucket già occupato y4[¿], con i - h(k), allora si tenta iterati-
vamente di trovare liberi i bucket successivi A[(i + f ( j ) ) mod N], con j - 0,1,2,3,..., 
in cui f ( j ) = j • h'(k). In questo schema, la funzione hash secondaria non può essere 
nulla; una scelta comune è h'(k) = q - (k mod q), per un assegnato numero primo 



q < N, con N numero primo. Inoltre si deve scegliere una funzione hash secondaria 
per cercare di minimizzare i raggruppamenti per quanto possibile. 

Questi schemi di indirizzamento aperto fanno risparmiare spazio di memoria ri-
spetto al metodo della concatenazione separata, ma non sono necessariamente più 
veloci. Nelle analisi sperimentali e teoriche, il metodo della concatenazione è com-
petitivo e più veloce degli altri metodi, a seconda del fattore di carico del bucket ar-
ray. In tal modo, se lo spazio di memoria non è una risorsa critica, il metodo più 
conveniente per evitare le collisioni è quello della concatenazione separata. In caso 
contrario, è meglio implementare uno dei metodi descritti di indirizzamento aperto, 
prevedendo che la strategia di esplorazione minimizzi i raggruppamenti che posso-
no essere causati dall'indirizzamento aperto. 

9.2.6 Una implementazione Java di una tabella hash 
Nei Frammenti di codice 9.3-9.5 si mostra la classe HashTableMap, che implementa il 
TDA mappa mediante una tabella hash con la strategia del linear probing per la gestio-
ne delle collisioni. I frammenti comprendono l'intera implementazione del TDA map-
pa, fatta eccezione per i metodi valuesO e entriesO, lasciati come esercizio (R-9.10). 

I principali elementi di progetto della classe HashTableMap di Java sono i se-
guenti. 
• Si conservano, in variabili di istanza la misura n della mappa, il bucket array A, 

la capacità N di A. 
• Si utilizza il metodo hashValue per calcolare la funzione hash di una chiave me-

diante il metodo hashCode incorporato e la funzione di compressione MAD 
(moltiplicazione addizione e divisione). 

• È definita una sentinella, AVAILAIBIJE, come marca delle entry disattivate. 
• Si introduce un costruttore aggiuntivo che consente di specificare il test di ugua-

glianza e la capacità iniziale del bucket array. 
• Se il bucket array considerato è pieno e si prova a inserire una nuova entry, allo-

ra si riversa tutto il contenuto dell'array in un nuovo array, di dimensione doppia 
rispetto al precedente. 

• Sono utilizzati i seguenti metodi ausiliari (protetti): 
- checkKeyCk), che controlla la validità della chiave k. Questo metodo normal-

mente si limita a controllare che k sia non nullo, ma una classe che estende 
HashTableMap può sovrapporre a questo metodo un test più elaborato; 

- rehashO, che calcola una nuova funzione hash MAD con parametri casuali e 
sistema un'altra volta le entry nel nuovo array con capacità doppia; 

- findEntry(À), che ricerca una entry avente chiave uguale a k, a partire dall'in-
dice A[h(k)], scandendo l'array in modo circolare. Se il metodo trova una cel-
la con tale entry, allora esso restituisce l'indice i di questa cella. In caso con-
trario, esso restituisce - / - 1, in cui i è l'indice dell'ultima cella vuota o dispo-
nibile incontrata. 

9.2.7 Fattori di carico e ripetizione della funzione hash 
Negli schemi di tabella hash fin qui descritti, si potrebbe desiderare che il fattore di 
carico A. = n/N, si mantenga minore di 1. Esperimenti e analisi del caso medio sugge-
riscono che è necessario mantenere X < 0,5 per gli schemi a indirizzamento aperto e 
X. < 0,9 per la concatenazione separata. La classe incorporata java.util.HashMap, che 



/** Una tabella hash con linear probing e la funzione hash MAD. */ 
import java.util.Iterator; 
public class HashTableMap<K,V> implements Map<K,V> { 

public static class HashEntry<K,V> implements Entry <K,V> { 
protected K key; 
protected V value; 
public HashEntry(K k, V v) { key = k; value = v; ) 
public V getValueC) ( return value; } 
publicE getKeyC ) { return key; } 
public V setValueCV vai) { 

V oldValue = value; 
value = vai; 
return oldValue; } 

public boolean equals(Object o) { 
HashEntry<K,V> ent; 
try { ent = (HashEntry<K,V>) o; ) 
catch (ClassCastException ex) ( return false; } 
return (ent.getKeyC) == key) Se8e Cent.getValueO == value); 

} 
) 
protected Entry<K,V> AVAILABLE = new HashEntry<K,V>(null, nuli); 

/ / marca 
protectedint n = 0; / / numero di entry contenute nel dizionario 
protected int capacity; / / capacità del bucket array 
protected Entry <K,V>[ ] bucket; / / bucket array 
protected long scale, shift; / / fattori di spostamento e di scala 
/** Crea una tabella hash con capacità iniziale di 1023. */ 
public HashTableMapO {this(1023); } 
/** Crea una tabella hash con una capacità assegnata. */ 
public HashTableMapCint cap) { 

capacity = cap; 
bucket = (Entry <K,V>[]) new Entry [capacity]; / / misura di sicurezza 
java.util.Random rand = newjava.util.RandomO; 
scale = rand.nextlnt(capacity - 1) + 1; 
shift = rand.nextlnt(capacity); 

) 
/** Determina la validità di una chiave. */ 
protected void checkKeyCK k) { 

if (k == null) throw new InvalidKeyExceptionC Chiave non valida: null. "); 
I 
/** Funzione hash cha applica il metodo MAD al codice hash di default. */ 
public int hashValue(K key) { 

return Math.abs(key.hashCode()*scale + shift) % capacity; 
I 

F R A M M E N T O DI CODICE 9 . 3 La classe HashTableMap, che implementa il TDA mappa mediante 
una tabella hash con linear probing. (Continua nel Frammento di codice 9.4.) 
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/** Restituisce il numero di entry della tabella hash. */ 
public int size( ) {return n; ) 
/** Controlla se la tabella è vuota. */ 
public boolean isEmptyO { return (n == 0); } 
/** Restituisce un oggetto iterabile contenente tutte le chiavi. */ 
public Iterable<K> keysO I 

PositionList<K> keys = new NodePositioriList<K>0; 
for(inti=0; i<capacity; 1++) 

if ((bucket[i] 1= null) 8e8e Cbucket[i] 1= AVAILABLE)) 
keys. addLast(bucket[i] • getKey ( )) ; 

return keys; 
l 
/** Metodo di ricerca ausiliario - restituisce l'indice della chiave trovata 
* oppure - (a + 1), 
* in cui a è l'indice di ima cella vuota o disponibile. */ 

protected int findEntryCK key) throws InvalidKeyException { 
int avail = -1 ; 
checkKeyCkey); 
int i = hashValue(key); 
int j = 1; 
do { 

Entiy<K,V> e = bucket[i]; 
if ( e == nuli) { 

if (avail < 0) 
avail = 1; / / chiave non in tabella 

break; 
} 
if (key.equals(e.getKeyO)) / / chiave trovata 

return i; / / chiave trovata 
if (e == AVAILABLE) { / / bucket disattivato 

if (avail < 0) 
avail = i; / / ricorda che questo slot è disponibile 

( 
i = (i + 1) % capacity; / / continua la ricerca 

1 while (i 1= j); 
return - (avail + 1); / / prima cella vuota o disponibile 

1 
/** Restituisce il valore associato a una chiave. */ 
public V get (K key) throws InvalidKeyException { 

lut i =findEntry(key); / / metodo ausiliario per trovare una chiave 
if (i < 0) return nuli; / / non c'è nessun valore per questa chiave 
returnbucket[i].getValue(); / / restituisce il valore trovato in questo caso 

F R A M M E N T O DI CODICE 9 . 4 La classe HashTableMap, che implementa il TDA mappa mediante 
una tabella hash con linear probing. (Continua nel Frammento di codice 9.5.) 



© 9 7 8 - 8 6 - 0 8 - 0 7 0 3 7 - 1 

/** Mette una coppia chiave-valore nella mappa, sostituendo quella 
precedente, se esiste. */ 

public V put (K key, V value) throws InvalidKeyException { 
int i = findEntryCkey); / / t rova il punto adatto a questa entry 
if Ci >= 0) / / questa chiave ha un valore precedente 

return CCHashEntry<K,V>) bucket[i]).setValueCvalue); / / fissa nuovo 
/ / valore 

if (n >= capacity/2) { 
rehashC); / / rehash per mantenere il fattore di carico <= 0.5 
i = findEntry(key); / / t rova di nuovo il punto adatto a questa entry 

} 
b u c k e t [ - i - 1] = new HashEntry<K,V>Ckey, value); / / converte all'indice 

/ / appropriato 
n++; 
return nuli; / / non c'era valore precedente 

) 
/** Raddoppia la dimensione della tabella hash e riapplica la funzione 

hash a tutte le entry. */ 
protected void rehashC ) { 

capacity = 2*capacity; 
Entry<K,V>[] old = bucket; 
bucket = CEntry<K,V>[]) new Entry [capacity] ; / / i l nuovo bucket è 

/ / due volte maggiore 
java.util.Random rand = new java.util.RandomC); 
scale = rand.nextlntCcapacity - 1) + 1; / / nuovo fattore di scala hash 
shift = rand.nextlntCcapacity); / / nuovo fattore di spostamento hash 
for Cint i=0; i<old.length; i++) { 

Entry <K,V> e = old[i]; 
if CCe 1= nuli) &?&? ce != AVAILABLE)) ( / / una entry valida 

i n t j = - 1 - •ndEntryCe.getKeyC )); 
bucket[j] = e; 

} 
} 

) 
/** Elimina la coppia chiave-valore con chiave specificata. */ 
public V remove CK key) throws InvalidKeyException { 

int i = findEntryCkey); / / t rova prima questa chiave 
if Ci < 0) return nuli; / / nulla da cancellare 
V toReturn = bucket[i].getValueC); 
bucket [i] = AVAILABLE; / / contrassegna questa cella come disattivata 
n—; 
return toReturn; 

ì 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 9 . 5 La classe HashTableMap, che implementa i lTDA mappa mediante 
una tabella hash con linear probing. (Continuazione del Frammento di codice 9.4.) Sono stati 
omessi i metodi va luesO e entriesO perché simili a keysQ. 
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implementa il TDA mappa, impiega il valore di soglia 0,75 come massimo fattore di 
carico di default e riapplica la funzione hash ogni volta che il fattore di carico supera 
questo valore (oppure un fattore di carico definito dall'utente). La scelta di 0,75 va 
bene per la concatenazione separata (che corrisponde all'implementazione in 
java.util.HashMap), ma, come si vedrà nell'Esercizio C-9.9, alcuni schemi a indiriz-
zamento aperto potrebbero diventare critici per X > 0,5.1 dettagli dell'analisi del caso 
medio esulano dallo scopo di questo libro, ma la base probabilistica di questa analisi 
è del tutto intuitiva. A una buona funzione hash si richiede una distribuzione unifor-
me delle entry nelle N celle del bucket array. Allora, per memorizzare n entry, il nu-
mero atteso di chiavi in un bucket è Tn/A l̂ che è 0( 1) se n è O(N). 

Con la concatenazione separata, all'approssimarsi di X a 1, la probabilità di colli-
sioni si avvicina anch'essa a 1, provocando un sovraccarico per le restanti operazio-
ni, poiché è necessario passare a metodi in tempo lineare, basati su liste nei bucket 
soggetti a collisioni. Naturalmente, nel caso peggiore, una funzione hash inadeguata 
può trasformare ogni entry nello stesso bucket. Ciò comporta una prestazione in 
tempo lineare per tutte le operazioni sulla mappa, ma ciò è improbabile. 

Con l'indirizzamento aperto, d'altra parte, quando il fattore di carico X supera il 
valore 0,5 e comincia ad avvicinarsi all'unità, i raggruppamenti di entry nel bucket 
array iniziano a crescere allo stesso modo. Questi raggruppamenti provocano un 
«rimbalzo attorno» al bucket array delle strategie di probing per un considerevole 
intervallo di tempo prima di giungere al termine. 

Pertanto il mantenimento del fattore di carico al di sotto di una determinata so-
glia è di vitale importanza per gli schemi a indirizzamento aperto e interessa anche 
il metodo di concatenazione separata. Se il fattore di carico di una tabella hash sale 
significativamente al di sopra di un valore di soglia specificato, allora aumenterà la 
frequenza di richiesta di ridimensionamento delle tabelle (per riottenere il fattore 
di carico specificato) e di collocazione degli oggetti in questa nuova tabella. Quan-
do si riapplica la funzione hash (rehashing) alla nuova tabella, è auspicabile che la 
dimensione della nuova tabella sia almeno doppia rispetto a quella della preceden-
te. Una volta allocato questo nuovo bucket array, bisogna definire una nuova fun-
zione hash, possibilmente calcolando nuovi parametri. Poi si reinseriscono tutte le 
entry dal vecchio array in quello nuovo utilizzando questa nuova funzione hash. 
Nella nostra implementazione di una tabella hash con linear probing data nei Fram-
menti di codice 9.3-9.5, la ripetizione della funzione hash è impiegata per mantene-
re il fattore di carico minore o uguale a 0,5. 

Anche con hash periodici, una tabella hash è un mezzo efficiente per l'imple-
mentazione di una mappa. Se si raddoppia sempre la dimensione della tabella con 
ogni ripetizione dell'operazione di hash, allora si può ammortizzare il costo della ri-
petizione con il risparmio per la sistemazione delle entry nella prima posizione pro-
vata (si veda il Paragrafo 6.1.4). Ogni ripetizione della funzione hash sparge gene-
ralmente le entry in tutto il nuovo bucket array. 

9.2.8 Applicazione: conteggio della frequenza di parole 
Come caso di studio elementare di utilizzo di una tabella hash, si consideri il pro-
blema del conteggio dei numeri di ricorrenze di diverse parole in un documento, 
che si presenta, per esempio, quando gli esperti studiano i discorsi politici alla ricer-
ca di argomenti. Una tabella hash è una struttura dati ideale, in questo caso, poiché 
come chiavi si possono usare le parole e come valori i conteggi di parole. Nel Fram-
mento di codice 9.6 è mostrata questa applicazione. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
9 . 6 
Programma che 
conteggia la frequenza 
di parole in un 
documento e stampa 
la più frequente. 
Il documento è 
analizzato con la classe 
Scanner, per la quale 
si cambia il 
delimitatore per 
separare i token 
da spazio bianco 
a ogni carattere 
diverso dalle lettere. 
Si trasformano tutte 
le lettere in minuscole. 

Import java.io.*; 
import java.util. Scanner; 
import net. datastructures. * ; 
/** Programma che conteggia le parole in un documento e stampa 
* la più frequente. */ 

public class WordCount { 
public static void maln(Strlng[ ] args) throws IOException { 

Scanner doc = newScanner(System.in); 
doc.useDellmlter( " [Aa-zA-Z] " ); / / ignora i caratteri diversi dalle lettere 
HashTableMap<String,Integer> h = new 

HashTableMap<String,Integer>( ); 
String word; 
Integer count; 
while (doc.hasNextO) { 

word = doc.nextO; 
if (word.equalsC "» continue; / / ignora le stringhe nulle 

/ / tra i delimitatori 
word = word.toLowerCaseO; / / ignora le maiuscole 
count = h.get(word); / / prende il conteggio precedente di questa parola 
if (count == null) 

h.put(word, 1); / / l'autoboxing lo consente 
else 

h.put(word, ++count); / / l'autoboxing/unboxing lo consente 
1 
int maxCount = 0; 
String maxWord = "nessuna parola" ; 
for (Entry<String,Integer> ent : h.entriesO) { / / trova la parola 

/ / con massimo conteggio 
if (ent.getValueO > maxCount) { 

maxWord = ent.getKeyO; 
maxCount = ent.getValueO; 

1 
1 
System.out.prlntC'La parola più frequente è \ " " + maxWord); 
System.out.prlntln( " , \ " che ricorre un numero di volte = 

" + maxCount + "."); 

9.3 II dizionario come tipo di dato astratto 

Similmente a una mappa, un dizionario contiene le coppie chiave-valore (k, v), chia-
mate entry, in cui k è la chiave e v il valore. In modo analogo, un dizionario prevede 
che le chiavi e i valori siano oggetti di tipo qualsiasi. Però, mentre una mappa è fon-
data sull'unicità delle chiavi per le entry, un dizionario ammette che diverse entry 
abbiano la stessa chiave, come avviene in un dizionario reale, che prevede per la 
stessa parola più definizioni diverse. 
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Si distinguono due tipi di dizionario, il dizionario ordinato e il dizionario non 
ordinato. Nel dizionario ordinato, si ipotizza che sia definita una relazione d'ordine 
totale per le chiavi mediante un comparatore e si prevedono metodi aggiuntivi che 
usano questo ordinamento (si veda il Paragrafo 9.5.2). In un dizionario non ordina-
to, invece, non sussiste alcuna relazione d'ordine tra le chiavi: si utilizza solo un test 
di uguaglianza delle chiavi. Inoltre i metodi inclusi nel tipo di dato astratto del di-
zionario non ordinato formano un sottoinsieme proprio di quelli compresi nel TDA 
dizionario ordinato. 

In quanto TDA, un dizionario (non ordinato) D supporta i seguenti metodi: 

size( ): Restituisce il numero di entry contenute in D. 
isEmpty( ): Controlla se D è vuoto. 

find(Jr): Se D contiene una entry avente chiave uguale a k, allora re-
stituisce questa entry, altrimenti restituisce nuli. 

findAll(Jc): Restituisce un iteratore per tutte le entry aventi chiave 
uguale a k. 

insert(ic, v): Inserisce in D una entry avente chiave uguale a k e valore 
uguale a v, restituendo la entry creata. 

remove(e): Elimina da D una entry e, restituendo la entry eliminata op-
pure nuli se e non è compresa in D. 

entriesQ: Restituisce un insieme iterabile delle entry chiave-valore 
contenute in D. 

Si osservi che le operazioni su un dizionario fanno uso esplicito di entry che sono le 
coppie chiave-valore contenute nel dizionario. Si ipotizza che ogni entry sia dotata 
dei metodi key( ) e value( ) per accedere, rispettivamente, alle proprie componenti 
chiave e valore. 

Quando il metodo find(ir) non produce alcun risultato (cioè non esiste nessu-
na entry con chiave uguale a k), si introduce la convenzione di restituire la senti-
nella nuli. Si potrebbe anche accettare la convenzione alternativa di sostituzione 
di uno speciale oggetto marca. Un'altra scelta, naturalmente, potrebbe essere 
quella di lanciare un'eccezione quando si inoltra richiesta di una chiave che non 
esiste nel dizionario. Probabilmente usare eccezioni in questo caso non è molto 
appropriato, giacché è normale cercare qualche termine che potrebbe non essere 
contenuto nel dizionario. Inoltre, lanciare e gestire un'eccezione è un processo ti-
picamente più lento della verifica di una sentinella; quindi è più efficiente e «puli-
to» adoperare una sentinella. 

Si osservi che, per come è stato definito, un dizionario D può contenere entry 
differenti con chiavi uguali. In questo caso, l'operazione find(A:) restituisce una 
entry arbitraria (k, v) avente chiave uguale a k. Si accenna al fatto che il TDA di-
zionario non deve essere confuso con la classe astratta java.util.Dictionary, che 
corrisponde al TDA mappa trattato in precedenza e che attualmente è conside-
rato obsoleto. 

ESEMPIO 9.2 Nel seguente esempio è descritto l'effetto di una serie di operazio-
ni su un dizionario inizialmente vuoto, che contiene entry con chiavi intere e va-
lori a un solo carattere. 



Operazione Output Dizionario 
lnsert(6,A) (SA) {(5,A» 
lnsert(7,fl) (7 ,8) «5,A), (7,8)} 
lnsert(2,£7) (2,0 «5,A), (7,8), (2,0} 
Insertes, D) (8.D) «5,/U (7.B). (2,0, (8,0)} 
lnsert(S,£) (2,£) «5,A), O.B), (2,0, (8,0), (2,£)} 

find(7) (7 ,8) {(5,A), (7,8), (2,0, (8,0), (2,£)} 
find(4) nuli {(5,A), (7,8), (2,0, (8,0), (2,£)} 
flnd(2) (2,0 {(5,A), (7,8), (2,0, (8,0), (2,E)} 

findAU(2) {(2,0, (2,£)J {(5,/A), (7,8), (2,0, (8,0), (2,£)} 
sizeO 5 ((5,A), (7,8), (2,0, (8,0), (2,5)} 

remove(flnd(5)) (5 A) {(7,8), (2,0, (8,0), (2,£)} 
find(6) null ((7,6), (2,0, (8,0), (2,£)} 

9.3.1 Dizionari basati su liste e audit trail 
Un semplice modo per realizzare un dizionario utilizza una lista non ordinata per 
contenere le entry chiave-valore. Questa implementazione comunemente è chiama-
ta log file (file agenda) o audit trail (traccia di controllo). Le applicazioni prima-
rie degli audit trail sono quelle situazioni nelle quali si desidera archiviare dati 
strutturati. Per esempio, molti sistemi di database finanziari contengono un diziona-
rio di tutte le transazioni condotte fatto nel modo che stiamo descrivendo. Analoga-
mente, molti programmi di un sistema operativo, come quelli dei Web server e di lo-
gin remoto, memorizzano log file di tutte le richieste processate su Internet. Lo sce-
nario tipico in tali applicazioni è caratterizzato dal fatto che ci sono molti inseri-
menti nel dizionario, ma poche ricerche. Per esempio, una ricerca su un log file di un 
sistema operativo viene avviata di solito soltanto dopo che si sia verificato un erro-
re, come un crash di sistema. Per questo motivo, un dizionario basato su una lista 
permette inserimenti semplici e rapidi, possibilmente a spese del tempo di ricerca, 
immagazzinando le entry di un dizionario in ordine sparso (Figura 9.6). 

• Implementazione di un dizionario mediante lista non ordinata 
Si suppone che la lista S utilizzata per un dizionario basato su lista sia implementata 
con una lista doppiamente collegata (si veda il Paragrafo 5.2.4). Si fornisce una de-
scrizione in pseudocodice dei principali metodi del dizionario per una implementa-

F I G U R A 9 . 6 
Realizzazione 
di un dizionario D 
mediante un log file. 
Nell'illustrazione 
compaiono solo le 
chiavi del dizionario, 
per evidenziare 
l'implementazione 
mediante lista non 
ordinata. 

La successiva inserzione deve essere fatta alla fine 



Algoritmo findAU(i): 
Input Una chiave k 
Output: Un iteratore di ent ry con chiave uguale a k 
Crea una Hata L Inizialmente vuota 
f o r e a c h entry e In D.entriesO do 
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9 . 7 
Alcuni dei principali 
metodi di un 
dizionario D, 
implementato 
mediante una lista 
non ordinata S. if e.getKeyO = k then 

L.addLast(e) 
return L {gli elementi di L sono le entry selezionate) 

Algoritmo inserte^, v): 
Input: Una chiave k e u n valore v 
Output: La entry (k, v) aggiunta a D 
Crea una nuova ent ry e = (k, ri) 
Call S.lnsertLast(e) (S non è ordinata) 
return e 

Algoritmo remove(e): 
Input: Una entry e 
Output: La ent ry eliminata e o nuli se e non appartiene a D. 
{Qui non si suppone che e contenga la sua posizione in S) 
f o r e a c h position p in S.positionsC) do 

if p. e l e m e n t o = e then 
Call S.removeCp) 
return e 

return nuli {non esiste nessuna entry e in D) 
Algoritmo entr iesO: 

Input: Nulla 
Output: Un Insieme iterabile delle ent ry del dizionario D 
return S {gli elementi di S sono le entry del dizionario D) 

zione basata su lista nel Frammento di codice 9.7. In questa semplice implementazio-
ne non si fa l'ipotesi che una entry memorizzi un riferimento alla sua posizione in 5. 

• Analisi di un dizionario basato su lista 
Lo spazio richiesto per implementare mediante una lista un dizionario con n entry è 
O(n): infatti le strutture dati linked list occupano uno spazio di memoria propor-
zionale alle loro dimensioni. In più, con questa implementazione del TDA dizionario, 
si può realizzare l'operazione di insert(Jr, v) in modo semplice ed efficace, con una 
singola chiamata al metodo addLast sulla lista S, che aggiunge semplicemente la nuo-
va entry alla fine della lista. Pertanto si può ottenere un tempo 0(1) per l'operazione 
di insertili, v) applicata su D. 

Sfortunatamente, questa implementazione non permette una esecuzione effi-
ciente del metodo find. Una operazione find(Jc) richiede, nel caso peggiore, lo scor-
rimento dell'intera lista 5, per esaminare ciascuna delle n entry. Per esempio, si può 
introdurre un iteratore della posizione in 5, che si fermi non appena sia stata trova-
ta una entry con chiave uguale a k (oppure quando si raggiunge la fine della lista). 
Il caso peggiore per il tempo di esecuzione di questo metodo si verifica, ovviamen-
te, quando la ricerca non dà risultato e si raggiunge la fine della lista dopo aver esa-
minato n entry. Allora il metodo find richiede un tempo di esecuzione 0(n). 



Analogamente, nel caso peggiore è necessario un tempo proporzionale a n per 
eseguire una operazione di remove(e) su D se si suppone che le entry non tengono 
traccia della loro posizione in S. Allora il tempo di esecuzione per una remove(e) è 
0(n). In alternativa, utilizzando le entry consapevoli della posizione si può eseguire 
una remove(e) in un tempo 0(1) (si veda il Paragrafo 9.5.1). 

L'operazione di findAU richiede sempre uno scorrimento dell'intera lista 5 e 
quindi viene eseguita in tempo O(n). Per maggior precisione, ricorrendo alla nota-
zione Theta-grande (Paragrafo 4.2.3) si dice che questa operazione di findAU è ese-
guita in tempo &(n) poiché essa richiede un tempo proporzionale a n sia nei caso 
migliore che in quello peggiore. 

Concludendo, l'implementazione di un dizionario mediante una lista non ordi-
nata permette inserimenti rapidi a spese di un rallentamento nelle ricerche e nelle 
eliminazioni. Per questa ragione si farà ricorso a tale implementazione esclusiva-
mente quando si deve implementare un dizionario piccolo oppure con un numero 
di inserimenti grande rispetto a quello delle cancellazioni e delle ricerche. Natural-
mente circostanze di questo tipo si presentano esattamente nei database di archivi e 
nelle transazioni di un sistema operativo. 

Ci sono peraltro molte altre situazioni in cui il numero di inserimenti in un dizio-
nario è pressappoco proporzionale al numero di ricerche e di cancellazioni e, in questi 
casi, l'implementazione mediante lista è evidentemente inadeguata. L'implementa-
zione di un dizionario non ordinato, di cui si tratterà di seguito, può essere utilizzata, 
comunque, per ottenere veloci inserimenti, eliminazioni e ricerche in molti casi simili. 

9.3.2 Implementazione di un dizionario mediante tabella hash 
Si può utilizzare una tabella hash per implementare il TDA dizionario, esattamente 
come è stato fatto per il TDA mappa. La differenza fondamentale, naturalmente, è 
che il dizionario permette la presenza di entry con chiavi duplicate. Assumendo che 
il fattore di carico dalla tabella hash considerata sia mantenuto minore di 1, che la 
funzione hash distribuisca quasi uniformemente le entry e che si utilizzi la conca-
tenazione separata per risolvere le collisioni, allora si può raggiungere una presta-
zione in tempo 0(1) per i metodi find, remove e insert e 0 (1 + m) per il metodo 
findAU, in cui m è il numero delle entry restituite. 

Si possono ulteriormente semplificare gli algoritmi per l'implementazione di 
questo dizionario qualora si ipotizzi di avere un dizionario basato su lista contenen-
te le entry in ogni cella nel bucket array A Tale ipotesi deve essere tenuta in conto 
insieme all'impiego della concatenazione separata, perché ogni cella deve essere 
una lista. Questo approccio ci permette di implementare i principali metodi del di-
zionario come mostrato nel Frammento di codice 9.8. 

9.3.3 Tabelle di ricerca ordinata e ricerca binaria 
Se le chiavi di un dizionario D derivano da un ordinamento totale, si possono me-
morizzare le entry di D in una array list S in un ordine non decrescente per le chiavi 
(Figura 9.7). Se S è una array list invece che una lista allora l'ordinamento delle 
chiavi nell'array list S permetterà una ricerca più veloce rispetto all'implementazio-
ne mediante una linked list. Senza dubbio, la ricerca in una tabella hash è un'opera-
zione efficiente. Però il tempo della ricerca nel caso peggiore non è migliore di 
quello di una linked list e, in alcune applicazioni, come i processi in tempo reale, è 
necessario garantire un limite di tempo anche nel caso peggiore. L'algoritmo veloce 



Algoritmo Insértele, v): 
Input: Una chiave k e un valore v 
Output: La entry (Jr, v) aggiunta a D 
if (n + 1) / N> 1 then 

Raddoppia la dimensione di A e riapplica la funzione hash a tutte 
le entry esistenti 

e A[JJ(JC)]. insertek, v) 
n «- (n + 1) 
return e 

Algoritmo findAll(Jc): 
Input. Una chiave k 
Output. Un iteratore di entry con chiave uguale a k 
return A[ii(Jr)].findAll(ic) 

Algoritmo remove(e): 
Input. Una entry e 
Output. La entry eliminata e o null se e non appartiene a D. 
t <- A[ù(k)]. remove(e) 
if t* null then 

n <- (n - 1 ) 
return t 

F R A M M E N T O DI CODICE 
9 . 8 
Alcuni dei principali 
metodi di un 
dizionario D, 
implementato 
mediante una tabella 
hash che fa uso di un 
bucket array A e una 
lista non ordinata per 
ogni cella in A . 
Si utilizza n per 
denotare il numero 
delle entry di D, N per 
denotare la capacità 
di A e \ per denotare 
il massimo fattore 
di carico per la tabella 
hash. 

per la ricerca in una array list ordinata, di cui si è parlato in questo sottoparagrafo, 
fornisce una valida garanzia relativa al caso peggiore del tempo di esecuzione. Così 
in alcune applicazioni potrebbe essere preferibile a una tabella hash. Si fa riferi-
mento a questa implementazione di un dizionario mediante una array list ordinata 
con la dizione di tabella di ricerca ordinata. 

Lo spazio di memoria richiesto da una tabella di ricerca ordinata è O(n): esso è si-
mile a quello richiesto dall'implementazione di un dizionario basata su lista (Para-
grafo 9.3.1) in cui si sia supposto di far variare le dimensioni dell'array che supporta 
l'array list S per mantenerne la dimensione proporzionale al numero di entry di 5. 
Diversamente da una lista non ordinata, in ogni caso, l'esecuzione di aggiornamenti 
in una tabella di ricerca richiede una quantità considerevole di tempo. In particolare, 
l'esecuzione di un'operazione inserte Jr, v) in una tabella di ricerca richiede un tempo 
0(n), poiché è necessario spostare verso l'alto tutte le entry dell'array list con chiave 
maggiore di k per creare spazio per la nuova entry (k, v). Osservazioni simili si appli-
cano alle operazioni remove(Jr), poiché richiede un tempo 0(n) lo spostamento di 
tutte le entry dell'array list con chiave maggiore di k per colmare il «buco» lasciato 
dalla entry (o dalle entry) eliminata. La tabella di ricerca è pertanto una implementa-
zione inferiore rispetto a quella con log file in termini di tempo di esecuzione nel caso 
peggiore delle operazioni di aggiornamento di un dizionario. D'altra parte, in una ta-
bella di ricerca si può eseguire il metodo find molto più velocemente. 

0 1 2 3 4 5 6 7 e 9 10 

4 6 9 12 15 16 18 28 34 

FIGURA 9 . 7 Realizzazione di un dizionario D mediante una tabella di ricerca ordinata. 
Vengono mostrate soltanto le chiavi di questo dizionario, per evidenziare il loro ordinamento. 



• Ricerca binaria 
Un vantaggio significativo nell'utilizzo di una array list 5 basata su un array ordina-
to per l'implementazione di un dizionario D con n entry è costituito dal fatto che 
l'accesso a un elemento di S mediante il suo indice richiede un tempo O(l). Si ri-
chiama dal Paragrafo 5.1 il fatto che l'indice di un elemento di una array list è il nu-
mero di elementi che lo precedono. Pertanto il primo elemento di S ha indice 0 e 
l'ultimo elemento ha indice n - 1. 

Gli elementi contenuti in S sono le entry del dizionario D, ed essendo S ordina-
ta, la entry all'indice i ha una chiave non più piccola delle chiavi delle entry relative 
ai ranghi 0,..., / - l e non più grande delle chiavi delle entry relative ai ranghi i + 1, 
..., n - 1. Questa osservazione ci consente di condurre velocemente a termine la ri-
cerca di una chiave le applicando una variante del gioco per bambini «alto-basso». 
Una entry di D viene chiamata candidata se, al presente stato della ricerca, non si 
può escludere che questa entry abbia una chiave uguale a k. L'algoritmo contiene 
due parametri, low (basso) e high (alto), in modo tale che tutte le entry candidate 
abbiano un indice almeno uguale a low e al più uguale a high in S. Inizialmente 
low = 0 e high = n - 1. Allora si confronta k con la chiave della candidata interme-
dia e, ovvero con la entry e avente indice 

mid = L(low + high)/2j 
Si considerano tre casi: 
• Se k = e.getKeyO, allora è stata trovata la entry che si stava cercando e la ricer-

ca termina con successo, fornendo e. 
• Se k < e.getKeyO, allora si ripete il procedimento sulla prima metà dell'array 

list, cioè sull'intervallo di ranghi da low a mid - 1. 
• Se k > e.getKeyO, allora si ripete il procedimento sull'intervallo di ranghi da 

mid + 1 a high. 
Questo metodo si chiama ricerca binaria ed è descritto in pseudocodice nel Fram-
mento di codice 9.9. L'operazione find(lc) su un dizionario con n entry implementa-
to mediante una array list ordinata S consiste in una chiamata BinarySearch(S, k, 0, 
n - 1). Si illustra l'algoritmo di ricerca binaria nella Figura 9.8. 
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9 . 9 
Ricerca binaria in una 
array list ordinata. 

Algoritmo BinarySearch(S, k, low, high): 
Input: Una array list ordinata S contenente n entry e due interi 

low e high 
Output: Una entry di S avente chiave uguale a k e indice compreso 

tra low e high, se esiste tale entry, altrimenti nuli, 
if low > high then 

return null 
else 

mid <- L(low + high)/2j 
e <- S.elemAtRank(mid) 
if k = e.keyO then 

return e 
else if k < e.key( ) then 

return BinarySearchCS, k, low, mid - 1) 
else 

return BinarySearch (S, k, mid + 1, high) 
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F I G U R A 9 . 8 
Esempio di ricerca 
binaria per effettuare 
l'operazione find(22) 
in un dizionario avente 

chiavi intere, 
implementato 
mediante una array list 

arta^. Ver semplicità 
vengono mostrate 
le chiavi memorizzate 
nel dizionario ma non 
le intere entry. 

Considerando il tempo di esecuzione della ricerca binaria, si osserva che, a ogni 
chiamata ricorsiva del metodo BinarySearch, è eseguito un numero costante di ope-
razioni ricorsive. Quindi il tempo di esecuzione è proporzionale al numero di chiama-
te ricorsive effettuate. Un fatto importante è che a ogni chiamata ricorsiva il numero 
di entry candidate ancora a essere ricercate nell'array list 5 è dato dal valore 

high - low + 1 
Inoltre il numero di candidate è ridotto di almeno la metà a ogni chiamata ricorsiva. 
In particolare, dalla definizione di mid, il numero di candidate rimanenti può essere: 

(mid - 1 ) - low + 1 = I l 0 W + ^ I - low < ^ Z ^ H 

high - low + 1 
oppure 

high - (mid + 1) + 1 = high - l 0 W + M g h 

Inizialmente il numero di entry candidate è uguale a n\ dopo la prima chiamata a 
BinarySearch il numero è al più uguale a ni2; dopo la seconda chiamata questo nu-
mero è al più uguale a ni4 e così via. In generale, dopo l'i-esima chiamata a Binary-
Search, il numero di entry candidate che rimangono è al più n/2'. Nel caso peggiore 
(di ricerca infruttuosa), le chiamate ricorsive si fermano quando non ci sono più en-
try candidate. Quindi il massimo numero di chiamate ricorsive effettuate è il più 
piccolo intero n tale che 

n/2m < 1 
In altre parole (richiamando che si omette la base di un logaritmo quando essa è 
uguale a 2), m > log n. Perciò si avrà che: 

m = Llog nj + 1 
ciò implica che la ricerca binaria è eseguita in tempo 0(log n). 

Esiste una semplice variante della ricerca binaria, la quale esegue l'operazione 
findAUCk) in tempo 0(log n + s), dove 5 è il numero di entry dell'iteratore restitui-
to. I dettagli sono lasciati per esercizio (C-9.4). 
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M e t o d o Lista Tabe l l a hash Tabe l la di ricerca 

size, isEmpty 0(1) 0 (1) 0 (1) 

entries CXn) 0(n) CXn) 

find CXn) atteso 0(1) , 
caso peggiore 0(n) 

CKlog n) 

findAll CXn) atteso 0(1 + s), 
caso peggiore CXn) 

CHIog n + s) 

Inser t 0 (1) 0 (1) m 
r e m o v e CXn) atteso 0(1) , 

caso peggiore 0{n) 
<Xn) 

TABELLA 9 . 3 Confronto tra i tempi di esecuzione dei metodi di un dizionario realizzato mediante 
lista non ordinata, tabella hash e tabella di ricerca ordinata; n denota il numero di entry 
del dizionario, N è la capacità del bucket array nelle implementazioni mediante tabelle hash 
e s denota la dimensione dell'iteratore restituito dall'operazione di findAll. L'occupazione 
di spazio di memoria è 0(n) per tutte le implementazioni, nell'ipotesi che gli array che supportano 
le implementazioni mediante tabella hash e tabella di ricerca abbiano sempre una capacità 
proporzionale al numero di entry del dizionario. 

Si può dunque utilizzare una tabella di ricerca ordinata per eseguire ricerche ve-
loci su un dizionario ma il suo impiego, per la maggior parte degli aggiornamenti di 
dizionari, può richiedere un considerevole spreco di tempo. Per tale motivo le appli-
cazioni principali delle tabelle di ricerca sono quelle situazioni in cui si prevedono 
pochi aggiornamenti del dizionario, ma molte ricerche. Come esempio di questo 
caso si potrebbe citare una lista ordinata di parole inglesi utilizzata per ordinare le 
voci di un'enciclopedia o di un file di help. 

• Confronto tra le implementazioni di un dizionario 
La Tabella 9.3 contiene un confronto tra i tempi di esecuzione dei metodi di un dizio-
nario realizzato mediante lista non ordinata, tabella hash e tabella di ricerca ordinata. 
Si osservi che una lista non ordinata permette inserimenti rapidi ma ricerche ed elimi-
nazioni lente, mentre una tabella di ricerca permette ricerche veloci, ma inserzioni ed 
eliminazioni lente. Tra parentesi, nonostante non se ne sia fatto cenno esplicito, si os-
serva che una lista ordinata, implementata mediante lista doppiamente linkata, è lenta 
nell'esecuzione di quasi tutte le operazioni del dizionario (si veda l'Esercizio R-9.2). 

9 . 4 Skip list 

Una struttura dati degna di attenzione al fine di realizzare efficientemente il TDA 
dizionario è la skip list. Questa struttura dati effettua scelte causali nel disporre le 
entry in modo tale che i tempi di ricerca e di aggiornamento siano in media 0(log 
n), con n uguale al numero di entry del dizionario. È interessante osservare che la 
nozione di complessità temporale media qui introdotta non dipende dalla distribu-
zione di probabilità delle chiavi dell'input, ma dall'utilizzo di un generatore casuale 
di numeri nell'implementazione delle inserzioni per aiutare a decidere dove inserire 
la nuova entry. Il tempo di esecuzione è mediato su tutti i possibili risultati dei nu-
meri casuali utilizzati nell'inserimento di entry. 

Per il loro utilizzo estensivo nei giochi elettronici, nella crittografia e nelle simu-
lazioni, i metodi di generazione di numeri che possano essere visti come numeri ca-



suali sono parte integrante nella grande maggioranza dei computer moderni. Alcuni 
metodi, chiamati generatori di numeri pseudocasuali, generano deterministicamen-
te numeri di tipo casuale, a cominciare da un numero iniziale detto seme. Altri me-
todi utilizzano dispositivi hardware per estrarre «veri» numeri casuali. In ogni caso, 
si suppone che il computer possa accedere a numeri che sono sufficientemente ca-
suali per l'analisi che si intende condurre. 

Il principale vantaggio nell'impiego della casualità (o randomizzazione) nel 
progetto di strutture dati e algoritmi consiste nel fatto che le strutture e i meto-
di che ne derivano sono di solito semplici ed efficienti. Si può concepire una 
semplice struttura dati casuale, detta skip list, che ha le stesse limitazioni logarit-
miche del tempo di esecuzione di un algoritmo ricerca binaria, dal quale è otte-
nuta. La differenza consiste nel fatto che i limiti sono dei valori attesi per la skip 
list, mentre sono limiti del caso peggiore per una ricerca binaria in una tabella di 
look-up. D'altra parte, le skip list sono molto più veloci delle tabelle di look-up 
nelle operazioni di aggiornamento di un dizionario. Una skip list S per un dizio-
nario D è formata da una serie di liste (5 0, 5 1 ? ..., SJ . Ogni lista 5, contiene un 
sottoinsieme delle entry di D ordinate per chiave non decrescente e, inoltre, due 
entry aventi due chiavi speciali, denotate con e dove è minore di ogni 
possibile chiave che possa essere inserita in D e è maggiore di ogni possibile 
chiave che possa essere inserita in D. Inoltre le liste in S soddisfano le seguenti 
proposizioni: 
• La lista S 0 contiene tutte le entry del dizionario D (più le entry speciali con chia-

vi -«> e +00). 
• Per i = 1, . . . , h - 1 la lista 5, contiene (oltre a e un sottoinsieme generato 

casualmente delle entry della lista S, ^ . 
La lista Sh contiene solamente - • e +00. 

Un esempio di skip list è mostrato in Figura 9.9. È consuetudine visualizzare una 
skip list 5 con la lista nello strato S0 più basso e le liste S„ ..., Sh sopra di essa. Si os-
servi anche che il valore h è chiamato altezza della skip list 5. 

Intuitivamente le liste sono organizzate in modo che 5, + , contenga più o meno 
tutte le stesse entry contenute in 5,. Come si vedrà in maggior dettaglio per il meto-
do di inserimento, le entry contenute in 5, + , sono scelte a caso tra le entry contenu-
te in Sj ipotizzando che ogni entry di 5, sia anche in 5, + , con probabilità 1/2. In altri 
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FIGURA 9 . 9 Esempio di skip list contenente 10 entry. Per semplicità si mostrano solo le chiavi delle entry. 
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termini, è come se si lanciasse una monetina per ogni entry di 5, e si mettesse questa 
entry in 5, + , se esce «testa». Allora si suppone che ci siano circa ni2 entry in 5,, n/4 
in S 2 , e in generale ni2' in 5,. In altre parole, si prevede che l'altezza h di 5 sia circa 
uguale a log n. Il dimezzamento del numero delle entry nel passaggio da una lista a 
quella superiore non è una proprietà esplicita e obbligatoria per le skip list; è invece 
applicata la randomizzazione. 

Mediante l'astrazione di posizione già usata per liste e alberi, si può vedere una 
skip list come un insieme bidimensionale di posizioni organizzate orizzontalmente 
in livelli e verticalmente in torri. Ogni livello è una lista S, e ogni torre contiene po-
sizioni in cui sono memorizzate le stesse entry sulle diverse liste consecutive. Le po-
sizioni in una skip list possono essere attraversate con le seguenti operazioni: 

next(p): Restituisce la posizione che segue p sullo stesso livello. 
prev(p): Restituisce la posizione che precede p sullo stesso livello. 

below(p): Restituisce la posizione che sta sotto p nella stessa torre. 
above(p): Restituisce la posizione che sta sopra p nella stessa torre. 

Si usa la convenzione che le operazioni qui sopra elencate restituiscano una posizio-
ne nuli se la posizione richiesta non esiste. Senza scendere in dettagli, si osserva che 
una skip list può essere facilmente implementata mediante una struttura collegata 
che consenta ai metodi di attraversamento elencati di essere eseguiti in 0(1), data 
una posizione p nella skip list. Questa struttura collegata è essenzialmente un insie-
me di h liste doppiamente collegate, allineate come torri, che sono anch'esse liste 
doppiamente collegate. 

9.4.1 Operazioni di ricerca e aggiornamento in una skip list 
La struttura dati skip list consente l'utilizzo di algoritmi di ricerca e aggiornamento 
per un semplice dizionario. In effetti tutti gli algoritmi di ricerca e di aggiornamento 
delle skip list sono basati su un elegante metodo, SkipSearch, che prende una chia-
ve A: e trova la posizione p della entry e della lista S ( ) tale che e abbia la più grande 
chiave maggiore o uguale a k (che è probabilmente -<*>). 

• Ricerca in una skip list 
Si supponga di avere una chiave di ricerca k. Il metodo SkipSearch comincia collo-
cando una variabile di posizione p in un posto in alto a sinistra della skip list 5, chia-
mato posizione di partenza (start position) di 5. In altri termini, la posizione di par-
tenza è quella posizione in Sh che contiene la entry speciale avente chiave Poi si 
eseguono i passi successivi (Figura 9.10), in cui keyCp) denota la chiave della entry 
in posizione p: 
1. Se S.belowCp) è nullo, allora la ricerca termina: ci si trova sullo strato più basso 

e si sono sistemate le più grandi entry di S aventi chiavi minori o uguali della 
chiave di ricerca k. In caso contrario, si scende al livello successivo più basso nel-
la torre corrente ponendo p S.belowCp). 

2. A partire dalla posizione p, si sposta p in avanti fino a raggiungere la posizione 
più a destra sul livello corrente tale che key(p) < k. Questo passo è detto di 
scansione in avanti. Si osservi che questa posizione esiste sempre, poiché ogni li-
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FIGURA 9 . 1 0 Esempio di ricerca in una skip list. Le posizioni visitate nella ricerca della chiave 50 sono evidenziate in colore. 

vello contiene le chiavi e +«>: di fatto, dopo aver eseguito la scansione in : 
avanti per questo livello, p può rimanere nel punto di partenza. In ogni caso al i 
termine si ripete il passo precedente. 
Nel Frammento di codice 9.10 si fornisce una descrizione in pseudocodice del- ! 

l'algoritmo di ricerca delle skip list, SkipSearch. Dato questo metodo, diventa facile ! 
implementare l'operazione find(Jc): basta eseguire l'operazione p <— SkipSearch(p) i 
e controllare se key(p) = k. Se le due chiavi sono uguali, viene restituito p; in caso ! 
contrario viene restituito nuli. 

Come risulta, il tempo di esecuzione atteso dell'algoritmo SkipSearch applicato i 
a una skip list con n entry è 0(log n). La dimostrazione di questo asserto è riman- i 
data a dopo la trattazione dell'implementazione dei metodi di aggiornamento per le i 
skip list. 
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• Inserimento in una skip list 
L'algoritmo di inserimento per le skip list utilizza la casualità per stabilire l'altezza 
della torre per la nuova entry. Si comincia l'inserimento di una nuova entry (k, v) 
eseguendo un'operazione di SkìpSearch(Jf). Tale operazione ci fornisce la posizione 
della entry di livello più basso con la più grande chiave minore o uguale a k (si os-
servi che p può contenere la entry speciale avente chiave Poi si inserisce la en-
try (k, v) immediatamente dopo la posizione p. Dopo l'inserimento della new entry 

Algoritmo SkipSearch(k): 
Input. Una chiave di ricerca k 
Output: La posizione p nella lista più in basso S0 tale che la entry posta 

in p abbia la più grande chiave minore 0 uguale a k 
p s 
while below(p) * nuli do 

p below(p) {scende al livello inferiore} 
while k > key(next(p)) do 

p <r- next(p) {esegue una scansione in avanti} 
return p. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
9 . 1 0 
Ricerca in una skip 
list S . La variabile 
s contiene la posizione 
di partenza di S . 



al livello più basso, si «lancia» la monetina. Se esce «croce», si finisce qui. Se esce 
«testa», si ritorna indietro verso il precedente livello (il maggiore più vicino) e si in-
serisce la entry (k, v) in questo livello nella opportuna posizione. A questo punto si 
tira ancora la monetina; se esce testa si va al livello maggiore e si ripete. Quindi si 
continua a inserire la nuova entry (k, v) nelle liste, finché alla fine non si fa un lan-
cio in cui esce croce. Si collegano tutti i riferimenti alla nuova entry (k, v) creati con 
questo procedimento al fine di individuare la torre relativa alla nuova entry. Un 
lancio di monetina può essere simulato con il generatore di numeri pseudocasuali 
incorporato in Java java.util.Rajidom, chiamando nextlnt(2), che restituisce 0 o 1, 
ognuno con probabilità pari a 1/2. 

Il Frammento di codice 9.11 descrive l'algoritmo di inserimento per una skip list 
S e la Figura 9.11 ne dà una illustrazione grafica. L'algoritmo utilizza il metodo 
insertAfterAbove(p, q, (k, v)), che inserisce una posizione che contiene la entry 
(k, v) dopo la posizione p (sullo stesso livello di p) e sopra la posizione q, restituen-
do la posizione r della nuova entry (e stabilendo i riferimenti interni in modo tale 
che i metodi next, prev, above e below possano funzionare correttamente per p, q e 
r). Il tempo di esecuzione atteso per l'algoritmo di inserimento applicato a una skip 
list con n entry è 0(log n), come mostrato nel Paragrafo 9.4.2. 

• Cancellazione in una skip list 
Analogamente agli algoritmi di ricerca e di inserimento, l'algoritmo di cancellazio-
ne per una skip list è assai semplice. In pratica esso è ancora più facile dell'algorit-
mo di inserimento. Per eseguire una operazione di remove(Jr) si può incominciare 
eseguendo il metodo SkipSearch(Jc): se la posizione p restituita memorizza una en-
try con chiavi diverse da k, allora viene restituito nuli. In caso contrario viene can-
cellato p e tutte le posizioni al di sopra di p che sono facilmente accessibili median-

Algoritmo Skiplnsert(i,v): 
Input: Una chiave k e un valore v 
Output: Una entry inserita nella skip list 
p <r- SkipSearch(Jf) 
q <- insertAfterAbove(p, nuli, <Jc,v)) {livello più basso) 
e <— q. elemento 
i < - 0 
while coinFlipO = heads do 

1 i + 1 
if i > h then 

h <- h + 1 {aggiunge un nuovo livello alla skip list} 
F R A M M E N T O DI CODICE 
9 . 1 1 
Inserimento in una 
skip list. Il metodo 
coinFlipC ) restituisce 
«testa» oppure 
«croce»,con 
probabilità 1/2 
ciascuna. Le variabili 
n , h e s contengono 
il numero di entry, 
l'altezza e il nodo di 
partenza della skip list. 

t <- next(s) 
s <r- insertAfterAbove(null, s, (-^>,null)) 
insertAfterAbove(s, t, C+^mi!!)) 

while above(p) = nuli do 
p <— prev(s) {scansione a ritroso) 

p <- aboveCp) {salto su un livello più elevato) 
q <— insertAfterAboveCp, q, e) {aggiunge una posizione alla torre 
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FIGURA 9 . 1 1 Inserimento di una entry con chiave 42 nella skip list di Figura 9.9. Si ipotizza che i tiri casuali di monetina 
per la nuova entry abbiano avuto come risultato in una riga tre volte testa, seguite da una croce. Le posizioni visitate sono 
evidenziate in colore. Le posizioni inserite per memorizzare la nuova entry sono disegnate con linea spessa e le posizioni 
che le precedono sono segnate con un flag. 

te le operazioni di above per salire su per la torre di questa entry in 5 relativa alla 
posizione p. L'algoritmo di cancellazione è illustrato in Figura 9.12 e la sua descri-
zione dettagliata è lasciata come esercizio (R-9.16). Come si mostra nel successivo 
sottoparagrafo, l'operazione di remove in una skip list con n entry ha un tempo at-
teso di esecuzione 0(log n). 

Prima di cominciare questa analisi è preferibile esaminare alcuni aspetti minori 
dei miglioramenti da apportare a una skip list. Il primo è basato sulla considerazio-
ne che nella pratica non è necessario memorizzare riferimenti a entry a livelli della 
skip list al di sopra del livello più basso, perché sono indispensabili solo i riferimenti 
alle chiavi. Il secondo è fondato sulla effettiva inutilità del metodo above e del me-
todo prev: gli inserimenti e le cancellazioni possono essere eseguite con una tecnica 
top-down e di scansione in avanti, risparmiando spazio per i riferimenti «up» e 
«prev». I dettagli di questa ottimizzazione costituiscono l'argomento dell'Esercizio 
C-9.10. Nessuna di queste ottimizzazioni riesce a migliorare la prestazione asintoti-
ca di una skip list più di un fattore costante, anche se questi miglioramenti possono 
essere significativi in pratica. In effetti le prove sperimentali suggeriscono che le 
skip list ottimizzate sono in pratica più veloci degli alberi AVL e degli altri alberi bi-
lanciati che sono oggetto di studio del Capitolo 10. 
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FIGURA 9 . 1 2 Eliminazione di una entry avente chiave 25 dalla skip list della Figura 9.11. Le posizioni visitate dopo la ricerca 
della posizione 5 0 contenente la entry sono evidenziate in colore. Le posizioni cancellate sono indicate con linea tratteggiata. 



Il tempo atteso di esecuzione dell'algoritmo di eliminazione è 0(log n), come il-
lustrato nel Paragrafo 9.4.2. 

• Manutenzione del livello più alto 
Una skip list S deve conservare un riferimento alla posizione di partenza (quella 
nella posizione in alto a sinistra in S) come variabile d'istanza e deve mettere a pun-
to una strategia per l'inserimento di ogni nuova entry oltre il massimo livello di 5. Si 
possono seguire due approcci, ognuno con i suoi vantaggi. 

La prima possibilità è quella di porre delle restrizioni sul massimo livello, h, 
mantenendolo a un valore prefissato in funzione di n, numero delle entry corrente-
mente presenti nel dizionario (dall'analisi emergerà che h = max (10, 2Tlog «]) è 
una scelta ragionevole e assumere h = 3Tlog ri1 risulta ancora più sicuro). Per imple-
mentare questa scelta è necessario andare a modificare l'algoritmo di inserimento 
per fermare l'inserimento di una nuova posizione una volta che sia stato raggiunto 
il livello massimo (a meno che ("log n\ < flog (n + 1)1, caso nel quale si può salire al-
meno di un livello, poiché il limite sull'altezza aumenta). 

L'altra possibilità è di continuare a inserire nuove posizioni fino a quando il ge-
neratore di numeri casuali restituisce «testa». Questo è l'approccio adottato nell'al-
goritmo Skiplnsert del Frammento di codice 9.11. Nell'analisi delle skip list sarà 
mostrato che la probabilità di inserimento in un livello maggiore di 0(log n) è mol-
to bassa, cosicché anche questa scelta di progetto può funzionare bene. Ambedue le 
scelte produrranno un tempo atteso di esecuzione 0(log n) per eseguire una ricer-
ca, un inserimento e una eliminazione, come si farà vedere nel prossimo paragrafo. 

9.4.2 Un'analisi probabilistica delle skip list* 
Come precedentemente mostrato, le skip list forniscono una semplice implementa-
zione di un dizionario ordinato. In termini di prestazioni nel caso peggiore, comun-
que, le skip list non sono una struttura dati superiore. In realtà, se non si interviene 
opportunamente per impedire che un inserimento continui a superare il livello più 
alto corrente, l'algoritmo di inserimento potrebbe anche entrare in un loop pratica-
mente infinito (non è un loop infinito vero e proprio perché è nulla la possibilità 
che il lancio di una monetina dia sempre testa). Inoltre, continuando all'infinito ad 
aggiungere posizioni a una lista, si può provocare un overflow di memoria. In ogni 
caso, se si finisce di inserire posizioni al più alto livello h, il tempo di esecuzione nel 
caso peggiore per le operazioni di find, insert e remove in una skip list S con n en-
try e di altezza h è 0{n + h). Questo risultato si verifica quando la torre di tutte le 
entry raggiunge il livello h- 1, dove h è l'altezza di S. Questo evento ha comunque 
una scarsa probabilità. Sulla base di questo caso peggiore si potrebbe concludere 
che la skip list è una struttura strettamente inferiore alle altre implementazioni del 
dizionario precedentemente esaminate in questo capitolo. Ma questa non sarebbe 
un'analisi corretta,in quanto tale comportamento nel caso peggiore è una grossola-
na sovrastima. 

• Limiti di altezza di una skip list 
Un'analisi più accurata di una skip list implica un minimo utilizzo della probabilità, 
in quanto il passo di inserimento richiede l'introduzione della casualità. All'inizio 
ciò potrebbe apparire una impresa difficile, poiché un'analisi probabilistica minu-
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ziosa e completa potrebbe richiedere sofisticati strumenti matematici (e, a dire il 
vero, esistono parecchie analisi approfondite nella letterature della ricerca sulle 
strutture dati). Fortunatamente non è indispensabile un'analisi così complicata per 
poter effettuare una previsione sul comportamento asintotico di una skip list. L'a-
nalisi probabilistica informale e intuitiva condotta di seguito ricorre soltanto a con-
cetti di base di teoria della probabilità. 

Iniziamo con la determinazione del valore atteso dell'altezza h di una skip list 5 
con n entry (supponendo di non terminare troppo presto gli inserimenti). La proba-
bilità che una data entry abbia una torre di altezza i > 1 è uguale alla probabilità di 
ottenere i teste consecutive lanciando una monetina, cioè una probabilità 1/2'. 
Quindi la probabilità Pi che un livello i abbia almeno una posizione è al più 

n 
' 2' 

in quanto la probabilità che si verifichino n eventi diversi è al più uguale alla som-
ma delle probabilità che si verifichi ognuno di essi. 

La probabilità che l'altezza h di 5 sia maggiore di i è uguale alla probabilità che 
il livello i abbia almeno una posizione, cioè una probabilità non maggiore di P, . Ciò 
significa che h è maggiore di un numero, diciamo 3 log n, con una probabilità al più: 

P-* i < 3 log n - 23 log n 

n _ 1 
fi 2 

Per esempio, se n = 1000, questa probabilità è di uno su un milione di tentativi. Più 
generalmente, data una costante c> l,hè maggiore di c log n con probabilità al più 
l/nc~ Quindi la probabilità che h sia minore di c log n è almeno 1 - 1 lnc~K Allora, 
con elevata probabilità, l'altezza h di S è 0(log n). 

• Analisi del tempo di ricerca in una skip list 
Si considera di seguito il tempo di esecuzione di una ricerca in una skip list 5, richia-
mando che tale ricerca implica l'introduzione di due cicli while annidati. Il ciclo in-
terno esegue una scansione in avanti su un determinato livello di S fino a che la 
chiave successiva sia non maggiore della chiave di ricerca k, mentre il ciclo esterno 
scende al livello successivo e ripete la scansione in avanti. Poiché l'altezza h di S è 
0(log n) con elevata probabilità, il numero di passi di discesa è 0(log n) con eleva-
ta probabilità. 

Pertanto bisogna anche limitare il numero di passi di scansione in avanti. Sia n, 
il numero di chiavi esaminate durante la scansione in avanti al livello i. Si osservi 
che, dopo la chiave in posizione di partenza, ogni chiave esaminata in una scan-
sione in avanti al livello i non può appartenere anche al livello i + 1. Se qualcuna 
di queste chiavi fosse sul livello precedente, sarebbe stata trattata nel precedente 
passo di scansione in avanti. Allora la probabilità che una chiave sia considerata 
in nj è uguale a 1/2. Pertanto il valore atteso di ni è esattamente uguale al valore 
atteso per il numero di lanci di una monetina prima di ottenere una «testa». Que-
sto valore è uguale a 2. Quindi, il tempo atteso di esecuzione di una scansione in 
avanti per ogni livello è 0(1). Poiché S ha 0(log n) livelli con elevata probabilità, 



una ricerca in S richiede un tempo atteso di esecuzione di 0(log n). Per un'anali-
si similare, si può mostrare che il tempo atteso di esecuzione per un inserimento o 
una eliminazione è 0(log n). 

• Occupazione di spazio di memoria di una skip list 
Si studia, come argomento finale, l'occupazione di spazio di memoria di una skip list 
5 con n entry. Come precedentemente osservato, il numero atteso di posizioni al li-
vello i è ni2', che significa un numero totale atteso di posizioni in S inserimento 
uguale a: 

A n * 1 > — = n ) — ,-t-á 2' ,-to 2' 
Applicando la Proposizione 4.5 a somme geometriche, si ottiene che: 

» i (2) " ' i 1 \ 
¿ r T 7 = 2 ' ( ' - H < 2 p e r h > - 0 

2 

Pertanto l'occupazione di spazio di memoria atteso per S è 0(n). 
La Tabella 9.4 riassume le prestazioni di un dizionario implementato mediante 

skip list. 

9 . 5 Estensioni e applicazioni dei dizionari 

In questo paragrafo sono esaminate alcune estensioni e applicazioni dei dizionari. 

9.5.1 Entry consapevoli della posizione nei dizionari 
Come già fatto per le code a priorità (Paragrafo 8.4.2) si possono anche utilizzare 
entry consapevoli della posizione per rendere più veloce l'esecuzione di alcune 
operazioni in un dizionario. In particolare una entry consapevole della posizione 
può enormemente velocizzare la cancellazione di entry in un dizionario. Infatti, 
per eliminare una entry e consapevole della posizione si può andare direttamente 
nel punto in cui è memorizzata e nella struttura dati e cancellarla. Una entry con-
sapevole della posizione si può implementare, per esempio, ampliando la classe 
entry con una variabile privata location e due metodi protetti, locationQ e setLo-

Operazione Tempo 

size, isEmpty 0(1) 

entries CK n) 

find, insert, remove Oflog n) (atteso) 

findAll 0(log n+ s) (atteso) 

TABELLA 9 . 4 Prestazioni di un dizionario implementato mediante skip list. Si denota con n 
il numero di entry presenti nel dizionario al momento dell'esecuzione dell'operazione e con s 
la lunghezza dell'iteratore restituito dall'operazione ftndAU. L'occupazione attesa di memoria 
è O(n). 
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cation(p), che rispettivamente restituiscono e fissano questa variabile. Si richiede 
quindi che la variabile location per una entry e si riferisca sempre alla posizione di 
e oppure al suo indice nella struttura dati che implementa il dizionario. Bisogna, 
naturalmente, aggiornare questa variabile ogni volta che si sposta una entry, quin-
di la cosa più sensata è di rendere la classe strettamente correlata a quella che im-
plementa il dizionario (la classe entry consapevole della posizione potrebbe anche 
essere annidata nella classe dizionario). Qui di seguito si mostra come costituire 
delle entry consapevoli della posizione per molte delle strutture dati presentate in 
questo capitolo. 
• Liste non ordinate. In una lista non ordinata, L, che implementa un dizionario, 

si può stabilire che una variabile location per ogni entry e punti alla posizione 
di e nella linked list sottostante di L. Questa scelta ci permette di effettuare 
l'operazione di remove(e) come L.remove(e.locationO), che è eseguita in 
tempo 0( 1). 

• Tabelle hash con concatenazione separata. Si consideri una tabella hash, con un 
bucket array A e una funzione hash h, che utilizza la concatenazione separata 
per la gestione delle collisioni. La variabile location di ogni entry e si utilizza per 
puntare alla posizione di e nella lista L che implementa la mini mappa A[h(k)\. 
Questa scelta ci permette di eseguire la maggior parte del lavoro di un'oparazio-
ne di remove(e) come L.remove(e.locationO), che si prevede sia eseguita in 
tempo costante. 

• Tabelle di ricerca ordinata. In una tabella di ricerca ordinata, T, che implemen-
ta un dizionario, si può stabilire che una variabile location per ogni entry e sia 
l'indice di e in T. Questa scelta ci consentirà di eseguire remove(e) come T.re-
move(e.locationO). (Si ricordi che locationO ora restituisce un numero intero.) 
Questo approccio sarà eseguito più velocemente se la entry e è stata memorizza-
ta nella parte finale di T. 

• Skip list. In una skip list, S, che implementa un dizionario, si può stabilire che 
una variabile location per ogni entry e punti alla posizione di e al livello più bas-
so di S. Questa scelta ci permette di saltare il passo di ricerca nell'algoritmo per 
eseguire l'operazione di remove(e) su una skip list. 

Le prestazioni dell'operazione di cancellazione di una entry in un dizionario con 
entry consapevoli della posizione sono riassunte nella Tabella 9.5. 

9.5.2 Il TDA dizionario ordinato 
In un dizionario ordinato si eseguono tutte le operazioni tipiche di un dizionario 
normale, ma si conserva anche una relazione d'ordine tra le chiavi del dizionario 
stesso. Si può utilizzare un comparatore per stabilire la relazione d'ordine tra le 
chiavi, come fatto per le implementazioni mediante tabella di ricerca ordinata e me-
diante skip list descritte nei paragrafi precedenti. In realtà tutte le implementazioni 
di un dizionario trattate nel Capitolo 10 impiegano un comparatore per memorizza-
re il dizionario in ordine non decrescente di chiave. 

Lista Tabella hash Tabe l l a di r icerca Skip list 

0(1) 0(1) (atteso) 0(n) 0(log ri) (atteso) 

TABELLA 9 . 5 Prestazioni del metodo remove in dizionari implementati con entry consapevoli 
della posizione. Con n si denota il numero di entry del dizionario. 



Quando le entry di un dizionario sono memorizzate in ordine, si può fornire una 
implementazione efficiente per i metodi aggiuntivi del TDA dizionario. Per esem-
pio, si potrebbe pensare di aggiungere al TDA dizionario i seguenti metodi, per de-
finire il TDA dizionario ordinato: 

first( ): Restituisce la entry avente la chiave minore. 
last( ): Restituisce la entry avente la chiave maggiore. 

successors(ir): Restituisce un iteratore delle entry aventi chiavi maggiori o 
uguali di k, in ordine non decrescente. 

predecessors(Jr): Restituisce un iteratore delle entry aventi chiavi minori o 
uguali di k, in ordine non decrescente. 

• Implementazione di un dizionario ordinato 
La natura ordinata delle operazioni descritte sopra rende inappropriato utilizzare 
una lista non ordinata o una tabella hash per l'implementazione di un dizionario, 
poiché nessuna di queste due strutture dati riesce a conservare alcuna informazio-
ne sull'ordine delle chiavi nello stesso. In verità le tabelle hash raggiungono le 
prestazioni migliori proprio quando le chiavi sono distribuite in maniera quasi ca-
suale. Allora, per trattare i dizionari ordinati, è preferibile considerare una tabella 
di ricerca ordinata oppure una skip list (oppure una delle strutture dati esaminate 
nel Capitolo 10). 

Per esempio, utilizzando una skip list per implementare un dizionario ordinato, 
si possono implementare i metodi f i r s tO e las tO in tempo 0( 1), accedendo alla se-
conda e penultima posizione della lista. Anche i metodi successors(ir) e predeces-
sorsCJr) possono essere implementati con un tempo atteso di esecuzione 0(log n). 
Inoltre gli iteratori restituiti dai metodi successors(Jr) e predecessors(Jr) possono 
essere implementati mediante un riferimento alla posizione corrente nel livello più 
basso della skip list. Allora, seguendo questo approccio, i metodi hasNext e next di 
tali iteratori saranno eseguiti entrambi in tempo costante. 

• L'interfaccia java.util.SortedMap 
Java prevede una versione ordinata dell'interfaccia java.util.Map, che è l'interfac-
cia java.util.SortedMap. Quest'ultima estende l'interfaccia java.util.Map con meto-
di che tengono conto delle relazioni d'ordine. Come l'interfaccia da cui essa è deri-
vata, una SortedMap non consente duplicazione delle chiavi. 

Ignorando il fatto che i dizionari permettono l'utilizzo di molteplici entry aventi 
la stessa chiave, in Tabella 9.6 sono mostrate alcune possibili corrispondenze tra me-
todi del TDA dizionario ordinato che si sta considerando e metodi dell'interfaccia 
java.util.SortedMap. 

9.5.3 Database dei voli e insiemi di massimi 
Come anticipato nei paragrafi precedenti, vi sono molteplici applicazioni dei dizio-
nari, ordinati e non ordinati. 

In questo paragrafo sono esaminate alcune applicazioni specifiche dei dizionari 
ordinati. 



Metodi del dizionario ordinato Metodi di java.util.SortedMap 
firstO.getKeyO firstKeyO 

firstO.getValueO get(firstKeyO) 

lastO.getKeyO lastKeyO 

lastQ.getVaiueO get(lastKeyO) 

successors(Jr) taiiMapC Jc). entrySet( ). iterator( ) 

predecessorB(Jc) headMap(Jc). entiySet( ). iterator( ) 

TABELLA 9 . 6 Corrispondenze approssimative tra metodi del TDA dizionario ordinato e metodi 
dell'interfaccia java.util.SortedMap, che supporta anche altri metodi. L'espressione di 
java.util.SortedMap per predecessors(Jc) non è una corrispondenza esatta, perché l'iteratore 
restituito dovrebbe essere per chiavi crescenti e non dovrebbe includere entry aventi chiavi uguali 
a k . E pertanto evidente che non esiste un modo efficiente per ottenere una vera corrispondenza 
tra predecessors(Jr) e i metodi di java.util.SortedMap. 

• Database dei voli 
Su Internet si incontrano molti siti Web che permettono all'utente di effettuare del-
le query sui database dei voli per trovare collegamenti aerei tra varie città, di solito 
allo scopo di acquistare un biglietto. Per eseguire una query, l'utente deve specifica-
re le città di partenza e di arrivo, la data e l'ora di partenza. Per supportare queste 
query si può modellare il database dei voli mediante un dizionario, in cui le chiavi 
sono oggetti Flight che contengono campi corrispondenti a questi quattro parame-
tri. In altri termini una chiave è la quaterna ordinata: 

k = (par tenza , arr ivo, data , ora) 

Informazioni aggiuntive sul volo, come il suo numero e il numero di posti ancora di-
sponibili in classe prima ed economica, la durata del volo e la tariffa possono essere 
memorizzati nell'oggetto valore. 

Trovare il volo richiesto non consiste soltanto nel trovare una chiave del di-
zionario che si conformi alla query inoltrata: la difficoltà principale è che, sebbe-
ne gli utenti di solito impongano vincoli stretti sulle città di arrivo e di partenza 
e sulla data del volo, sono di solito disposti ad accettare orari leggermente diver-
si da quello richiesto. Una query di questo genere può di certo essere gestita or-
dinando le chiavi lessicograficamente. Quindi, data una chiave di query dell'u-
tente, k, si può chiamare il metodo successors(ic) per ottenere una iterazione di 
tutti i voli tra le città desiderate, nel giorno desiderato, con orari di partenza or-
dinati in modo strettamente crescente dall'ora di partenza richiesta. Un uso ana-
logo del metodo predecessors(ir) potrebbe fornire voli con orari precedenti al-
l'ora di partenza richiesta. Pertanto un'implementazione efficiente per un dizio-
nario ordinato, per esempio mediante una skip list, può rivelarsi idonea a soddi-
sfare queste query. Per esempio, chiamando il metodo successors(Jr) su una chia-
ve di query k = (ORD, PVD, 05Mag, 9:30) si potrà ottenere un iteratore con le 
entry seguenti: 

( (ORD, PVD, 05Mag, 9:53), (AA 1840, F5, Y15, 02:05, $251 ) ) 
( (ORD, PVD, 05Mag, 13:29), (AA 600, F2, YO, 02:16, $713 ) ) 
( (ORD, PVD, 05Mag, 17:39), (AA 416 , F3, Y9, 02:09, $365 ) ) 
( (ORD, PVD, 05Mag, 19:50), (AA 1828, F9, Y25, 02:13, $186 ) ) 



• Insiemi di massimi 
La vita è piena di compromessi. Spesso si deve accettare di pagare un certo prezzo 
per ottenere una prestazione desiderata. Si supponga, a titolo esemplificativo, di vo-
ler organizzare in un database delle automobili, secondo la loro velocità massima e 
il loro costo. Questo database potrebbe essere consultato da qualcuno che abbia a 
disposizione una certa somma di denaro da spendere per trovare l'automobile più 
veloce che si possa permettere. 

Questo problema si può modellare con una coppia chiave-valore per rappresen-
tare i due parametri in oggetto: nel caso che si sta considerando la coppia è (costo, 
velocità) per ogni automobile. Si osservi che, utilizzando questo criterio di misura, 
alcune automobili risultano strettamente migliori di altre. Per esempio, un'automo-
bile avente una coppia costo-velocità uguale a (20000,100) è strettamente migliore 
di un'automobile avente una coppia costo-velocità uguale a (30000, 90). Allo stesso 
tempo esistono alcune automobili che non sono strettamente dominate da altre: 
un'automobile avente una coppia costo-velocità uguale a (20000, 100) può essere 
migliore o peggiore di un'automobile avente una coppia costo-velocità uguale a 
(30000,120), a seconda di quanti soldi si possono spendere (Figura 9.13). 

Formalmente, si dice che la coppia prezzo-prestazioni (a, b) domina la coppia (c, 
d) se a < c e b > d. Una coppia (a, b) è chiamata coppia massima se non è dominata 
da nessun'altra coppia. Siamo interessati a conservare l'insieme di massimi di un in-
sieme C di coppie prezzo-prestazioni. In altri termini, si vogliono aggiungere nuove 
coppie a questo insieme (per esempio quando una nuova automobile è messa in 
vendita) e si vuole cercare in questo insieme quale sia l'automobile più veloce per 
un dato quantitativo di denaro d. 

Si può conservare l'insieme delle coppie massime in un dizionario ordinato, D, 
organizzato per costi, cosicché il costo sia il campo chiave e la prestazione (velocità) 
sia il campo valore. L'operazione add(c, p) che aggiunge una nuova coppia prezzo-
prestazioni (c,p) e l'operazione best(c), che restituisce la migliore coppia con costo 
c, sono mostrate nel Frammento di codice 9.12. 

Se si implementa D mediante una skip list, si può eseguire le query best(c) in un 
tempo atteso 0(log n) e gli aggiornamenti conseguenti all'operazione add(c, p) in 
un tempo atteso 0(( 1 + r)log n), dove r è il numero di punti cancellati. Pertanto è 
possibile ottenere buoni tempi di esecuzione per questi metodi. 
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FIGURA 9 . 1 3 Illustrazione del rapporto costo-prestazioni con un diagramma a punti. Si osservi 
che il punto p è strettamente migliore dei punti c, d ed e, ma potrebbe essere migliore o peggiore 
dei punti a, b,f,geh,a seconda del prezzo che si intende pagare. Allora, se si vuole aggiungere 
il punto p all'insieme considerato, si possono eliminare i punti c, de.de ma non gli altri. 



Algoritmo best(c): 
Input: Un costo c 
Output-, La coppia prezzo-prestazioni in D con il massimo costo minore 

o uguale a c o nuli se questa coppia non esiste. 
B D.predecessors(c) 
if B.hasNextO then 

return B.nextQ {la prima entry dell'iteratore predecessors! 
else 

return nuli 
Algoritmo add(c, p): 

Input: Una coppia costo-prestazioni (e, p) 
Output: Nulla 
B <- D.predecessors(e) {iteratore delle coppie con costo massimo e) 
if B.hasNextO then 

e B.nextO {predecessore di c) 
if e.getValueO > pthen 

return {(c, p) è dominata, non inserire in D] 
C <- D.successors(c) {iteratore delle coppie con costo minimo c) 
while C.hasNextC ) do 

e <- C.next( ) {successore di c| 
if e.getValueO < pthen 

.D.remove(e) {questa coppia è dominata da (c, p)} 
else 

break from this while loop {nessuna coppia è più dominata da (e, p)| 
D.insert(e, p) {aggiunge la coppia Ce, p), che non è dominata) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
9 . 1 2 
I metodi per 
conservare un insieme 
di massimi, 
implementato 
mediante un 
dizionario ordinato D. 

9 . 6 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-9.1 Qual è il tempo di esecuzione nel caso peggiore per l'inserimento di n entry 
chiave-valore in una mappa M, inizialmente vuota, implementata mediante una lista? 
R-9.2 Descrivere come utilizzare una mappa per implementare il TDA dizionario, 
supponendo che l'utente non provi a inserire entry aventi la stessa chiave. 
R-9.3 Descrivere come una lista ordinata implementata come lista doppiamente 
collegata possa essere utilizzata per l'implementazione del TDA mappa. 
R-9.4 Quale potrebbe essere una buona codifica hash per l'identificazione di un vei-
colo che sia una stringa di numeri e lettere della forma «9X9XX99X9XX999999», 
dove un «9» rappresenta una cifra e «X» rappresenta una lettera? 
R-9.5 Disegnare una tabella hash con 11 entry, che risulta dall'utilizzo della funzio-
ne hash h(i) = (li + 5) mod 11, per fare un hash delle chiavi 12,44,13,88,23,94,11,39, 
20,16 e 5, supponendo che le collisioni siano gestite con la concatenazione separata. 
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R-9.6 Qual è il risultato dell'esercizio precedente, se si ipotizza di trattare le colli-
sioni con il linear probing? 
R-9.7 Mostrare il risultato dell'Esercizio 9.5, supponendo che le collisioni siano ge-
stite con il quadratic probing, fino al punto in cui questo metodo fallisce. 
R-9.8 Qual è il risultato dell'Esercizio 9.5, quando le collisioni sono trattate con 
l'hash doppio utilizzando la funzione hash secondaria h'(k) = 7 - (k mod 7)? 
R-9.9 Fornire una descrizione in pseudocodice di un inserimento in una tabella 
hash che utilizza il quadratic probing per la gestione delle collisioni, supponendo di 
adottare anche l'accorgimento di sostituire le entry cancellate con un oggetto spe-
ciale «entry disattivata». 
R-9.10 Fornire una descrizione in Java dei metodi valuesO ed entriesO che pos-
sono essere inclusi nella implementazione della tabella hash descritta nei Frammen-
ti di codice 9.3-9.5. 
R-9.11 Spiegare le modifiche da apportare alla classe HashTableMap descritta nei 
Frammenti di codice 9.3-9.5 al fine di implementare il TDA dizionario invece del 
TDA mappa. 
R-9.12 Mostrare il risultato di un rehashing della tabella hash illustrata in Figura 9.4 
nella tabella di dimensione 19 mediante la nuova funzione hash h(k) = 2k mod 19. 
R-9.13 Discutere il motivo per il quale una tabella hash non è adatta per l'imple-
mentazione di un dizionario ordinato. 
R-9.14 Qual è il tempo di esecuzione nel caso peggiore per inserire n entry in una 
tabella hash inizialmente vuota, nella quale le collisioni siano risolte con la concate-
nazione? E nel caso migliore? 
R-9.15 Disegnare un esempio di skip list che risulti dall'esecuzione della seguente 
serie di operazioni sulla skip list illustrata in Figura 9.12: remove(38), insert(48, x), 
insert(24, j0,remove(55). Registrare anche i lanci della moneta. 
R-9.16 Fornire una descrizione in pseudocodice dell'operazione di remove appli-
cata a una skip list. 
R-9.17 Qual è il tempo atteso di esecuzione dei metodi per conservare un insieme 
di massimi se sono inserite n coppie tali che ognuna abbia costo e prestazioni mino-
ri di quella che la precede? Che cosa è contenuto nel dizionario ordinato alla fine di 
questa serie di operazioni? Che cosa è contenuto se ogni coppia h ha un costo mi-
nore e prestazioni migliori della precedente? 
R-9.18 Discutere il motivo per il quale le entry consapevoli della posizione non 
sono veramente necessarie per un dizionario implementato con una opportuna ta-
bella hash. 

LIVELLO AVANZATO 

C-9.1 Descrivere come utilizzare una mappa per implementare il TDA dizionario, 
supponendo che l'utente possa provare a inserire entry aventi la stessa chiave. 
C-9.2 Si supponga che siano date due tabelle di ricerca ordinate S e T, ognuna con 
n entry (con 5 e T implementate mediante vettori basati su array). Descrivere un al-



goritmo in tempo 0(log 2 n) per la ricerca della fc-esima chiave più piccola nell'unio-
ne delle chiavi di S e T (si suppone che non ci siano chiavi duplicate). 
C-9.3 Fornire una soluzione con un algoritmo in tempo 0(log n) del problema 
proposto nell'esercizio precedente. 
C-9.4 Progettare una variante della ricerca binaria per effettuare l'operazione di 
findAU(ir) in un dizionario implementato mediante una tabella di ricerca ordinata e 
mostrare che l'operazione trovata è eseguita in un tempo 0(log n + s), in cui n è il 
numero di elementi del dizionario e 5 è la dimensione dell'iteratore risultante dal-
l'operazione. 
C-9.5 Descrivere i cambiamenti che devono essere attuati nelle descrizioni in 
pseudocodice dei metodi fondamentali di un dizionario, quando si implementa il di-
zionario mediante una tabella hash con gestione delle collisioni affidata a una con-
catenazione separata, ma si aggiunge un'ottimizzazione dell'occupazione di spazio 
di memoria tale che, se un bucket memorizza solo una singola entry, allora sempli-
cemente si ha come riferimento al bucket direttamente la entry stessa. 
C-9.6 L'implementazione di un dizionario mediante una tabella hash richiede che 
venga trovato un numero primo compreso tra i due numeri M e 2M. Implementare 
un metodo per trovare questo numero primo mediante l'algoritmo del setaccio. In 
questo algoritmo si alloca un array A di valori booleani composto da 2M celle, tale 
che la cella i sia associata al numero intero i. Si inizializzano tutte le celle al valore 
«true» e si marcano tutte le celle che sono multiple di 2, 3, 5, 7 e così via. Questo 
processo si può fermare dopo che è stato raggiunto un numero maggiore di V2M. 
(Suggerimento: si consideri un metodo indipendente per trovare i numeri primi fino 
al valore V2M). 
C-9.7 Fornire una descrizione di un procedimento per effettuare una cancellazione 
da una tabella hash che utilizzi il linear probing per risolvere le collisioni senza uti-
lizzare speciali marcatori per rappresentare gli elementi cancellati. In altre parole, 
bisogna risistemare gli elementi contenuti nella tabella hash in modo che appaia 
che la entry cancellata non era inserita al primo posto. 
C-9.8 Si supponga che sia assegnato un insieme C formato da n coppie costo-pre-
stazioni (c, p). Si tracci una descrizione dell'algoritmo applicabile per trovare le 
coppie massime di C in tempo 0(n log ri). 
C-9.9 La strategia del quadratic probing per la gestione delle collisioni incorre in un 
problema di affollamento in riferimento al modo in cui esegue la ricerca di celle aper-
te dopo il riscontro di una collisione. In altri termini, quando si verifica una collisione 
in corrispondenza del bucket h(k), si controllano i bucket A[(/z(A:) + j2) mod N], per 
j = 1,2, ...,N-1. 

Dimostrare che j2 mod N potrà assumere al più (N + l)/2 valori distinti, con N 
numero primo, al variare di ; da 1 a N - 1. Come parte di questa dimostrazione, si 
osservi che j2 mod N= (N-j)2 mod N per tutti i valori assunti da ;'. 

Una strategia più vantaggiosa può essere quella di scegliere un numero primo N 
tale che N mod 4 = 3 e poi controllare i bucket A[(/z(A:) ± j2) mod N] al variare di j da 
1 a (TV- l)/2, alternativamente tra addizione e sottrazione. Si dimostri che questa for-
ma alternativa di quadratic probing è una garanzia di controllo di tutti i bucket di A. 
C-9.10 Dimostrare che i metodi aboveCp) e prev(p) non sono veramente indi-
spensabili per una implementazione efficiente di un dizionario mediante una skip 
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list. In altre parole, si può implementare un inserimento o una cancellazione di en-
try in una skip list sfruttando un approccio top-down, con scansione in avanti, senza 
mai chiamare i metodi above oppure prev. (Suggerimento: nell'algoritmo di inseri-
mento, prima di tutto si esegua ripetutamente il lancio della monetina per determi-
nare il livello dal quale si può partire inserendo la nuova entry.) 
C-9.11 Si descriva il modo in cui si potrebbe implementare il metodo successorsCfr) 
in un dizionario ordinato, realizzato mediante una tabella di ricerca ordinata. Qual è 
il tempo di esecuzione di questo metodo? 
C-9.12 Si ripeta l'esercizio precedente introducendo una skip list. Qual è il tempo 
di esecuzione atteso in questo caso? 
C-9.13 Si supponga che ogni riga dell'array A di dimensioni n x n sia formata da 1 
e 0 in modo tale che in ogni riga di A gli 1 precedono tutti gli 0 di quella riga. Sup-
ponendo che A sia già in memoria, descrivere un metodo che sia eseguito in tempo 
0(n log n) (e non in tempo 0(n2)) per contare il numero di 1 presenti in A. 
C-9.14 Descrivere una struttura dizionario efficiente per memorizzare n entry che 
siano associate a un insieme di r < n chiavi provenienti da un ordinamento totale. In 
altri termini, l'insieme delle chiavi contiene meno elementi del numero di entry. Que-
sta struttura deve contemplare l'esecuzione dell'operazione findAIl in un tempo at-
teso di 0(log r + 5), in cui s è il numero di entry restituite, dell'operazione entriesO 
in un tempo 0(n) e le rimanenti operazioni del TDA dizionario in un tempo atteso 
O(logr). 
C-9.15 Fornire una descrizione di una struttura di dizionario efficiente per memo-
rizzare n entry le cui r < n chiavi abbiano dei diversi codici hash. La struttura deve 
svolgere l'operazione findAIl in un tempo di esecuzione atteso 0 ( 1 + s), in cui s è il 
numero di entry restituite, l'operazione entriesO in un tempo 0(n) e le rimanenti 
operazioni del dizionario in un tempo di esecuzione atteso 0(1). 
C-9.16 Descrivere una struttura dati efficiente per implementare il TDA bag, che 
supporta un metodo add(e), per aggiungere un elemento e alla borsa e un metodo 
removeO, che cancella un elemento arbitrario della borsa. Mostrare che questi due 
metodi possono essere eseguiti in tempo 0(1). 
C-9.17 Descrivere le modifiche da apportare alla struttura dati skip list per sup-
portare il metodo atlndex(j), che restituisce come risultato la posizione dell'ele-
mento della lista più in basso all'indice i, con i e [0, n - 1], Si dimostri che l'imple-
mentazione pensata per questo metodo sia completata in un tempo di esecuzione 
atteso 0(log n). 

PROGETTI 

P-9.1 Implementare una classe per realizzare il TDA dizionario adattando la classe 
java.util.HashMap. 
P-9.2 Implementare il TDA mappa con una tabella hash con gestione delle colli-
sioni mediante concatenazione separata (non adattare nessuna delle classi del pac-
chetto java.util). 
P-9.3 Implementare il TDA dizionario ordinato mediante una lista ordinata. 
P-9.4 Implementare i metodi del TDA dizionario ordinato mediante una skip list. 
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P-9.5 Estendere il progetto precedente preparando una animazione grafica delle 
operazioni di una skip list. Visualizzare in che modo le entry si spostano sulla skip 
list durante gli inserimenti e come le entry sono scollegate durante le cancellazioni. 
Inoltre, in una operazione di ricerca, visualizzare le azioni di scansione in avanti e di 
spostamento verso il basso. 
P-9.6 Implementare un dizionario che supporti entry consapevoli della posizione 
mediante una lista ordinata. 
P-9.7 Eseguire una analisi comparativa che studi la frequenza delle collisioni per 
vari codici hash applicati alle stringhe di caratteri, come i diversi codici hash polino-
miali che si ottengono per differenti valori del parametro a. Si ricorra a una tabella 
hash per determinare le collisioni, ma conteggiare soltanto collisioni nelle quali di-
verse stringhe sono trasformate nello stesso codice hash (non quelle in cui le strin-
ghe si trasformano nella stessa posizione di questa tabella hash). Controllare questi 
codici hash su file di testo trovati su Internet. 
P-9.8 Eseguire una analisi comparativa come quella condotta nell'esercizio prece-
dente ma per numeri telefonici a 10 cifre invece che per stringhe di caratteri. 
P-9.9 Progettare una classe Java che implementi la struttura dati skip list. Si utilizzi 
questa classe per creare implementazioni dei due TDA mappa e dizionario, inclu-
dendo metodi consapevoli della posizione per il dizionario. 

Note al capitolo 

L'hashing è una tecnica che è stata studiata approfonditamente. Il lettore interessa-
to a ulteriori studi è invitato a esplorare il volume di Knuth [63] e anche il libro di 
Vitter e Chen [96], È interessante osservare che la ricerca binaria fu per la prima 
volta oggetto di pubblicazioni nel 1946, ma non fu pubblicata in una forma piena-
mente corretta fino al 1962. Per altre discussioni sulle lezioni apprese, si invita alla 
consultazione dei libri di Bentley [12] e Levisse [67]. Le skip list furono introdotte 
da Pugh [83]. L'analisi delle skip list contenuta in questo libro è una versione sem-
plificata di una presentazione contenuta nel libro di Motwani e Raghavan [79]. Per 
una analisi in maggiore profondità, il lettore è rimandato a lavori sulle skip list che 
sono apparsi nella letteratura sulle strutture dati [58,80,81]. L'Esercizio C-9.9 è sta-
to un contributo di James Lee. 



Alberi binari di ricerca 

10.1 Alberi binari di ricerca 

Tutte le strutture discusse in questo capitolo sono alberi di ricerca, cioè strutture 
dati ad albero utilizzabili per implementare un dizionario. È quindi necessario ini-
ziare la trattazione sugli alberi ricordando i metodi fondamentali del TDA dizio-
nario: 
• find(Jc): restituisce, se esiste, un elemento con chiave k\ 
• findAUCJc): restituisce una collezione (iterabile) di tutti gli elementi con chiave k; 
• insert(Jf,x): inserisce un elemento con chiave k e valore x\ 
• remove(e): cancella e restituisce un elemento e; 
• removeAH(i): cancella tutti gli elementi con chiave k, restituendo un iteratore 

dei valori. 
Il metodo find restituisce nuli quando k non è presente. Il TDA dizionario ordi-

nato include anche altri metodi che ricercano i predecessori o i successori di una 
chiave o entry e la loro prestazione risulta simile a quella del find. Pertanto in que-
sto capitolo si concentrerà lo studio in modo prevalente sul metodo find, poiché 
esso è di fatto la principale operazione di ricerca. 

Gli alberi binari costituiscono anche un'eccellente struttura dati per la memoriz-
zazione degli elementi di un dizionario, assumendo che sia stata definita una rela-
zione d'ordine sulle chiavi. Come visto in precedenza (Paragrafo 7.3.6), un albero 
binario di ricerca è un albero binario 7 tale che ciascun nodo interno v di T memo-
rizzi un elemento (kjc) tale che: 
• le chiavi memorizzate nei nodi del sottoalbero sinistro di v siano minori o uguali 

di k\ 
• le chiavi memorizzate nei nodi del sottoalbero destro di v siano maggiori o 

uguali di k. 
Così come illustrato in precedenza, le chiavi memorizzate nei nodi di T forniscono 

un modo per trattare la ricerca compiendo confronti per ogni nodo interno v. L'esito 
del confronto è la fine del processo di ricerca oppure il proseguimento nel sottoalbe-
ro sinistro o in quello destro di v. In altre parole, gli elementi sono memorizzati sol-
tanto nei nodi interni di un albero binario di ricerca e i nodi esterni sono impiegati 
solo come «segnaposto». Questo approccio semplifica la gran parte degli algoritmi di 
ricerca e di aggiornamento; pertanto, gli alberi binari di ricerca impropri gestiscono 
meglio lo spazio ma implicano metodi di ricerca e aggiornamento più complessi. 



F I G U R A 1 0 . 1 
(a) Un albero binario 
di ricerca T 
che rappresenta 
un dizionario D 
con chiavi intere; 
(b) nodi di T visitati 
quando è eseguita 
una operazione 
di find(76) (con 
successo) e find(26) 
(senza successo) su D. 
Per semplicità sono 
mostrate solo le chiavi 
degli elementi. 

Indipendentemente dal fatto che si considerino alberi binari di ricerca propri o 
impropri, la proprietà rilevante di un albero binario di ricerca è quella di realizzare 
un dizionario ordinato (o mappa). Cioè un albero binario di ricerca dovrebbe gerar-
chicamente rappresentare un ordine delle proprie chiavi sfruttando la relazione tra 
padre e figlio. In particolare, un attraversamento inorder dei nodi (Paragrafo 7.3.6) 
di un albero binario T deve visitare le chiavi in ordine non decrescente. 

Per realizzare una operazione di find(Jr) su un dizionario D rappresentato con un albe-
ro di ricerca T, si guarda l'albero T come un albero di decisione (si ricordi la Figura 
7.10). In questo caso il problema richiede che per ogni nodo interno v di Tsia definita 
la chiave di ricerca k che risulterà minore, uguale o maggiore della chiave memorizzata 
nel nodo v, denotata con key(v). Se il risultato del confronto è «minore», allora la ri-
cerca continua nel sottoalbero di sinistra. Nel caso in cui il risultato è «maggiore», allo-
ra la ricerca continua nel sottoalbero destro. Se, infine, è raggiunto un nodo esterno, ciò 
significa che la ricerca ha avuto termine senza successo (Figura 10.1). 

Quest'approccio è definito in dettaglio nel Frammento di codice 10.1. Data una 
chiave di ricerca i e u n nodo v di T, questo metodo, TreeSearch, restituisce un 
nodo (posizione) w del sottoalbero T(v) di T radicato in v, tale che si verifichi uno 
dei seguenti eventi: 
• w è un nodo interno e l'elemento di w ha chiave uguale a k\ 
• w è un nodo esterno che rappresenta il A>esimo elemento di un attraversamento 

inorder di T(v), ma k non è una chiave contenuta in T(v). 
Così il metodo fmd(Jc) può essere eseguito mediante la chiamata del metodo Tree-
Search(Jc,T.root()). Sia w il nodo di T restituito da questa chiamata. Se w è un 
nodo interno, allora è restituito l'elemento di w; altrimenti viene restituito nuli. 

Algoritmo TreeSearch(Jr, v) : 
if T.isExternalO) then 

return v 
ì i k < key(v) then 

return TreeSearch(k, T.left(v)) 

10.1.1 Ricerca 

F R A M M E N T O DI CODICE 10.1 
Ricerca ricorsiva 
in un albero binario 
di ricerca. 

else if k > key(v) then 
return TreeSearch(Jr, r . r i g h t ( v ) ) 

return v (si suppone k = keyO)) 



• Analisi di un albero binario di ricerca 
L'analisi nel caso peggiore del tempo T di esecuzione di un albero binario di ricerca 
risulta molto semplice. L'algoritmo TreeSearch è ricorsivo ed esegue un numero 
costante di operazioni primitive per ciascuna chiamata ricorsiva. Ciascuna chiamata 
ricorsiva di TreeSearch è eseguita su un figlio del nodo precedente. Quindi Tree-
Search è chiamato sui nodi di un percorso di T che parte dalla radice e procede ver-
so il basso, livello dopo livello. Il numero di nodi è limitato da h + 1, in cui h è l'al-
tezza di T. In altre parole, poiché si impiega un tempo 0(1) per ogni nodo incontra-
to nella ricerca, il metodo find sul dizionario D è eseguito in tempo 0(h), in cui h è 
l'altezza dell'albero binario di ricerca T usato per rappresentare D (Figura 10.2). 

È possibile mostrare anche che una variante del precedente algoritmo esegue le 
operazioni di findAll(lr) in tempo 0(h + s), in cui s rappresenta il numero di ele-
menti restituiti. Comunque questo metodo è leggermente più complicato e il detta-
glio è lasciato come esercizio (C-10.1). 

Ovviamente l'altezza h di T potrebbe essere uguale a n, ma in genere ci si aspet-
ta un valore molto inferiore. In realtà nel Paragrafo 10.2 sarà illustrato il modo in 
cui fissare a 0(log n) il limite superiore dell'altezza dell'albero di ricerca T. Comun-
que, prima di descrivere questo tipo di schema, si descriveranno le implementazioni 
per i metodi di aggiornamento del dizionario. 

Gli alberi binari di ricerca consentono le implementazioni delle operazioni di inserì 
(inserimento) e remove (cancellazione) impiegando algoritmi che sono abbastanza 
chiari ma non banali. 

• Inserimento 
Si assuma che un albero binario proprio T supporti la seguente operazione di ag-
giornamento: 
insertAtExternalO,e): Inserisce l'elemento e nel nodo esterno v ed espande v in 

modo che diventi un nodo interno che ha nuovi figli che 
sono nodi esterni. 

10.1.2 Operazioni di aggiornamento 

Altezza 
Tempo per livello 

0(1) 

Albero Ti 
F I G U R A 1 0 . 2 
Illustrazione del 
tempo di esecuzione 
di un albero binario 
di ricerca. Le figure 
utilizzano lo standard 
di visualizzazione 
abbreviato per 
visualizzare un albero 
binario di ricerca come 
un grande triangolo 

0(1) 

h 
0(1) 

Tempo totale: 0(h) 



F R A M M E N T O DI CODICE 10.2 
Algoritmo ricorsivo 
per l'inserimento 
in un albero binario 
di ricerca. 

Algoritmo Treelnsert(i,x, v): 
Input. Una chiave di ricerca k, un valore associato x e un nodo v di T 
Output: Un nuovo nodo w nel sottoalbero TXv) che contiene l'elemento (k,x) 
w <- TreeSearch(Jt,v) 
il k = key(w) then {la chiave in w è uguale a k, così effettua la ricorsione 

in un figlio) 
return Treelnsert(k,x,r.left(v)) {sarebbe corretto anche procedere 

a destra} 
T. insertAtExternal( w, (k,x)~) {questa è una posizione appropriata 

per memorizzare (k,x)\ 
return w 

Dato questo metodo, si esegue inser t ( i ,x) per un dizionario realizzato con un albe-
ro binario di ricerca T mediante la chiamata al metodo TreeInsert(Jc,x,T.root()), 
illustrato nel Frammento di codice 10.2. 

Questo algoritmo traccia un percorso dalla radice di T verso un nodo esterno, 
espanso in un nuovo nodo interno contenente il nuovo elemento. Nella Figura 10.3 
è illustrato un esempio di inserimento in un albero binario di ricerca. 

• Cancellazione 
L'implementazione dell'operazione remove(Jc) su un dizionario D realizzato trami-
te un albero binario di ricerca T è un po' più complessa, poiché si cerca di non crea-
re «buchi» nell'albero T. In questo caso si assume che l'albero binario proprio sup-
porti la seguente operazione aggiuntiva di aggiornamento: 

RemoveExternal(v}: Rimuove un nodo esterno v e il proprio padre, sostituendo 
il padre di v con il fratello di v; si verifica un errore se v non 
è un nodo esterno. 

Data questa operazione, si inizia l'implementazione dell'operazione di rimozione 
remove(v) delTDA dizionario chiamando TreeSearch(Jc,T.root()) su Tper cercare 
un nodo di T che contenga un elemento con chiave uguale a k. Se TreeSearch resti-
tuisce un nodo esterno, allora non esiste alcun elemento nel dizionario D con chiave 

F I G U R A 1 0 . 3 
Inserimento di un 
elemento con chiave 
78 nell'albero di 
ricerca di Figura 10.1. 
In (a) è illustrata la 
ricerca della posizione 
di inserimento, mentre 
in (b) è illustrato 
l'albero risultante. 



FIGURA 1 0 . 4 Rimozione dall'albero binario di ricerca della Figura 10.3b, in cui l'elemento da cancellare (con chiave 32) 
è memorizzato al nodo (w) con un figlio esterno: (a) prima della rimozione; (b) dopo la rimozione. 

k e sarà restituito il valore nuli (terminando l'operazione). Se TreeSearch restituisce 
invece un nodo interno w, allora w contiene un elemento che si desidera cancellare, e 
saranno distinti due casi (di difficoltà crescente): 
• Se uno dei figli del nodo w è un nodo esterno, per esempio il nodo z, allora si ri-

muovono w e z da T. Questa operazione riorganizza T sostituendo w con il fra-
tello di z, cancellando sia w che z da T (Figura 10.4). 

• Se entrambi i figli del nodo w sono nodi interni, non è possibile eseguire una 
semplice cancellazione di w da T, poiché ciò potrebbe causare un «buco» in T. 
Invece si procederà nel modo seguente (Figura 10.5): 
- Si ricerca il primo nodo interno y che segue w in un attraversamento di tipo 

inorder di T. Il nodo interno y è il nodo più a sinistra nel sottoalbero destro di w, 
ed è trovato andando prima nel figlio destro di w e in seguito da qui verso il bas-
so di T, seguendo il figlio sinistro. Inoltre il figlio sinistro x di y è il nodo esterno 
che immediatamente segue il nodo w nell'attraversamento inorder di T. 

^ 
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FIGURA 1 0 . 5 Rimozione dall'albero binario di ricerca di Figura 10.3b, in cui l'elemento da cancellare (con chiave 65) 
è memorizzato nel nodo (w) i cui figli sono entrambi interni: (a) prima della rimozione; (b) dopo la rimozione. 



- Si memorizza l'elemento contenuto in w in una variabile temporanea t e si spo-
sta l'elemento di y in w. Questa azione ha l'effetto di rimuovere il precedente 
elemento memorizzato in w. 

- Vengono rimossi i nodi x e y da T mediante la chiamata removeExternal(x) di 
T. Questa azione sostituisce y con il fratello di x e cancella sia x che y da T. 

- Si restituisce l'elemento in precedenza memorizzato in w, che era stato salvato 
in una variabile temporanea t. 

Così come visto nella ricerca e nell'inserimento, questo algoritmo di rimozione attra-
versa un percorso dalla radice a un nodo esterno, possibilmente spostando un ele-
mento tra due nodi di questo percorso e quindi eseguendo una operazione di remo-
veExternal su questo nodo esterno. 

• Prestazioni di un albero binario di ricerca 
Le analisi degli algoritmi di ricerca, inserimento e cancellazione sono molto simili. Si 
impiega un tempo 0( 1) in ogni nodo visitato e, nel caso peggiore, il numero di nodi vi-
sitato è proporzionale all'altezza h dell'albero T. Quindi, in un dizionario D realizzato 
mediante un albero binario T, i metodi di ricerca, inserimento e cancellazione sono 
eseguiti in un tempo 0(h) in cui h rappresenta l'altezza dell'albero T. Così un albero 
binario T realizza un'implementazione efficiente di un dizionario con n elementi, sol-
tanto quando l'altezza di T ha un valore basso. Nel caso migliore, T ha una altezza h = 
Tlog(n + 1)1, che implica una prestazione temporale logaritmica per tutte le operazio-
ni definite sul dizionario. Nel caso pessimo T ha un'altezza n, e in questo caso T do-
vrebbe assomigliare e comportarsi come una implementazione di un dizionario me-
diante una lista ordinata. Il caso pessimo si presenta quando, per esempio, sono inseri-
ti una serie di elementi con chiavi in ordine crescente o decrescente (Figura 10.6). 

Le prestazioni di un dizionario realizzato con un albero binario di ricerca è sin-
tetizzato nella proposizione che segue e nella Tabella 10.1. 

PROPOSIZIONE 10.1 Un albero binario di ricerca 7" con altezza h ed elementi a 
n valori di chiave impiega uno spazio 0(n) ed esegue le operazioni di un TDA 
dizionario con i seguenti tempi di esecuzione. Le operazioni size e isEmpty ven-
gono eseguite ciascuna in tempo 0(1). Le operazioni find, insert e remove ven-
gono eseguite ciascuna in tempo 0(h). L'operazione findAll viene eseguita in 
tempo 0(h + 5), in cui s è la misura dell'insieme restituito. 
Si noti che il tempo di esecuzione delle operazioni di ricerca e di aggiornamento 

in un albero binario di ricerca varia drasticamente in dipendenza dell'altezza dell'al-
bero. Tuttavia in media è legittimo ritenere che un albero binario di ricerca generato 

con altezza lineare, 
ottenuto inserendo 
elementi con chiavi 
in ordine crescente. 

FIGURA 1 0 . 6 
Esempio di un albero 
binario di ricerca 



Metodo Tempo 

size, isEmpty 0(1) 
find, insert, remove 0(h) 

findAll 0(h + s) 

TABELLA 1 0 . 1 Tempo di esecuzione dei metodi fondamentali di un dizionario realizzato mediante 
un albero binario di ricerca. Si denota con h l'altezza dell'albero e con 5 la grandezza dell'insieme 
restituito da findAll. Lo spazio utilizzato è O(n), in cui « è il numero di elementi memorizzati 
nel dizionario. 

con n chiavi da una serie casuale di inserimenti e cancellazioni di chiavi abbia un'al-
tezza media di 0(log n). Questa affermazione richiede un attento e adeguato forma-
lismo matematico per poter precisare cosa si intenda per serie casuale di inserimenti 
e di cancellazioni e una sofisticata teoria probabilistica che dimostri ciò; tale dimo-
strazione va oltre gli scopi di questo libro. Tuttavia risulta utile non dimenticare la 
modestissima prestazione relativa al caso pessimo e prestare quindi attenzione nel-
l'utilizzare l'albero binario di ricerca standard nelle applicazioni in cui gli aggiorna-
menti possono invece non essere casuali. Vi sono applicazioni in cui è essenziale ave-
re un dizionario in cui sia importante eseguire rapide ricerche e aggiornamenti an-
che nel caso pessimo. La struttura dati presentata nel prossimo paragrafo è preposta 
alla risoluzione di questo problema. 

10.1.3 Implementazione in Java 
Nei Frammenti di codice da 10.3 a 10.5 è descritta la classe degli alberi binari di ri-
cerca, BinarySearchTree, che memorizza oggetti della classe BSTEntry (che imple-
menta l'interfaccia Entry) e i nodi relativi. La classe BinarySearchTree estende la 
classe LinkedBinaryTree dal Frammento di codice 7.16 al 7.18 sfruttando pertanto 
il riutilizzo di codice. 

Questa classe fa uso di diversi metodi ausiliari. Il metodo ausiliario treeSearch, 
basato sull'algoritmo treeSearch (Frammento di codice 10.1), è richiamato dai meto-
di find, findAll e insert. Un metodo ricorsivo addAll è il principale motore del meto-
do findAH(A), effettuando un attraversamento di tipo inorder di tutti gli elementi 
con chiave uguale a k (sebbene esso non impieghi l'algoritmo rapido di ricerca, poi-
ché esso esegue una ricerca senza successo per ogni elemento che trova). Sono inol-
tre introdotti due nuovi metodi, insertAtExternal, che inserisce un nuovo elemento 
a un nodo esterno, e removeExternal, che elimina un nodo esterno e il suo genitore. 

La classe BinarySearchTree usa elementi consapevoli della posizione (si veda il 
Paragrafo 8.4.2). Quindi i relativi metodi di aggiornamento informano della propria 
nuova posizione ogni oggetto spostato BSTEntry. Sono inoltre impiegati numerosi 
altri metodi ausiliari per entrare e controllare i dati, come checkKey, che controlla se 
una chiave sia valida (anche se in questo caso è impiegata una regola abbastanza 
semplice). Si introduce anche una variabile di istanza, actionPos, che memorizza le 
posizioni in cui sono terminate le più recenti operazioni di ricerca, inserimento e can-
cellazione. Questa variabile di istanza non è necessaria per l'implementazione di un 
albero binario di ricerca, ma è particolarmente utile per le classi che estendono Bi-
narySearchTree (si vedano i Frammenti di codice 10.7,10.8,10.10 e 10.11) per iden-
tificare la posizione in cui la precedente ricerca, inserimento o cancellazione hanno 
fatto riferimento. La posizione actionPos ha il significato sopra inteso purché sia im-
piegata immediatamente dopo l'esecuzione dei metodi find, insert o remove. 
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/ / Realizzazione di un dizionario mediante un albero binario di ricerca 
public class BinarySearchTree<K,V> 

extends LinkedBinaryTree<Entry<K,V» implements Dictionary<K,V> ( 
protected Comparator<K> C; / / comparatore 
protected Position <Entry<K,V» 

actionPos; / / inserisce un nodo o rimuove il padre del nodo 
protected int numEntries = 0; / / numero di elementi 
/** Crea un albero BinarySearchTree con un comparatore di default. */ 
public BinarySearchTreeO { 

C = newDefaultComparator<K>0; 
addRoot(null); 

1 
public BinarySearchTree(Comparator<K> c) { 

C = c; 
addRoot(null); 

} 
/** Classe innestata per elementi consapevoli della posizione nell'albero. */ 
protected static class BSTEntry<K,V> implements Entry<K,V> { 

protected K key; 
protected V value; 
protected Position <Entry<K,V» pos; 
BSTEntryO { /* costruttore di default */ ) 
BSTEntryCK k, V v, Position<Entry<K,V>> p) { 

key = k; value = v; pos = p; 
} 
public K getKeyO ( return key; ) 
public V getValueO ( return value; } 
public Position<Entry<K,V>> positionO { return pos; } 

1 
/** Estrae la chiave di un elemento di un dato nodo dell'albero. */ 
protected K key(Position<Entry<K,V» position) ( 

return position.element().getKeyO; 
1 
/** Estrae il valore dell'elemento per un dato nodo dell'albero. */ 
protected V value(Position<Entry<K, V » position) { 

return position.elementC ).getValue( ); 
1 
/** Estrae l'elemento per un dato nodo dell'albero. */ 
protected Entry <K,V> entry (Position <Entry<K,V» position) 1 

return position, elementi ); 
} 
/** Sostituisce un elemento con un nuovo elemento (e ripristina 
* la posizione dell'elemento). */ 

protected void replaceEntiy (Position <Ent iy<K,V» pos, Entry <K,V> ent) { 
((BSTEntry<K,V>) ent).pos = pos; 
replace(pos, ent); 

1 

FRAMMENTO DI CODICE 1 0 . 3 La classe BinarySearchTree. (Continua nel Frammento di codice 
10.4.) 
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/** Controlla se una certa chiave sia valida. */ 
protected void checkKeyCK key) throws LnvalidKeyException { 

if (key == null) / / per ora solo un semplice test 
throw new InvalidKeyException( " null key " ); 

1 
/** Controlla se un dato elemento sia valido. */ 
protected void checkEntiy(Entiy<K,V> ent) throws InvalidEntryException { 

if(ent == null I I Kent instanceof BSTEntry)) 
throw new InvalidEntryExceptionC elemento non valido"); 

I 
/** Metodo ausiliario per l'inserimento di un elemento a un nodo esterno. */ 
protected Entry <K,V> insertAtExternal(Position<Entry<K,V>> v, 

Entry <K,V> e) { 
expandExternal(v,null,nuli) ; 
replace(v, e); 
numEntries++; 
return e; 

1 
/** Metodo ausiliario per la cancellazione di un nodo esterno e del relativo 
* padre. */ 

protected void removeExternal(Position<Entry<K,V» v) { 
removeAboveExternal(v) ; 
numEntries—; 

1 
/** Metodo ausiliario usato da find, insert e remove. */ 
protected Position<Entry<K,V» treeSearch(K key, Position<Entry<K,V» 

pos) { 
if (isExternal(pos)) return pos; / / chiave non trovata; restituisce nodo 

/ / esterno 
else{ 

K curKey = key (pos); 
int comp = C.compare(key, curKey); 
if (comp < 0) 

return treeSearch(key, left(pos)); / / ricerca nel sottoalbero sinistro 
else if (comp > 0) 

return treeSearch(key, right(pos)); / / ricerca nel sottoalbero destro 
return pos; / / restituisce il nodo interno se la chiave non viene ri trovata 

} 
1 
/ / Aggiunge a L tutti gli elementi del sottoalbero radicato in v con chiavi 
/ / uguali a k 
protected void addAU(PositionList<Entry<K,V» L, 

Position<Entry<K,V» v, K k) ) 
if (isExternal(v)) return; 
Position <Entiy<K,V» pos = treeSearch(k, v); 
if (lisExternal(pos)) { / / si è ritrovato un elemento con chiave uguale a k 

addAll(L, left(pos), k); 
L.addLast(pos.elemento); I l aggiunge un elemento in inorder 
addAll(L, right(pos), k); 

) I l questo algoritmo ricorsivo è semplice ma non è il più rapido 
} 

FRAMMENTO DI CODICE 1 0 . 4 La classe BinarySearchTree. (Continua nel Frammento di codice 
10.5.) 



/ / Metodi del TDA Dizionario 
public IntsizeC) { return numEntries; ) 
public boolean isEmptyO { return size() == 0; } 
public Entry <K,V> findCK key) throws InvalidKeyException { 

checkKeyCkey); / / può lanciare una InvalidKeyException 
Position<Entry<K,V» curPos = treeSearchCkey, rootO); 
actionPos = curPos; / / nodo in cui termina la ricerca 
if (isInternal(curPos)) return entry (curPos); 
return nuli; 

1 
public I terable<Entry<K,V» findAH(K key) throws InvalidKeyException { 

checkKeyCkey) ; / / può lanciare una InvalidKeyException 
PositionList<Entiy<K,V» L = new NodePositionLlst<Entiy <K,V»( ); 
addAll(L, root(), key); 
return L; 

1 
public Entry <K,V> insert(K k, V x) throws InvalidKeyException ( 

checkKeyCk); / / può lanciare una InvalidKeyException 
Position<Entry<K,V» insPos = treeSearch(k, rootO); 
while (lisExternalCinsPos)) / / ricerca iterativa per l'inserimento 

/ / d i ima posizione 
InsPos = treeSearchCk, left(insPos)); 

actionPos = insPos; / / nodo in cui è stato inserito il nuovo elemento 
return insertAtExternal(insPos, new BSTEntry<K,V>(k, x, insPos)); 

1 
public Entry <K,V> remove(Entry<K,V> ent) throws InvalldEntryException { 

checkEntry(ent); / / può lanciare una InvalidEntryException 
Position<Entiy<K,V» remPos = (CBSTEntry<K,V>) ent).position(); 
Entry<K,V> toReturn = entiy(remPos); / / elemento da essere restituito 
if CisExternal(leftCremPos))) remPos = left(remPos); 

/ / semplice caso sinistro 
else if (isExternal(right(remPos))) remPos = rightCremPos); 

/ / semplice caso destro 
else { / / l'elemento è in un nodo con figlio interno 

Position<Entry<K,V» swapPos = remPos; / / ricerca di un nodo 
/ / per spostare l'elemento 

remPos = right(swapPos); 
do 

remPos = left(remPos); 
while (isInternalCremPos)); 
replaceEntryCswapPos, (Entry<K,V>) parent(remPos).elemento); 

1 
actionPos = sihling(remPos); / / fratello della foglia da essere rimossa 
removeExternal(remPos) ; 
return toReturn; 

1 
} / / qui è stato omesso il metodo entr iesQ 

FRAMMENTO DI CODICE 1 0 . 5 La classe BlnarySearchTree. (Continuazione del Frammento 
di codice 10.4.) 



1 0 . 2 Alberi AVL 

Nel paragrafo precedente è stata analizzata l'efficienza di una struttura dati per il 
dizionario; la prestazione in tempo lineare nel caso pessimo non è migliore di una 
implementazione del dizionario mediante liste o array (quali le liste non ordinate e 
le tavole di ricerca studiate nel Capitolo 9). In questo paragrafo sarà descritto un 
semplice modo per ottenere un tempo logaritmico per tutte le fondamentali opera-
zioni del dizionario. 

• Definizione di un albero AVL 
La semplice correzione consiste nell'aggiungere una regola alla definizione di albe-
ro binario di ricerca in modo che esso preservi l'altezza logaritmica dell'albero. La 
regola considerata in questo paragrafo è la proprietà di bilanciamento dell'altezza, 
che caratterizza la struttura di un albero binario di ricerca T in termini delle altezze 
dei propri nodi interni (dal Paragrafo 7.2.1 si ricordi che l'altezza di un nodo v in un 
albero è la lunghezza del più lungo percorso da v a un nodo esterno): 

Propr ietà d i b i l a n c i a m e n t o del l 'a l tezza Per ogni nodo interno v di T, le altez-
ze dei figli di v differiscono al più di 1. 

Ogni albero binario di ricerca Tche soddisfi la proprietà di bilanciamento dell'al-
tezza è detto albero AVL, dal nome dei suoi inventori Adel'son-Vel'skii e Landis. Un 
esempio di un albero AVL è illustrato in Figura 10.7. 

Un'immediata conseguenza della proprietà di bilanciamento dell'altezza consiste 
nel fatto che il sottoalbero di un albero AVL è esso stesso un albero AVL. La pro-
prietà di bilanciamento dell'altezza implica anche l'importante conseguenza di salva-
guardare l'altezza dell'albero, così come affermato nella seguente proposizione. 

PROPOSIZIONE 10.2 L'altezza di un albero AVL che contiene n elementi è 
O(logn). 

DIMOSTRAZIONE. Invece di provare a cercare un limite superiore direttamente sul-
l'altezza di un albero AVL, può esser più semplice lavorare sul «problema inverso» 
cercando un limite inferiore sul minimo numero di nodi interni n{h) di un albero 
AVL con altezza h. Sarà mostrato che n(h) cresce almeno esponenzialmente. Da ciò 
sarà semplice ricavare che l'altezza di un albero AVL che contiene n elementi sia 

F I G U R A 1 0 . 7 
Un esempio di albero 
AVL. Le chiavi degli 
elementi sono 
riportate all'interno 
dei nodi e le altezze 
dei nodi compaiono 
vicino ai nodi stessi. 



0(log n). Come prima cosa occorre osservare che «(1) = 1 e n(2) = 2, perché un al-
bero AVL di altezza 1 deve possedere almeno un nodo interno e un albero AVL di 
altezza 2 deve avere almeno due nodi interni. Ora per h > 3, un albero AVL con al-
tezza h e il minimo numero di nodi è tale che entrambi i propri sottoalberi siano de-
gli alberi AVL con il minimo numero di nodi: uno con altezza h - 1 e l'altro con al-
tezza h - 2. Considerando la radice nel conteggio, si otterrà la seguente formula, che 
pone in relazione n(h) con n(h - 1) e n(h - 2), per h> 3: 

A questo punto, il lettore più attento che conosce le proprietà della progressione di 
Fibonacci (Paragrafo 2.2.3 ed Esercizio C-4.12) avrà senz'altro notato che n(h) è 
una funzione esponenziale in h. Sarà ora illustrato esplicitamente il tipo di ragiona-
mento applicato. La (10.1) implica che n(h) sia una funzione strettamente crescente 
di h e quindi n(h - 1) > n(h - 2). Sostituendo n(h - 1) con n(h - 2) nella formula 
(10.1) e tralasciando il valore di 1, si otterrà per h > 3: 

La (10.2) indica che n{h) almeno raddoppia ogni volta che h si incrementa di 2, che 
intuitivamente significa che n(h) cresce esponenzialmente. Per mostrare questo fat-
to in modo formale, si applicherà ripetutamente la (10.2) generando la seguente se-
rie di disuguaglianze: 

Cioè, n(h) > 2' • n(h - 2i), per ogni intero i, tale che h-2i> 1. Poiché i valori di n(l) 
e n(2) sono già noti, verrà scelto un valore di i tali che h - 2i sia uguale a 1 o 2. Si 
sceglierà il valore: 

Sostituendo il precedente valore di i nella (10.3), si otterrà per h > 3: 

n(h) = l+n(h-l) + n(h-2) (10.1) 

n(h) >2-n(h-2) (10.2) 

n(h) >2-n(h-2) 
> 4 • n(h - 4) 
>8-n(h-6) 

> 2' • n(h - 2i) (10.3) 

(10.4) 
Effettuando il logaritmo di entrambi i membri della (10.4), si otterrà: 

log n(h) > 1 h 

da cut si ottiene: 
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h < 2 log n(h) + 2 (10.5) 

che implica che un albero AVL che contiene n elementi abbia un'altezza al più 

Per la Proposizione 10.2 e dall'analisi di un albero binario di ricerca fornito nel Pa-
ragrafo 10.1, le operazioni find e findLAll in un dizionario implementato con un al-
bero AVL, sono eseguite in tempo rispettivamente 0(log n) e 0(log n + s), in cui n 
rappresenta il numero di elementi presenti nel dizionario, mentre s rappresenta la 
grandezza dell'insieme restituito. Ovviamente occorrerebbe ancora mostrare in che 
modo sia possibile conservare la proprietà di bilanciamento dell'altezza dopo le 
operazioni di inserimento o rimozione. 

10.2.1 Operazioni di aggiornamento 
Le operazioni di inserimento e di rimozione relative agli alberi AVL sono molti si-
mili a quelle degli alberi binari di ricerca, con la differenza che per gli alberi AVL 
occorre una ulteriore elaborazione. 

• Inserimento 
L'inserimento in un albero AVL T inizia con una operazione di inserimento descrit-
ta nel Paragrafo 10.1.2 relativa a un albero binario di ricerca semplice. Si ricordi che 
questa operazione inserisce sempre un nuovo elemento nel nodo w di T che prece-
dentemente era un nodo esterno, e trasforma w in un nodo interno mediante l'ope-
razione insertAtExternal. In effetti, sono aggiunti due nodi esterni figli di w. Que-
sto tipo di operazione potrebbe invalidare la proprietà di bilanciamento dell'altezza 
in quanto per alcuni nodi l'altezza aumenta di una unità. Sarà quindi descritta una 
metodologia che ristruttura T per ripristinare la proprietà di bilanciamento dell'al-
tezza. Dato un albero binario di ricerca T, si dirà che un nodo interno v di T è bi-
lanciato se il valore assoluto della differenza tra le altezze dei figli di v è al più 
uguale a 1; negli altri casi si dirà che il nodo è sbilanciato. In questo modo la pro-
prietà di bilanciamento dell'altezza che caratterizza gli alberi AVL corrisponde al-
l'affermazione che ogni nodo è bilanciato. 

Si supponga che T soddisfi la proprietà di bilanciamento dell'altezza, e che quin-
di sia un albero AVL, prima dell'inserimento di un nuovo elemento. Così come pre-
cedentemente affermato, dopo aver effettuato l'operazione insertAtExternal su T, 
le altezze di alcuni nodi di T, incluso w, aumentano. Questi nodi si trovano sul per-
corso di T da w alla radice di T, e questi sono gli unici nodi di T che potrebbero es-
sere diventati sbilanciati (Figura 10.8a). Ovviamente, se ciò accade, allora T non 
sarà più un albero AVL; occorre quindi pensare a un meccanismo che risolva lo 
«sbilanciamento» che è stato appena causato. 

Il bilanciamento dei nodi sarà ripristinato nell'albero binario di ricerca T facen-
do ricorso a una semplice strategia di «cerca-e-ripristina». In particolare, sia z il pri-
mo nodo incontrato procedendo da w verso la radice di T tale che z sia sbilanciato 
(Figura 10.8a). Inoltre sia y il figlio di z con altezza maggiore (si noti che y deve es-
sere un antenato di w). Infine, sia x il figlio di y con altezza maggiore (il nodo x deve 
essere un antenato di w). Inoltre il nodo x è un nipote di z e potrebbe essere uguale 
a w. Poiché z diventa sbilanciato a causa di un inserimento nel sottoalbero radicato 
nel proprio figlio y, l'altezza di y risulta maggiorata di 2 rispetto al proprio fratello. 

2 log n + 2. 



FIGURA 1 0 . 8 Un esempio di inserimento di un elemento con chiave 54 nell'albro AVL di Figura 10.7: (a) dopo aver inserito 
un nuovo nodo per la chiave 54, il nodo contenente la chiave 78 e il nodo contenente la chiave 44 diventano sbilanciati; 
(b) la ristrutturazione di una terna di nodi ripristina la proprietà di bilanciamento dell'altezza. In seguito si mostreranno 
le altezze dei nodix,y e z coinvolti nella riorganizzazione della terna di nodi. 

Si provvederà ora a ribilanciare il sottoalbero radicato in z mediante una chiamata 
al metodo di ristrutturazione della terna, restructure(x), fornito nel Frammento di 
codice 10.6 e illustrato nelle Figure 10.8 e 10.9. La ristrutturazione di una terna di 
nodi rinomina temporaneamente i nodi x,y e z come a,b e c, così che a preceda b e 
b preceda c in un attraversamento inorder di T. Esistono quattro modi possibili per 
trasformare x, y e z in a, b e c, così come illustrato in Figura 10.9, che vengono unifi-
cati in un solo caso con l'associazione precedente. La ristrutturazione della terna di 
nodi, quindi, sostituisce il nodo z con il nodo b, imposta i figli di questo nodo con a 
e c, e imposta i figli di a e c ai quattro figli precedenti di x, y e z (diversi da x e y) 
conservando la relazione di inorder per tutti i nodi in T. 

Le modifiche di un albero T causate da un'operazione di ristrutturazione di una 
terna viene spesso denominata una rotazione, a causa del modo in cui è possibile vi-
sualizzare il cambiamento di T. Se b = y, il metodo di ristrutturazione della terna 
viene definito una rotazione singola, poiché è possibile visualizzare ciò come «rota-
zione» di y su z (Figura 10.9a e b). Altrimenti, se b = x, l'operazione di ristruttura-
zione della terna di nodi è detta rotazione doppia, poiché è possibile visualizzarla 
ruotando x su y e poi su z (Figura 10.9c e d, e Figura 10.8). Alcuni ricercatori tratta-

F R A M M E N T O DI CODICE 10.6 
L'operazione 
di ristrutturazione 
della terna di nodi 
in un albero binario 
di ricerca. 

Algoritmo restructure(x): 
Input: Un nodo x di un albero binario T che ha un padre y e un nonno z 
Output: L'albero binario T dopo una ristrutturazione di una te rna di nodi 

(che corrisponde a una singola o a una doppia rotazione) che coinvolga 
x, y e z 

1. Sia (a, b, c) una lista sinistra verso destra (inorder) dei nodi x, y e z 
e sia (T 0, Tlt Tz, T 3) una lista sinistra verso destra (inorder) dei quattro 
sottoalberi di x, y e z non radicati in x, y o z. 

2. Sostituire il sottoalbero radicato in z con il nuovo sottoalbero radicato in b. 
3. Sia a 11 figlio sinistro di b e siano T0 e rispettivamente 1 sottoalberi 

sinistro e destro di a. 
4. Sia c il figlio destro di b e siano Tz e Tz rispettivamente i sottoalberi 

sinistro e destro di c. 



(a) 

(b) 

(c) 

FIGURA 1 0 . 9 Illustrazione schematica dell'operazione di ristrutturazione di una terna di nodi (Frammento di codice 10.6): 
(a) e (b) rotazione singola; (c) e (d) rotazione doppia. 



no questi due tipi di rotazione come metodi separati, ciascuno con due tipi simme-
trici. In ogni caso, si è scelto di unificare questi quattro tipi di rotazione in una sin-
gola operazione di ristrutturazione sulla terna di nodi. Non importa il modo in cui si 
ottiene ciò, sebbene il metodo di ristrutturazione della terna di nodi modifichi le re-
lazioni padre-figlio di 0(1) nodi in T, preservando l'ordine di attraversamento mor-
der di tutti i nodi di T. 

Oltre a preservare la proprietà di conservazione dell'ordine, una ristrutturazione 
della terna di nodi modifica l'altezza di molti nodi in T, in modo da ripristinare il bi-
lanciamento. Si ricordi che il metodo restructure(x) viene eseguito perché z, nonno 
di x, è sbilanciato. Inoltre questo sbilanciamento è dovuto a uno dei figli di x che ora 
ha un'altezza troppo elevata relativa all'altezza degli altri figli di z. Il risultato di una 
rotazione consiste nello spostare verso l'alto il figlio «alto» di x e di spostare verso il 
basso il figlio «basso» di z. Così, dopo aver eseguito l'operazione di restructure(x), 
tutti i nodi del sottoalbero attualmente radicato nel nodo definito con b, risulteranno 
bilanciati (Figura 10.9). Pertanto sarà ripristinata la proprietà di bilanciamento del-
l'altezza localmente nei nodi x, y e z. Infine, poiché dopo aver effettuato un inseri-
mento di un nuovo elemento, il sottoalbero radicato in b sostituisce quello preceden-
temente radicato in z, che era più alto di una unità, tutti gli antenati di z che erano 
precedentemente sbilanciati diventeranno bilanciati (Figura 10.8) (la dimostrazione 
di questo fatto viene proposta nell'Esercizio C-10.11). Pertanto questa ristrutturazio-
ne ripristina anche globalmente la proprietà di bilanciamento dell'altezza. 

• Cancellazione 
Come nel caso dell'operazione di inserimento in un dizionario, si inizierà a studiare 
l'implementazione dell'operazione di remove sul dizionario per un albero AVL Tim-
piegando l'algoritmo per effettuare questa operazione su un regolare albero di ricer-
ca binario. La difficoltà aggiuntiva che si presenta nel perseguire questa strategia con 
un albero AVL consiste nel fatto che potrebbe essere violata la proprietà di bilancia-
mento dell'altezza. In particolare, dopo aver rimosso un nodo interno con una opera-
zione di removeExternal e innalzando uno dei propri figli in quel posto, potrebbe es-
serci un nodo sbilanciato in T sul percorso dal padre w del nodo precedentemente ri-
mosso alla radice di T (Figura 10.10a). Infatti potrebbe esserci al più un nodo sbilan-
ciato (la dimostrazione di questo fatto viene proposta nell'Esercizio C-10.10). 

FIGURA 1 0 . 1 0 Cancellazione di un elemento con chiave 32 dall'albero AVL di Figura 10.7: (a) dopo la cancellazione del nodo 
che contiene la chiave 32, la radice diventa sbilanciata; (b) una rotazione (singola) ripristina la proprietà di bilanciamento 
dell'altezza. 
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Come nell'inserimento di un nuovo nodo, anche in questo caso per ripristinare il 
bilanciamento nell'albero T sarà eseguita una ristrutturazione della terna di nodi. In 
particolare, si supponga che z sia il primo nodo sbilanciato che si incontri proceden-
do verso l'alto da w alla radice di T. Inoltre, sia y il figlio di z con altezza maggiore 
(si noti che il nodo y è il figlio di z che non è un antenato di w), e sia x il figlio di y 
definito nel seguente modo: se uno dei figli di y è più alto degli altri, sia x il più alto 
figlio di y\ altrimenti (entrambi i figli di y hanno la medesima altezza), sia x il figlio 
di y dello stesso lato di y (cioè, se y è un figlio sinistro, sia x il figlio sinistro di y al-
trimenti sia x il figlio destro di y). In ogni caso sarà eseguita un'operazione di re-
structure(x) che ripristina localmente la proprietà di altezza bilanciata nel sottoal-
bero che era precedentemente radicato in z ed è ora radicato nel nodo che è stato 
temporaneamente definito con b (Figura 10.10b). 

Sfortunatamente questa ristrutturazione della terna di nodi potrebbe ridurre 
l'altezza del sottoalbero radicato in b di 1, la qual cosa potrebbe causare che un an-
tenato di b possa diventare sbilanciato. Così, dopo aver ribilanciato z, si continuerà 
a percorrere verso l'alto T ponendo attenzione ai nodi sbilanciati. Qualora ne do-
vesse essere ritrovato un altro, si ricorrerà nuovamente per ripristinare i relativi bi-
lanciamenti, e si continuerà ancora fino al raggiungimento della radice di T. Infine, 
poiché l'altezza di T è 0(log n), in cui « è il numero degli elementi, per la Proposi-
zione 10.2, 0(log n) operazioni di ristrutturazioni di terne saranno sufficienti per ri-
pristinare la proprietà di bilanciamento dell'altezza. 

• Prestazione degli alberi AVL 
Di seguito sarà sintetizzata l'analisi della prestazione degli alberi AVL. Le operazio-
ni find, inserì e remove visitano i nodi lungo il percorso radice-foglia di T, e poi, 
possibilmente, i propri fratelli. Sarà impiegato per ogni nodo un tempo 0(1). Quin-
di, poiché l'altezza di T è 0(log n) per la Proposizione 10.2, ciascuna delle prece-
denti operazioni impiega un tempo 0(log n). Come esercizio interessante si richie-
de l'implementazione e l'analisi di una versione efficiente dell'operazione findAll. 
Nella Tabella 10.2 è sintetizzata la prestazione di un dizionario realizzato mediante 
un albero AVL. Nella Figura 10.11 è illustrata questa prestazione. 

10.2.2 Implementazione in Java 
In questo paragrafo si analizzerà il dettaglio dell'implementazione e analisi di un al-
bero AVL, T, con n nodi interni che implementano un dizionario ordinato con n ele-
menti. Gli algoritmi di inserimento e rimozione per T richiedono la capacità di esecu-
zione della ristrutturazione sulle terne di nodi e la determinazione della differenza 
tra le altezze di due nodi fratelli. Ridando uno sguardo alla ristrutturazione, bisogna 
essere sicuri che la presupposta implementazione di un albero binario di ricerca in-

Operazione Tempo 

size, isEmpty 0(1) 
find, insert, remove 0(log n) 

findAll 0(log n + s) 
TABELLA 1 0 . 2 Prestazione di un dizionario con n elementi realizzato mediante un albero AVL, 
in cui s denota la grandezza dell'insieme restituito dall'operazione findAll. La complessità 
dello spazio utilizzato è O(n). 



F I G U R A 1 0 . 1 1 
Illustrazione del 
tempo di esecuzione 
di ricerche 
e aggiornamenti in un 
albero AVL. Il tempo 
di prestazione per ogni 
livello è O(l) , 

Tempo di esecuzione 

Albero AVL T: 

Tempo per livello 

— -0(1) 

0(1) 
interrotto nella fase 
di scorrimento verso il 
basso, che tipicamente 
implica una ricerca, 
e una fase di 
scorrimento verso 
l'alto, che tipicamente 
comporta 
l'aggiornamento 
dei valori di altezza 
ed esecuzione 
della ristrutturazione 
locale di terne di nodi 
(rotazioni). 

O(log ri) 
Fase A 

di scorrimento O 
verso il basso ) 

Tempo di esecuzione del caso peggiore: O(log ri) 

O ' ' F a s e 
" di scorrimento 
•v. verso l'aito 

0(1) 

eluda il metodo di ristrutturazione restructure(x), che esegue una operazione di ri-
strutturazione sulle terne di nodi (Frammento di codice 10.6). È semplice osservare 
che una operazione di ristrutturazione può essere eseguita in tempo 0(1) se Tè stato 
implementato con una struttura collegata (linked) (si veda il Paragrafo 7.3.4). In que-
sto caso si assumerà che la classe BinarySearchTree includa questo metodo. 

Considerando le informazioni sulle altezze, è possibile memorizzare esplicita-
mente le altezze di ciascun nodo interno v nel nodo stesso. In alternativa si potreb-
be memorizzare in v il fattore di bilanciamento di v, che è definito come l'altezza 
del figlio sinistro di v meno l'altezza del figlio destro di v. Quindi il fattore di bilan-
ciamento di v è sempre uguale a -1 ,0 o 1, eccezion fatta per il tempo di inserimento 
0 cancellazione, in cui esso potrebbe essere temporaneamente uguale a -2 o +2. Du-
rante l'esecuzione di un inserimento o di una cancellazione, l'altezza e il fattore di 
bilanciamento di 0(log n) nodi sono modificati e possono essere risistemati in un 
tempo 0(log n). 

Nei Frammenti di codice 10.7 e 10.8 è mostrata una classe Java completa, AVL-
Tree, che implementa un dizionario facendo ricorso a un albero AVL (si assume che 
la classe genitrice includa una implementazione del metodo restructure). Questa 
classe estende BinarySearchTree (Frammenti di codice 10.3-10.5) e include una 
classe innestata, AVLNode, che estende la classe BTNode impiegata per rappresentare 
1 nodi di un albero binario. La classe AVLNode definisce un'ulteriore variabile 
d'istanza height, che rappresenta l'altezza del nodo. Si considererà un albero binario 
che usi questa classe di nodi anziché la classe BTNode, semplicemente ridefinendo il 
metodo createNode, che è impiegato esclusivamente per creare nuovi nodi dell'albe-
ro binario. La classe AVLTree eredita i metodi size, isEmpty, find e findAll dalla su-
perclasse BinarySearchTree, ma ridefinirà i metodi insert e remove per garantire 
che l'albero di ricerca sia bilanciato. 

Il metodo insert (Frammento di codice 10.8) inizia chiamando il metodo insert 
della superclasse, che inserisce un nuovo elemento e assegna la posizione di inseri-
mento (per esempio, il nodo contenente la chiave 54 nella Figura 10.8) alla variabile 
d'istanza actionPos. Il metodo ausiliario rebalance è in seguito utilizzato per attraver-
sare il percorso dalla posizione di inserimento verso la radice. Questo attraversamen-
to aggiorna le altezze di tutti i nodi visitati ed esegue, se necessario, una ristrutturazio-



ne delle terne di nodi. Similmente il metodo remove (Frammento di codice 10.8) ini-
zia chiamando il metodo remove della superclasse che esegue una rimozione dell'ele-
mento e assegna la posizione sostituendo l 'elemento cancellato alla variabile d'istan-
za actionPos. Il metodo ausiliario rebalance è poi utilizzato per attraversare il percor-
so dalla posizione rimossa alla radice, eseguendo ogni ristrutturazione necessaria. 

/** Implementazione di un albero AVL. */ 
publio class AVLTree<K,V> 

extends BlnarySearchTree<K,V> implements Dictionary<K,V> { 
public AVLTree(Comparator<K> c) { super(c); 1 
public AVLTreeO ( s u p e r o ; } 
/** Classe innestata per i nodi di un albero AVL. */ 
protected static class AVLNode<K,V> extends BTNode<Entry<K,V» ( 

protected int height; / / s i aggiunge un campo altezza per il BTNode 
AVLNodeO {/* costruttore di default */) 
/** Costruttore preferito. */ 
AVLNode(Entry<K,V> element, BTPosition<Entry<K,V» parent, 

BTPosition<Entiy<K,V» left, BTPosition<Entry<K,V» right) { 
super (element, parent, left, right); 
height = 0; 
if (left 1= null) 

height = Math.max(height, 1 + ((AVLNode<K,V>) left).getHeight()); 
if (right 1= null) 

height = Math.max (height, 1 + ((AVLNode<K,V>) 
right). getHeight( )); 

} / / si assume che, se necessario, il padre corregga la propria altezza 
public void setHelght(inth) { height = h; } 
public int getHeightO ( return height; ) 

} 
/** Crea un nuovo nodo per l'albero binario di ricerca 
* (ridefinendo la versione della superclasse). */ 

protected BTPosition<Entry<K,V» createNode(Entry<K,V> element, 
BTPosition<Entry<K,V» parent, BTPosition<Entiy<K,V» left, 
BTPositlon<Entry<K,V» right) ( 

return new AVLNode<K,V>(element,parent,left,right); 
/ / ora si impiegano i nodi dell'AVL 

1 
/** Restituisce l'altezza di un nodo (richiamando un AVLNode). */ 
protected int height(Position<Entry<K:, V » p) ( 

return ((AVLNode<K,V>) p).getHeightO; 
) 
/** Imposta l'altezza di un nodo interno (richiamando un AVLNode). */ 
protected void setHeight(Position<Entry<K,V» p) { 

((AVLNode<K,V>) p).setHeight(l+Math.maxQieight(left(p)), 
height(right(p)))) ; 

) 
/** Restituisce un valore che indica se un nodo ha un fattore 
* di bilanciamento t ra - l e i . * / 

protected boolean lsBalanced(Position<Entry<K,V» p) { 
in tbf = helght(left(p)) - height(right(p)); 
return ((-1 <= bf) 8i8e (bf <= 1)); 

F R A M M E N T O DI CODICE 
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/** Restituisce un figlio di p con altezza non inferiore a quella degli altri 
* figli. */ 

protected Position<Entry<K,V» tallerCliild(Position<Entry<K,V» p) ( 
if (height(left(p)) > height(right(p))) return left(p); 
else if (height(left(p)) < height(right(p))) return rìght(p); 
/ / uguale all'altezza dei figli; interrompe il legame impiegando il tipo 
/ / del padre 
if (isRoot(p)) return left(p); 
if (p == left(parent(p))) return left(p); 
else return right(p); 

1 
* Metodo di ribilanciamento richiamato da insert e remove. Attraversa 
* il percorso da zPos alla radice. Per ciascun nodo incontrato, si ricalcola 
* la propria altezza e si esegue una ristrutturazione di una terna di nodi 
* qualora essa sia sbilanciata. 
*/ 
protected void rebalance(Position<Entry<K,V» zPos) { 

if(isInternal(zPos)) 
setHeight(zPos); 

while OisRoot(zPos)) { / / attraversamento verso l'alto fino alla radice 
/ / dell'albero 

zPos = parent(zPos); 
setHeight(zPos); 
if OisBalajiced(zPos)) { / / esegue una ristrutturazione della terna 

/ / di nodi nel più alto nipote di zPos 
Position<Entry<K,V» xPos = tallerChild(tallerChild(zPos)); 
zPos = restructure(xPos); / / ristrutturazione della terna 

/ / (dalla classe genitrice) 
setHeight(left(zPos)); / / ricalcolo delle altezze 
setHeight(right(zPos)) ; 
setHeight(zPos); 

} 
} 

1 
/ / ridefinizione dei metodi di un dizionario TDA 
public Entry <K,V> insert(K k, V v) throws InvalidKeyException { 

Entry<K,V> toReturn = super.insertCk, v); / / esegue il metodo createNode 
rebalance(actionPos); / / ribilancia verso l'alto partendo dalla posizione 

/ / di inserimento 
return toReturn-, 

} 
public Entry <K,V> remove(Entry<K,V> ent) throws InvalidEntryException { 

Entry <K,V> toReturn = super, remo ve (ent); 
if (toReturn != nuli) / / è stato attualmente rimosso qualcosa 

rebalance(actionPos); / / ribilanciamento dell'albero verso l'alto 
return toReturn; 

} 
} / / fine della classe AVLTree 

FRAMMENTO DI CODICE 1 0 . 8 Metodi ausiliari tallerChild (figlio più alto) e rebalance 
(ribilanciamento) e metodi insert e remove del dizionario della classe AVLTree. 



1 0 . 3 Alberi estesi 

Un'altra metodologia che potrebbe essere sfruttata per implementare le operazioni 
fondamentali del dizionario, è quella di utilizzare una struttura dati albero di ricerca 
bilanciato nota con il nome di alberi estesi (splay). Questa struttura è concettual-
mente abbastanza diversa da quella dell'albero di ricerca bilanciato, discussa prece-
dentemente, perché un albero splay non utilizza esplicitamente delle regole che for-
zino il proprio bilanciamento. Piuttosto essi applicano speciali operazioni di movi-
mento verso la radice, dette splaying, dopo ogni accesso, al fine di rendere l'albero di 
ricerca bilanciato solo in senso ammortizzato. L'operazione di estensione (splaying) 
è eseguita nel nodo più in basso x raggiunto durante un inserimento, cancellazione o 
ricerca. La particolarità dell'estensione è che tramite essa è possibile garantire un 
tempo di esecuzione ammortizzato che sia logaritmico per le operazioni di inseri-
mento, cancellazione e di ricerca. La struttura di un albero splay è semplicemente un 
albero binario di ricerca T. Non vi sono, infatti, altezze aggiuntive, bilanciamenti o 
etichette colorate da associare ai nodi dell'albero. 

10.3.1 Estensione 
Sia dato un nodo interno x di un albero binario di ricerca T, allora si estende (splay) x 
spostando x verso la radice di T attraverso una sequenza di ristrutturazioni. Le parti-
colari ristrutturazioni che sono eseguite sono fondamentali poiché non è sufficiente 
spostare x verso la radice di T con una sequenza qualunque. La specifica operazione 
che sarà eseguita per spostare x verso l'alto dipende dalla posizione relativa di x, del 
proprio genitore y e (se esiste) di z, nonno di x. Vi sono tre casi da considerare. 
Zig-zig: il nodo x e il proprio genitore y sono entrambi figli sinistri o entrambi figli 

destri (Figura 10.12). Si sostituisce z con x, rendendo y figlio di x e z figlio di y, 
mentre è mantenuta la relazione di morder dei nodi in T. 

Zig-zag', uno tra x e y è un figlio sinistro e l'altro è un figlio destro (Figura 10.13). 
In tal caso, si sostituisce z con x e si impostano y e z come figli di x, mentre si 
conserverà la relazione di inorder dei nodi di T. 

Zig: x non possiede un nonno (oppure non si considera il nonno di x per uno speci-
fico motivo) (Figura 10.14). In tal caso si ruota x su y, ridefinendo come figli di x 

F I G U R A 1 0 . 1 2 
Zig-zig: (a) prima; 
(b) dopo. Vi è un'altra 
configurazione 
simmetrica in cui x e y 
sono figli sinistri. 



FIGURA 1 0 . 1 3 
Zig-zag: (a) prima; 
(b) dopo. Esiste 
un'altra 
configurazione 
simmetrica in cui x 
è un figlio destro e y 
sia un figlio sinistro. 

F I G U R A 1 0 . 1 4 
Zig: (a) prima; 
(b) dopo. Esiste 
un'altra 
configurazione 
simmetrica in cui x 
e w sono figli sinistri. 

(a) (b) 

il nodo y e w uno dei precedenti figli di x, in modo da conservare la relativa rela-
zione di inorder dei nodi in T. 
Si esegue uno zig-zig o uno zig-zag quando x possiede un nonno, e uno zig quan-

do x possiede un padre ma non un nonno. Un passo di splaying (estensione) consi-
ste nella ripetizione di queste ristrutturazioni su x finché x diventa la radice di T. Si 
noti che questa non è la stessa sequenza di rotazioni viste in precedenza che porta-
vano x nella radice. Nelle Figure 10.15 e 10.16 si illustra un esempio dello splaying 
di un nodo. 

10.3.2 In quali circostanze occorre eseguire un'estensione 
Le regole che indicano quando eseguire un'estensione (splaying) sono le seguenti. 
• Quando si ricerca la chiave k,ekè stata trovata nel nodox,si estendex,altrimen-

ti si estende il padre del nodo esterno nel quale la ricerca termina senza successo. 
Per esempio, lo splaying nelle Figure 10.15 e 10.16 potrebbe essere eseguito dopo 
che la ricerca ha avuto successo per la chiave 14 o insuccesso per la chiave 14.5. 

• Quando è inserita la chiave k, si esegue uno splay per il nuovo nodo interno 
creato in cui k è inserito. Per esempio, lo splaying nelle Figure 10.15 e 10.16 po-
trebbe essere effettuato se 14 è l'ultima chiave inserita. Nella figura 10.17 è mo-
strata una sequenza di splay in un albero. 
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FIGURA 1 0 . 1 5 Esempio di splaying di un nodo: (a) splaying del nodo contenente 14 che parte con 
uno zig-zag; (b) dopo lo zig-zag; (c) il passo successivo è uno zig-zig. (Continua nella Figura 10.16.) 
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FIGURA 1 0 . 1 6 Esempio di splaying di un nodo: (d) dopo lo zig-zig: (e) il passo seguente è ancora 
uno zig-zig; (f) dopo lo zig-zig. (Continuazione della Figura 10.15.) 



F I G U R A 1 0 . 1 7 
Una sequenza 
di inserimenti in un 
albero splay: (a) albero 
iniziale; (b) dopo 
l'inserimento di 2; 
(c) dopo lo splaying; 
(d) dopo l'inserimento 
di 3; (e) dopo lo 
splaying; (f) dopo 
l'inserimento di 4; 
(g) dopo lo splaying. 

• Quando si cancella una chiave k, si effettua uno splay del padre del nodo w che 
è stato rimosso, cioè w è o il nodo che contiene k oppure uno dei suoi discenden-
ti (si tenga presente l'algoritmo di rimozione per gli alberi binari di ricerca). Nel-
la Figura 10.18 viene mostrato un esempio di splaying seguente una operazione 
di cancellazione. 

10.3.3 Analisi ammortizzata dell'estensione* 
Dopo uno zig-zig o uno zig-zag, la profondità di x decresce di due, e dopo uno zig 
la profondità di x decresce di uno. Quindi, se x ha una profondità d, lo splaying 
di x consiste in una sequenza di YdH\ zig-zig e/o zig-zag, più uno zig finale se d è 
dispari. Poiché un singolo zig-zig, zig-zag o zig coinvolgono un numero costante di 
nodi, ciò può essere compiuto in un tempo 0(1). Quindi l'estensione di un nodo 
x in un albero binario di ricerca T richiede un tempo O(d), in cui d rappresenta 
la profondità di x in T. In altre parole, il tempo per eseguire un passo di esten-
sione per un nodo x è asintoticamente lo stesso del tempo necessario per rag-
giungere questo nodo in una ricerca top-down (dall'alto verso il basso) dalla ra-
dice di T. 



FIGURA 1 0 . 1 8 Cancellazione da un albero splay: (a) la cancellazione di 8 dal nodo r è effettuata spostando in r la chiave del 
nodo interno v più a destra, nel sottoalbero sinistro di r, cancellando v ed estendendo (splaying) il padre u di v; (b) estendere 
(splaying) u partendo con un zig-zig; (c) dopo lo zig-zig; (d) il passo successivo è uno zig; (e) dopo lo zig. 

. • Tempo nel caso peggiore 
\ Nel caso peggiore il tempo di esecuzione complessivo per una ricerca, un inseri-
i mento o una cancellazione in un albero splay di altezza h è 0(h), poiché il nodo su 
i cui effettuiamo uno splay potrebbe essere il nodo più profondo presente nell'albe-
i ro. Inoltre potrebbe anche essere possibile che h sia grande quanto n, così come 
i mostrato nella Figura 10.17. Quindi, dal punto di vista del caso peggiore, un albero 
: splay non è una struttura dati molto attraente. 
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Tuttavia un albero splay è efficiente in senso ammortizzato: in una sequenza mi-
sta di ricerche, inserimenti e cancellazioni ogni operazione richiede un tempo me-
dio logaritmico. Si esegue un'analisi ammortizzata degli alberi splay tramite un'ana-
lisi contabile. 

• Prestazione ammortizzata degli alberi splay 
Si noti che il tempo richiesto per eseguire una ricerca, una cancellazione o un inseri-
mento è proporzionale al tempo per lo splaying associato. Così si può considerare 
solo il tempo di splaying. 

Sia T un albero splay con n chiavi e sia v un nodo di T. Si definisce size 
(grandezza) n(v) di v come il numero dei nodi nel sottoalbero radicato in v. Si 
noti che questa definizione comporta che la grandezza di un nodo interno sia di 
uno maggiore della somma delle grandezze dei suoi due figli. Si definisce rank 
r(v) di un nodo v il logaritmo in base 2 della grandezza di v; in altre parole, 
r{v) = log(«(v)). Chiaramente la radice di T ha la massima grandezza (2ti + 1) e 
il massimo rank, log(2n + 1), mentre ciascun nodo esterno ha grandezza 1 e 
rank 0. 

Si supponga di utilizzare cyber-dollari per pagare il lavoro che si esegue per 
estendere (splaying) un nodo x in T, e si assuma che un cyber-dollaro venga pagato 
per uno zig, mentre due cyber-dollari siano pagati per uno zig-zig o uno zig-zag. 
Quindi il costo per l'estensione (splaying) di un nodo alla profondità d corrisponde 
a d cyber-dollari. Si consideri di avere definito un conto virtuale che contenga cy-
ber-dollari per ogni nodo interno di T. Si noti che questo conto esiste solo per l'ana-
lisi ammortizzata e che pertanto non è necessario che questa informazione sia inclu-
sa nella struttura dati che realizza un albero splay T. 

• Un'analisi contabile dello splaying 
Quando si esegue uno splaying, occorre pagare un certo quantitativo di cyber-dolla-
ri (l'esatto valore di questo quantitativo sarà determinato alla fine di questa anali-
si). Si distinguono tre casi: 
• Se il pagamento è uguale al lavoro di splaying, allora si utilizza il denaro per pa-

gare lo splaying. 
• Se il pagamento è maggiore del lavoro di splaying, allora si deposita una ecce-

denza nei conti di molti nodi. 
• Se il pagamento è inferiore al lavoro di splaying, si effettuano dei prelievi dai 

conti di molti nodi per coprire la differenza. 
Nel resto di questo paragrafo è mostrato che un pagamento di 0(log n) cyber-dolla-
ri per operazione è sufficiente per giustificare il lavoro del sistema, vale a dire per 
assicurare che ciascun nodo mantenga un bilancio non negativo. 

• L'invariante cyber-dollaro per lo splaying 
Si utilizza uno schema in cui i trasferimenti sono effettuati tra conti dei nodi per as-
sicurare che ci siano sempre cyber-dollari a sufficienza da prelevare per il pagamen-
to del lavoro di splaying quando necessario. 

Per poter utilizzare il metodo contabile per eseguire l'analisi dello splaying, si 
dovranno rispettare e preservare i seguenti invarianti. 



Prima e successivamente a uno splaying, ogni nodo v di T ha r(v) cyber-dollari 
nel proprio conto. 

Si noti che l'invariante è «finanziariamente valido», poiché esso non richiede di co-
stituire un deposito preliminare per finanziare un albero con zero chiavi. 

Sia r(T) la somma dei ranghi di tutti i nodi di T. Per poter preservare un inva-
riante dopo uno splaying, occorre compiere un pagamento uguale al lavoro di 
splaying più il totale cambio in r(T). In seguito si farà riferimento a una singola ope-
razione di zig, zig-zig o zig-zag in uno splaying come sottopasso di uno splaying. 
Inoltre si denoterà il rango di un nodo v di T rispettivamente con r(v) e r'(v), prima 
e dopo un sottopasso di splaying. Si utilizza ripetutamente questo lemma per l'ana-
lisi di uno splaying completo di un nodo verso la radice. 

PROPOSIZIONE 10.3 Sia 8 la variazione di r(T) causata da un singolo sottopasso 
di splaying (uno zig, uno zig-zig o uno zig-zag) per un nodo x in T. Si otterrà che: 
• 8 < 3(r ' (x) - r(jc)) - 2 se il sottopasso è uno zig-zig o uno zig-zag; 
• 8 < 3(r ' (x) - r(x)) se il sottopasso è uno zig. 

DIMOSTRAZIONE. Si sfrutta il fatto che (si veda la Proposizione A.l, Appendice A), 
se a > 0, b>0ec>a + b, 

log a + log b < 2 log c - 2 (10.6) 
Si considerino le variazioni in r(T) causate da ogni tipo di sottopasso di splaying. 
Zig-zig (si ricordi la Figura 10.12): poiché la grandezza di ciascun nodo è uno in più 

rispetto alla grandezza dei propri due figli, si noti che solo i ranghi di x, y e z 
cambiano in una operazione di zig-zig, in cui y è il padre di x e z è il padre di y. 
Inoltre r'(x) = r(z), r'(y) < r'(x) e r(y) > r(x). Quindi 

8 = r'(x) + r'{y) + r'(z) - r(x) - r{y) - r(z) 
< r'(y) + r'(z) - r(x) - r(y) 
<r'(x) + r'(z)-2r(x) (10.7) 

Si noti che n(x) + n'(z) < n'(x). Così per la (10.6), r(;t) + r'(z) < 2r'(x) - 2, e cioè 
r'(z) < 2r'(x) - r(x) - 2 

Questa disuguaglianza e la (10.7) implicano: 
8 < r'(x) + (2r'(x) - r(x) - 2) - 2r(x) 

<3(r'(x)-r(x))-2 
Zig-zag (si ricordi la Figura 10.13): per la definizione di grandezza e rango, cambia-

no solo il rango di x, y e z, in cui y rappresenta il padre di x e z rappresenta il pa-
dre di y. Inoltre r'(x) = r(z) e r(x) < r(y). Quindi 

8 = r'(x) + r'(y) + r\z) - r(x) - r(y) - r(z) 
< r'(y) + r'(z) ~ r(x) - r(y) 
<r'(y) + r'(z)-2r(x) (10.8) 

Si noti che n\y) + n\z) < n'(x)\quindi per la (10.6), r'(y) + r\z) < 2r'(x) - 2. Così, 
8 < 2r'(x) - 2 - 2r(x) 

<3(r'(x)-r(x))-2 
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Zig (si ricordi la Figura 10.14): in tal caso cambiano solo i rank di x e y, in cui y rap-
presenta il padre di x. Inoltre r'(y) < r(y) e r'(x) > r(x). Quindi 

ò=r'(y) + r'(x)-r(y)-r(x) 
< r'(x) - r(x) 
< 3(r'(.r) - r(x)) H 

P R O P O S I Z I O N E 1 0 . 4 Sia 7 un albero splay con radice t, e sia A la variazione com-
plessiva di r(T) causata dallo splaying del nodo x alla profondità d. Si otterrà 

A < 3(r(t) - r(x)) -d + 2 
D I M O S T R A Z I O N E . Lo splaying di un nodo x consiste di p ~ \d!2\ sottopassi di 
splaying, ciascuno dei quali è uno zig-zig o uno zig-zag, escluso eventualmente l'ulti-
mo sottopasso, che risulta essere uno zig se d è dispari. Sia r0(x) = r(x) il rank inizia-
le di x, e per i = 1, ...,p, sia rt(x) il rank di x dopo 17-esimo sottopasso e 8, la varia-
zione di r(T) causata dall'/-esimo sottopasso. Per il Lemma 10.3, la variazione com-
plessiva A di r(T) causata dallo splaying di * è 

A = j r 8,. 
1=1 

<£(3(ri(x)-r,_1(x))-2) + 2 
Ì - 1 

= 3(rp(x)-r0(x))-2p + 2 
< 3 (r(t) - r(x)) -d + 2 M 

Per la Proposizione 10.4, se si effettua un pagamento di 3(r(t) - r(*)) + 2 cyber-
dollari per lo splaying del nodo JC, si avranno abbastanza cyber-dollari per conservare 
l'invariante, prendendo r(v) cyber-dollari per ogni nodo v in T, ed effettuando il pa-
gamento per l'intero lavoro di splaying, il cui costo è di d dollari. Poiché la grandezza 
della radice t è 2n + 1, il proprio rango è r(t) = log(2n + 1). Inoltre si ha r(x) < r(t). 
Quindi il pagamento da eseguire per lo splaying è di 0(log n) cyber-dollari. Per poter 
completare questa analisi occorre calcolare il costo per mantenere l'invariante qua-
lora venga inserito o cancellato un nodo. 

Quando è introdotto un nuovo nodo v in un albero splay con n chiavi, aumenta 
il rango di tutti gli antenati di v. Formalmente, siano v0, v,,..., v d, gli antenati di v, in 
cui v 0 = v, v, sia il padre di v,-_,, e vd sia la radice. Per i = 1, . . . , d, siano n'(v,) e n(v,) 
rispettivamente le grandezze di v, prima e dopo l'inserimento, e siano r'(v,) e r(v,) 
rispettivamente i rango di v, prima e dopo l'inserimento. Si otterrà 

rt'(v,.) = n(v,.) + l 
Inoltre, poiché n(v,) + 1 < n(v, + 1), per i = 0 ,1, . . . , d - 1, per ogni i in questa inter-
vallo si avrà: 

r'(v,) = log(*'(v,.)) = log(n(v,.) + 1) < log(n(v / + , ) ) = r(v / + , ) 
Quindi la variazione complessiva di r(T) causata dall'inserimento è: 

t " '(v,)) < r'(vd) + f (r(vi+ì) - r(v,.)) i=i i=i 
= r'(vd)-r(v 0 ) 
<log(2n + 1) 



Allora, quando è introdotto un nuovo nodo, è sufficiente un pagamento di 0(log n) 
cyber-dollari per mantenere l'invarianza. 

Quando si cancella un nodo v da un albero splay con n chiavi, il rango di tutti gli 
antenati di v diminuisce. Quindi risulterà negativa la variazione totale di r(T) causa-
ta dalla cancellazione, e non si dovrà effettuare alcun pagamento per mantenere 
l'invarianza nel caso in cui un nodo sia eliminato. In definitiva è possibile sintetizza-
re questa analisi ammortizzata mediante la seguente proposizione (che talvolta è 
definita «proposizione di bilanciamento» per gli alberi splay): 

P R O P O S I Z I O N E 1 0 . 5 Si consideri una sequenza di m operazioni, ricerca, can-
cellazione e inserimento definite su un albero splay, ciascuna delle quali parte 
da un albero splay con zero chiavi. Si rappresenti inoltre con n, il numero di 
chiavi presenti nell'albero dopo l'i-esima operazione e sia n il numero totale di 
inserimenti effettuati. Il tempo totale di esecuzione della sequenza di opera-
zioni è: 

che corrisponde al valore 0(m log n). 

In altre parole, in un albero splay il tempo di esecuzione ammortizzato per le 
operazioni di ricerca, inserimento e cancellazione corrisponde a 0(log n), in cui n 
rappresenta la grandezza dell'albero splay in un determinato istante. Quindi un al-
bero splay può richiedere un tempo logaritmico con prestazione ammortizzata per 
poter implementare un TDA dizionario ordinato. Questa analisi ammortizzata è 
confrontabile con la prestazione del caso pessimo degli alberi AVL, degli alberi 
(2,4) e degli alberi red-black ma è riferita a un semplice albero binario che non ne-
cessita di ulteriori informazioni di bilanciamento memorizzate in ciascuno dei pro-
pri nodi. In definitiva, gli alberi splay possiedono anche altre interessanti proprietà 
che non sono invece condivise dagli altri alberi di ricerca bilanciati. Una di queste 
ulteriori proprietà verrà esposta nella proposizione seguente (che è talvolta detta 
proposizione dell'«ottimalità statica» per gli alberi splay): 

PROPOSIZIONE 10.6 Si consideri una sequenza di m operazioni su un albero 
splay, ciascuna delle quali ricerca, inserisce o cancella elementi partendo da un 
albero splay T con zero chiavi. Si supponga inoltre che /(/) definisca il numero di 
volte in cui si accede all'elemento i nell'albero splay, cioè la frequenza relativa di 
accesso e si assuma che n denoti il numero complessivo di elementi. Si supponga 
che l'accesso a ogni elemento sia effettuato per almeno una volta, quindi il tem-
po totale di esecuzione per effettuare la sequenza di operazioni è: 

Anche se è stata omessa la dimostrazione di questa proposizione, essa non risul-
ta molto complessa, come si potrebbe invece immaginare. Il fatto considerevole è 
che questa proposizione afferma che il tempo di esecuzione ammortizzato relativo 
agli accessi a un elemento generico i risulta essere 0(log(m//(/))). 

m 
O\m + ^ log n, <= ì 



1 0 . 4 Alberi (2,4) 

Alcune strutture dati discusse in questo capitolo, inclusa quella degli alberi (2,4), 
sono multi-way, cioè alberi i cui nodi interni possono avere due o più figli. Quindi, 
prima di definire gli alberi (2,4), saranno esaminati gli alberi di ricerca multi-way. 

10.4.1 Alberi di ricerca multi-way 
Si ricordi che gli alberi di ricerca multi-way sono definiti in modo che ogni nodo in-
terno possa avere tanti figli. In questo paragrafo si studierà il modo in cui un albero 
multi-way possa essere utilizzato come albero di ricerca. Si ricordi che gli elementi 
che si memorizzano in un albero di ricerca sono coppie della forma (k,x), in cui k 
identifica la chiave e x rappresenta il valore associato alla chiave. In ogni caso, ora 
non sarà discusso il modo in cui saranno effettuati gli aggiornamenti sull'albero di ri-
cerca multi-way, poiché il dettaglio relativo ai metodi di aggiornamento è basato su 
ulteriori proprietà degli alberi multi-way che saranno analizzate nel Paragrafo 14.3.1. 

• Definizione di un albero di ricerca multi-way 
Sia v un nodo di un albero ordinato. Si dirà che v è un d-nodo se v ha d figli. Si defi-
nisce un albero di ricerca multi-way come un albero ordinato T che possiede le se-
guenti proprietà (Figura 10.19a): 
• Ogni nodo interno di T ha almeno due figli. In altre parole, ciascun nodo interno 

è un d-nodo con d > 2. 
• Ogni d-nodo interno v di T con figli v„ ..., vd, contiene un insieme ordinato di 

d-1 coppie di elementi chiave-valore (/cj,Jc t),..., (A:d_ in cui kx < ... < kd_i. 
• Per convenzione si definisce kQ = e kd = Per ogni elemento (kjc) memoriz-

zato in un nodo nel sottoalbero di v radicato in v,, i - 1 , . . . , d, si ha che kj_ì<k< k f . 
Ciò comporta che se si concepisce un insieme di chiavi memorizzate in v, incluse le 
chiavi fittizie speciali k0 = e kd = allora la chiave k memorizzata nel sottoal-
bero di T radicato nel figlio del nodo v, deve essere «tra» due chiavi memorizzate in 
v. Da questo semplice punto di vista si deduce che un d-nodo memorizza d - 1 chia-
vi regolari e costituisce la base dell'algoritmo per la ricerca in un albero di ricerca 
multi-way. 

Per la precedente definizione, i nodi esterni di una ricerca multi-way non memo-
rizzano elementi ma vengono impiegati solo come valore simbolico, analogamente 
alla convenzione adottata con gli alberi binari di ricerca (Paragrafo 10.1); quindi un 
albero binario di ricerca può essere visto come un caso speciale di un albero di ri-
cerca multi-way, in cui ogni nodo interno contiene un elemento e ha due figli. Inol-
tre, poiché i nodi esterni potrebbero avere valore nuli, per semplicità si assume che 
in essi attualmente non vi sia alcun valore. 

In ogni caso, sia che i nodi interni di un albero multi-way abbiano due figli, sia 
che ne abbiano molti, sussiste una importante relazione che intercorre tra il numero 
di elementi e il numero di nodi esterni. 

P R O P O S I Z I O N E 1 0 . 7 Un albero di ricerca multi-way con n elementi contiene 
n + 1 nodi esterni. 
La dimostrazione di questa proposizione è lasciata come esercizio (C-10.14). 



FIGURA 1 0 . 1 9 (a) Un albero di ricerca multi-way; (b) percorso di ricerca in 7"per la chiave 12 
(ricerca senza successo); (c) percorso di ricerca in T per la chiave 24 (ricerca con successo). 



© 978-88-08-07037-1 

• Ricerca in un albero multi-way 
Dato un albero di ricerca multi-way T, risulta semplice la ricerca per un elemento 
con chiave k. Tale ricerca si attua tracciando un percorso in T che parte dalla radice 
(Figura 10.19b e c). Quando durante la ricerca ci si troverà nel d-nodo v, si confron-
terà la chiave k con le chiavi kx, ..., kd_ì memorizzate in v. Se esiste un i tale che 
k = kh la ricerca ha avuto successo. Altrimenti si continua con la ricerca nel figlio v, 
di v tale che ki_ì < k < ki (si ricordi che per convenzione si era posto che k0 = e 
kd = +00). Se si raggiunge un nodo esterno, allora ciò significa che in T non vi è alcun 
elemento con chiave A; e la ricerca è terminata senza successo. 

• Strutture dati per la rappresentazione degli alberi di ricerca multi-way 
Nel Paragrafo 7.1.3 si era discussa una struttura dati collegata (linked) per la rap-
presentazione di un albero generico. Questa rappresentazione può essere sfruttata 
anche per un albero di ricerca multi-way. Infatti, usando un albero generico per im-
plementare un albero di ricerca multi-way, l'unica informazione aggiuntiva necessa-
ria da memorizzare in ogni nodo è l'insieme degli elementi (incluse le chiavi) asso-
ciate a quel nodo. Quindi occorrerà memorizzare con v un riferimento a una certa 
collezione che memorizza gli elementi per v. 

Si ricordi che quando si usa un albero binario di ricerca per rappresentare un di-
zionario ordinato D, per ogni nodo interno sarà semplicemente memorizzato un ri-
ferimento a un singolo elemento. Usando un albero di ricerca multi-way T che rap-
presenti D, occorre memorizzare un riferimento all'insieme ordinato di elementi as-
sociati a v a ogni nodo interno v di T. Questo ragionamento potrebbe a prima vista 
apparire come una argomentazione «circolare» poiché si richiede la rappresentazio-
ne di un dizionario ordinato per rappresentare un dizionario ordinato. Potrebbe co-
munque essere possibile evitare argomentazioni circolari utilizzando la tecnica del 
bootstrapping, in cui per la risoluzione di un problema si sfrutta una soluzione pri-
maria (meno sofisticata) per generare una nuova soluzione (più sofisticata) del pro-
blema. In tal caso la tecnica del bootstrapping consiste nella rappresentazione di un 
insieme ordinato associato a ogni nodo interno impiegando una struttura dati dizio-
nario precedentemente costruita (per esempio, una ricerca su una tabella basata su 
un array ordinato, come mostrato nel Paragrafo 9.3.3). In particolare, assumendo 
che si disponga già di un modo che permetta di implementare dizionari ordinati, è 
possibile realizzare un albero di ricerca multi-way prendendo un albero T e memo-
rizzare tale dizionario in ogni nodo di T. 

Il dizionario memorizzato in ciascun nodo v è denominato come struttura dati 
secondaria, poiché essa viene impiegata come supporto di quella più grande, la 
struttura dati primaria. Il dizionario memorizzato nel nodo v di T si denoterà con 
D(v). Gli elementi che andranno memorizzati in D(v) permetteranno di trovare 
quale nodo figlio dovrà essere successivamente considerato durante una operazione 
di ricerca. Specificamente, per ciascun nodo v di T, con figli v t, ..., vd ed elementi 
(fc^jCj),..., (kd_l,xd_l), in D(v) si memorizzeranno gli elementi 

(kx, fo, v,)), (k2, (x2, v 2)),.. . , (kd_lf (xd_u vd_,)), ( + 0 0 , (0 , vd)) 
Vale a dire, un elemento (k¡, (x„ v,)) del dizionario D(v) è caratterizzato dalla chiave 
k¡ e dal valore (x¡, v,). Si noti che la chiave dell'ultimo elemento memorizzato è +<*. 

Con la precedente realizzazione dell'albero di ricerca multi-way T, l'elaborazione 
su un d-nodo v mentre si è in cerca di un elemento di 7" con chiave k poteva essere ef-
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fettuata eseguendo una operazione di ricerca per trovare l'elemento (kt, (xt, uj) in 
D(v) con la chiave più piccola maggiore o uguale a k. Si distinguono due casi: 
• Se k < kj allora si continuerà la ricerca processando il figlio v, (si noti che se vie-

ne restituita la chiave speciale +<*, allora k è maggiore di tutte le chiavi memo-
rizzate nel nodo v, e quindi si continuerà processando il figlio vd). 

• Altrimenti (k = kt), la ricerca termina con successo. 
Si consideri lo spazio richiesto per la precedente realizzazione di un albero di ri-

cerca multi-way T che memorizza n elementi. Per la Proposizione 10.7, impiegando 
una comune realizzazione per i dizionari ordinati (si faccia riferimento al Capitolo 9) 
per la struttura secondaria dei nodi di T, lo spazio complessivo richiesto per Tè 0(n). 

Si consideri poi il tempo impiegato per fornire una risposta a una operazione di ri-
cerca in T. Il tempo trascorso in un <i-nodo di T durante una ricerca dipende da come 
viene realizzata la struttura dati secondaria di D(v). Se D(v) è stato realizzato con un 
array ordinato (vale a dire un una tabella di ricerca ordinata), allora è possibile pro-
cessare v in tempo 0(log d). Se invece D(v) è stato realizzato impiegando una lista 
non ordinata, allora il tempo per processare v è O(d). Sia dmax il massimo numero di 
figli di ogni nodo di T, e sia h l'altezza di T. Il tempo di ricerca in un albero di ricerca 
multi-way è 0(h d m a x ) oppure 0(h log d m a x ) in dipendenza dalla specifica implemen-
tazione della struttura dati secondaria dei nodi di T (i dizionari D(v)). Se dmàX è co-
stante, allora il tempo di esecuzione per eseguire una ricerca è 0(h), indipendente-
mente dal tipo di implementazione scelto per la struttura dati secondaria. 

Quindi il principale obiettivo di efficienza di un albero di ricerca multi-way è 
quello di avere un'altezza più piccola possibile e cioè si auspica che h sia una fun-
zione logaritmica di n che rappresenta il numero totale di elementi memorizzati nel 
dizionario. Un albero di ricerca con altezza logaritmica, come questo appena studia-
to, è detto albero di ricerca bilanciato. Si discuterà ora di un albero di ricerca bi-
lanciato con d m a x = 4. 

• Definizione di albero (2,4) 
Un albero di ricerca multi-way con struttura dati secondaria memorizzata in ogni 
nodo e un albero bilanciato multi-way come struttura dati primaria è definito come 
albero (2,4), talvolta detto albero 2-4 o albero 2-3-4. Questa struttura dati raggiun-
ge i suoi obiettivi preservando due semplici proprietà (Figura 10.20): 
Proprietà di misura: ogni nodo interno possiede al più quattro figli. 
Proprietà di profondità: tutti i nodi esterni hanno la stessa profondità. 

F I G U R A 1 0 . 2 0 
Un albero (2,4). 



Ancora una volta si assume che i nodi esterni siano vuoti e, per semplicità, si de-
scrivono i metodi di ricerca e aggiornamento presupponendo che i nodi esterni sia-
no nodi reali, sebbene quest'ultimo requisito non sia strettamente necessario. 

Il rispetto della proprietà di grandezza per gli alberi (2,4) rende semplici i nodi 
in un albero di ricerca multi-way. Ciò spiega il perché del nome alternativo «alberi 
2-3-4»; ciò implica, infatti, che ciascun nodo interno dell'albero possieda 2, 3 o 4 fi-
gli. Un'altra implicazione di questa regola è che risulta possibile rappresentare il di-
zionario D{v) memorizzato in ogni nodo interno v che impiega una lista non ordi-
nata o un array non ordinato, e si ottiene ancora un tempo di esecuzione 0( 1) per 
tutte le operazioni (poiché dmax = 4). In altre parole la proprietà di profondità 
rafforza un importante limite sull'altezza di un albero (2,4). 

PROPOSIZIONE 10.8 L'altezza di un albero (2,4) che contiene n elementi è 
0(log n). 

DIMOSTRAZIONE. Sia h l'altezza di un albero (2,4) che contiene n elementi. Si dimo-
strerà la proposizione mostrando che sono vere le due seguenti condizioni: 

(10.9) 

(10.10) 

Per dimostrare queste condizioni si noti anzitutto che, per la proprietà di misura, 
è possibile avere al più 4 nodi alla profondità 1, al più 4 2 nodi alla profondità 2, e 
così via. Così il numero di nodi esterni in T risulta al più 4 \ Analogamente, per la 
proprietà di profondità e per la definizione di albero (2,4), si devono avere al più 2 
nodi alla profondità 1, almeno 2 2 nodi alla profondità 2 e così via. Quindi il numero 
di nodi esterni in T è al più 2h. Inoltre, per la Proposizione 10.7, il numero di nodi 
esterni in T è n + 1. Pertanto si otterrà: 

2h < n + 1 

n + 1 < 4h 

Effettuando il logaritmo in base 2 di entrambi i membri si otterrà: 
h < log(n + 1) 

log(n + 1 )<2h 
che dimostra le diseguaglianze (10.9) e (10.10). • 

La Proposizione 10.8 afferma che le proprietà di grandezza e di profondità sono 
sufficienti per garantire che l'albero multi-way sia bilanciato (Paragrafo 10.4.1). 
Inoltre questa proposizione implica che la ricerca in un albero (2,4) impiega un 
tempo 0(log n) e che la realizzazione specifica per la struttura dati secondaria per i 
nodi non risulta pertanto una scelta progettuale cruciale, poiché il massimo numero 
di figli dmax è costante (4). Per esempio, come struttura dati secondaria è quindi pos-
sibile utilizzare una implementazione mediante un dizionario ordinato semplice, 
quale una tabella di ricerca con lista di array. 

1 log (n + \)<h 

h<\og(n + \) 



10.4.2 Operazioni di aggiornamento per gli alberi (2,4) 
La conservazione delle proprietà di misura e di profondità richiede uno sforzo ag-
giuntivo dopo che sono state effettuate delle operazioni di inserimento e di cancel-
lazione sull'albero (2,4).Saranno di seguito discusse tali operazioni. 

• Inserimento 
Per poter inserire un nuovo elemento {kjc), con chiave k, occorre prima effettuare 
una ricerca per k. Se si assume che T non contenga elementi con chiave k, allora 
questa ricerca terminerà senza successo nel nodo esterno z. Sia v il padre di z. Si in-
serisce il nuovo elemento nel nodo v e si aggiunge un nuovo figlio w (un nodo 
esterno) a v alla sinistra di z. Sarà aggiunto in pratica l'elemento {kjc,w) al diziona-
rio D(v). Il metodo di inserimento preserva la proprietà dell'albero poiché viene in-
trodotto un nuovo nodo esterno allo stesso livello dei nodi esterni esistenti. Tuttavia 
potrebbe essere violata la proprietà di misura. In realtà, se prima un nodo v era di 
grado 4, allora dopo l'inserimento potrebbe diventare un nodo di grado 5, implican-
do che l'albero T non sia più un albero (2,4). Questo tipo di violazione della pro-
prietà di misura è definita overflow (trabocco) al nodo v e deve essere risolto per 
poter ripristinare la proprietà dell'albero (2,4). Siano v„ ..., v 5 i figli di v, e siano kx, 
..., k4 le chiavi memorizzate in v. Per poter rimediare a un owerflow al nodo v, si 
eseguirà una operazione di split (scissione) su v nel seguente modo (Figura 10.21): 
• Sostituire v con i due nodi v' e v", in cui 

- v ' è u n nodo di grado 3 con figli v 1 ; v2, v 3 che contengono le chiavi ky e k2\ 
- v" è un nodo di grado 2 con figli v4, v5 che contiene la chiave k4. 

• Se v era la radice di T, si crei un nuovo nodo radice u\ altrimenti sia u il padre di v. 
• Si inserisca la chiave k3 in u e si pongano v' e v" figli di u, in modo che se v era il 

figlio i di v, allora v' e v" diventeranno rispettivamente i figli / e i + 1 di u. 
Nella Figura 10.22 viene mostrata una sequenza di inserimenti in un albero (2,4). 

• Analisi dell'inserimento in un albero (2,4) 
Un'operazione di split coinvolge un numero costante di nodi dell'albero e 0(1) ele-
menti memorizzati in tali nodi. Quindi esso può essere implementato per essere 
eseguito in tempo 0(1). 

FIGURA 1 0 . 2 1 Lo split di un nodo: (a) owerflow al nodo v di grado 5; (b) la terza chiave di v è inserita nel padre u di v; 
(c) il nodo v è sostituito con il nodo v' di grado 3 e il nodo v" di grado 2. 



F I G U R A 1 0 . 2 2 
Una sequenza 
di inserimenti 
in un albero (2,4): 
(a) albero iniziale 
con un solo elemento; 
(b) inserimento di 6; 
(c) inserimento di 12; 
(d) inserimento di 15 
che causa un overflow; 
(e) split, che causa 
la creazione di 
un nuovo nodo radice; 
(f) dopo lo split; 
(g) inserimento di 3; 
(h) inserimento di 5 
che causa un overflow; 
(i) split; (j) dopo lo 
split; (k) inserimento 
di 10; (1) inserimento 
di 8. 

Come conseguenza di una operazione di split sul nodo v, è possibile che si verifichi 
un nuovo overflow nel padre di v, u. Se si verifica tale overflow, esso genera immedia-
tamente uno split nel nodo u (Figura 10.23). Una operazione di split elimina oppure 
propaga l'overflow nel padre del nodo attuale. Quindi il numero di operazioni di split 
è limitato dall'altezza dell'albero, che per la Proposizione 10.8 è uguale a 0(log n). 
Perciò il tempo complessivo per eseguire un inserimento in un albero (2,4) è 0(log n). 

• Cancellazione 
Si consideri ora la cancellazione di un elemento con chiave k da un albero T (2,4). 
Questa operazione inizia eseguendo una ricerca in T per un elemento con chiave k. 
La cancellazione di un tale elemento dall'albero (2,4) può sempre essere ridotta al 
caso in cui l'elemento che deve essere cancellato è memorizzato nel nodo v i cui fi-
gli sono nodi esterni. Si supponga per esempio che l'elemento con chiave k da can-



(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

F I G U R A 1 0 . 2 3 Un inserimento in un albero (2,4) che causa split in cascata: (a) prima dell'inserimento; (b) l'inserimento di 17 
causa un overflow; (c) uno split; (d) dopo lo split si verifica un nuovo overflow; (e) un altro split che crea un nuovo nodo 
radice; (f) l'albero finale. 

celiare sia memorizzato nell'i-esimo elemento (/c„Jt,) del nodo z, che ha solo figli 
con nodi interni. In tal caso si scambia l'elemento (&,>*,) con un elemento appro-
priato che è memorizzato nel nodo v che ha figli con nodi esterni (Figura 10.24d) 
nel modo seguente: 
1. Si ricerca il nodo interno v più a destra radicato nell'i-esimo figlio di z, notando 

che i figli del nodo v sono tutti nodi esterni. 
2. Si scambia l'elemento (&,>*,) in z con l'ultimo elemento di v. 
Una volta accertato che l'elemento da cancellare sia memorizzato in un nodo v solo 
con nodi figli esterni (poiché o era già in v oppure esso è stato scambiato in v), si ri-
muoverà semplicemente l'elemento da v (cioè dal Dizionario D(v)) e si cancellerà 
l'i-esimo nodo di v. 

La cancellazione di un elemento (e di un figlio) da un nodo v come prima descrit-
to, preserva la proprietà di profondità perché sarà sempre cancellato un nodo figlio 
esterno da un nodo v con solo nodi figli esterni. In ogni modo, cancellando un tal 
nodo esterno potrebbe essere violata la proprietà di grandezza in v. Effettivamente, 
se v in precedenza era un nodo di grado 2, allora esso diventerà un nodo di grado 1 
senza elementi dopo la cancellazione (Figura 10.24d, e), la qual cosa non è consentita 



(a) (b) 

(e) 

(9) (h) 

FIGURA 1 0 . 2 4 Una sequenza di cancellazioni da un albero (2,4): (a) cancellazione di 4 che causa un underflow; 
(b) una operazione di trasferimento; (c) dopo l'operazione di trasferimento; (d) cancellazione di 12 che genera un underflow; 
(e) una operazione di fusione; (f) dopo l'operazione di fusione; (g) cancellazione di 13; (h) dopo la cancellazione di 13. 



F I G U R A 1 0 . 2 5 Una sequenza di propagazioni di fusioni in un albero (2,4): (a) cancellazione di 14 che causa un underflow; 
(b) fusione che causa un altro underflow; (c) seconda operazione di fusione che causa la cancellazione della radice; 
(d) albero finale. 

| in un albero (2,4). Questo tipo di violazione della proprietà di grandezza è detta un-
\ derflow (implosione) al nodo v. Per porre rimedio a un underflow, si controlla se un 
! fratello diretto di v sia un nodo di grado 3 o di grado 4. Se si trova un tale fratello w, 
; allora si eseguirà una operazione di trasferimento in cui si sposterà un figlio di w in v, 
i la chiave di w al padre u di v e w, e la chiave di u a v (Figura 10.24b, c). Se v ha soltanto 
| un fratello, oppure se entrambi i fratelli diretti di v sono di grado 2, allora sarà esegui-
I ta una operazione di fusione, in cui v verrà fuso con un fratello, creando un nuovo 
; nodo v', e spostando la chiave dal padre u di v in v' (Figura 10.25e, f). 

Una operazione di fusione al nodo v può causare l'evento di un nuovo underflow 
| nel padre u di v, che genera subito un trasferimento o fusione in u (Figura 10.25). 
i Quindi il numero di operazioni di fusione è limitato dall'altezza dell'albero, che per la 
| Proposizione 10.8 è 0(log ri). Se un underflow si propaga su tutto il percorso fino alla 
i radice, allora si procede semplicemente cancellando la radice (Figura 10.25c, d). Nelle 
; Figure 10.24 e 10.25 è illustrata una sequenza di cancellazioni da un albero (2,4). 

j • Prestazioni degli alberi (2,4) 
\ La Tabella 10.3 sintetizza i tempi di esecuzione delle principali operazioni di un di-
i zionario realizzato con un albero (2,4). L'analisi di complessità temporale è basata 
i sulle seguenti affermazioni: 
; • L'altezza di un albero (2,4) che contiene n elementi è 0(log ri), per la Proposi-

zione 10.8. 
i • Una operazione di split, trasferimento o fusione impiega un tempo 0(1). 
i • Una ricerca, un inserimento o una cancellazione di un elemento visita 0(log n) 

nodi. 



Operazione Tempo 

size, isEmpty 0(1) 

find, Insert, remove Oflog ri) 
findAIl 0(log n + s) 

TAVOLA 1 0 . 3 Prestazioni di un dizionario con n elementi realizzato con un albero (2,4) in cui s 
denota la grandezza dell'insieme restituito da findAIl. L'uso dello spazio è 0(n). 

Quindi, gli alberi (2,4) forniscono per i dizionari rapide operazioni di ricerca e 
aggiornamento. Gli alberi (2,4) hanno anche una interessante relazione con la strut-
tura dati che verrà di seguito discussa. 

10 .5 Alberi red-black 

Sebbene gli alberi AVL e gli alberi (2,4) abbiano numerose buone proprietà, vi 
sono invece alcune applicazioni del dizionario per le quali esse non risultano abba-
stanza adeguate. Per esempio, gli alberi AVL potrebbero richiedere numerose ope-
razioni di ristrutturazione (rotazioni) che devono essere eseguite dopo una cancel-
lazione e gli alberi (2,4) potrebbero richiedere troppe operazioni di fusione o split 
da eseguire successivamente a una operazione di inserimento o cancellazione. La 
struttura dati che si discuterà in questo paragrafo, gli alberi red-black, non è affetta 
da tali inconvenienti poiché essa, per restare bilanciata, richiede che solo 0(1) cam-
biamenti strutturali siano effettuati dopo un aggiornamento. 

Un albero red-black è un albero binario di ricerca (si veda il Paragrafo 10.1) i cui 
nodi sono colorati di rosso e di nero in modo da soddisfare le seguenti proprietà: 
Proprietà della radice: la radice è nera. 
Proprietà esterna: ogni nodo esterno è nero. 
Proprietà interna: i figli di un nodo rosso sono neri. 
Proprietà di profondità: tutti i nodi esterni hanno la stessa profondità nera, defini-

ta come il numero di antenati neri meno uno (si ricordi che un nodo è un ante-
nato di se stesso). 

In Figura 10.26 è illustrato un esempio di albero red-black. 

F I G U R A 1 0 . 2 6 
Albero red-black 
associato all'albero 
(2,4) della Figura 
10.20. Ciascun nodo 
esterno di questo 
albero red-black 
possiede 4 antenati 
neri (incluso se stesso), 
quindi ha una 
profondità nera 3. 
Le informazioni in 
colore corrispondono 
al rosso. Inoltre si 
utilizza la convenzione 
di tracciare un arco 
dell'albero con lo 
stesso colore del nodo 
figlio. 



F I G U R A 1 0 . 2 7 
Corrispondenza 
tra un albero (2,4) 
e un albero red-black: 
(a) un nodo di grado 2; 
(b) un nodo di grado 3; 
(c) un nodo di grado 4. (a) 

(c) 

Come per i precedenti tipi di alberi di ricerca, si assume che gli elementi siano 
memorizzati nei nodi interni di un albero red-black, con i nodi esterni che sono solo 
dei placeholder vuoti. Inoltre si ipotizza che i nodi interni siano nodi effettivi ma si 
osserva che i nodi esterni potrebbero essere nuli a patto di definire i metodi lieve-
mente più complessi. 

È possibile rendere più intuitiva la definizione di albero red-black notando che 
esiste una importante corrispondenza tra gli alberi red-black e gli alberi (2,4), come 
illustrato nella Figura 10.27. Formalmente, dato un albero red-black, è possibile co-
struire un corrispondente albero (2,4) fondendo ogni nodo rosso v con il proprio 
padre e memorizzando l'elemento da v al proprio padre. Viceversa, è possibile tra-
sformare un albero (2,4) nel corrispondente albero red-black colorando in nero 
ogni nodo ed effettuando la seguente trasformazione per ogni nodo interno v: 
• Se v è un nodo di grado 2, allora si lasciano i figli di v come erano (neri). 
• Se v è un nodo di grado 3, allora si crea un nuovo nodo w, dando a w i primi due 

figli (neri) di v e si pone w e il terzo figlio di v come i due figli di v. 
• Se v è un nodo di grado 4, allora si creano due nuovi nodi rossi w e z, si danno a 

w i primi due figli neri di v e si pongono w e z come due figli di v. 
La corrispondenza tra gli alberi (2,4) e gli alberi red-black suggerisce una impor-

tante intuizione che sarà utilizzata nella discussione di come debbano essere effettuati 
gli aggiornamenti negli alberi red-black. Infatti, senza questa intuizione, gli algoritmi 
di aggiornamento per gli alberi red-black risulterebbero misteriosamente complessi. 

PROPOSIZIONE 10.9 L'altezza di un albero red-black che contiene n elementi è 
<9(log n). 

DIMOSTRAZIONE. Sia T un albero red-black che contiene n elementi e sia h l'altezza 
di T. Questa proposizione sarà giustificata stabilendo il seguente fatto: 

log (n + Í ) < h <2 log (n + 1) 
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Sia d la profondità nera di tutti i nodi esterni di T. Sia T'l'albero (2,4) associato a 
T, e sia h' l'altezza di T. A causa della corrispondenza tra gli alberi red-black e gli 
alberi (2,4), si ha che h' = d. Quindi, per la Proposizione 10.8, d = h' < log (n + 1). 
Per la proprietà del nodo interno, h < 2d. Quindi, si ottiene h < 21og(n + 1). L'altra 
disuguaglianza, Iog(n + 1) < h, scaturisce dalla Proposizione 7.10 e dal fatto che T ha 
n nodi interni. 

Si assume che un albero red-black sia realizzato mediante una struttura collega-
ta per gli alberi binari (Paragrafo 7.3.4) in cui in ogni nodo si memorizza l'elemento 
di un dizionario e un indicatore di colore. Quindi lo spazio richiesto per memorizza-
re n chiavi è 0(n). L'algoritmo di ricerca in un albero red-black T è lo stesso di 
quello standard visto per la ricerca in un albero binario (Paragrafo 10.1). Quindi la 
ricerca in un albero red-black impiega un tempo 0(log n). 

10.5 .1 Operazioni di aggiornamento 
L'esecuzione delle operazioni di aggiornamento su un albero red-black è simile a 
quella di un albero binario, con l'eccezione che in più occorrerà ripristinare le pro-
prietà di colore. 

• Inserimento 
Si consideri ora l'inserimento di un elemento con chiave k in un albero red-black T, 
tenendo presente la corrispondenza tra T e il suo albero (2,4) T'associato e l'algorit-
mo di inserimento per T'. L'algoritmo inizialmente procede come in un albero bina-
rio di ricerca (Paragrafo 10.1.2). Formalmente si ricerca la chiave k in T finché non è 
raggiunto un nodo esterno in T, e si sostituisce questo nodo con un nodo interno z, 
contenente (kjc) e avente due nodi esterni come figli. Se z è la radice di T, si colora z 
di nero, altrimenti si colorerà z di rosso. Anche i figli di z sono colorati di nero. Que-
sta azione corrisponde a inserire (kj) in un nodo dell'albero (2,4) T con figli esterni. 
Inoltre questa azione preserva la radice, le proprietà esterna e di profondità di T, ma 
essa potrebbe non rispettare la proprietà interna. In realtà, se z non è la radice di T e 
il padre v di z è rosso, allora si avranno un padre e un figlio (formalmente v e z) en-
trambi rossi. Si noti che per la proprietà della radice, v non può essere la radice di T e 
per la proprietà interna (che era in precedenza soddisfatta), il padre u di v deve esse-
re nero. Poiché z e il proprio padre sono rossi, ma u (il nonno di z) è nero, si indicherà 
questa violazione della proprietà interna come doppio rosso al nodo z. 

Per rimediare a un doppio rosso, saranno considerati due casi. 
Caso 1. Il fratello w di \ è nero (Figura 10.28). In tal caso il doppio rosso denota il 
fatto che nell'albero red-black T è stata prodotta una sostituzione sbagliata in corri-
spondenza di un nodo di grado 4 nell'albero (2,4) T'che ha come propri figli i quat-
tro figli neri di u, v e z. La sostituzione sbagliata ha un nodo rosso (v) che è il padre 
di un altro nodo rosso (z), mentre si desidererebbe che avesse invece i due nodi ros-
si come fratelli. Per risolvere questo problema si esegue una ristrutturazione della 
terna di T. La ristrutturazione di una terna è eseguita mediante l'operazione re-
structure(z), che consiste nei seguenti passi (Figura 10.28; questa operazione viene 
discussa anche nel Paragrafo 10.2): 
• Si prendano i nodi z, il padre v e il nonno u, e si rinominino temporaneamente 

come a, b e c in ordine da sinistra verso destra, in modo che a,b e c siano visitati 
in questo ordine da un attraversamento inorder dell'albero. 



F I G U R A 1 0 . 2 8 
Ristrutturazione di un 
albero red-black per 
rimediare a un doppio 
rosso: (a) le quattro 
configurazioni per u, 
v e z prima della 
ristrutturazione; 
(b) dopo la 
ristrutturazione. 

F I G U R A 1 0 . 2 9 
Ricolorazione per 
rimediare al problema 
del doppio rosso: 
(a) prima della 
ricolorazione e il 
corrispondente nodo 
di grado 5 nell'albero 
associato (2,4) prima 
dello split; (b) dopo 
la ricolorazione (e i 
nodi corrispondenti 
nell'albero (2,4) 
associato dopo 
lo split). 
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• Si sostituisca il nonno u con il nodo etichettato con b, e si rendano i nodi a e c fi-
gli di b, lasciando inalterata la relazione di inorder. 

Dopo aver eseguito l'operazione di restructure(z), si colorerà b in nero e a e c in 
rosso. Pertanto la ristrutturazione elimina il problema del doppio rosso. 

Caso 2. Il fratello w di v è rosso (Figura 10.29). In questo caso il doppio rosso de-
nota un evento di overflow in corrispondenza dell'albero (2,4) T. Per risolvere il 
problema si esegue l'equivalente di una operazione di split. Formalmente si ese-
guirà una ricolorazione: si colora in nero v e w e in rosso il loro padre u (fatta ecce-
zione se u è la radice, perché in tal caso si effettua la colorazione in nero). È possibi-
le che dopo questa ricolorazione si ripresenti il problema del doppio rosso, sebbene 
più in alto nell'albero T, poiché u potrebbe avere un padre rosso. Se si ripresenta il 
problema del doppio rosso in u, allora si ripeteranno le considerazioni dei due casi 
in u. Quindi una ricolorazione o elimina il problema del doppio rosso al nodo z, op-
pure lo propaga al nonno u di z. Si continuerà a risalire verso l'alto in T eseguendo 
le ricolorazioni finché non sarà risolto il problema del doppio rosso (con una ricolo-
razione finale oppure una ristrutturazione di una terna di nodi). Quindi il numero 
di ricolorazioni causate da un inserimento non è più grande della metà dell'altezza 
dell'albero T, cioè, per la Proposizione 10.9, non più di log(« + 1). 

Le Figure 10.30 e 10.31 illustrano una sequenza di operazioni di inserimento in 
un albero red-black. 

Questi casi per l'inserimento implicano una interessante proprietà per gli alberi 
red-black. Formalmente, poiché le azioni del Caso 1 eliminano il problema del dop-
pio rosso mediante una ristrutturazione di una singola terna e l'azione del Caso 2 
non esegue operazioni di ristrutturazione, è necessaria al più una ristrutturazione 
per l'inserimento in un albero red-black. Per la precedente analisi e per il fatto che 
una ristrutturazione o ricolorazione impiega un tempo 0(1), si avrà che: 

PROPOSIZIONE 10.10 L'inserimento di una coppia chiave-valore in un albero 
red-black che contiene n elementi può essere eseguita in tempo 0(log n) e ri-
chiede 0(log n) ricolorazioni e una ristrutturazione di una terna di nodi (una 
operazione di restructure). 

• Cancellazione 
Si supponga ora che ci sia stato richiesto di eliminare un elemento con chiave k da 
un albero red-black T. Per la rimozione di un elemento si procede inizialmente 
come per l'albero binario di ricerca (Paragrafo 10.1.2). Per prima cosa si ricer-
cherà un nodo u che contiene tale elemento. Se il nodo u non ha un figlio esterno, 
si ricercherà il nodo interno v seguendo u in un attraversamento inorder di T, si 
sposterà l'elemento in v a u, e si effettua la cancellazione in v. Quindi si può con-
siderare solo la cancellazione di un elemento con chiave k memorizzato nel nodo 
v con un figlio esterno w. Inoltre, come per l'inserimento, si terrà presente la cor-
rispondenza tra un albero red-black T e il suo albero (2,4) T' associato (e l'algo-
ritmo di cancellazione per 7"). 

Per cancellare l'elemento con chiave k da un nodo v di T con un figlio esterno w 
si procederà come segue. Si ponga r fratello di w e sia x il padre di v. Si elimineran-
no i nodi v e w, e si renderà r figlio di x. Se v era rosso (quindi r è nero) oppure r è 
rosso (e quindi v era nero), si colorerà r in nero e si terminerà. Se invece r è nero e 



F I G U R A 1 0 . 3 0 Una sequenza di inserimenti in un albero red-black: (a) albero iniziale; (b) inserimento di 7; (c) inserimento 
di 12, che causa un doppio rosso; (d) dopo la ristrutturazione; (e) inserimento di 15, che causa un doppio rosso; 
(f) dopo la ricolorazione (la radice resta nera); (g) inserimento di 3; (h) inserimento di 5; (i) inserimento di 14, che causa 
un doppio rosso; (j) dopo la ristrutturazione; (k) inserimento di 18, che causa un doppio rosso; (1) dopo la ricolorazione. 
(Continua nella Figura 10.31.) 
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F IGURA 1 0 . 3 1 Una sequenza di inserimenti in un albero red-black: (m) inserimento di 16, che causa un doppio rosso; 
(n) dopo la ristrutturazione; (o) inserimento di 17, che causa un doppio rosso; (p) dopo la ricolorazione c'è ancora un doppio 
rosso che dovrà essere trattato con una ristrutturazione; (q) dopo la ristrutturazione. (Continuazione della Figura 10.30.) 

v era nero, allora, per preservare la proprietà di profondità, si assegna a r un colore ; 
fittizio, doppio nero. Ora si avrà una violazione di colore, detto problema del dop- ! 
pio nero. Un doppio nero in T denota un underflow nel corrispondente albero (2,4) ; 
T'. Si ricordi che x è il padre del nodo r doppio nero. Per rimediare al problema del i 
doppio nero in r, si considerino tre casi. 

Caso 1. Il fratello y di r è nero e ha un figlio rosso z (Figura 10.32). La risolu- ; 
zione di questo caso corrisponde a una operazione di trasferimento nell'albero i 
(2,4) T'. Si esegue una operazione di ristrutturazione della terna di nodi me- I 



(a) 

(b) 

(c) 

F I G U R A 1 0 . 3 2 Ristrutturazione di un albero red-black per rimediare al problema del doppio nero: 
(a) e (b) configurazioni prima della ristrutturazione in cui r è un figlio destro e i nodi associati 
in corrispondenza dell'albero (2,4) dopo il trasferimento (si potrebbero considerare altre due 
configurazioni simmetriche in cui r è un figlio sinistro); (c) configurazione dopo la ristrutturazione 
e i nodi associati nell'albero corrispondente (2,4) dopo il trasferimento. Il colore grigio per il nodo 
x in (a) e in (b) e per il nodo b in (c) indica il fatto che questo nodo potrebbe essere colorato sia 
in rosso che in nero. 



diante l'operazione res t ructure(z) . Si ricordi che l'operazione res t ructure(z) 
prende il nodo z, suo padre y e il nonno x, li etichetta temporaneamente da sini-
stra verso destra come a, b e c, e sostituisce x con il nodo etichettato b, renden-
dolo padre degli altri due (si veda anche la descrizione di restructure nel Para-
grafo 10.2). Si colora a e c in nero, si dà a b il precedente colore di x, e si colora r 
di nero. Questa ristrutturazione della terna di nodi elimina il problema del doppio 
nero. Quindi, in questo caso, in una operazione di cancellazione è effettuata al più 
una ristrutturazione. 

Caso 2. Il fratello y di r è nero ed entrambi i figli di y sono neri (Figure 10.33 e 
10.34). La risoluzione di questo caso corrisponde all'operazione di fusione nell'al-
bero (2,4) T corrispondente. Si effettuerà una ricolorazione', si colora r in nero, y in 
rosso e, se x è rosso, esso sarà colorato in nero (Figura 10.33); altrimenti si colorerà 
x in doppio nero (Figura 10.34). Quindi, dopo questa ricolorazione, il problema del 
doppio nero potrebbe ripresentarsi nel padre x di r (Figura 10.34). Cioè questa rico-
lorazione o elimina il problema del doppio nero oppure lo propaga nel padre del 
nodo corrente. Nel padre saranno riconsiderati questi tre casi. Quindi, poiché il 
Caso 1 esegue una operazione di ristrutturazione di una terna di nodi e si arresta 
(come si vedrà di seguito, il Caso 3 risulta simile), il numero di ricolorazioni causato 
da una cancellazione non è maggiore di log(n + 1). 

(a) 

F I G U R A 1 0 . 3 3 
Ricolorazione di 
un albero red-black 
che risolve il problema 
del doppio nero: 
(a) prima della 
ricolorazione e i nodi 
corrispondenti 
nell'albero (2,4) 
associato prima della 
fusione (sono possibili 
altre configurazioni 
simili); (b) dopo la 
ricolorazione e i nodi 
corrispondenti 
nell'albero associato 
(2,4) dopo la fusione. 

(b) 



F I G U R A 1 0 . 3 4 
Ricolorazione di un 
albero red-black che 
propaga il problema 
del doppio nero: 
(a) configurazione 
prima della 
ricolorazione e i nodi 
corrispondenti 
nell'albero (2,4) 
associato prima 
della fusione (sono 
possibili altre 
configurazioni simili); 
(b) configurazione 
dopo la ricolorazione 
e i corrispondenti nodi 
nell'albero (2,4) 
associato dopo 
la fusione. 

Caso 3. Il fratello y dir è rosso (Figura 10.35). In questo caso si effettuerà una ope-
razione di aggiustamento come segue. Se y è il figlio destro di x, sia z il figlio destro di 
y; altrimenti, sia z il figlio sinistro di y. Si esegue una operazione di ristrutturazione 
della terna di nodi restructure(z), che rende y padre di x. Si colora y in nero e x in 
rosso. Un aggiustamento corrisponde a scegliere una diversa rappresentazione di un 
nodo di grado 3 nell'albero (2,4) T'. Dopo l'operazione di aggiustamento il fratello di 
r diventa nero, e si applicherà o il Caso 1 oppure il Caso 2, con un diverso significato 
per x e y. Si noti che se si applica il Caso 2, il problema del doppio nero non potrà ri-
presentarsi. Quindi per completare il Caso 3 si effettuerà un'altra applicazione o pre-
cedente del Caso 1 o Caso 2 e tutto sarà compiuto. Di conseguenza in una operazione 
di cancellazione viene eseguito al più un aggiustamento. 

Dalla precedente descrizione dell'algoritmo, è possibile osservare che i tre aggior-
namenti necessari dopo una cancellazione implicano una marcia verso l'alto nell'al-
bero T quando per ogni nodo si esegue al più una quantità costante di lavoro (per 
la ristrutturazione, ricolorazione o aggiustamento). Quindi, poiché i cambiamenti 
effettuati in un nodo di T durante questa marcia verso l'alto impiegano un tempo 
0(1) (poiché sono coinvolti un numero costante di nodi), si ha: 

PROPOSIZIONE 10.11 L'algoritmo per la cancellazione di un elemento dall'albe-
ro red-black con n elementi impiega un tempo 0(log ri) ed esegue 0(log ri) rico-
lorazioni e al più un aggiustamento più una aggiuntiva ristrutturazione di una 
terna di nodi. Vengono quindi eseguite al più due operazioni di ristrutturazione. 



F I G U R A 1 0 . 3 5 
Aggiustamenti di 
un albero red-black 
in presenza di 
un problema 
di doppio nero: 
(a) configurazione 
prima 
dell'aggiustamento 
e i nodi corrispondenti 
nell'albero (2,4) 
associato (è possibile 
anche una 
configurazione 
simmetrica); 
(b) configurazione 
dopo l'aggiustamento 
con gli stessi nodi 
corrispondenti 
nell'albero (2,4) 
associato. 

Nelle Figure 10.36 e 10.37 viene illustrata una sequenza di operazioni di cancel-
lazione su un albero red-black. Nella Figura 10.36c, d viene illustrata la ristruttura-
zione relativa al Caso 1. Nelle Figure 10.36 e 10.37, relativamente al Caso 2, vengo-
no illustrate le ricolorazioni in molti posti. Infine nella Figura 10.37Ì, j si mostra un 
esempio di aggiustamento del Caso 3. 

• Prestazioni degli alberi red-black 
La Tabella 10.4 sintetizza i tempi di esecuzione delle principali operazioni sui dizio-
nari realizzate mediante un albero red-black. In Figura 10.38 si illustra la dimostra-
zione di questi limiti. 

Così un albero red-black ottiene un tempo di esecuzione logaritmico per il caso 
peggiore sia per la ricerca sia per gli aggiornamenti in un dizionario. La struttura 
dati di un albero red-black è lievemente più complessa rispetto all'albero (2,4) cor-
rispondente. Tuttavia essa ha il vantaggio concettuale che solo un numero costante 

O p e r a z i o n e T e m p o 

size, isEmpty 0(1) 

find, insert, remove 0(log ri) 
findAll 0(log n + s) 

TABELLA 1 0 . 4 Prestazione di un dizionario con n elementi realizzato mediante un albero 
red-black, in cui s indica la grandezza dell'insieme restituito da findAU. Lo spazio utilizzato è 0(n). 
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F I G U R A 1 0 . 3 6 Sequenza di cancellazioni da un albero red-black: (a) albero iniziale; (b) cancellazione di 3; (c) cancellazione 
di 12, che causa un doppio nero (gestito mediante la ristrutturazione); (d) dopo la ristrutturazione. (Continua nella Figura 
10.37.) 

! di ristrutturazioni di terne di nodi è necessaria per ripristinare il bilanciamento del-
; l'albero red-black in seguito ad una operazione di aggiornamento. 

! 10.5.2 Implementazione in Java 
; Nei Frammenti di codice 10.9,10.10 e 10.11 sono illustrate le parti più importanti di 
i una implementazione in Java di un dizionario realizzato mediante un albero red-
i black. La classe principale include una classe innestata, RBNode, mostrata nel Fram-
! mento di codice 10.9, che estende la classe BTNode impiegata per rappresentare un 
; elemento chiave-valore di un albero binario di ricerca. Essa definisce un'addiziona-
; le variabile di istanza isRed, che rappresenta il colore del nodo, e i metodi di impo-
i stazione e restituzione. 

La classe RBTree (Frammenti di codice da 10.9 a 10.11) estende BinarySearch-
| Tree (Frammenti di codice da 10.3 a 10.5). Si ipotizza che la classe padre supporti il 
i metodo restructure per effettuare ristrutturazioni di una terna di nodi (rotazioni); la 
I relativa implementazione viene lasciata come esercizio (P-10.3). La classe RBTree 
i eredita i metodi size, isEmpty, find e findAll da BinarySearchTree, ma sovrascrive i 
; metodi inserì e remove. Essa implementa queste due operazioni effettuando prima 
j una chiamata al metodo corrispondente della classe genitrice e poi ponendo un rime-
; dio a ogni violazione di colore che questo aggiornamento potrebbe aver causato. Non 
! sono mostrati molti metodi ausiliari della classe RBTree, ma i loro nomi suggeriscono 

i relativi significati e le loro implementazioni sono immediate. 
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FIGURA 1 0 . 3 7 Sequenza di cancellazioni in un albero red-black (continuazione): (e) cancellazione di 17; (f) cancellazione 
di 18, che causa un doppio nero (gestito mediante una ricolorazione); (g) dopo la ricolorazione; (h) cancellazione di 15; 
(i) cancellazione di 16, che causa un doppio nero (gestito con un aggiustamento); (j) dopo l'aggiustamento il doppio nero 
necessita di essere trattato con una ricolorazione; (k) dopo la ricolorazione. (Continuazione della Figura 10.36.) 



Tempo per livello 
Al tezza 

Tempo nel caso peggiore: 0 ( log n) 

F I G U R A 1 0 . 3 8 Illustrazione del tempo di esecuzione di ricerche e aggiornamenti in un albero 
red-black. Il tempo di esecuzione è Ò( 1) per livello, frammentato nella fase discendente, 
che tipicamente richiede ricerche, e una fase ascendente, che tipicamente richiede ricolorazione 
ed esecuzione locale di ristrutturazione di terne di nodi (rotazioni). 

I metodi inse r ì (Frammento di codice 10.10) e r emove (Frammento di codice 
10.11) chiamano prima i metodi corrispondenti della superclasse e successivamente 
ribilanciano l 'albero mediante chiamate ausiliarie ai metodi per eseguire rotazioni 
lungo il percorso dalla posizione di aggiornamento (fornita dalla variabile action-
Pos ereditata dalla superclasse) alla radice. 

/** Realizzazione di un dizionario mediante un albero red-black. */ 
public class RBTree<K,V> 

extends BinarySearchTree<K,V> implements Dictionary<K,V> 1 
public RBTreeO { superC); ) 
public RBTree(Comparator<K> C) { super(C); ) 
/** Classe innestata per i nodi di un albero red-black. */ 
protected static class RBNode<K,V> extends BTNode<Entry<K,V» { 

protected boolean isRed; / / s i aggiunge un campo colore per un BTNode 
RBNodeO {/* costruttore di default */) 
/** Costruttore preferito. */ 
RBNode(Entry<K,V> element, BTPosition<Entry<K,V» parent, 

BTPosition<Entry<K,V» left, BTPosition<Entry<K,V» right) ( 
superCelement, parent, left, right); 
isRed = false; 

1 
public boolean isRedC ) (return isRed;} 
public void makeRedC ) {isRed = true;} 
public void makeBlackC) (isRed = false;} 
public void setColorCboolean color) (isRed = color;) 

F R A M M E N T O DI CODICE 1 0 . 9 Variabili di istanza, classe innestata e costruttore per un RBTree. 



/** Creazione di un nuovo nodo dell'albero. */ 
protected BTPosition<Entry<K,V» createNode(Entry<K,V> element, 

BTPosition<Entry<K,V» parent, BTPosition<Entry<K,V» left, 
BTPositlon<Entry<K,V» right) { 

return new RBNode<K,V>(element,parent,left,right); 
/ / un nodo dell'albero red-black 

} 
public Entiy<K,V> insert(K k, V x) throws InvalidKeyException ( 

Entry<K,V> toReturn = super. inaertCk, x); 
Position<Enti"y<K,V» posZ = actionPos; / / inizia nella posizione 

/ / d i inserimento 
setRed(posZ); 
if (isRoot(posZ)) 

setBlack(posZ); 
else 

remedyDoubleRed(posZ); / / risolve la violazione del colore doppio rosso 
return toReturn; 

I 
protected void remedyDoubleRed(Position<Entiy<K,V» posZ) { 

Position<Entry<K,V» posV = parent(posZ); 
if (isRoot(posV)) 

return; 
if (lisPosRedCposV)) 

return; 
/ / si ha un doppio rosso: posZ e posV 
if ClisPosRed(sibllngCposV))) ( / / Caso 1: ristrutturazione di una terna 

/ / d i nodi 
posV = restructure(posZ); 
setBlack(posV); 
setRedCleft(posV)) ; 
setRed(rightCposV)) ; 

) 
else{ / / Caso 3: ricolorazione 

setBlack(posV); 
setBlack(siblingCposV) ) ; 
Position<Entry<K,V» posU = parent(posV); 
if (isRoot(posU)) 

retura; 
setRed(posXJ); 
remedyDoubleRed(posU) ; 

} 

F R A M M E N T O DI CODICE 1 0 . 1 0 II metodo lxisert del dizionario TDA e i metodi ausiliari createNode 
e remedyDoubleRed della classe RBTree. 



public Entry<K,V> remove(Entry<K,V> ent) throws InvalidEntryException { 
Entry<K,V> toReturn = super, remove(ent); 
Position<Entry<K,V» posR = actionPos; 
if (toReturn != nuli) { 

if CwasParentRed(posR) I I isRoot(posR) I I isPosRed(posR)) 
setBlack(posR); 

else 
remedyDoubleBlack(posR) ; 

} 
return toReturn; 

} 
protected void remedyDoubleBlack(Position<Entry<K,V» posR) { 

Position<Entry<K,V» posX, posY, posZ; 
boolean oldColor; 
posX = parent(posR); 
posY = sibling(posR); 
if ( ! isPosRed(posY)) { 

posZ = redChild(posY); 
if (hasRedCliild(posY)) { / / Caso 1: ristrutturazione di una terna di nodi 

oldColor = isPosRed(posX); 
posZ = restructure(posZ); 
setColor(posZ, oldColor); 
setBlack(posR); 
setBlack(leftCposZ)) ; 
setBlack(right(posZ)) ; 
return; 

} 
setBlack(posR); 
setRed(posY); 
if OisPosRed(posX)) { / / Caso 2: ricolorazione 

if OisRoot(posX)) 
remedyDoubleBlack(posX) ; 

return; 
} 
setBlack(posX); 
return; 

} / / Caso 3: aggiustamento 
if (posY == right(posX)) posZ = right(posY); 
else posZ = left(posY); 
restructure(posZ) ; 
setBlack(posY); 
setRed(posX); 
remedyDoubleBlack(posR) ; 

F R A M M E N T O DI CODICE 1 0 . 1 1 II metodo remove e il metodo ausiliario remedyDoubleBlack 
della classe RBTree. 



10.6 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-10.1 Un albero binario di ricerca è stato definito in modo che le chiavi uguali 
per una chiave del nodo possano essere o nel sottoalbero sinistro o in quello destro 
di questo nodo. Si supponga di voler cambiare la definizione in modo da vincolare 
chiavi uguali nel sottoalbero destro. In questo caso a cosa assomiglierebbe un sot-
toalbero di un albero di ricerca binario contenente solo chiavi uguali? 
R-10.2 Quanti alberi binari di ricerca diversi possono contenere le chiavi (1,2,3}? 
R-10.3 Quanti alberi binari di ricerca diversi possono contenere le chiavi (1,2,3,4}? 
R-10.4 In un albero binario di ricerca vuoto, si inseriscano gli elementi con chia-
ve 30,40,24,58,48,26,11,13 (in quest'ordine). Si disegni l'albero dopo ciascun in-
serimento. 
R-10.5 Si supponga che i metodi di BinarySearchTree (Frammenti di codice 10.3-
10.5) siano utilizzati per eseguire gli aggiornamenti mostrati nelle Figure 10.3,10.4 e 
10.5. Qual è il nodo referenziato da actionPos dopo ogni aggiornamento? 
R-10.6 II dottor Amongus asserisce che non è rilevante l'ordine in cui un fissato in-
sieme di elementi sia inserito in un albero di ricerca binario, ottenendo ogni volta lo 
stesso albero risultante. Si fornisca un piccolo esempio che prova che egli ha torto. 
R-10.7 II dottor Amongus asserisce che non è rilevante l'ordine in cui un fissato 
insieme di elementi sia inserito in un albero AVL, ottenendo ogni volta lo stesso al-
bero AVL risultante. Si fornisca un piccolo esempio che prova che egli ha torto. 
R-10.8 Le rotazioni nelle Figure 10.8 e 10.10 sono rotazioni singole o doppie? 
R-10.9 Si disegni un albero AVL risultante dall'inserimento di un elemento con 
chiave 52 nell'albero AVL di Figura lO.lOb. 
R-10.10 Si disegni un albero AVL risultante dall'inserimento di un elemento con 
chiave 62 nell'albero AVL di Figura lO.lOb. 
R-10.11 Si spieghi perché l'esecuzione di una rotazione in un nodo di un albero bi-
nario con n elementi rappresentato mediante una array list impieghi un tempo iì(n). 
R-10.12 L'albero di ricerca di Figura 10.19a è un albero (2,4)? Perché lo è oppure 
perché non lo è? 
R-10.13 Un modo alternativo per eseguire uno spit a un nodo v in un albero (2,4) 
è quello di partizionare v in v' e v", con v' che diventa un nodo di grado 2 e v" un 
nodo di grado 3. In questo caso, quale delle chiavi kr, k2, k3 o k4 sarà memorizzata 
nel padre di v? Perché? 
R-10.14 II dottor Amongus asserisce che un albero (2,4) che contenga un insieme 
di elementi avrà sempre la stessa struttura, indipendentemente dall'ordine in cui gli 
elementi sono stati inseriti. Si dimostri che egli ha torto. 



R-10.15 Si disegnino quattro differenti alberi red-black che corrispondano allo 
stesso albero (2,4). 
R-10.16 Si consideri il seguente insieme di chiavi 

K = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15] 
a. Si disegni un albero (2,4) che contenga K come proprie chiavi impiegando il mi-

nor numero di nodi. 
b. Si disegni un albero (2,4) che contenga K come proprie chiavi impiegando il 

maggior numero di nodi. 
R-10.17 Si consideri la sequenza di chiavi (5,16,22,45,2,10,18,30,50,21,1). Si trac-
ci il risultato dell'inserimento degli elementi con queste chiavi (nell'ordine dato): 
a. In un albero (2,4) inizialmente vuoto. 
b. In un albero red-black inizialmente vuoto. 
R-10.18 Per ciascuna delle seguenti affermazioni sugli alberi red-black, si fornisca 
una dimostrazione per affermazione vera e un controesempio per quelle false. 
a. Un sottoalbero di un albero red-black è esso stesso un albero red-black. 
b. Il fratello di un nodo esterno è interno o rosso. 
c. Esiste un unico albero (2,4) associato a un dato albero red-black. 
d. Esiste un unico albero red-black associato a un dato albero (2,4). 
R-10.19 Si disegni un esempio di albero red-black che non sia un albero AVL. 
R-10.20 Si consideri un albero Tche contenga 100000 elementi. Qual è l'altezza di 
T del caso pessimo nei seguenti casi? 
a. T è un albero AVL. 
b. T è un albero (2,4). 
c. T è un albero red-black. 
d. T è un albero splay. 
e. T è un albero binario di ricerca. 
R-10.21 Si esegua la seguente sequenza di operazioni in un albero splay inizial-
mente vuoto e si tracci l'albero dopo ciascun insieme di operazioni. 
a. Si inseriscano le chiavi 0,2,4,6,8,10,12,14,16,18 in questo ordine. 
b. Si ricerchino le chiavi 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19 in questo ordine. 
c. Si cancellino le chiavi 0,2,4,6,8,10,12,14,16,18 in questo ordine. 
R-10.22 A cosa assomiglierà un albero splay se l'accesso ai propri elementi viene 
effettuato in ordine crescente mediante le proprie chiavi? 
R-10.23 Si spieghi in che modo si possa usare un albero AVL o un albero red-
black per ordinare n elementi confrontabili in tempo 0(n log n) nel caso peggiore. 
R-10.24 Si può impiegare un albero splay per ordinare n elementi confrontabili in 
tempo 0(n log n) nel caso peggiore? Perché sì oppure perché no? 

LIVELLO AVANZATO 

C-10.1 Si progetti un variazione dell'algoritmo TreeSearch per eseguire l'opera-
zione findAll(Jc) in un dizionario ordinato implementato mediante un albero bina-



rio di ricerca T, e si mostri che esso viene eseguito in tempo 0(h + 5), in cui h è l'al-
tezza di T ed s è la grandezza dell'insieme restituito. 
C - 1 0 . 2 Si descriva come eseguire una operazione removeAlI(Jr) che cancelli tutti 
gli elementi la cui chiave sia uguale a A: in un dizionario ordinato implementato con 
un albero binario di ricerca T, e si mostri che questo metodo viene eseguito in tem-
po Oih + s), in cui h è l'altezza di T ed s la grandezza dell'iteratore restituito. 
C - 1 0 . 3 Si disegni un schema di un albero AVL tale che una singola operazione di re-
move potrebbe richiedere fl(log n) ristrutturazioni (o rotazioni) di terne di nodi da 
una foglia alla radice al fine di ripristinare la proprietà di bilanciamento dell'altezza. 
C - 1 0 . 4 Si mostri come eseguire un'operazione removeAlI(Jc) che cancelli tutti gli 
elementi con chiavi uguali a K, in un dizionario implementato con un albero AVL 
in tempo 0(s log n), in cui n è il numero di elementi nel dizionario ed s la grandezza 
dell'iteratore restituito. 
C - 1 0 . 5 Se si conserva un riferimento alla posizione del nodo interno più a destra 
di un albero AVL, allora l'operazione first (Paragrafo 9.5.2) può essere effettuata 
in tempo 0(1). Si descriva in che modo debba essere modificata l'implementazio-
ne degli altri metodi del dizionario per conservare il riferimento alla posizione più 
a sinistra. 
C - 1 0 . 6 Si mostri che ogni albero binario con n nodi può essere convertito in ogni 
altro albero binario con n nodi impiegando 0(n) rotazioni. 
C - 1 0 . 7 Sia D un dizionario ordinato con n elementi implementato mediante un al-
bero AVL. Si mostri il modo in cui implementare la seguente operazione in D in 
tempo 0(log n + s), in cui s è la grandezza dell'iteratore restituito: 

findAHInRangeCJt!, k2y. Restituisce un iteratore di tutti gli elementi in D con 
chiave k tale che kx<k< k2. 

C - 1 0 . 8 Sia D un dizionario ordinato con n elementi. Si mostri in che modo modifi-
care l'albero AVL per implementare il seguente metodo per D in tempo 0(log n): 
countAHInRangeCJc!, Jc2): Calcola e restituisce il numero di elementi in D con 

chiave k tale che kx<k< k2. 
C - 1 0 . 9 Si mostri che in un albero AVL i nodi che diventano sbilanciati dopo l'ese-
cuzione dell'operazione insertAtExternal, con l'esecuzione di una operazione di 
insert, possano essere non consecutivi nel percorso dal nodo più recentemente inse-
rito alla radice. 
C - 1 0 . 1 0 Si mostri che al più un nodo in un albero AVL diventa sbilanciato dopo 
aver effettuato l'operazione removeExternal nell'ambito dell'esecuzione di una 
operazione remove di un dizionario. 
C - 1 0 . 1 1 Si mostri che al più una operazione di ristrutturazione di una terna di 
nodi è necessaria per ripristinare il bilanciamento dopo ciascun inserimento in un 
albero AVL. 
C - 1 0 . 1 2 Siano T e U due alberi (2,4) che contengano rispettivamente n ed m ele-
menti, tali che tutti gli elementi in T abbiano le chiavi minori delle chiavi di tutti gli 
elementi in U. Si descriva un metodo che gira in tempo 0(log n + log m) per joi-
ning (fondere) T e Uin un unico albero che memorizzi tutti gli elementi di T e U. 



C - 1 0 . 1 3 Si ripeta il problema precedente per gli alberi red-black Te U. 
C - 1 0 . 1 4 Si dimostri la Proposizione 10.7. 
C - 1 0 . 1 5 L'indicatore booleano usato per marcare i nodi in un albero red-black 
come «rossi» o «neri» non risulta strettamente necessario quando si hanno chiavi 
distinte. Si descriva uno schema per l'implementazione di un albero red-black senza 
aggiungere altro spazio ai nodi standard dell'albero binario di ricerca. In che modo 
tale schema influenza i tempi di ricerca e di aggiornamento? 
C - 1 0 . 1 6 Sia T un albero red-black che contiene n elementi e sia k la chiave di un 
elemento in T. Partendo da T, si mostri in che modo sia possibile costruire in tempo 
0(log ri) due alberi red-black V e T", tali che T contenga tutte le chiavi di T minori 
di k e T" contenga tutte le chiavi di T maggiori di k. Questa operazione distrugga T. 
C - 1 0 . 1 7 Si mostri che i nodi di ogni albero AVL T possono essere colorati in rosso 
e in nero così che T diventi un albero red-black. 
C - 1 0 . 1 8 Un mergeable heap (mucchio mescolabile) TDA consiste in operazioni di 
insert(Jr, x), removeMinO, unionWith(A) e min(), in cui l'operazione union-
With(ii) effettua una unione di un mergeable heap h con quello presente, distruggen-
do le vecchie versioni di entrambi. Si descriva una implementazione concreta di un 
mergeable heap TDA che abbia una prestazione 0(log n) per tutte le sue operazioni. 
C - 1 0 . 1 9 Si consideri una variazione degli alberi splay, detta alberi mezzi-splay, in 
cui l'estensione di un nodo alla profondità d si arresta non appena il nodo raggiun-
ge la profondità Ld/2_|. Si effettui un'analisi ammortizzata degli alberi mezzi-splay. 
C - 1 0 . 2 0 II passo standard per l'estensione (splaying) richiede due passaggi, uno 
verso il basso per cercare il nodo x da estendere, seguito da un passo verso l'alto per 
estendere il nodo x. Si descriva un metodo per l'estensione e la ricerca per x in un 
passo verso il basso. Ciascun sottopasso ora richiede che si considerino i prossimi 
due nodi nel percorso in basso verso x, con un possibile sottopasso zig eseguito alla 
fine. Si descriva come eseguire i passi di zig-zig, zig-zag e zig. 
C - 1 0 . 2 1 Si descriva una sequenza di accessi a un albero splay con n nodi, in cui n è 
dispari, il cui risultato in T consista di una singola catena di nodi interni con figli 
nodi esterni, tale che il percorso di nodi interni verso il basso di T si alterni tra figli 
sinistri e figli destri. 
C - 1 0 . 2 2 Si spieghi in che modo sia possibile implementare una array list di n ele-
menti in modo che i metodi add e get impieghino un tempo 0(log n) nel caso peg-
giore (senza necessità di introdurre un array estensibile). 

P R O G E T T I 

P - 1 0 . 1 Le simulazioni N-body costituiscono un rilevante strumento di modellazio-
ne in fisica, astronomia e chimica. In questo progetto si invita a scrivere un pro-
gramma che esegua una semplice simulazione n-body detta degli «Gnomi saltellan-
ti». Questa simulazione riguarda n gnomi, numerati da 1 a n. Si conserva un valore 
d'oro g, per ciascuno gnomo i, che parte con un milione di dollari di valore di oro, 
cioè gi = 1000000 per ogni i = 1, . . . , n. Inoltre la simulazione conserva, per ogni gno-
mo i, un posto all'orizzonte, che viene rappresentato come numero a doppia preci-



sione in virgola mobile, JC,. In ogni iterazione della simulazione, la simulazione ela-
bora in ordine gli gnomi. L'elaborazione di ogni gnomo i inizia calcolando un nuovo 
posto all'orizzonte per i, che risulta determinato dall'assegnazione 

x, + rgi 
in cui r è un numero casuale in virgola mobile tra - 1 e l . A questo punto lo gnomo i 
ruba la metà dell'oro dallo gnomo più vicino e aggiunge questo oro al suo valore 
d'oro, gj. Si scriva un programma che effettui una serie di iterazioni in questa simu-
lazione per un assegnato numero n di gnomi. Si provi a includere una visualizzazio-
ne nella simulazione che includa i valori dell'oro e le posizioni all'orizzonte. Si ri-
chiede di rappresentare l'insieme delle posizioni all'orizzonte mediante una struttu-
ra dati dizionario ordinato descritta in questo capitolo. 
P - 1 0 . 2 Si estenda la classe BinarySearchTree (Frammenti di codice 10.3-10.5) che 
supporti i metodi del dizionario ordinato TDA (si veda il Paragrafo 9.5.2). 
P - 1 0 . 3 Si implementi la classe RestructurableNodeBinaryTree che supporti i me-
todi dell'albero binario TDA, più un metodo restructure per il trattamento dell'o-
perazione di ristrutturazione. Questa classe è un componente dell'implementazione 
di un albero AVL data nel Paragrafo 10.2.2. 
P - 1 0 . 4 Si scriva una classe Java che implementi tutti i metodi del dizionario ordi-
nato TDA (si veda il Paragrafo 9.5.2) usando un albero AVL. 
P - 1 0 . 5 Si scriva una classe Java che implementi tutti i metodi del dizionario ordi-
nato TDA (si veda il Paragrafo 9.5.2) usando un albero (2,4). 
P - 1 0 . 6 Si scriva una classe Java che implementi tutti i metodi del dizionario ordi-
nato TDA (si veda il Paragrafo 9.5.2) usando un albero red-black. 
P - 1 0 . 7 In un gruppo di lavoro di tre programmatori, ognuno di essi realizza una 
parte diversa implementando uno dei tre precedenti progetti. Si esegua uno studio 
sperimentale approfondito che confronti la velocità di queste tre implementazioni. 
Si disegnino tre insiemi di esperimenti, ciascuno riguardante una diversa implemen-
tazione. 
P - 1 0 . 8 Si scriva una classe Java che prenda un albero red-black e lo converta nel 
corrispondente albero (2,4) e che prenda un albero (2,4) e lo converta nel corri-
spondente albero red-black. 
P - 1 0 . 9 Si esegua uno studio sperimentale per confrontare la prestazione di un al-
bero red-black con quella di una skip list. 
P - 1 0 . 1 0 Si appronti una implementazione degli alberi splay che utilizza l'estensio-
ne bottom-up (dal basso verso l'alto) come descritta in questo capitolo e un'altra 
che usi l'estensione top-down (dall'alto verso il basso) come descritto nell'Esercizio 
C-10.20. Si esegua uno studio sperimentale approfondito per valutare quale imple-
mentazione, se esiste, sia effettivamente la migliore. 

Note al capitolo 

Alcune strutture dati discusse in questo capitolo sono trattate in modo approfondi-
to da Knuth nel suo libro Sorting and Searching [63], e da Mehlhorn [74]. Gli alberi 
AVL sono dovuti a Adel'son-Vel'skii e Landis [1], che nel 1962 hanno inventato 



questa classe di alberi di ricerca bilanciati. Gli alberi di ricerca binari, gli alberi AVL 
e l'hashing sono descritti nel libro di Knuth Sorting and Searching [63]. Un'analisi 
delle altezze medie per gli alberi binari di ricerca può essere trovata nel libro di 
Aho, Hopcroft e Ullman [5], e nel libro di Cormen, Leiserson e Rivest [25], Il ma-
nuale di Gonnet e Baeza-Yates [41] contiene molti confronti teorici e sperimentali 
tra le implementazioni dei dizionari. Aho, Hopcroft e Ullman [4] analizzano gli al-
beri (2,3) che sono simili agli alberi (2,4). Gli alberi red-black sono stati definiti da 
Bayer [10]. Nell'articolo di Guibas e Sedgewick [46] sono presentate alcune varia-
zioni e importanti proprietà degli alberi red-black. Il lettore interessato ad appren-
dere altri dettagli circa le strutture dati per l'albero bilanciato può consultare i libri 
di Mehlhorn [74] e Tarjan [91] e capitoli del libro di Mehlhorn e Tsakalidis [76], 
Knuth [63] costituisce una eccellente ulteriore lettura che include i primi approcci 
al bilanciamento degli alberi. Gli alberi splay sono stati inventati da Sleator e Tarjan 
[86] (si veda anche [91]). 



Ordinamento, insiemi 
e selezione 

11.1 Merge-sort (ordinamento per fusione) 

In questo paragrafo è presentata una tecnica di ordinamento, chiamata merge-sort, 
descrivibile modo semplice e compatto mediante una ricorsione. 

11.1.1 Dividi-e-conquista 
Il merge-sort è basato su uno schema di progetto algoritmico chiamato dividi-e-
conquista (divide-and-conquer). Questo schema si articola nei seguenti tre passi: 
1. Divisione-, se la misura dell'input è inferiore a una certa soglia (per esempio uno 

o due elementi), si risolve il problema con un metodo diretto, fornendo la solu-
zione così ottenuta. Altrimenti, si dividono i dati dell'input in due o più sottoin-
siemi disgiunti. 

2. Ricorsione-. si risolvono ricorsivamente i sottoproblemi associati con i sottoinsiemi. 
3. Conquista: si prendono le soluzioni dei sottoproblemi e le si fondono in un'uni-

ca soluzione del problema originale. 

• Utilizzo del dividi-e-conquista per l'ordinamento 
Si ricordi che in un problema di ordinamento si ha una sequenza di n oggetti, me-
morizzati in una linked list o in un array, con un comparatore che definisce un ordi-
namento totale su questi oggetti. È richiesta una rappresentazione ordinata di tali 
oggetti. Per consentire un ordinamento per ambedue le strutture dati, si descriverà 
l'algoritmo di ordinamento ad alto livello per le sequenze e si spiegheranno i detta-
gli necessari per implementare questo algoritmo per le linked list e gli array. Per or-
dinare una sequenza 5 con n elementi percorrendo i tre passi dividi-e-conquista, 
l'algoritmo merge-sort procede in questo modo: 
1. Divisione: se S ha zero elementi o un solo elemento, restituisce immediatamente 

5; questa sequenza è infatti già ordinata. In caso contrario (5 ha almeno due ele-
menti), cancella tutti gli elementi di 5 e li mette in due sequenze Sj e S2, ognuna 
contenente circa la metà degli elementi di S; in altri termini, contiene i primi 
U/21 elementi di S e S2 contiene i rimanenti L/1/2J elementi. 

2. Ricorsione: ordinamento ricorsivo delle sequenze S^ e S2. 
3. Conquista: rimette gli elementi in S unendo le sequenze ordinate 5, e S2 in una 

sequenza ordinata. 



F I G U R A 1 1 . 1 
Albero di merge-sort 
Tper un'esecuzione 
dell'algoritmo 
merge-sort su 
una sequenza di 8 
elementi: (a) sequenze 
di input elaborate 
in ogni nodo di T; 
(b) sequenze di output 
generate in ogni nodo 
di T. 
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In riferimento al passo di divisione, si ricorda che la notazione Del indica il ceiling di 
x, cioè il più piccolo intero m tale che x < m. Similmente, la notazione LcJ indica il 
floor di JC, cioè il più grande intero k tale che k < x. 

Un albero binario, detto albero di merge-sort, può essere un mezzo per visualiz-
zare un'esecuzione dell'algoritmo merge-sort. Ogni nodo di T rappresenta una chia-
mata (cali) ricorsiva dell'algoritmo merge-sort. A ogni nodo v di T è associata la se-
quenza 5 elaborata dalla chiamata associata a v. I figli del nodo v sono associati alle 
chiamate ricorsive che elaborano le sottosequenze e S2 di S. I nodi esterni di T 
sono associati a singoli elementi di 5, corrispondenti alle istanze dell'algoritmo che 
non esegue chiamate ricorsive. 

La Figura 11.1 riassume un'esecuzione dell'algoritmo merge-sort mostrando le 
sequenze di input e di output elaborate in ogni nodo dell'albero di merge-sort. L'evo-
luzione passo per passo dell'albero di merge-sort è illustrata nelle Figure che vanno 
dalla 11.2 alla 11.4. 

PROPOSIZIONE 11.1 L'albero di merge-sort associato a un'esecuzione di un 
merge-sort su una sequenza di misura n ha un peso uguale a flog ni. 

Si lascia la dimostrazione della Proposizione 11.1 come semplice esercizio (R-11.3). 
Questa proposizione sarà utilizzata per analizzare il tempo di esecuzione dell'algo-
ritmo merge-sort. Dopo aver proposto una visione panoramica del merge-sort e una 
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FIGURA 1 1 . 2 Visualizzazione di un'esecuzione del merge-sort. Ogni nodo dell'albero rappresenta una chiamata ricorsiva 
del merge-sort. I nodi disegnati con linea tratteggiata rappresentano chiamate non ancora effettuate. Il nodo disegnato 
con linee spesse rappresenta la chiamata corrente. I nodi vuoti, disegnati con linee sottili, rappresentano chiamate completate. 
I rimanenti nodi (disegnati con linee sottili tratteggiate) rappresentano chiamate in attesa di rispondere a un figlio. 
(Continua nella Figura 11.3.) 
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F I G U R A 1 1 . 3 Visualizzazione di un'esecuzione dell'algoritmo merge-sort. (Continua nella Figura 11.4.) 
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FIGURA 1 1 . 4 Visualizzazione di un'esecuzione dell'algoritmo merge-sort. Sono state omesse molte chiamate tra (l) e (m) 
e tra (m) e (n). Si soffermi l'attenzione sul passo di conquista eseguito in (p). (Continuazione della Figura 11.3.) 

spiegazione di come funziona, si consideri in maggior dettaglio ogni singolo passo 
dell'algoritmo dividi-e-conquista. I passi di divisione e ricorsione dell'algoritmo di 
merge-sort sono semplici; quando si divide una sequenza di lunghezza n, la si separa 
in corrispondenza dell'elemento che ha indice \n!l\ e la chiamata ricorsiva passa 
semplicemente queste sequenze più brevi come parametri. Il passo più difficile è 
quello di conquista, nel quale si uniscono due sequenze ordinate in un'unica se-
quenza ordinata. Allora, prima di presentare un'analisi del merge-sort, è necessario 
specificare meglio com'è fatto. 

11.1.2 Array e liste di fusione 
Per unire due sequenze ordinate è utile sapere se esse sono implementare mediante 
array o liste. In questo paragrafo si presenta, pertanto, una dettagliata descrizione in 
pseudocodice della modalità di fusione di due sequenze ordinate rappresentate 
come array e come linked list. 



F R A M M E N T O DI CODICE 11.1 
Algoritmo per 
l'unione di due 
sequenze ordinate 
basate su array. 

Algoritmo merge(S1,S2,i5): 
Input: Sequenze ordinate e Sz e una sequenza vuota S, 

tutte implementate mediante array 
Output: Sequenza ordinata S contenente gli elementi provenienti da Sj e S2 

i *-j «- 0 
while i < Sj.sizeO and j < S 2 .size() do 

if Si.getCO < Sz.get(J) then 
S.addLast(S1.get(.0) (copia l'i-esimo elemento di Sl alla fine di S) 
i <- i + 1 

else 
S.addLast(S 2.getO)) (copia l'j-esimo elemento di Sz alla fine di S) 
J<-J+ 1 

while i < S^sizeO do (copia i rimanenti elementi di S, in 
S.addLastCSi.get(i)) 
i <- i + 1 

while j < Sg.sizeO do {copia i rimanenti elementi di Ss in S} 
S. addLast(S2. get(X> ) 

1 

• Fusione di due array ordinati 
Si comincia con l'implementazione mediante array, presentata nel Frammento di co-
dice 11.1. Nella Figura 11.5 è illustrato un passo della fusione di due array ordinati. 

• Fusione di due liste ordinate 
Nel Frammento di codice 11.2 è presentata una versione basata su lista dell'algo-
ritmo merge, per l'unione di due sequenze ordinate, e S2, implementate come 
linked list. L'idea principale è di rimuovere iterativamente l'elemento minimo dalla 
testa di una delle due liste e di aggiungerlo alla fine della sequenza in output, S, fino 
a quando una delle due liste in input si svuota; a questo punto la parte rimanente 
dell'altra lista è copiata in S. Nella Figura 11.6 è illustrato un esempio di esecuzione 
di questa versione dell'algoritmo merge. 

• Tempo di esecuzione per la fusione 
L'analisi del tempo di esecuzione dell'algoritmo merge può essere condotta sulla 
base di alcune semplici osservazioni. Siano rispettivamente n] e n2 il numero degli 
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(a) (b) 
F I G U R A 1 1 . 5 Un passo nella fusione di due array ordinati. Si mostrano gli array prima del passo di copia in (a) e dopo in (b). 



Algoritmo mevgeCSltSz,S): 
Input: Sequenze ordinate Sl e Sze una sequenza vuota S, implementate 

come linked list 
Output: Una sequenza ordinata S contenente gli elementi di e S&  

while S1 is not empty and Sz is not empty do 
if Si,first().elementi ) < S 2 .f irst().elemento then 

(sposta il primo elemento di S1 alla fine di S) 
S.addLastCSj . r e m o v e ^ .firstC ))) 

else 
(sposta il primo elemento di Ss alla fine di S} 
S. addLast(S2 • removeCSg .firstC ))) 

(sposta in S i rimamenti elementi di S,} 
while Sl is not empty do 

S-addLastCSj .removeCSj .firstC ))) 
(sposta in. S i rimamenti elementi di S g | 
while iS2 is not empty do 

S.addLast(S2.remove(S8.first( ))) 

elementi delle sequenze S, e S2. L'algoritmo merge contiene tre cicli while. Indipen-
dentemente dalla versione di analisi scelta, basata su array oppure su lista, le opera-
zioni eseguite internamente a ciascun ciclo richiedono ognuna un tempo 0(1). L'os-
servazione chiave è che durante ogni iterazione di uno dei cicli un solo elemento è 
copiato oppure spostato da 5, o 5 2 in 5 (e questo elemento non è più preso in consi-
derazione). Poiché non è più eseguito nessun inserimento in S, oppure in S2, questa 
osservazione ha come conseguenza che il numero complessivo di iterazioni dei tre 
cicli è uguale a nx + n2. Per questo motivo il tempo di esecuzione dell'algoritmo 
merge è 0(rt1 + n2). 

11.1 .3 Tempo di esecuzione del merge-sort 
Dopo aver mostrato i dettagli dell'algoritmo merge-sort per ambedue le versioni, 
quella basata su array e quella basata su lista, e dopo aver analizzato i tempi di ese-
cuzione dell'importante algoritmo merge, utilizzato nel passo di conquista, si passa 
all'analisi del tempo di esecuzione dell'intero algoritmo merge-sort, ipotizzando che 
la sequenza di ingresso sia composta da n elementi. Per semplicità, si restringe l'in-
teresse al caso in cui n sia una potenza di 2. Si lascia come esercizio (R-11.6) la di-
mostrazione che il risultato di questa analisi continui a essere valido anche quando 
n non è una potenza di 2. 

Come già per l'analisi dell'algoritmo merge, si ipotizza che la sequenza in in-
gresso S e le sequenze ausiliarie 5] e S2, create da tutte le chiamate ricorsive del 
merge-sort, siano implementate mediante array oppure mediante linked list (come 
avviene per S), in modo che la fusione di due sequenze ordinate possa essere com-
pletata in un tempo lineare. 

Come in precedenza affermato, l'analisi dell'algoritmo merge-sort fa riferimento 
all'albero Tdi merge-sort (si richiamano le Figure dalla 11.2 alla 11.4). Si dice tempo 
speso a un nodo v di T il tempo di esecuzione della chiamata ricorsiva associata a v, 
escludendo il tempo impiegato nell'attesa della terminazione delle chiamate ricorsi-
ve associate ai figli di v. In altri termini, il tempo speso a un nodo v comprende i tempi 
di esecuzione dei passi di divisione e di conquista e invece esclude il tempo di esecu-

: F R A M M E N T O DI CODICE 
; 11 .2 
i Algoritmo merge 
; per la fusione di due 
! sequenze ordinate 
i implementate come 
: linked list. 
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F I G U R A 1 1 . 6 Esempio di esecuzione dell'algoritmo merge mostrato nel Frammento di codice 11.2. 

! zione del passo di ricorsione. Si è già osservato che i dettagli del passo di divisione 
i sono di immediata comprensione: questo passo è eseguito in un tempo proporzionale 
; alla lunghezza della sequenza per v. Inoltre, come sopra discusso, il passo di conqui-
i sta, che consiste nella fusione di due sottosequenze ordinate, richiede anch'esso un 
; tempo lineare, indipendentemente dalla circostanza dell'implementazione mediante 
; array oppure mediante linked list. In altre parole, denotando con i la profondità del 
| nodo v, il tempo speso al nodo v è 0(n/2'), poiché la lunghezza della sequenza elabo-
! rata dalla chiamata ricorsiva associata a v è uguale a n/2'. 

Osservando l'albero T più globalmente, come mostrato in Figura 11.7, si può 
; vedere che, accettata la definizione di «tempo speso a un nodo», il tempo di ese-
! cuzione del merge-sort è uguale alla somma dei tempi impiegati ai nodi di T. Si 
j noti che T ha esattamente 2' nodi a profondità i. Questa semplice osservazione ha 
: una conseguenza importante, poiché comporta che il tempo complessivamente 

speso a tutti i nodi di T che si trovano a una profondità i sia <9(2' • n/21'), che è 



0(n). Per la Proposizione 11.1, l'altezza di T è Tlog n\. Di conseguenza, poiché il 
tempo speso a ognuno dei livelli di T, che sono Tlog n\+ 1, è 0{n), si ottiene il se-
guente risultato: 

PROPOSIZIONE 11.2 L'algoritmo merge-sort ordina una sequenza 5 di lunghez-
za ti in tempo 0(n log n), nell'ipotesi che due elementi di S possano essere con-
frontati in tempo 0(1). 

In altre parole, l'algoritmo di merge-sort raggiunge asintoticamente il veloce tempo 
di esecuzione dell'algoritmo heap-sort. 

11 .1 .4 Implementazioni Java del merge-sort 
In questo paragrafo sono presentate due implementazioni dell'algoritmo merge-
sort, una per le liste e l'altra per gli array. 

• Implementazione ricorsiva dell'algoritmo merge-sort basato su lista 
Nel Frammento di codice 11.3 è mostrata un'implementazione Java completa del-
l'algoritmo di merge-sort basato su lista come un metodo statico ricorsivo, merge-
Sort. Per decidere l'ordine relativo di due elementi è impiegato un comparatore (si 
veda il Paragrafo 8.1.2). 

In questa implementazione l'input è una lista L e due liste ausiliarie L, e L 2 

sono processate dalle chiamate ricorsive. Ogni lista è modificata dagli inserimenti 
e dalle cancellazioni solo in cima o in coda; quindi ogni aggiornamento della lista 
richiede un tempo 0(1), nell'ipotesi che le liste siano implementate mediante liste 
doppiamente collegate (si veda la Tabella 6.4). Nel codice presentato si utilizza la 
classe NodeList (Frammenti di codice 6.9-6.11) per le liste ausiliarie. Pertanto, per 
una lista L di lunghezza n, il metodo mergeSort(L, c) è eseguito in un tempo 
0(n log ti), avendo previsto che la lista L sia implementata con una lista doppia-
mente collegata e che il comparatore c possa confrontare due elementi di L in 
tempo 0(1). 

Tempo totale: 0(n log n) 

F I G U R A 1 1 . 7 
Un'analisi visuale 
dell'albero di 
merge-sort T. Ogni 
nodo è etichettato con 
la misura del relativo 
sottoproblema. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
1 1 . 3 
Metodi mergeSort 
e merge che 
implementano 
l'algoritmo ricorsivo 
merge-sort. 

* Sistema in ordine non decrescente gli elementi della lista in accordo 
* con il comparatore c, utilizzando l'algoritmo di ordinamento per 
* fusione. 
** ! 

public static <E> void mergeSort (PositionList<E> in, Comparator<E> c) { 
int n = in.sizeO; 
if (n < 2) 

return; / / i n questo caso la lista è già ordinata 
/ / divisione 
PositionList<E> ini = new NodePositionList<E>(); 
PositionList<E> in2 = new NodePositionList<E>(); 
int i = 0; 
while (i < n /2) { i 

nl.addLast(in.remove(in.first())); / / sposta i primi n /2 elementi in ini 
i++; 

ì 
while (lin.isEmptyO) 

in2.addLast(in.remove(in.firstO)); / / sposta i rimanenti in in2 
/ / ricorsione 
mergeSortCinl ,c); 
mergeSort(in2,c); 
/ /conquista 
mergeCin 1, in2, c, in) ; 

I 

* Unisce due liste ordinate, ini e in2, in mia sola lista ordinata in. 
* * / 

public static <E> void merge(PositionList<E> in i , PositionList<E> in2, 
Comparator<E> c, PositionList<E> in) ( 
while Oinl.isEmptyO 8e8e !in2.isEmpty()) 

if (c.compare(inl .f irst() .elemento, in2.f irs t() .elemento) <= 0) 
in.addLast(inl ,remove(inl .first( ))); 

else 
in. addLast(in2 .remove(in2. first( ))); 

while Oinl.isEmptyO) / / sposta i restanti elementi di ini 
in.addLast(inl ,remove(inl .firstC ))); 

while (!in2.isEmptyO) / / sposta i restanti elementi di in2 
in. addLast(in2. remove(in2. first( ))) ; 

• Implementazione non ricorsiva dell'algoritmo merge-sort basato su array 
Esiste una versione non ricorsiva dell'algoritmo merge-sort basato su array, che è 
eseguibile in tempo 0(n log ri). Questo algoritmo merge-sort, in pratica, è legger-
mente più veloce di quello ricorsivo basato su lista in quanto esso riesce a evitare i 
sovraccarichi extra delle chiamate ricorsive e della creazione di un nodo. L'idea 
principale è quella di eseguire il merge-sort dal basso verso l'alto, effettuando le fu-
sioni livello dopo livello risalendo lungo l'albero di merge-sort. Dato un array di 
elementi in input, si comincia con l'unire ogni coppia di elementi pari e dispari in 



percorsi ordinati di lunghezza due. Poi si uniscono questi percorsi in percorsi di lun-
ghezza quattro, che a loro volta sono uniti in percorsi di lunghezza otto, continuan-
do così fino a che l'array è completamente ordinato. Per mantenere entro livelli ra-
gionevoli l 'occupazione di spazio di memoria, si sfrutta un array di output che con-
tiene i percorsi uniti (scambiando gli array in input e in output dopo ciascuna itera-
zione). Nel Frammento di codice 11.4 è fornita una implementazione in Java, in cui 
è utilizzato il metodo standard System, a r r a y copy per copiare un intervallo di celle 
da un array all'altro. 

/** Ordina un array con un comparatore utilizzando un merge-sort 
* non ricorsivo. */ 

public statie <E> void mergeSort(E[] orig, Comparator<E> c) { 
E[] in = (E[]) new Ohject[orig.length]; / / nuovo array temporaneo 
System.arraycopy(orig,0,in,0,in.length); / / copia l'input 
E[] out = (E[]) new Object[in.length]; / / array di output 
E[] temp; / / array di riferimento temporaneo utilizzato per gli scambi 
int n = in.length; 
for (int 1=1; i < n; i*=2) { / / ogni iterazione ordina tutti i percorsi 

/ / di lunghezza 2*i 
for (int j=0; j < n; j+=2*i) / / ogni iterazione unisce due coppie 

/ / di lunghezza i 
merge(in,out,cj,i); / / unisce da in ad out due percorsi di lunghezza 

/ / i alla j-esima iterazione 
temp = In; In = out; out = temp; / / scambia array per la successiva 

/ / iterazione 
1 
/ / l'array "in" memorizza l'array ordinato, e così lo ricopia 
System, arraycopy (in, 0, orig, 0, in. length) ; 

1 
/** Unisce due sotto-array per un certo punto di partenza e incremento.*/ 
protected static <E> void merge(E[] in, E[] out, Comparator<E> c, int start, 

int ine) ( / / unione di in[start. .start+inc-1] con 
/ / in[start+inc.start+2*inc-l] 

int x = start; / / indice nel percorso #1 
int endl = Math.min(start+inc, in.length); 

/ / limitazione per il percorso #1 
int end2 = Math.min(start+2*inc, in.length); 

/ / limitazione per il percorso #2 
int y = start+inc; / / indice nel percorso #2 (potrebbe superare 

/ / l a limitazione dell'array) 
int z = start; / / indice nell'array out 
wbile ((x < endl) 8e8e (y < end2)) 

if (c.compare(in[x],in[yl) <= 0) out[z++] = ta[x++]; 
else out[z++] = in[y++); 

if (x < endl) / / i l primo percorso non è terminato 
System.arraycopy(in, x, out, z, endl - x); 

elseif (y < end2) / / i l secondo percorso non è terminato 
System. arraycopy(in, y, out, z, end2 - y); 

1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 1 . 4 
Un'implementazione 
dell'algoritmo 
non ricorsivo di 
merge-sort. 



11.1.5 Merge-sort ed equazioni ricorsive* 
Esiste un modo alternativo per dimostrare che il tempo di esecuzione dell'algorit-
mo di merge-sort è 0(n log n) (Proposizione 11.2). In altre parole, la natura ricorsi-
va dell'algoritmo merge-sort può essere trattata con maggior immediatezza. In que-
sto paragrafo sarà presentata un'analisi di questo genere del tempo di esecuzione 
dell'algoritmo merge-sort e così facendo sarà discusso il concetto matematico di 
equazione ricorsiva (nota anche come relazione ricorsiva). 

Si denoti con la funzione t(n) il tempo di esecuzione nel caso peggiore dell'algo-
ritmo merge-sort per una sequenza di ingresso di lunghezza n. Poiché l'algoritmo 
merge-sort è ricorsivo, la funzione t(n) può essere caratterizzata mediante un'equa-
zione in cui la funzione t(n) è espressa ricorsivamente in termini di se stessa. Per 
semplificare la caratterizzazione di t(n), si concentri l'attenzione sul caso in cui n è 
una potenza di due (si lascia come esercizio la dimostrazione che questa caratteriz-
zazione asintotica è valida anche nel caso generale). In questo caso la definizione di 
t(n) può essere specificata nel modo seguente: 

_ I¿» se n < l 
Ì2t(n/2) + cn altrimenti 

Un'espressione del tipo scritto sopra è chiamata equazione ricorsiva, poiché la fun-
zione compare in entrambi i lati dell'uguaglianza. Sebbene questa definizione sia 
corretta e accurata, si preferisce una caratterizzazione di t(n) di tipo O-grande, la 
quale non richiama la funzione t(n) stessa. In altri termini, si desidera una caratte-
rizzazione in forma chiusa di t(n). 

Una soluzione in forma chiusa può essere ottenuta applicando la definizione di 
equazione ricorsiva, prendendo n sufficientemente grande. Per esempio, dopo un'al-
tra applicazione dell'equazione precedente, si può scrivere una nuova ricorrenza 
per t(ri) come: 

t(n) = 2(2t(n/22) + (cn/ 2)) + cn 
= 22t(n/22) + 2(cn/2) + cn = 22t(n/22) + 2 cn 

Se si applica di nuovo l'equazione, si ottiene t(n) = 2 3f(n/2 3) + 3cn. A questo punto 
si può vedere emergere uno schema tale che, dopo aver applicato i volte questa 
equazione, si otterrà: 

t(n) = 2't(n/2') + icn 
Il problema che rimane da risolvere, allora, è la determinazione della fine di que-
sto processo. Per capire quando fermarsi, si ricordi che si passa alla forma chiusa 
t(n) = b quando n < 1, che si verifica quando 2' = n ovvero quando i = log n. Ope-
rando questa sostituzione allora si avrà che: 

t(n) = 2 l o g n i (n/2 '° 6 ") + (log n)cn 
= nt(\) + cn log n 
= nb + cn log n 

Si è ottenuta una dimostrazione alternativa del fatto che t(n) è 0(n log n). 



1 1 . 2 Quick-sort (ordinamento veloce) 

Il successivo oggetto di discussione è l'algoritmo di quick-sort (ordinamento 
veloce). Come il merge-sort, anche questo algoritmo è basato sul paradigma dividi-
e-conquista, con la differenza che il quick-sort sfrutta questa tecnica in maniera 
pressoché opposta, in quanto la parte più onerosa dell'algoritmo si esaurisce prima 
delle chiamate ricorsive. 

• Descrizione ad alto livello del quick-sort 
L'algoritmo di quick-sort ordina una sequenza 5 mediante un semplice approccio 
ricorsivo. L'idea principale è di applicare la tecnica dividi-e-conquista: si divide S in 
sottosequenze, si opera una ricorsione per ordinare ogni sottosequenza e poi si 
combinano le sottosequenze ordinate mediante una semplice concatenazione. In 
particolare l'algoritmo quick-sort consiste nei tre seguenti passi (Figura 11.8): 
1. Divisione: se S ha almeno due elementi (se 5 ha zero o un solo elemento non è 

necessario eseguire alcun passo), si sceglie uno specifico elemento x di 5, cui è 
dato il nome di pivot. Come avviene nella pratica comune, si sceglie come pivot 
x l'ultimo elemento di S. Si cancellano tutti gli elementi di S e si inseriscono in 
tre sequenze: 
• L, che memorizza gli elementi di S minori di x 
• E, che memorizza gli elementi di 5 uguali a x 
• G, che memorizza gli elementi di S maggiori di x. 
Naturalmente, se gli elementi di S sono tutti distinti, allora E conserva solo un 
elemento: il pivot stesso. 

2. Ricorsione: ordinamento ricorsivo delle sequenze L e G. 
3. Conquista: si rimettono in ordine gli elementi di S inserendo prima gli elementi 

di L e poi quelli di £ e alla fine quelli di G. 
Come l'algoritmo di merge-sort, l'esecuzione del quick-sort può essere visualizzata 
a mezzo di un albero binario di ricorsione detto albero di quick-sort. La Figura 11.9 
riassume un'esecuzione dell'algoritmo di quick-sort, mostrando le sequenze di input 

1. Separazione degli elementi mediante il pivot x 

E(=x) 

F I G U R A 1 1 . 8 
Schematizzazione 
visuale dell'algoritmo 
di quick-sort. 

3. Concatenamento 
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Albero del quick-sort 
T per l'algoritmo 
quick-sort su una 
sequenza con 8 
elementi; (a) sequenze 
in input processate 
a ogni nodo di T; 
(b) sequenze di output 
generate a ogni nodo 
di T. Il pivot utilizzato 
a ogni livello della 
ricorsione è presentato 
in grassetto. 
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( 24 45 17 31 ) ( 85 63 9 6 j 

/ y 

0® o© 
(a) 

e di output processate a ogni nodo dell'albero di quick-sort. L'evoluzione passo per 
passo dell'albero di quick-sort è mostrata nelle Figure 11.10,11.11 e 11.12. 

A differenza del merge-sort, nel caso peggiore l'altezza dell'albero di quick-sort 
associato a un'esecuzione del quick-sort è lineare. Ciò accade, per esempio, se la se-
quenza è formata da n elementi distinti ed è già ordinata. In realtà, in questo caso, 
la scelta standard del pivot come massimo elemento porta a una sequenza L di lun-
ghezza n - 1, a una sottosequenza E di lunghezza l e a una sottosequenza G di lun-
ghezza 0. A ogni chiamata del quick-sort sulla sottosequenza L, la lunghezza dimi-
nuisce di 1. Quindi l'altezza dell'albero di quick-sort è n - 1. 

• Esecuzione del quick-sort su array e liste 
Nel Frammento di codice 11.5 si fornisce una descrizione in pseudocodice dell'algorit-
mo quick-sort che risulta efficiente per sequenze implementate come array o come 
linked list. L'algoritmo segue lo stile dato in precedenza per il quick-sort, con l'aggiun-
ta del dettaglio della scansione all'indietro della sequenza di input S, per dividerla nel-
le liste L,EeGche contengono rispettivamente elementi minori uguali o maggiori del 
pivot. Si esegue questa scansione all'indietro poiché la cancellazione dell'ultimo ele-
mento di una sequenza è un'operazione eseguibile in tempo costante, indipendente-
mente dal fatto che la sequenza sia implementata mediante array o linked list. Si opera 
poi la ricorsione sulle liste Le G e si copiano le liste ordinate L, E e G di nuovo in S. 
Quest'ultima serie di copie è eseguita in avanti, in quanto l'inserimento di elementi 
alla fine di una sequenza è un'operazione eseguibile in tempo costante, indipendente-
mente dal fatto che la sequenza sia implementata mediante array o linked list. 
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F I G U R A 11.10 Visualizzazione del quick-sort: ogni nodo dell'albero rappresenta una chiamata ricorsiva. I nodi disegnati con 
linee tratteggiate rappresentano chiamate non ancora eseguite. Il nodo disegnato con linee spesse rappresenta la chiamata 
in esecuzione. I nodi vuoti disegnati con linee sottili rappresentano delle chiamate terminate. I rimanenti nodi rappresentano 
chiamate sospese (chiamate attive che sono in attesa della chiamata di un figlio per essere completate). Si osservi che i passi 
di divisione sono eseguiti in (b), (d) e (f). (Continua nella Figura 11.11.) 
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F I G U R A 1 1 . 1 1 Visualizzazione di un'esecuzione del quick-sort. Si ponga l'attenzione sul passo di conquista eseguito in (k). 
(Continua nella Figura 11.12.) 



(q) (r) 

F I G U R A 11.12 Visualizzazione di un'esecuzione dell'algoritmo quick-sort. Molte chiamate tra (p) e (q) sono state omesse. 
Si osservino i passi di conquista eseguiti in (o) e (r). (Continuazione della Figura 11.11.) 



F R A M M E N T O DI CODICE 
1 1 . 5 
Quick-sort per una 
sequenza d'ingresso 5 
implementata 
mediante una linked 
list o un array. 

Algoritmo QulckSort(S): 
Input: Una sequenza S Implementata come array o linked list 
Output. La sequenza S ordinata 
if S.sizeO < 1 then 

return (S in questo caso è già ordinato) 
p <- S.lastO.elementi) (il pivotl 
Siano L, E e O sequenze vuote basate su liste 
while IS.isEmptyO do (scansione all'indietro di S e divisione in L, E e G] 

if S.lastO.elemento < p then 
L. addLast(S. remove(S. getLast( ))) 

else if S.lastO.elemento = p t h e n 
,E.addLast(S.remove(S.getLast( ))) 

else (l'ultimo elemento di S è maggiore di pi 
G.addLastCS. remove(S. getLast( )))) 

QuickSortCL) (ricorsione sugli elementi minori di p( 
QuickSortCG) (ricorsione sugli elementi maggiori di p) 
while IL.isEmptyO do (ricopia in S gli elementi ordinati minori di p] 

S.addLast(L. removed,. getFirst( ))) 
while 1-E.isEmptyO do (ricopia in S gli elementi ordinati uguali a pi 

S.addLastCE.remove(.E.getFirst( ))) 
while IG.isEmptyO do (ricopia in S gli elementi ordinati maggiori di p) 

S. addLast( O. remove«?. getFirst( ))) 
return (ora S è ordinato) 

• Tempo di esecuzione del quick-sort 
Si può analizzare il tempo di esecuzione del quick-sort con la stessa tecnica utilizza-
ta per il merge-sort nel Paragrafo 11.1.3. In particolare si può individuare il tempo 
speso a ogni nodo dell'albero T di quick-sort e sommare i tempi di esecuzione di 
tutti i nodi. 

Esaminando il Frammento di codice 11.5, si può vedere che i passi di divisione e 
di conquista del quick-sort possono essere implementati in tempo lineare. Per que-
sto motivo, il tempo speso a un nodo v di T è proporzionale alla lunghezza di input 
di v, s(v), definita come la lunghezza della sequenza elaborata dalla chiamata del 
quick-sort associato al nodo v. Poiché la sottosequenza E ha almeno un elemento (il 
pivot), la somma delle lunghezze di input dei figli di v è al più s(v) - 1. 

Dato un albero di quick-sort T, si denoti con s, la somma delle lunghezze di in-
put dei nodi di T aventi profondità i. Chiaramente s 0 = n, poiché la radice r di T è 
associata all'intera sequenza. Risulta anche s, < n - 1, poiché il pivot non è propa-
gato ai figli di r. Si consideri poi s2. Se ambedue i figli di r hanno una lunghezza in 
ingresso non nulla, allora s 2 = n ~ 3. In caso contrario (un solo figlio della radice ha 
lunghezza zero, l'altro invece ha lunghezza n - 1), s2 = n - 2. Allora s2 < n - 2. Con-
tinuando questo ragionamento si otterrà che s, < n - i. Come osservato nel Para-
grafo 11.2, l'altezza di Tè n - 1 nel caso peggiore. Quindi il tempo di esecuzione re-

lativo al caso peggiore del quick-sort e O , che e O , vale a dire 

O , Per la Proposizione 4.3, i è 0 ( n 2 ) . Si conclude che il quick-sort è ese-1=1 
guibile nel caso peggiore in tempo 0(n2). 

n 



Dal nome ci si potrebbe aspettare che il quick-sort abbia un'esecuzione rapida. 
In ogni caso la limitazione quadratica sopra indicata significa che il quick-sort è in 
realtà lento nel caso pessimo. Paradossalmente questo comportamento tipico del 
caso pessimo si verifica per particolari circostanze, quando l'ordinamento dovrebbe 
essere facile, cioè se la sequenza è già ordinata. Ritornando all'analisi che si sta con-
ducendo, si noti che il caso ottimo per un quick-sort su una sequenza di elementi di-
stinti si verifica quando accade che le sottosequenze L e G hanno pressappoco la 
stessa lunghezza. In altri termini, nel caso migliore si ha che: 

s0 = n 
s¡ = n - 1 
s2 = n - (1 + 2) = n - 3 

s¡ = n - (1 + 2 + 2 2 + - + 2'" 1 ) =n- (2' - 1) 
Allora, nel caso ottimo, T ha altezza 0(log ri) e il quick-sort è eseguibile in un tem-
po 0(n log n); la dimostrazione di questo fatto è lasciata come esercizio (R- l l . l l ) . 

L'intuizione informale che si nasconde dietro il comportamento previsto per il 
quick-sort è che a ogni chiamata il pivot probabilmente dividerà la sequenza di in-
gresso in due parti quasi uguali. Quindi ci si aspetta che il tempo medio di esecu-
zione di un quick-sort sia simile al tempo di esecuzione nel caso ottimo, vale a dire 
0(n log n). Apparirà chiaro nel prossimo paragrafo che, introducendo la casualità, 
si otterrà dal quick-sort proprio un comportamento di questo tipo. 

11.2.1 Quick -sort probabilistico 
Un comune metodo per analizzare il quick-sort è fondato sull'ipotesi che il pivot di-
vida sempre la sequenza in parti quasi uguali. Si capisce che questo assunto presup-
porrà una conoscenza della distribuzione dell'input che di solito non è disponibile. 
Per esempio, si dovrebbe ipotizzare di dover ordinare raramente delle sequenze 
«quasi» ordinate, caso che invece si incontra in realtà comunemente in numerose 
applicazioni. Per fortuna, questa ipotesi non è necessaria per prevedere intuitiva-
mente il comportamento del quick-sort. 

In generale è auspicabile trovare qualche accorgimento per avvicinarsi al tempo 
di esecuzione del caso ottimo per il quick-sort. Questo accorgimento, naturalmente, 
è teso a far sì che il pivot suddivida la sequenza di input S in parti quasi uguali. 
Qualora si dovesse ottenere tale risultato, si potrebbe raggiungere un tempo di ese-
cuzione asintoticamente uguale al tempo di esecuzione del caso ottimo. In altre pa-
role, la scelta di pivot vicini al «valore medio» dell'insieme di elementi considerati, 
assicura un tempo di esecuzione 0(n log n) per il quick-sort. 

• Scelta casuale dei pivot 
Poiché l'obiettivo del passo di partizione del metodo quick-sort è di dividere la se-
quenza in parti quasi uguali, si introduca la probabilità nell'algoritmo e si scelga 
come pivot un elemento a caso della sequenza di input. Vale a dire, invece di sce-
gliere come pivot l'ultimo elemento di S, si sceglie come pivot un elemento a caso, 
mantenendo immutata la rimanente parte dell'algoritmo. Questa variante del 
quick-sort è chiamata quick-sort probabilistico. La proposizione seguente mostra 
che il tempo medio di esecuzione del quick-sort probabilistico applicato a una se-
quenza di n elementi è 0(n log n). La media prende in considerazione tutte le pos-



sibili scelte operabili dall'algoritmo ed è indipendente da qualsiasi ipotesi riguar-
dante la distribuzione delle possibili sequenze di input all'algoritmo. 

PROPOSIZIONE 11.3 II tempo medio di esecuzione del quick-sort probabilistico 
applicato a una sequenza di n elementi è 0(n log n). 

DIMOSTRAZIONE. Si assume che due elementi di S possano essere confrontati in 
tempo 0(1). Si prenda in considerazione una singola chiamata ricorsiva del quick-
sort probabilistico e si denoti con n la lunghezza dell'input per questa chiamata. Si 
dice che questa chiamata è «buona» se il pivot scelto è tale che le sottosequenze L e 
G hanno ognuna una lunghezza uguale almeno a n/4 e al più a 3n/4\ nel caso con-
trario la chiamata è considerata «cattiva». 

Si considerino ora le implicazioni della scelta di un pivot completamente casua-
le. Si osservi che, per ogni chiamata su una sequenza di lunghezza n dell'algoritmo 
quick-sort probabilistico, esistono ni2 possibili buone scelte del pivot. Quindi la 
probabilità che una chiamata sia buona è uguale a 1/2. Si osservi inoltre che una 
buona chiamata come minimo partizionerà una lista di lunghezza n in due liste di 
lunghezza 3«/4 e ni4, mentre una cattiva chiamata potrebbe comportarsi tanto male 
da produrre una singola chiamata di lunghezza n - 1. 

Si consideri ora una ricorsione per il quick-sort probabilistico. Questa traccia defi-
nisce un albero binario, T, tale che ogni nodo di T corrisponda a una diversa chiamata 
ricorsiva su un sottoproblema di ordinamento di una porzione della lista originale. 

Si dice che un nodo v in T è in gruppo di misura i se la misura del sottoproblema 
di v è maggiore di (3/4)'+ ]n e al più uguale a (3/4)'n. Si analizzi il tempo medio speso 
nel lavoro su tutti i sottoproblemi per i nodi in gruppo di misura i. Per la linearità del-
la media (Proposizione A.19), il tempo medio speso per lavorare su tutti questi sotto-
problemi è la somma dei tempi medi spesi per ogni singolo sottoproblema. Alcuni di 
questi nodi corrispondono a chiamate buone, mentre altri corrispondono a chiamate 
cattive. Tuttavia si noti che, dal momento che una chiamata buona si verifica con pro-
babilità 1/2, il numero medio di chiamate consecutive da eseguire prima di avere una 
chiamata buona è uguale a 2. Oltre a ciò, si osservi che non appena arriva una chia-
mata buona per un nodo nel gruppo di misura i, i suoi figli si troveranno nei gruppi di 
misura maggiori di i. Pertanto, per ogni elemento x proveniente dalla lista di input, il 
numero dei nodi appartenenti al gruppo di misura i e contenenti x nei loro sottopro-
blemi è 2. Questo significa che la misura media complessiva di tutti i sottoproblemi 
del gruppo di misura i è In. Poiché il lavoro non ricorsivo da eseguire per ogni sotto-
problema è proporzionale alla sua misura, allora il tempo totale medio speso per pro-
cessare i sottoproblemi per i nodi del gruppo di misura i è 0(n). Il numero di gruppi 
di misura è log 4 / 3 n, poiché moltiplicare ripetutamente per 3/4 equivale a dividere ri-
petutamente per 4/3. In altri termini, il tempo totale medio di esecuzione di un quick-
sort probabilistico è 0(n log n) (Figura 11.13). 

Si può dimostrare che il tempo di esecuzione del quick-sort probabilistico è con 
elevata probabilità 0 (n log n) (si veda l'Esercizio C-11.10). 

11.2.2 Quick -sort in loco 
Si ricordi dal Paragrafo 8.3.5 che un algoritmo di ordinamento è in loco (in-place) se 
utilizza soltanto un piccolo spazio di memoria oltre a quello necessario per gli oggetti 
stessi da ordinare. L'algoritmo merge-sort, come prima discusso, non è in loco e ren-
derlo in loco richiede un metodo di fusione più complesso di quello esposto nel Para-



Numero di gruppi di misura Tempo medio per gruppo di misura 
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Analisi grafica 
temporale per l'albero 
di quick-sort T. Ogni 
nodo è etichettato con 
la misura del relativo 
sottoproblema. 

grafo 11.1.2. In ogni caso un ordinamento in loco non è intrinsecamente difficile. 
Come lo heap-sort, anche il quick-sort, infatti, si può adattare a essere in loco. 

L'esecuzione dell'algoritmo quick-sort in loco richiede un minimo di inventiva, 
in ogni caso, poiché bisogna impiegare la stessa sequenza di input per memorizzare 
le sottosequenze per tutte la chiamate ricorsive. Nel Frammento di codice 11.6 è 
mostrato l'algoritmo inPlaceQuickSort che esegue un quick-sort in loco. L'algo-
ritmo inPlaceQuickSort assume che la sequenza di input, 5, abbia la forma di un ar-
ray di elementi distinti. Il motivo di questa limitazione è esaminato nell'Esercizio 
R-11.14. L'estensione al caso generale viene discussa nell'Esercizio C-11.8. 

Algoritmo inPlaceQuickSort(S, a, b) : 
Input. Un array S di elementi distinti; due interi a e b 
Output. Array S con elementi originariamente dall'indice a a b, estremi 

inclusi, organizzati in ordine non decrescente dall'indice a a b 
if a > b then return {al più un elemento nel sottointervallo} 
p <- S[b] {pivot) 
1 «- a {scansione verso destra) 
r <- b - 1 {scansione verso sinistra) 
while 1 < r do 

{trova un elemento maggiore del pivot) 
while 1< r and S[H < p do 

J <— 2 + 1 
{trova un elemento minore del pivot) 
while r> 1 and S[r] > p do 

r <- r- 1 
if 1 < r then 

scambia di posto gli elementi S[i] e S[r] 
{mette il pivot al suo posto definitivo) 
scambia di posto gli elementi S[7] e S[b] 
{chiamate ricorsive) 
inPlaceQuickSort(S,a,i - 1) 
inPlaceQuickSort(S,i + l ,b) 
{a questo punto è finita, poiché i subarray ordinati sono già consecutivi) 

F R A M M E N T O DI CODICE 11.6 
Quick-sort in loco per 
un array S in input. 



Il quick-sort in loco modifica le sequenze in input mediante scambio di posto di 
elementi e non crea esplicitamente sottosequenze. In verità una sottosequenza della 
sequenza in input è implicitamente rappresentata da un intervallo di posizioni spe-
cificate da un indice all'estrema sinistra l e da un indice all'estrema destra r. Il passo 
di divisione è eseguito scandendo simultaneamente gli array da l in avanti e da r al-
l'indietro, scambiando coppie di elementi che sono in ordine inverso, come mostra-
to in Figura 11.14. Quando questi due indici «si incontrano», i sottoarray L e G 
sono da parti opposte rispetto al punto di incontro. L'algoritmo è completato ese-
guendo ricorsioni su questi due sottoarray. Il quick-sort in loco riduce di un fattore 
costante il tempo di esecuzione dovuto alla creazione di nuove sequenze e allo spo-
stamento relativo di elementi. Nel Frammento di codice 11.7 è mostrata una versio-
ne Java del quick-sort in loco. 

Sfortunatamente non è garantito che l'implementazione vista sopra sia in loco. 
Ricordando il Paragrafo 14.1.1, si osserva che è necessario disporre di spazio per 
uno stack proporzionale alla profondità dell'albero di ricorsione, che in questo caso 
può essere n - 1. Senza dubbio la profondità dello stack prevista è 0(log ri), piccola 
in confronto a n. Tuttavia un semplice accorgimento può garantire una misura dello 
stack uguale a 0(log ti). L'idea principale è di progettare una versione non ricorsiva 
del quick-sort in loco utilizzando uno stack esplicito per processare iterativamente i 
sottoproblemi (ognuno dei quali può essere rappresentato con una coppia di indici 
che segnano i limiti del sottoarray). Ogni iterazione implica il ripristino del sotto-
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Passo di divisione di 
un quick-sort in loco. 
L'indice l scandisce 
la sequenza da sinistra 
verso destra e l'indice 
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I r (d) 
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/ r (e) 
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( 31 24 17 45 50 85 96 63) 

r I 
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public static <E> void quicksort (E[] s, Comparator<E> c) { 
if ( s . l ength < 2 ) re turn; / / in questo caso l 'array è già ordinato 
qulckSortStepCs, c, 0 , s . length-1); / / metodo di ordinamento ricorsivo 

1 
private static <E> void qulckSortStep (E[] s, Comparator<E> c, 

int leftBound, int rightBound) ( 
if (leftBound >= rightBound) return; / / gli indici si sono incrociati 
E temp; / / oggetto t e m p uti l izzato per lo scambio di posto 
E pivot = s[rightBound]; 
i n t l e f t lndex = leftBound; / / scans ione verso destra 
i n t r ight lndex = r ightBound-1 ; / / scans ione verso s in is tra 
w h i l e ( l e f t lndex <= r ight lndex) { / / scans ione verso s in is tra per trovare 

/ / u n e lemento minore del pivot 
while ((leftlndex <= rightlndex) 8e8e (c.compare(s[leftIndex], pivot)<=0)) 

leftlndex++; 
/ / scans ione verso s inistra per t r o v a r e u n e lemento minore del pivot 
while ( (rightlndex >= leftlndex) 8eSe (c.compare(s[rightlndex], 

pivot)>=0)) 
rightlndex—; 

if ( l e f t lndex < r ight lndex) ( / / t rovat i ambedue gli e lement i 
temp = s [rightlndex]; 
s[rightlndex] = s[ left lndex]; / / s c a m b i o di posto tra questi e lement i 
s [leftlndex] = temp; 

1 
I / / 11 loop continua f ino all'incrocio degli indici 
t e m p = s[rightBound]; / / scambia il pivot con l 'e lemento contenuto 

/ / i n l e f t lndex 
s[rightBound] = s[leftlndex]; 
s( left lndex) = temp; / / i l pivot ora in le f t lndex , inizia la ricorsione 
qulckSortStep(s, c, leftBound, leftlndex-l); 
qulckSortStep(s, c, leftlndex+l, rightBound); 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 1 . 7 
Una codifica del 
quick-sort in loco, 
prendendo elementi 
distinti. 

problema che si trova in cima allo stack, la divisione di questo sottoproblema in due 
parti (nell'ipotesi che esso sia abbastanza grande) e l'immissione nello stack dei due 
nuovi sottoproblemi. L'accorgimento consiste nel fatto che quando si introducono i 
nuovi sottoproblemi, si dovrebbe introdurre prima quello più grande e poi quello 
più piccolo. In questo modo le misure dei sottoproblemi dovrebbero almeno rad-
doppiarsi man mano che si scende nello stack; quindi lo stack può avere al più una 
profondità 0(log n). Si lasciano i dettagli di questa implementazione come esercizio 
(C-11.9). 

11 .3 Limite inferiore degli ordinamenti 

Ricapitolando la discussione sull'ordinamento condotta fino a questo punto, sono 
stati descritti numerosi metodi applicabili a una sequenza di input di lunghezza n 
con un tempo di esecuzione 0(n log n) sia nel caso peggiore sia nel caso medio. 
Questi metodi includono il merge-sort e il quick-sort, descritti in questo capitolo e 



lo heap-sort, descritto nel Paragrafo 8.3.5. Una domanda che sorge spontanea a 
questo punto è se sia possibile ordinare più velocemente che in tempo 0(n log n). 

In questo paragrafo è mostrato che se la primitiva di calcolo utilizzata da un al-
goritmo di ordinamento è il confronto tra due elementi, allora non si può ottenere 
alcun miglioramento: l'ordinamento basato sul confronto ha un limite inferiore del 
tempo di esecuzione relativo al caso peggiore pari a fi(n log n) (si ricordi che la no-
tazione fi(-) è stata trattata nel Paragrafo 4.2.3). Per concentrare l'attenzione sul 
principale costo dell'ordinamento basato sul confronto, si contino soltanto i con-
fronti che esegue un algoritmo di ordinamento. Volendo ricavare un limite inferio-
re, questo conteggio basterà. 

Si supponga di avere una sequenza S = (x0,x1,...,xn_1) da ordinare e si faccia l'ipo-
tesi che tutti gli elementi di S siano distinti (questa non è certamente una restrizione 
in quanto si sta ricavando un limite inferiore). Per l'accuratezza del limite inferiore 
che sarà trovato, non è importante se 5 sia implementata come array oppure come 
linked list, poiché si stanno solo conteggiando i confronti. Ogni volta che un algorit-
mo di ordinamento confronta due elementi xi e Xj (vale a dire ogni volta che l'algorit-
mo chiede «è < *,?») sono possibili due risultati: «sì» o «no». In dipendenza dal ri-
sultato di questo confronto, l'algoritmo di ordinamento può eseguire alcuni calcoli 
interni (che in questo punto non sono importanti) e dopo eseguirà eventualmente un 
altro confronto tra altri due elementi di S, che darà luogo ancora a due risultati. Per 
quanto detto, un algoritmo di ordinamento basato sul confronto può essere rappre-
sentato con un albero decisionale T (si richiami l'Esempio 7.8). In altre parole, ogni 
nodo interno v di T corrisponde a un confronto e gli archi dal nodo v ai suoi figli cor-
risponde alle elaborazioni risultanti dalla risposta «sì» o «no» (Figura 11.15). 

È importante osservare che probabilmente l'ipotetico algoritmo di ordinamento 
di cui si sta discutendo non possiede nessuna esplicita conoscenza dell'albero T. Si 
utilizza T semplicemente per rappresentare tutte le possibili sequenze di confronti 
che potrebbe operare un algoritmo di ordinamento, cominciando dal primo confron-
to (associato alla radice) e concludendo con l'ultimo confronto (associato al padre di 
un nodo esterno) immediatamente prima che l'algoritmo termini la sua esecuzione. 

Ogni possibile ordinamento iniziale, o permutazione, di elementi in S provocherà 
l'esecuzione di una serie di confronti da parte di questo ipotetico algoritmo di ordina-

F I G U R A 1 1 . 1 5 
Visualizzazione 
del limite inferiore 
per un ordinamento 
basato sul confronto. 

Altezza minima (tempo) x,<xj? 

xc<xd? 

log (n!) Z \ 7A / — % 
Xe < X, ? xk<x,? i" \ xp<xq? 
V T / \ 7 \ T V 

ni 



mento, tracciando in Tun percorso dalla radice a qualche nodo esterno. Allora si asso-
ci a ogni nodo esterno v di T, l'insieme di permutazioni di S che fa terminare in v l'al-
goritmo di ordinamento che si sta considerando. La più rilevante osservazione in que-
sto ragionamento sul limite inferiore riguarda la circostanza che ogni nodo esterno v 
in Tpuò rappresentare la sequenza di confronti al più per una sola permutazione di S. 
La dimostrazione di questa asserzione è semplice: se due diverse permutazioni P{ e P2 

di S sono associate allo stesso nodo esterno, allora ci saranno almeno due oggetti x¡ e 
Xj, associati allo stesso nodo esterno, e quindi esistono almeno due oggetti tali che x¡ 
precede x¡ in P, ma x¡ segue x¡ in P2. Contemporaneamente l'output associato con v 
deve essere uno specifico riordinamento di 5, in cui x¡ o x¡ compaiono uno prima del-
l'altro. Ma se ambedue P, e P2 fanno sì che l'algoritmo di ordinamento generi in out-
put gli elementi di S in questo ordine, allora ci sarà un modo per manipolare l'algo-
ritmo per generare in output x¡ e JC- nell'ordine sbagliato. Poiché ciò non è ammissibile 
per un corretto algoritmo di ordinamento, ogni nodo esterno di 7 deve essere associa-
to esattamente a una permutazione di S. Questa proprietà dell'albero decisionale è 
sfruttata per dimostrare il seguente risultato valido per un algoritmo di ordinamento: 

PROPOSIZIONE 11.4 II tempo di esecuzione di tutti gli algoritmi di ordinamento 
basati sul confronto per ordinare una sequenza di n elementi è nel caso peggio-
re Cl(n log n). 

DIMOSTRAZIONE. Il tempo di esecuzione di un algoritmo di ordinamento basato sul 
confronto deve essere maggiore o uguale all'altezza dell'albero decisionale T asso-
ciato a questo algoritmo, come sopra descritto (Figura 11.15). Per il ragionamento 
precedentemente svolto, ciascun nodo esterno di T deve essere associato a una sola 
permutazione di 5. Inoltre ogni permutazione di S deve corrispondere a un diverso 
nodo esterno di T. Il numero di permutazioni di n oggetti è uguale a n\ = n(n - 1) 
(n - 2) ••• 2 • 1. Per questo motivo T deve avere almeno n\ nodi esterni. Per la Pro-
posizione 7.10, l'altezza di T è almeno log(«!). Ciò completa immediatamente que-
sta dimostrazione, perché esistono almeno ni2 termini maggiori o uguali a n / 2 nel 
prodotto n\\ quindi: 

Nel precedente paragrafo si è fatto vedere che per mettere in ordine una sequenza 
di n elementi con un algoritmo di ordinamento basato sul confronto è indispensabi-
le, nel caso pessimo, un tempo iì(n log n). Una domanda che sorge spontanea, allo-
ra, riguarda l'eventualità che esistano altri tipi di algoritmi di ordinamento proget-
tati per essere eseguibili in un tempo asintoticamente più veloce di 0(n log n). E in-
teressante osservare che algoritmi di questo genere esistono, ma sono sottoposti a 
speciali ipotesi riguardanti la sequenza in input da ordinare. Nonostante queste re-
strizioni, tali circostanze si verificano frequentemente nella pratica e perciò si ritie-
ne degna di attenzione la discussione di questi algoritmi. In questo paragrafo sarà 
considerato il problema dell'ordinamento di una sequenza di elementi, ognuno dei 
quali è una coppia chiave-valore. 

che è iì(n log n). » 

11.4 Bucket-sort e radix-sort 



11.4 .1 Bucket-sort (ordinamento a secchi) 
Si consideri una sequenza S di n elementi le cui chiavi sono numeri interi compresi 
nell'intervallo [0, N - 1], con N intero maggiore o uguale di 2, e si supponga che S 
possa essere ordinata a seconda delle chiavi degli elementi. In questo caso è possibi-
le ordinare 5 in tempo 0(n + N). Potrebbe sembrare strano, ma questo implica, per 
esempio, che se N è O(n), allora S potrebbe essere ordinato in un tempo O(n). Na-
turalmente il punto cruciale è costituito da fatto che, a causa delle restrittive assun-
zioni riguardanti il formato degli elementi, si può evitare l'utilizzo di confronti. 

L'idea di fondo è di utilizzare un algoritmo, cui si dà il nome di bucket-sort, il 
quale non è basato su confronti, ma sull'utilizzo di chiavi come indici in un bucket 
array B che è formato da celle con indici che vanno da 0 a N - 1. Un elemento aven-
te come chiave k è posto in un «secchio» B[k], che è esso stesso una sequenza (di 
elementi aventi come chiave k). Dopo aver inserito ogni elemento nella sequenza di 
input S nel relativo bucket, si possono sistemare di nuovo gli elementi in posizione 
ordinata enumerando i contenuti dei bucket in ordine fl[0], B[l],..., B[N - 1], L'al-
goritmo bucket-sort è descritto nel Frammento di codice 11.8. 

È facile vedere che un bucket-sort è eseguibile in un tempo 0(n + N) e utilizza 
uno spazio di memoria 0(n + N). In definitiva un bucket-sort è efficiente quando 
l'intervallo N dei valori delle chiavi è piccolo rispetto alla lunghezza della sequenza 
n, ovvero quando N = 0(n) oppure N = 0(n log n). Tuttavia la prestazione di que-
sto algoritmo si degrada quando N cresce rispetto a n. 

Una proprietà molto interessante dell'algoritmo bucket-sort è che esso funziona 
correttamente anche se ci sono molti elementi diversi con la stessa chiave. In verità 
questa proprietà è stata descritta in modo da anticipare questi eventi. 

• Ordinamento stabile 
Un importante problema nell'ordinamento delle coppie chiave-valore riguarda il 
trattamento degli elementi con chiavi uguali. Sia S = ((ka, *„), ..., (kn _t, xn_,)) una 
sequenza di questi elementi. Si dice che un algoritmo di ordinamento è stabile se 
per ogni due elementi di 5, (&,, e (A:-, xj), con fc, = kj e se (&,, precede (/cy, xj) in S 
prima dell'ordinamento (in altri termini, i < ;'), l'elemento (&,,*,) precede l'elemento 
(kj, Xj) anche dopo l'ordinamento. La stabilità è importante per un algoritmo di or-
dinamento perché le applicazioni possono richiedere di preservare l'ordinamento 
iniziale degli elementi aventi la stessa chiave. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
11.8 
Bucket-sort. 

Algoritmo bucketSort(S): 
Input: Sequenza S di elementi con chiavi intere comprese nell'intervallo 

[0 ,N- 1] 
Output: Sequenza S ordinata per chiavi non decrescenti 
Sia B un array di N sequenze, ciascuna delle quali sia inizialmente vuota 
for ogni elemento e di S do 

k <- e.getKeyO 
cancella e da S e lo inserisce nel bucket (sequenza) finale Blk] 

f o r i <- 0 to N- 1 do 
for ogni elemento e della sequenza B[i] do 

cancella e da Blfl e lo inserisce alla fine di S 



Questa descrizione informale del bucket-sort fornita nel Frammento di codice 
11.8, non garantisce la stabilità. Questo aspetto non è tuttavia intrinseco al bucket-
sort: si può facilmente modificare la descrizione fornita per rendere stabile il bucket-
sort, preservando nel contempo il tempo di esecuzione 0(n + N). In verità un algo-
ritmo bucket-sort stabile può essere ottenuto cancellando sempre il primo elemento 
dalla sequenza 5 e dalle sequenze 5[ì] durante l'esecuzione dell'algoritmo. 

11.4.2 Radix -sort (ordinamento a radice) 
Una delle ragioni per cui l'ordinamento stabile è così importante è legata al fatto 
che esso consente di applicare l'approccio bucket-sort a contesti più generali rispet-
to all'ordinamento di numeri interi. Si supponga, per esempio, di voler ordinare ele-
menti, che si presentano come coppie (k, /), in cui k e / sono due numeri interi com-
presi nell'intervallo [0, N - 1], per N intero e > 2. In un tale contesto è naturale defi-
nire su queste chiavi un ordinamento mediante una convenzione lessicografica (di-
zionario), in cui (&!, /,) < (k 2, l2) se kx < k2 oppure se kx = k2 e /, < l2 (Paragrafo 
8.1.2). Questa è una versione coppia a coppia della funzione di confronto lessico-
grafico, di consueto applicata a stringhe di caratteri di uguale lunghezza (che si ge-
neralizza in maniera elementare per n-uple di d numeri per d> 2). 

L'algoritmo radix-sort ordina una sequenza S di elementi, aventi delle coppie 
come chiavi, applicando due volte un bucket-sort stabile sulla sequenza; uti-
lizzando come chiave di ordinamento la prima volta un componente della coppia 
e la seconda volta il secondo componente. E quindi qual è l'ordine corretto? Bi-
sogna prima ordinare sul primo componente e dopo sul secondo componente o 
viceversa? 

Prima di fornire una risposta al quesito, si prenda in considerazione l'esempio 
seguente. 

ESEMPIO 11.5 Si consideri la sequenza 5 (di cui sono mostrate soltanto le 
chiavi): 

5 = ((3,3), (1,5), (2,5), (1,2), (2,3), (1,7), (3,2), (2,2)) 
Se si esegue un ordinamento stabile sul primo componente di S, allora si otterrà 
la sequenza: 

5, = ((1,5), (1,2), (1,7), (2,5), (2,3), (2,2), (3,3), (3,2)) 
Quindi, se questa sequenza 5, è ordinata stabilmente utilizzando il secondo 
componente, allora si otterrà la sequenza: 

S,,2 = ((1,2), (2,2), (3,2), (2,3), (3,3), (1,5), (2,5), (1,7)) 
che non è esattamente una sequenza ordinata. D'altro canto, se si esegue un or-
dinamento stabile sul secondo componente di S, allora si otterrà la sequenza: 

S 2 = ((1,2), (3,2), (2,2), (3,3), (2,3), (1,5), (2,5), (1,7)) 
Quindi, se questa sequenza S 2 è ordinata stabilmente utilizzando il primo com-
ponente, allora si otterrà la sequenza: 

S 2 1 = ((1,2), (1,5), (1,7), (2,2), (2,3), (2,5), (3,2), (3,3)) 
che è in verità una sequenza S lessicograficamente ordinata. 



Da questo esempio si potrebbe essere indotti a credere che sia preferibile ordinare 
utilizzando prima il secondo componente e dopo utilizzando il primo componente. 
Questa intuizione è assolutamente corretta. Se si opera un ordinamento stabile uti-
lizzando prima il secondo componente e dopo il primo componente, si garantisce 
che se due elementi sono uguali nel secondo ordinamento (quello eseguito utiliz-
zando il primo componente), allora è preservato l'ordine relativo che compariva 
nella sequenza di partenza (ordinata utilizzando il secondo componente). Allora è 
garantito che la sequenza risultante abbia sempre un ordinamento lessicografico. La 
determinazione di come questo approccio possa essere esteso a triple e ad altre d-
ple di numeri è lasciato come semplice esercizio (R-11.19). Questo paragrafo può 
essere riassunto nella seguente: 

PROPOSIZIONE 11.6 Sia S una sequenza di n coppie chiave-valore, ognuna delle 
quali ha una chiave (kì, k2,..., kd), in cui A:, è un intero compreso nell'intervallo 
[0, N - 1] per un numero intero N > 2. La sequenza S può essere ordinata lessico-
graficamente in un tempo 0(d(n + N)) utilizzando il radix-sort. 

Pur ammettendone l'importanza, bisogna precisare che l'ordinamento non è 
l'unico problema rilevante per una relazione d'ordine totale su un insieme di ele-
menti. Esistono, per esempio, alcune applicazioni che non richiedono una lista or-
dinata di un intero insieme, ma richiedono una certa quantità di informazioni sul-
l'ordinamento dell'insieme. Prima di approfondire questo problema (che è chia-
mato «selezione»), si compia un passo indietro e si confrontino brevemente tutti 
gli algoritmi di ordinamento studiati finora. 

1 1 . 5 Confronto tra algoritmi di ordinamento 

A questo punto può risultare utile fermarsi e considerare tutti gli algoritmi studiati 
in questo libro per mettere in ordine una lista di array di n elementi, una lista di 
nodi oppure una generica sequenza. 

• Considerazioni sul tempo di esecuzione e altri fattori 
Sono stati studiati numerosi metodi, come l'insertion-sort e il selection-sort, che 
hanno un tempo di esecuzione 0(n2) nel caso medio e nel caso peggiore. Sono an-
che stati studiati numerosi metodi, che hanno tempi di esecuzione 0(n log n), 
come lo heap-sort, il merge-sort e il quick-sort. Infine è stata studiata una classe 
speciale di algoritmi di ordinamento, di cui fanno parte i metodi del bucket-sort e 
del radix-sort, che sono eseguibili in tempo lineare per chiavi appartenenti a un 
certo tipo. 

L'algoritmo selection-sort è sicuramente una scelta inadeguata per qualsiasi ap-
plicazione, in quanto esso è eseguibile in un tempo 0(n2) anche nel caso migliore. 
Tuttavia, qual è il migliore tra i rimanenti algoritmi di ordinamento? 

Come in molte circostanze della vita, tra i rimanenti candidati, non esiste nessun 
algoritmo di ordinamento che sia univocamente «il migliore». L'algoritmo di ordina-
mento che meglio si adatta a ogni particolare applicazione, è dipendente da diverse 
proprietà della stessa applicazione. Pertanto si può offrire una indicazione e delle os-
servazioni, fondate sulle note proprietà dei «buoni» algoritmi di ordinamento. 



• Insertion-sort 
Se è opportunamente implementato, il tempo di esecuzione dell' insertion-sort è 
0(n + m), dove m è il numero di inversioni (vale a dire il numero di coppie di ele-
menti non ordinati). Pertanto, l'insertion-sort è un eccellente algoritmo per l'ordi-
namento di piccole sequenze (per dare un'idea, quelle composte da meno di 50 ele-
menti) perché l'insertion-sort è semplice da programmare e le sequenze piccole 
hanno necessariamente poche inversioni. L'insertion-sort, inoltre, è molto efficace 
per sequenze da ordinare che siano già «quasi» ordinate. Con la parola «quasi» si 
intende che il numero di inversioni è piccolo. Tuttavia la prestazione in termini di 
tempo dell'insertion-sort, quantificabile in 0(n2), lo rende una scelta scadente nei 
contesti diversi da questo caso particolare. 

• Merge-sort 
Il merge-sort, d'altra parte, è eseguibile nel caso peggiore in un tempo 0(n log n), e 
si rivela ottimale per i metodi di ordinamento basati sul confronto. Gli studi spe-
rimentali hanno comunque mostrato che, poiché è difficile eseguire un merge-sort 
in loco, i sovraccarichi di memoria necessari per implementare il merge-sort lo ren-
dono meno appetibile rispetto alle implementazioni in loco dello heap-sort e del 
quick-sort per sequenze che possono essere inserite nell'area di memoria principale 
di un computer. 

Ciononostante, il merge-sort è un algoritmo eccellente per situazioni in cui l'in-
put non può essere completamente contenuto nella memoria centrale, ma deve es-
sere memorizzato in blocchi su un dispositivo di memoria esterna, come un disco. In 
questi contesti, la modalità in cui il merge-sort elabora insiemi di dati in lunghi flus-
si di fusione, sfrutta al meglio tutti i dati presi dal disco e portati in un blocco in me-
moria principale. Allora, per l'ordinamento di memoria esterna, l'algoritmo merge-
sort tende a minimizzare il numero complessivo di letture e scritture sul disco, il 
che, in contesti come questo, rende l'algoritmo merge-sort superiore agli altri. 

• Quick-sort 
Gli studi sperimentali hanno mostrato che se una sequenza di input può essere 
completamente contenuta nella memoria centrale, allora le versioni in loco del-
l'algoritmo quick-sort e heap-sort sono eseguite più velocemente del merge-sort. 
Il sovraccarico supplementare necessario in queste applicazioni per copiare i nodi 
o gli elementi, pone il merge-sort in una posizione svantaggiata rispetto al quick-
sort e allo heap-sort. In effetti il quick-sort tende in media a superare lo heap-sort 
in questi test. Per questo il quick-sort è una scelta eccellente come soluzione ge-
nerica negli algoritmi di ordinamento in memoria. In verità questo algoritmo è in-
cluso nella utility di ordinamento qsort prevista nelle librerie del linguaggio C. 
Tuttavia la prestazione relativa al tempo di esecuzione nel caso peggiore, 0(n2), 
rende il quick-sort una scelta scadente per le applicazioni real-time, in cui è ne-
cessario garantire che l'operazione di ordinamento sia completata entro un tempo 
prefissato. 

• Heap-sort 
Nelle applicazioni real-time, in cui è disponibile una quantità di tempo prefissata 
per eseguire una operazione di ordinamento e i dati in input possono essere conte-
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nuti nella memoria centrale, l'algoritmo heap-sort costituisce probabilmente la scel-
ta migliore. Questo algoritmo è eseguibile nel caso peggiore in un tempo 0(n log ri) 
e può facilmente realizzare una esecuzione in loco. 

• Bucket-sort e radix-sort 
Infine, se la nostra applicazione coinvolge un ordinamento di elementi con chiavi 
intere e piccole (oppure d-ple di chiavi intere e piccole), allora l'algoritmo bucket-
sort (oppure radix-sort) è una scelta eccellente, poiché questi algoritmi hanno un 
tempo di esecuzione pari a 0(d(n + N)), dove [0, N - 1] è l'intervallo di chiavi inte-
re (e d = 1 per il bucket sort). Allora, se d(n + N) è significativamente «al di sotto» 
della funzione n log n, questo metodo di ordinamento dovrebbe avere un tempo di 
esecuzione più breve sia del quick-sort sia dello heap-sort. 

Pertanto lo studio di tutti questi diversi algoritmi di ordinamento fornisce una 
versatile raccolta di metodi di ordinamento per un'«attrezzatura» di progettazione 
di algoritmi. 

1 1 . 6 II TDA insieme e le strutture union/find ^ ^ ^ ^ 

In questo paragrafo sarà presentato il TDA insieme. Un insieme è una collezione di 
oggetti distinti. In altri termini, in un insieme non esistono elementi duplicati e non 
c'è nessuna nozione esplicita di chiave e nemmeno di ordinamento. Nonostante ciò, 
si comprende la trattazione degli insiemi in un capitolo dedicato all'ordinamento 
perché l'ordinamento può giocare un importante ruolo nell'implementazione effi-
ciente delle operazioni del TDA insieme. 

• Insiemi e alcune loro applicazioni 
Prima di tutto si ricordano le definizioni matematiche di unione, intersezione e sot-
trazione di due insiemi A e fi: 

A u B = {.*:: x è in A o x è in B\, 
A n B = {jt: x è in A e x è in B), 
A- B = {x: x è in A e x non è in fi). 

ESEMPIO 11.7 La maggior parte dei motori di ricerca in Internet memorizza, 
per ogni parola x contenuta nel proprio database dei vocaboli, un insieme, W(;t), 
di pagine Web che contengono x, e in questo insieme tutte le pagine Web sono 
identificate da un unico indirizzo Internet. Quando viene presentata una query 
per una parola x, il motore di ricerca ha bisogno soltanto di restituire le pagine 
Web presenti nell'insieme W(x), ordinate secondo una certa particolare classifi-
ca di priorità relativa all'«importanza» di una pagina. Però, quando viene pre-
sentata una query composta da due parole, x e y, questo motore di ricerca deve 
prima individuare l 'intersezione W(x) pi l^(^) e poi restituire le pagine Web ap-
partenenti all'insieme risultante, ordinate per priorità. Molti motori di ricerca 
utilizzano l'algoritmo di intersezione di insiemi descritto in questo paragrafo per 
eseguire questa elaborazione. 



• Metodi fondamentali del TDA insieme 
I metodi fondamentali del TDA insieme, applicabili a un insieme A, sono i seguenti: 

union(B): Sostituisce A con l'unione di A e fi, in altri termini esegue 
A <— A u B. 

intersect(B): Sostituisce A con l'intersezione di A e B, in altri termini ese-
gue A <- A n B. 

subtract(-B): Sostituisce A con l'intersezione di A e B, in altri termini ese-
gue A <r- A- B. 

11.6.1 Semplice implementazione di un insieme 
Uno dei modi più semplici per implementare un insieme è di memorizzare i suoi 
elementi in una sequenza ordinata. Questa è, per esempio, l'implementazione usata 
in molte librerie per strutture dati generiche. Per questo motivo consideriamo l'im-
plementazione del TDA insieme con una sequenza ordinata (saranno prese in con-
siderazione altre implementazioni in numerosi esercizi). Può essere applicata ogni 
relazione d'ordine coerente tra gli elementi di un insieme, con la cautela di stabilire 
la stessa relazione d'ordine per tutti gli insiemi. 

Ciascuna delle tre operazioni fondamentali sugli insiemi sarà implementata me-
diante una versione generica dell'algoritmo di fusione, che prende come input due 
sequenze ordinate che rappresentano gli insiemi in input e costruisce, come insieme 
di output, una sequenza unione, intersezione oppure differenza degli insiemi in in-
put. Tra parentesi, queste operazioni sono state definite in modo tale che esse vada-
no a modificare i contenuti dell'insieme A in questione. Alternativamente, si sareb-
bero potuti definire questi metodi così da non modificare l'insieme A, ma da resti-
tuire invece un nuovo insieme. 

Il generico algoritmo di fusione esamina e confronta ripetutamente gli elementi 
correnti a e b delle sequenze in input A e B, rispettivamente, e verifica se a < b, 
a = b, oppure a > b. A seconda del risultato di questo confronto, l'algoritmo deter-
mina se deve copiare uno degli elementi a e b alla fine della sequenza C in output. 
Questa decisione è basata sulla particolare operazione che si sta eseguendo: unione, 
intersezione o differenza. Per esempio, in un'operazione di unione, si può procedere 
in questo modo: 
• S ta<b, allora si copia a alla fine di C e si prosegue con il successivo elemento di A. 
• Se a = b, allora si copia a alla fine di C e si prosegue con i successivi elementi di 

A e di B. 
• S ea> b, allora si copia b to alla fine di C e si prosegue con il successivo elemen-

to di B. 

• Prestazioni della fusione generica 
Si analizzi il tempo di esecuzione della fusione generica. A ogni iterazione sono 
confrontati due elementi delle sequenze in input A e fi, eventualmente un elemento 
è copiato nella sequenza di output e si prosegue con il successivo elemento di A, di 
fi o di entrambe. Assumendo che un confronto o una copia di elementi richieda un 
tempo 0(1), il tempo di esecuzione totale è uguale a 0(nA + nB), in cui nA è la lun-
ghezza di A e nB è la lunghezza di fi; in altre parole, una generica fusione richiede 
un tempo proporzionale al numero di elementi. Allora si può enunciare la seguente: 



PROPOSIZIONE 11 .8 II TDA insieme può essere implementato con una sequen-
za ordinata e uno schema di generica fusione che supporti le operazioni di unio-
ne, intersezione e sottrazione in tempo 0(n), in cui n denota la somma delle lun-
ghezze degli insiemi considerati. 

• Generica fusione come esempio del template method pattern 
Il generico algoritmo di fusione è basato sul pattern del template method (si veda il 
Paragrafo 7.3.7). Il pattern del template method è uno schema di progetto dell'inge-
gneria del software che descrive un generico meccanismo di calcolo specializzabile 
mediante una ridefinizione di determinati passi. In questo caso è descritto un meto-
do che fonde due sequenze in una sola e può essere specializzato con il comporta-
mento di tre metodi astratti. 

Il Frammento di codice 11.9 mostra la classe Merge, che fornisce una implemen-
tazione Java del generico algoritmo di fusione. 

/** Generica fusione per sequenze ordinate. */ 
public abstract class Merge<E> ( 

private E a, b; / / elementi correnti in A e B 
private Iterator<E> iterA, iterB; / / iteratori per A e B 
/** Template method. */ 
public void merge(PositionList<E> A, PositionList<E> B, 

Comparator<E> comp, PositionList<E> C) { 
iterA = A.iteratorO; 
iterB = B.iteratorO; 
boolean aExists = advanceAO; / / test booleano se esiste un a corrente 
boolean bExists = advanceBO; / / test booleano se esiste un b corrente 
while (aExists &?&? bExists) { / / loop principale per la fusione di a e b 

int x = comp.compareCa, b); 
if (x < 0) { aIsLess(a, C); aExists = advanceAO; 1 
else if (x == 0) | 

bothAreEqual(a, b, C); aExists = advanceAO; 
bExists = advanceBO; 1 

else { blsLessCb, C); bExists = advanceBO; ) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
11.9 
Classe Merge per 
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while (aExists) { aIsLess(a, C); aExists = advanceAO; ) 
while (bExists) { blsLessCb, C); bExists = advanceBO; ) 

} 
/ / metodi ausiliari che devono essere specializzati da sottoclassi 
protected void aIsLess(E a, PositionList<E> C) { ) 
protected void bothAreEqual(E a, E b, PositiohList<E> C) i ( 
protected void bIsLess(E b, PositioiiList<E> C) {} 
/ / metodi ausiliari 
private boolean advanceAO ( 

if (iterA.hasNext( )) { a = iterA.nextO; return true; ) 
return false; 

l 
private boolean advanceBO ( 

if (iterB.hasNext( )) ( b = iterB.nextO; return true; ) 
return false; 



/** Classe che specializza la generica forma di fusione all'unione di due 
* insiemi. */ 

public class UnionMerge<E> extends Merge <E> { 
protected void aIsLess(E a, PositionList<E> C) ( 

C.addLast(a); / / aggiunge a 
I 
protected void bothAreEqual(E a, E b, PositionList<E> C) ( 

C.addLast(a); / / aggiunge a (ma non il suo duplicato b) 
1 
protected void bIsLess(E b, PositionList<E> C) ( 

C.addLast(b); / / aggiunge b 
) 

I 
/** Classe che specializza la generica forma di fusione all'intersezione di due 
* insiemi. */ 

public class IntersectMerge<E> extends Merge <E> { 
protected void aIsLess(E a, PositionList<E> C) { } 
protected void bothAreEqual(E a, E b, PositionList<E> C) { 

C.addLast(a); / / aggiunge a (ma non il suo duplicato b) 
} 
protected void bIsLess(E b, PositionList<E> C) { ) 

1 
/** Classe che specializza la generica forma di fusione alla differenza 
* tra due insiemi. */ 

public class SubtractMerge<E> extends Merge<E> { 
protected void aIsLess(E a, PositionList<E> C) { 

C.addLast(a); / / aggiunge a 
1 
protected void bothAreEqual(E a, E b, PositionList<E> C) ( } 
protected void b!sLess(E b, PositionList<E> C) { } 
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Per convertire la generica classe Merge in classi utili, è necessario estenderla con 
classi che ridefiniscano i tre metodi ausiliari alsLess, bothAreEqual e blsLess. Nel 
Frammento di codice 11.10 è mostrato come l'unione, l'intersezione e la differenza 
possano essere facilmente descritte in termini di questi metodi. I metodi ausiliari sono 
ridefiniti in modo tale che il template method merge si comporti nel seguente modo: 
• Nella classe UnionMerge, merge copia tutti gli elementi da A e B in C, senza du-

plicare nessun elemento. 
• Nella classe IntersectMerge, merge copia tutti gli elementi presenti sia in A che 

in B nell'insieme C, ma «butta via» gli elementi presenti in un insieme ma non 
nell'altro. 

• Nella classe SubtractMerge, merge copia nell'insieme C tutti gli elementi che 
sono in A e non in B. 

11.6 .2 Partizioni con operazioni di union e find 
Una partizione è una collezione di insiemi disgiunti. I metodi del TDA partizione 
sono definiti a mezzo di oggetti posizione (Paragrafo 6.2.2), che immagazzinano cia-
scuno un elemento x. Il TDA partizione supporta i seguenti metodi: 



makeSet(x): Crea un insieme composto da un solo elemento, x, e restitui-
sce la posizione che memorizza x in questo insieme. 

u n i o n ( A , B ) : Restituisce l'insieme A<j B, distruggendo i vecchi insiemi A 
e 5. 

find(p): Restituisce l'insieme contenente l'elemento che si trova in 
posizione p. 

Una semplice implementazione di una partizione con un totale di n elementi si 
può fare mediante una collezione di sequenze, una per ogni insieme, dove la se-
quenza per un insieme A memorizza posizioni dell'insieme come propri elementi. 
Ogni oggetto posizione memorizza una variabile, element, che fa riferimento al-
l'elemento a essa associato, jc, e consente l'esecuzione del metodo e lemento in un 
tempo 0 ( 1). Inoltre si memorizza in ogni posizione anche una variabile, set, che fa 
riferimento alla sequenza contenente p, poiché questa sequenza rappresenta l'in-
sieme contenente gli elementi di p (Figura 11.16). Allora l'operazione findCp) può 
essere eseguita in tempo 0(1), seguendo il riferimento a p dell'insieme. In modo 
analogo, anche l'operazione makeSet è eseguibile in tempo 0(1). L'operazione 
unionCA.B) richiede di unire due sequenze in una sola e aggiorna i riferimenti del-
l'insieme alle posizioni in uno dei due insiemi. Si sceglie di implementare questa 
operazione cancellando tutte le posizioni dalla sequenza di lunghezza più piccola 
e di inserirle nella sequenza più lunga. Ogni volta che si prende una posizione p 
dall'insieme più piccolo 5 e la si inserisce nell'insieme più grande t, viene aggior-
nato il riferimento dell'insieme da p a Quindi l'operazione union(A,B) richiede 
un tempo di esecuzione 0(min(lv4l, Ifil)), che è 0(n) perché, nel caso peggiore, 
\A\ = \B\ = rc/2. Ciononostante, come mostrato qui sotto, un'analisi ammortizzata 
mostra che questa implementazione è molto migliore di quanto possa apparire 
dall'analisi del caso peggiore. 

• Prestazioni dell'implementazione mediante sequenza 
L'implementazione mediante sequenza descritta sopra è semplice, ma anche effi-
ciente, come mostra il seguente teorema. 

PROPOSIZIONE 11.9 L'esecuzione di una serie di n operazioni makeSet, union e 
find, con l'utilizzo dell'implementazione mediante sequenza descritta sopra, a 
partire da una partizione inizialmente vuota, richiede un tempo 0(n log n). 
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D I M O S T R A Z I O N E . È impiegato un metodo di conteggio e si premette l'ipotesi che un 
cyber-dollaro serve per pagare il tempo per l'esecuzione di una operazione di find, 
una operazione di makeSet oppure il movimento di un oggetto posizione da una se-
quenza all'altra in una operazione di union. Nel caso di operazioni find o makeSet 
è l'operazione stessa a costare un cyber-dollaro. Invece, nel caso di un'operazione di 
union, bisogna conteggiare un cyber-dollaro per ogni posizione che si sposta da un 
insieme all'altro. È bene osservare che le operazioni union in sé non hanno nessun 
costo. E evidente che il costo complessivo associato alle operazioni find e makeSet 
è uguale a O(n). 

Si consideri, allora, il numero di pagamenti richiesti alle posizioni da parte delle 
operazioni di union. L'osservazione importante è che, ogniqualvolta si sposta una 
posizione da un insieme all'altro, la lunghezza del nuovo insieme diventa almeno 
doppia (rispetto all'insieme spostato, che è il più piccolo dei due). Allora, ogni posi-
zione è spostata da un insieme all'altro al più log n volte; quindi ogni posizione può 
essere addebitata al più 0(log n) volte. Poiché si accetta l'ipotesi che la partizione 
sia inizialmente vuota, esisteranno 0(n) differenti elementi cui si fa riferimento nel-
la serie di operazioni assegnata, il che comporta come conseguenza un tempo com-
plessivo per tutte le operazioni di tipo 0(n log ri). 

Il tempo di esecuzione ammortizzato di una operazione in una serie di operazio-
ni di makeSet, union e find coincide con il tempo totale impiegato per le serie divi-
so per il numero di operazioni. Dalla precedente proposizione si conclude che, per 
una partizione implementata mediante sequenze, il tempo di esecuzione ammortiz-
zato di ogni operazione è 0(log n). Pertanto le prestazioni di questa semplice im-
plementazione si possono riassumere nel modo che segue. 

PROPOSIZIONE 11.10 Utilizzando un'implementazione basata su sequenza di 
una partizione in una serie di n operazioni di makeSet, union e find, a partire da 
una partizione inizialmente vuota, il tempo di esecuzione ammortizzato di ogni 
operazione è 0(log n). 

Si osservi che in questa implementazione basata su sequenza, ogni operazione di 
find richiede un tempo 0( 1) nel caso peggiore. È invece il tempo di esecuzione del-
le operazioni di union che costituisce il collo di bottiglia computazionale. 

Nel prossimo paragrafo sarà descritta un'implementazione basata su albero di 
una partizione che non garantisce operazioni di find in tempo costante, ma possiede 
un tempo ammortizzato assai migliore di 0(log ri) per operazioni di union. 

11.6.3 Implementazione di una partizione basata su albero* 
Una struttura dati alternativa a quella fin qui discussa adopera una collezione di 
alberi per memorizzare gli n elementi negli insiemi, dove ogni albero è associa-
to a un diverso insieme (Figura 11.17). In particolare ogni albero è implementa-
to mediante una struttura dati collegata, i cui nodi sono essi stessi gli oggetti po-
sizione di un insieme. Come prima, ogni posizione è considerata ancora come un 
nodo che ha una variabile, element, riferita al suo elemento x, e una variabile, 
set, riferita all'insieme contenente x. Però in questo caso si considera anche ogni 
posizione p come appartenente al tipo di dati «set». Allora, il riferimento set di 
ogni posizione p può puntare a una posizione che potrebbe anche essere p stes-
sa. Inoltre questo approccio è implementato in modo tale che tutte le posizioni 
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e i loro rispettivi riferimenti set definiscano complessivamente una collezione di 
alberi. 

A ogni insieme è associato un albero. Per ogni posizione p, se il riferimento set 
di p punta di nuovo a p, allora p è la radice (root) del relativo albero e il nome del-
l'insieme che contiene p è «p» (vale a dire che, in questo caso, saranno utilizzati 
nomi di posizioni come nomi di insiemi). In caso contrario, il riferimento set di p 
punta al padre di p nel relativo albero. In ambedue i casi l'insieme che contiene p è 
quello associato alla radice dell'albero che contiene p. 

Con questa struttura dati partizione, l'operazione unionCA.B) è chiamata con ar-
gomenti di tipo posizione p e q, che rappresentano rispettivamente gli insiemi A e 
B (cioè A = p e B = q). Questa operazione è eseguita trasformando uno degli alberi 
in un sottoalbero degli altri (Figura 11.18b), il che può essere fatto in un tempo 
0(1) stabilendo che il riferimento dell'insieme della radice di uno degli alberi punti 
alla radice dell'altro albero. L'operazione di find per una posizione p è eseguita per-
correndo fino alla radice l'albero che contiene la posizione p (Figura 11.18a), il che 
richiede un tempo 0(n) nel caso peggiore. Si noti che questa rappresentazione di 
un albero è una struttura dati specializzata, utilizzata per implementare una parti-
zione e non è volta a costituire una realizzazione del tipo di dato astratto albero 
(Paragrafo 7.1). In verità la rappresentazione ha solo link «verso l'alto» e non pre-
vede una modalità per accedere ai figli di un dato nodo. 

posizione per 
l'elemento 12. 

(a) (b) 
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A prima vista questa implementazione può non sembrare migliore rispetto alla 
struttura dati basata su sequenza, ma basta aggiungere la seguente semplice euristi-
ca per renderla più veloce. 
Union-by-size: memorizza, con ogni nodo posizione p, la lunghezza del sottoalbero 
radicato in p. In una operazione di union fa diventare l'albero relativo all'insieme 
più piccolo un sottoalbero degli altri alberi, e aggiorna il campo lunghezza della ra-
dice dell'albero risultante. 
Path compression: in una operazione find, per ogni nodo v visitato dal find, si reset-
ta il puntatore del padre da v verso la radice (Figura 11.19). 
Queste euristiche aumentano di un fattore costante il tempo di esecuzione di una 
operazione, ma, come sarà discusso più avanti, migliorano significativamente il tem-
po di esecuzione ammortizzato. 

• Le funzioni log-star e Ackermann inversa 
Una sorprendente proprietà della struttura dati partizione basata su albero, quando 
essa è implementata adoperando le euristiche union-by-size e path-compression, 
consiste in un tempo 0(n log* ri) per effettuare una serie di n operazioni di union e 
find, dove log* n è la funzione log-star, inversa della funzione torre-di-due. Intuiti-
vamente log* n è il numero di volte per il quale si può estrarre il logaritmo (in base 
due) di un numero prima di ottenere un numero minore di due. La Tabella 11.1 mo-
stra alcuni valori esemplificativi. 

Per tutte le applicazioni pratiche log* n è < 5. Si tratta di una funzione che cre-
sce con estrema lentezza (ma cresce). In effetti, il tempo di esecuzione di una se-
rie di n operazioni di partizione implementate come sopra può realmente risulta-
re 0(na(n)), dove a (ri) è l'inversa della funzione di Ackermann, A, che cresce 
asintoticamente ancora più lentamente della funzione log* n. Anche se questo ri-

m i n i m o n 2 2 2 = 4 2 2 ' = 1 6 22*2 = 65 536 = 2«5 536 

l o g * n 1 2 3 4 5 

TABELLA 1 1 . 1 Alcuni valori di log* n e valori critici della relativa inversa. 



sultato non sarà dimostrato, definiamo qui la funzione di Ackermann, in modo da 
valutare soltanto la sua velocità di crescita e quindi la lentezza con cui cresce la 
sua inversa. Per prima è definita una funzione di Ackermann indicizzata, A n e l 
modo seguente: 

A$(rì) = 2n per n > 0 
Al(l) = A,_1(2) P e r / > 1 
Aj(n) = Ai _ j (Aj(n - 1)) per i > l e n > 2 

In altre parole, le funzioni di Ackermann definiscono una progressione di funzioni: 
• -4o(rc) = 2n è la moltiplicazione per due 
• A^n) = 2" è la funzione potenza di base due 
• A2(n) = 2 2 (con n volte 2) è la funzione torre-di-due 
• e così via. 
Allora si definisce la funzione di Ackermann come A(n) = An(ri), che è una funzio-
ne che cresce con enorme velocità. In maniera analoga, la funzione di Ackermann 
inversa 

a(n) = min{/rc: A(m) > n\ 
è una funzione che cresce con enorme lentezza. Essa cresce molto più lentamente 
della funzione log* n (che è l'inversa di A2{ri)), per esempio, ed è già stato osservato 
che log* n è una funzione che cresce molto lentamente. 

1 1 . 7 Selezione 

Esiste un certo numero di applicazioni nelle quali l'interesse è volto all'identifica-
zione di un singolo elemento in termini del suo rango relativo a un ordinamento 
dell'intero insieme. Gli esempi comprendono l'identificazione degli elementi mini-
mo e massimo, ma si potrebbe anche essere interessati, per esempio, all'individua-
zione della mediana, cioè l'elemento tale che metà degli altri elementi sia minore e 
l'altra metà sia maggiore. In generale le ricerche che richiedono un elemento di ran-
go assegnato sono chiamate statistiche di ordine. 

• Definizione del problema di selezione 
In questo paragrafo sarà discusso in generale il problema di statistica di ordine ri-
guardante la selezione del fc-esimo elemento più piccolo in una collezione non or-
dinata di n elementi confrontabili. Questo è noto come il problema della sele-
zione. Naturalmente questo problema può essere risolto ordinando la collezione 
e poi indicizzando la sequenza ordinata all'indice k - 1. Utilizzando i migliori al-
goritmi di ordinamento basati sul confronto, questo approccio richiederà un tem-
po 0(n log ri), che è ovviamente inadeguato per i casi in cui k = 1 o k = n (o an-
che k = 2, k = 3, k = n - 1, oppure k = n - 5), poiché il problema della selezione 
è facilmente risolvibile in tempo 0(n) per questi valori di k. Pertanto, una do-
manda che sorge spontanea è se si può ottenere un tempo di esecuzione O(n) per 
tutti i valori di k (compreso l'interessante caso di ricerca della mediana, in cui 
k = Ln/2j). 



11.7.1 Riduzione-e-ricerca 
Questo risultato potrebbe sembrare un po' sorprendente, ma si può sicuramente risol-
vere il problema della selezione in tempo 0(n) per ogni valore di k. Oltre a ciò, la tec-
nica adottata per ottenere questo risultato coinvolge un interessante schema di pro-
getto algoritmico. Questo schema di progetto è noto come riduzione-e-ricerca (pru-
ne-and-search) o diminuisci-e-conquista (decrease-and-conquer). Nell'applicazione 
di questo schema di progetto si risolve un problema assegnato definito su una colle-
zione di n oggetti riducendo una frazione degli n oggetti e risolvendo ricorsivamente il 
problema ridotto. Quando, alla fine, il problema è stato ridotto a un problema definito 
su una collezione di oggetti di misura costante, allora esso può essere risolto utilizzan-
do un metodo di forza bruta. La costruzione è completata ritornando da tutte le chia-
mate ricorsive. In alcuni casi si può evitare l'impiego di una ricorsione, semplicemente 
iterando il passo di riduzione della riduzione-e-ricerca finché si può applicare un me-
todo di forza bruta e fermarsi. Tra parentesi, il metodo di ricerca binaria descritto nel 
Paragrafo 9.3.3 è un esempio dello schema di progetto di riduzione-e-ricerca. 

11.7.2 Selezione veloce probabilistica 
Nell'applicare lo schema di riduzione-e-ricerca al problema della selezione, si può 
progettare un metodo semplice e pratico, chiamato selezione veloce probabilistica, 
per trovare il /c-esimo più piccolo elemento in una sequenza non ordinata di n ele-
menti sui quali è definita una relazione d'ordine totale. La selezione veloce proba-
bilistica è eseguita in un tempo medio 0(n), calcolato su tutte le possibili scelte ca-
suali effettuate dall'algoritmo e questa media non dipende in alcun modo da ipotesi 
di casualità sulla distribuzione dell'input. Tuttavia si osserva che la selezione veloce 
probabilistica è eseguibile nel caso peggiore in un tempo 0(n2) e la dimostrazione 
di questa affermazione è lasciata come esercizio (R-11.25). Si prevede anche un 
esercizio (C-11.31) per modificare la selezione veloce probabilistica al fine di otte-
nere un algoritmo deterministico di selezione eseguibile nel caso peggiore in un 
tempo 0(n). L'esistenza di questo algoritmo deterministico è principalmente di in-
teresse teorico, poiché il fattore costante nascosto dalla notazione O-grande è in 
questo caso relativamente cospicuo. 

Si supponga di avere una sequenza 5 non ordinata di n elementi confrontabili e 
un intero k e [1 ,n\. A un livello alto, l'algoritmo di selezione veloce per trovare il k-
esimo più piccolo elemento in 5 è strutturalmente simile all'algoritmo quick-sort 
probabilistico descritto nel Paragrafo 11.2.1. Si prende un elemento x a caso da S e 
lo si utilizza come «pivot» per suddividere S in tre sottosequenze L, E e G, che me-
morizzano rispettivamente gli elementi minori di x, uguali a x o maggiori di x. Que-
sto è il passo di riduzione. Poi, a seconda del valore di k, può essere individuato 
quale di questi insiemi deve essere sottoposto a ricorsione. La selezione veloce pro-
babilistica è descritta nel Frammento di codice 11.11. 

11.7.3 Analisi della selezione veloce probabilistica 
La dimostrazione che la selezione veloce probabilistica è eseguibile in tempo 0(n) 
richiede una semplice argomentazione probabilistica. L'argomentazione è basata 
sulla linearità della media, che stabilisce che se X e Y sono variabili aleatorie e c è 
un numero, allora 

E(X + Y) = E(X) + E(Y) e E(cX) = cE(X) 



F R A M M E N T O DI CODICE 
11.11 Algoritmo quickSelect(S,i): 
Algoritmo di selezione ; Input: Sequenza S di n elementi confrontabili e un intero k e [l,n], 
veloce probabilistica. Output: n ¿-esimo più piccolo elemento di S 

il n = 1 then 
return il primo elemento di S. 

prendere a caso un elemento pivot x di S e dividere S in tre sequenze: 
• L, che memorizza gli elementi di S minori di x 
• E, che memorizza gli elementi di S uguali a x 
• G, che memorizza gli elementi di S maggiori di x 

i t k < ILI then 
quìckSelect(L, k) 

else il k< ILI + IJ5I then 
return x {ogni elemento di E è uguale a x\ 

else 
quickSelect(G,Jr -1LI -1EI ) {osservare il nuovo parametro di selezione} 

dove si è impiegato E(Z) per denotare il valore medio (detto anche valore atteso) 
dell'espressione Z. 

Sia t(n) il tempo di esecuzione della selezione veloce probabilistica su una se-
quenza di lunghezza n. Poiché questo algoritmo dipende da eventi casuali, il suo 
tempo di esecuzione, t(n), è una variabile aleatoria. Si desidera fissare il limite 
E(t(n)) del valore medio di t(n). Si dice che una chiamata ricorsiva di un algoritmo 
è «buona» se essa ripartisce S in modo tale che la lunghezza di L e G è al più 3n/4. 
E chiaro che una chiamata ricorsiva è buona con probabilità uguale a 1/2. Si denoti 
con g(n) il numero di chiamate ricorsive consecutive effettuate, compresa quella 
presente, prima di ottenerne una buona. Allora t(n) può essere caratterizzato me-
diante la seguente equazione di ricorrenza: 

t(n) < bn • g(n) + t(3n/4) 
in cui b > 1 è una costante. Applicando la proprietà di linearità della media per 
n > 1, si otterrà 

E(t(n)) < E(bn • g(n) + r(3n/4)> = bn • E(g(n)) + E(t(3n/4)) 
Poiché una chiamata ricorsiva è buona con probabilità uguale a 112 e la sua bontà è 
indipendente dalla bontà della chiamata del padre, il valor medio di g(n) coincide 
con il numero medio di volte per le quali bisogna lanciare una monetina per ottene-
re una «testa». In altri termini, E(g(n)) = 2. Allora, se si denota con T(n) una abbre-
viazione di E(t(n)), allora, nel caso n > 1, si può scrivere che: 

T(n) < T(3n/4) + 2bn 
Per convertire questa relazione in forma chiusa, applichiamo iterativamente questa 
disuguaglianza assumendo che n sia grande. Così, per esempio, dopo due applicazio-
ni risulta che: 

T(n) < T((3/4)2n) + 2b{3/4)n + 2bn 
A questo punto, nel caso generale risulterà che: 

riog4/3nl 
T{n)<2bn• ] [ (3/4)' I = o 



In altre parole, il tempo medio di esecuzione è al più uguale a 2bn volte una somma 
geometrica la cui base è un numero positivo minore di 1. Allora, per la Proposizio-
ne 4.5, T(n) è O(n). 

PROPOSIZIONE 11.11 II tempo di esecuzione medio di una selezione veloce 
probabilistica su una sequenza S di lunghezza n è O(n), ipotizzando che due ele-
menti di 5 possano essere confrontati in un tempo 0(1). 

11.8 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-11.1 Si supponga che S sia una lista di n bit, cioè di 0 e 1. Quanto tempo ci vorrà 
per ordinare S con un algoritmo merge-sort? E con un algoritmo quick-sort? 
R-11.2 Si supponga che 5 sia una lista di n bit, cioè di 0 e 1. Quanto tempo ci vorrà 
per ordinare S stabilmente con un algoritmo bucket-sort? 
R-11.3 Si dimostri in maniera completa la Proposizione 11.1. 
R-11.4 Nell'albero di merge-sort mostrato nelle Figure 11.2,11.3 e 11.4 alcuni spi-
goli sono disegnati come frecce. Qual è il significato di una freccia diretta verso il 
basso? E quello di una freccia verso l'alto? 
R-11.5 Descrivere in maniera completa in pseudocodice l'algoritmo merge-sort ri-
corsivo che ha come input e come output un array. 
R-11.6 Si mostri che il tempo di esecuzione dell'algoritmo merge-sort su una se-
quenza di n elementi è 0(n log n), anche quando n non è una potenza di 2. 
R-11.7 Si supponga di avere due sequenze ordinate di n elementi A e B che non 
devono essere viste come insiemi (cioè A e B possono contenere elementi duplica-
ti). Si descriva un metodo eseguibile in tempo 0(n) per calcolare una sequenza che 
rappresenta l'insieme A u B (privo di duplicati). 
R-11.8 Si faccia vedere che (X - A) u (X - B) = X - (A n B), per i tre insiemi 
X,AeB. 
R-11.9 Si supponga di modificare la versione deterministica dell'algoritmo quick-
sort in modo tale che, invece di selezionare come pivot l'ultimo elemento in una se-
quenza di n elementi, si scelga l'elemento con indice \_n!2\. Qual è il tempo di esecu-
zione di questa versione del quick-sort su una sequenza già ordinata? 
R-11.10 Si consideri ancora la modifica della versione deterministica dell'algoritmo 
quick-sort in modo che, invece di selezionare come pivot l'ultimo elemento in una se-
quenza di n elementi, si scelga l'elemento con indice Vnl2\. Si descriva il tipo di se-
quenza che fa sì che questa versione del quick-sort sia eseguibile in tempo iì(n2). 
R-11.11 Si mostri che il tempo di esecuzione nel caso migliore del quick-sort su 
una sequenza di lunghezza n, con elementi distinti, è uguale a 0(n log n). 
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R-11.12 Descrivere in pseudocodice una versione probabilistica del quick-sort in 
loco. 
R-11.13 Si dimostri che la probabilità che ogni assegnato elemento x in input ap-
partenga a più di 2 log n sottoproblemi in gruppi di misura i, per il quick-sort proba-
bilistico, è al più uguale a l In2. 
R-11.14 Si supponga che l'algoritmo inPlaceQuickSort (Frammento di codice 
11.6) sia eseguito su una sequenza con elementi duplicati. Si dimostri che l'algorit-
mo continua a ordinare correttamente la sequenza in input, ma il risultato del passo 
di divisione può differire dalla descrizione ad alto livello fornita nel Paragrafo 11.2 
e può dar luogo a inefficienze. In particolare, che cosa accade nel passo di partizio-
ne quando esistono elementi uguali al pivot effettivamente calcolati? L'algoritmo 
effettua delle ricorsioni su L e G, oppure su altre sottosequenze? Qual è il tempo di 
esecuzione dell'algoritmo, se tutti gli elementi dell'input sono uguali? 
R-11.15 Degli ni possibili input di un determinato algoritmo di ordinamento basa-
to sul confronto, qual è il numero massimo assoluto di input che possono essere or-
dinati esattamente con n confronti? 
R-11.16 Jonathan ha un algoritmo di ordinamento che mette in ordine i primi k 
elementi in una sequenza di lunghezza n in un tempo O(n). Fornire una caratteriz-
zazione O-grande del massimo valore che k può assumere. 
R-11.17 L'algoritmo merge-sort presentato nel Paragrafo 11.1 è stabile? Perché sì 
o perché no? 
R-11.18 Un algoritmo che ordina degli elementi chiave-valore secondo la chiave si 
dice disorganizzato se, ogni volta che due entry e, ed ey hanno chiavi uguali, ma e, 
compare prima di nell'input, allora l'algoritmo va a mettere e, dopo nell'output. 
Si descriva una modifica da apportare all'algoritmo merge-sort del Paragrafo 11.1 
per renderlo disorganizzato. 
R-11.19 Descrivere un metodo radix-sort per un ordinamento lessicografico di una 
sequenza S di triple (k,l,m), dove k, l e m sono interi compresi nell'intervallo 
[0, N- l],per N> 2. Come è possibile estendere questo schema a d-pie {kx,k2,..., kd), 
in cui ogni ki è un numero intero compreso nell'intervallo [0,,/V-1]? 
R-11.20 11 bucket-sort è un algoritmo in loco? Perché sì o perché no? 
R-11.21 Fornire un esempio di lista di input che richiede merge-sort e heap-sort per 
impiegare un tempo 0(n log n) per effettuare un ordinamento, ma sulla quale inser-
tion-sort è eseguita in un tempo 0(n). Che cosa accade se si inverte questa lista? 
R-11.22 Descrivere in pseudocodice come eseguire una path compression su un 
percorso di lunghezza h in tempo O(h) in una struttura partizione union/find basata 
su albero. 
R-11.23 George dichiara di essere in possesso di un modo veloce per eseguire una 
path compression in una struttura dati partizione, a cominciare dal nodo v. Egli 
pone v in una lista L, e comincia a seguire i puntatori al padre. Ogni volta che in-
contra un nuovo nodo, u, egli aggiunge u a L e aggiorna il puntatore al padre di 
ogni nodo di L facendolo puntare al padre di u. Si mostri che l'algoritmo di Gorge è 
eseguibile in un tempo iì(h2) su un percorso di lunghezza h. 



R-11.24 Descrivere in pseudocodice una versione in loco dell'algoritmo di selezio-
ne veloce. 
R-11.25 Mostrare che il tempo di esecuzione nel caso peggiore dell'algoritmo di 
selezione veloce su una sequenza di n elementi è f ì (n 2 ) . 

LIVELLO AVANZATO 

C-11.1 Linda dichiara di essere in possesso di un algoritmo che prende una se-
quenza S in input e produce una sequenza T in output che è un ordinamento degli n 
elementi di S. 
a. Scrivere un algoritmo, isSorted, per verificare in un tempo 0(n) se Tè ordinata. 
b. Spiegare il motivo per il quale l'algoritmo isSorted non è sufficiente a provare 

che un particolare output T dell'algoritmo di Linda sia un ordinamento di S. 
c. Descrivere quali informazioni aggiuntive può fornire l'algoritmo di Linda in 

modo che possa essere stabilita la correttezza di questo algoritmo su ogni S e T 
assegnati in un tempo O(n). 

C-11.2 Dati due insiemi A e B rappresentati come sequenze ordinate, descrivere 
un algoritmo efficiente per calcolare A® B, che è l'insieme di elementi che sono in 
A oppure in B, ma non in entrambi. 
C-11.3 Si supponga di rappresentare degli insiemi mediante degli alberi bilanciati 
di ricerca. Si descrivano e si analizzino gli algoritmi per ogni metodo del TDA insie-
me, nell'ipotesi che uno dei due insiemi sia molto più piccolo dell'altro. 
C-11.4 Descrivere e analizzare un metodo efficiente per cancellare tutti gli ele-
menti duplicati in una collezione A di n elementi. 
C-11.5 Si considerino degli insiemi i cui elementi siano numeri interi apparte-
nenti all'intervallo [0, N - 1]. Uno schema comune per rappresentare un insieme 
A di questo tipo è un array booleano, B, in cui si dice che x è in A se e solo se 
B[x\ = true. Poiché ogni cella di B può essere rappresentata con un singolo bit, tal-
volta B è chiamato vettore di bit. Descrivere e analizzare degli algoritmi efficien-
ti per eseguire i metodi del tipo di dato astratto insieme, adottando questa rap-
presentazione. 
C-11.6 Si consideri una versione del quick-sort deterministico in cui si prende 
come pivot la mediana degli ultimi d elementi appartenenti alla sequenza in input, 
composta da n elementi, per una prefissata costante dispari d> 3. Si discuta in ma-
niera informale il motivo per il quale questa potrebbe essere una buona scelta per il 
pivot. Qual è il tempo di esecuzione asintotico relativo al caso peggiore del quick-
sort in questo caso, espresso in termini di n e di 
C-11.7 Un modo alternativo per analizzare il quick-sort probabilistico è quello di 
utilizzare una equazione di ricorrenza. In questo caso sia T(n) il tempo di esecuzio-
ne medio del quick-sort probabilistico e si osservi che a causa delle partizioni nel 
caso peggiore per parti buone e cattive, si può scrivere che: 

T(n) < - (7X3/1/4) + 7X«/4)> + - (T(n - 1)) + bn 
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in cui bn è il tempo necessario per suddividere una lista per un determinato pivot e 
concatenare le liste risultanti dopo la terminazione delle chiamate ricorsive. Dimo-
strare per induzione che T(n) è 0(n log n). 
C-11.8 Modificare l'algoritmo inPlaceQuickSort (Frammento di codice 11.6) per 
trattare in modo efficiente il caso generale in cui la sequenza di input 5 presenti 
delle chiavi duplicate. 
C-11.9 Descrivere una versione non ricorsiva e in loco dell'algoritmo quick-sort. 
L'algoritmo deve essere ancora basato sullo stesso approccio dividi-e-conquista, ma 
deve utilizzare uno stack esplicito per elaborare i sottoproblemi. Questo algoritmo 
deve anche garantire che la profondità dello stack sia al più uguale a 0(log n). 
C-11.10 Si dimostri che l'algoritmo quick-sort probabilistico presenta un tempo di 
esecuzione 0(n log n) con probabilità almeno uguale a 1 - 1/n, cioè con elevata 
probabilità, rispondendo alle seguenti specifiche: 
a. Per ogni elemento in input x, si definisca C, • (*) come una variabile aleatoria bi-

naria uguale a 1 se e solo se l'elemento x fa parte di ; + 1 sottoproblemi che ap-
partengono al gruppo di misura i. Si discuta il motivo per il quale è necessario 
non definire C, • per j > n. 

b. Sia X j j una variabile aleatoria binaria uguale a 1 con probabilità 1/2', indipen-
dente da tutti gli altri eventi e sia L = riog 4 / 3 ni. Si discuta il motivo per il quale: 

L-\ n L-\ n 
I = 0 j = 0 ; = (); = () 

c. Si dimostri che il valore medio di 
L - 1 n 
Ì = 0 j = 0 

è uguale a (2 - \/2")L. 
d. Si dimostri che la probabilità che sia 

t Ì X u > 4 L 
( = 0 ; = 0 

è al più uguale a 1/n2. A tal fine si utilizzi il limite di Chernoff, il quale stabilisce 
che se X è la somma di un numero finito di variabili aleatorie binarie indipendenti 
aventi un valor medio ¡jl > 0, allora Pr (Z> 2fx) < (4/e)"", dove e = 2,71828128... 

e. Discutere il motivo per il quale la precedente affermazione dimostra che l'algo-
ritmo quick-sort probabilistico è eseguibile in un tempo 0(n log n) con probabi-
lità almeno uguale a 1 - 1/n. 

C-11.11 Assegnato un array A composto da n elementi con chiavi uguali a zero 
oppure a uno, descrivere un metodo in loco per ordinare A in modo tale che tutti gli 
zeri precedano tutti gli uno. 
C-11.12 Si supponga di avere una sequenza 5 composta da n elementi tale che 
ogni elemento di S rappresenti un differente voto per il presidente; ogni voto è 
espresso come un numero intero e rappresenta un particolare candidato. Si progetti 
un algoritmo avente un tempo di esecuzione 0(n log n) per il vincitore delle elezio-
ni rappresentate dalla sequenza S, nell'ipotesi che vinca il candidato che riporta il 
maggior numero di voti (anche se ci sono 0(n) candidati). 



C-11.13 Si consideri il problema delle elezioni dell'Esercizio C-11.12, ma ora si 
supponga di conoscere il numero k < n di candidati in gara. Si tracci una descrizione 
di un algoritmo eseguibile in tempo 0(n log k) per la determinazione del vincitore 
delle elezioni. 
C-11.14 Si consideri il problema delle elezioni dell'Esercizio C-11.12, ma ora si 
supponga che un candidato vinca soltanto se ottiene una maggioranza del totale dei 
voti. Progettare e analizzare un algoritmo veloce per la determinazione del vincito-
re delle elezioni (ammesso che ve ne sia uno). 
C-11.15 Dimostrare che ogni algoritmo di ordinamento basato sul confronto può 
essere costruito in modo da essere stabile senza andare ad alterare il suo tempo di 
esecuzione asintotico. 
C-11.16 Si supponga di avere due sequenze A e B composte da n elementi, possi-
bilmente contenenti duplicati, sulle quali è definita una relazione d'ordine totale. 
Descrivere un algoritmo efficiente per determinare se A e B contengano lo stesso 
insieme di elementi. Qual è il tempo di esecuzione di questo metodo? 
C-11.17 Dato un array A composto da n numeri interi compresi nell'intervallo 
[0, n2 - 1], si descriva un metodo semplice per l'ordinamento di A in tempo 0{n). 
C-11.18 Siano S l 5 S2,..., Sk k differenti sequenze i cui elementi hanno chiavi intere 
appartenenti all'intervallo [0, N - 1], con N parametro maggiore o uguale di 2. Si de-
scriva un algoritmo eseguibile in un tempo 0(n + N) per eseguire l'ordinamento di 
tutte le sequenze (da non considerare come unione), in cui n denota la lunghezza 
totale di tutte le sequenze. 
C-11.19 Data una sequenza S di n elementi, sulla quale sia definita una relazione 
d'ordine totale, descrivere un metodo efficiente per determinare se esistano due 
elementi uguali in S. Qual è il tempo di esecuzione di questo metodo? 
C-11.20 Sia S una sequenza di n elementi sulla quale sia definita una relazione 
d'ordine totale. Si ricordi che una inversione in 5 è una coppia di elementi x e y tali 
che x appare prima di y in S ma x > y. Si descriva un algoritmo eseguibile in un tem-
po 0(n log ri) per la determinazione del numero di inversioni presenti in S. 
C-11.21 Sia 5 una sequenza di n interi. Si descriva un metodo per stampare tut-
te le coppie di inversioni in 5 in un tempo 0(n + k), in cui k è il numero di que-
ste inversioni. 
C-11.22 Sia S una permutazione casuale di n interi distinti. Si discuta il fatto che il 
tempo di esecuzione medio dell'algoritmo insertion-sort su 5 sia £l(n2). (Suggeri-
mento: si noti che la metà degli elementi distribuiti nella metà superiore di una ver-
sione ordinata di S si trovano in media nella prima metà di S.) 
C-11.23 Siano A e B due sequenze di n interi ciascuna. Dato un numero intero m, 
descrivere un algoritmo in tempo 0{n log n) per determinare se esiste un intero a 
in A e un intero b 'mB tali che m = a + b. 
C-11.24 Dato un insieme di n interi, descrivere e analizzare un metodo veloce per 
trovare i fìog ri\ interi più vicini alla mediana. 
C-11.25 Bob ha un insieme A di n dadi e un insieme B di n bulloni, tali che ogni 
dado contenuto in A abbia un unico bullone a esso adattabile nell'insieme B. Sfor-
tunatamente i dadi contenuti in A sembrano tutti uguali e così anche i bulloni con-
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tenuti in B. L'unico tipo di confronto che Bob può realizzare consiste nel prendere 
una coppia dado-bullone (a,b), con a appartenente ad A e b appartenente a B, e 
controllare guardando se la filettatura di a è più grande, più piccola o perfettamente 
adatta alla filettatura di b. Si descriva e si analizzi un algoritmo efficiente perché 
Bob riesca a far combinare tutti i dadi con tutti i bulloni. 
C-11.26 Si mostri come è possibile utilizzare un algoritmo deterministico di sele-
zione eseguibile in un tempo 0(n) per ordinare una sequenza di n elementi in un 
tempo 0(n log ri) nel caso peggiore. 
C-11.27 Assegnata una sequenza non ordinata S composta da n elementi confron-
tabili e assegnato anche un numero intero k, fornire un algoritmo avente un tempo 
medio di esecuzione 0(n log k) per trovare gli elementi O(k) che hanno un rango 
\nlk\l\nlk\3\nlk\ e cosi via. 
C-11.28 Sia S una sequenza di ri operazioni di insert e removeMin, in cui tutte le 
chiavi coinvolte siano dei numeri interi compresi nell'intervallo [0,n - 1], Si descriva 
un algoritmo che abbia tempo di esecuzione 0(n log* ri) per determinare la risposta 
a ogni operazione di removeMin. 
C-11.29 Alcuni extraterrestri hanno mandato un programma, alienSplit, che pren-
de in input una sequenza 5 di n interi e partiziona 5 in un tempo 0(n) nelle sequen-
ze S,, S 2,..., Sk ognuna di lunghezza al più uguale a I n / k l tali che gli elementi in 5, 
sono minori o uguali a ciascuno degli elementi in 5, + ,, con i = 1,2,..., k - 1, per un 
fissato numero k < n. Si mostri come è possibile utilizzare il programma alienSplit 
per ordinare S in un tempo 0(n log ni log k). 
C-11.30 Karen ha un nuovo modo per eseguire una path compression in una strut-
tura dati partizione union/find basata su albero a partire dal nodo v. Karen mette 
tutti i nodi che si trovano sul percorso da v alla radice in un insieme S. Poi esamina 
S e stabilisce che il puntatore al padre di ciascun nodo presente in S punti al padre 
del padre del nodo stesso (si richiama alla memoria che il puntatore al padre della 
radice punta alla radice stessa). Se questo passo ha fatto cambiare il valore del pun-
tatore al padre di qualche nodo, allora Karen ripete questo processo e continua così 
fino a che esegue una scansione di S e non cambia il valore del puntatore al padre 
di nessun nodo. Si faccia vedere che l'algoritmo di Karen è corretto e si analizzi il 
suo tempo di esecuzione per un percorso di lunghezza h. 
C-11.31 Questo problema ha come argomento la modifica dell'algoritmo di sele-
zione veloce per renderlo deterministico e con un tempo di esecuzione 0(n) se ap-
plicato a una sequenza di n elementi. L'idea è di trasformare la modalità di scelta 
del pivot, in modo che esso possa essere scelto in modo deterministico e non casua-
le, come di seguito descritto: 

Si partizioni l'insieme S in gruppi di lunghezza 5 ognuno (eventualmente a 
eccezione di un solo gruppo). Si ordini ogni piccolo insieme e si individui l'ele-
mento mediano di questo insieme. Su questo insieme di T«/5l mediane «baby», si 
applichi ricorsivamente l'algoritmo di selezione per trovare la mediana delle 
mediane. L'elemento così individuato sarà impiegato come pivot e si procederà 
come nell'algoritmo di selezione veloce. 

Si dimostri che questo metodo deterministico è eseguibile in un tempo O(n) rispon-
dendo alle seguenti domande (è possibile ignorare le funzioni floor e ceiling, se 



questo serve a semplificare la trattazione matematica, poiché asintoticamente coin-
cidono con il loro valore): 
a. Quante mediane baby sono minori o uguali al pivot scelto? 
b. Per ogni mediana baby minore o uguale al pivot, quanti altri elementi sono mi-

nori o uguali al pivot? Ciò continua a valere per gli elementi maggiori o uguali al 
pivot? 

c. Discutere il motivo per il quale il metodo per trovare il pivot deterministico e 
utilizzarlo per partizionare S richiede un tempo 0(n). 

d. Basandosi sulle precedenti stime, si scriva un'equazione di ricorrenza per limita-
re il tempo di esecuzione t(rì) nel caso peggiore per questo algoritmo di selezio-
ne (si osservi che nel caso peggiore ci sono due chiamate ricorsive: una per tro-
vare la mediana delle mediane baby e una per eseguire una ricorsione sul mag-
giore tra L e G). 

e. Utilizzando questa equazione di ricorrenza, dimostrare per induzione che t(rì) è 
0(n). 

PROGETTI 

P-11.1 Si confrontino sperimentalmente le prestazioni dell'algoritmo quick-sort in 
loco e di una versione non in loco dello stesso algoritmo quick-sort. 
P-11.2 Progettare e implementare una versione stabile dell'algoritmo bucket-sort 
per l'ordinamento di una sequenza di n elementi che hanno chiavi intere apparte-
nenti all'intervallo [0, N - 1], con N >2. L'algoritmo deve essere eseguibile in un 
tempo 0(n + N). 
P-11.3 Implementare un algoritmo merge-sort e uno quick-sort deterministico ed 
eseguire una serie di test di valutazione per stabilire qual è il più veloce dei due. Que-
sto test deve comprendere sia sequenze «casuali» sia sequenze «quasi» ordinate. 
P-11.4 Si implementino una versione deterministica e una probabilistica dell'algo-
ritmo quick-sort e si eseguano una serie i test di valutazione per vedere quale delle 
due è più veloce. Questo test deve prevedere anche sequenze che abbiano un aspet-
to molto «casuale» e sequenze che siano «quasi» ordinate. 
P-11.5 Si implementino una versione in loco dell'algoritmo insertion-sort e una 
versione in loco dell'algoritmo quick-sort. Si eseguano dei test di valutazione per 
determinare l'intervallo dei valori di n per i quali il quick-sort è in media migliore 
dell'insertion-sort. 
P-11.6 Si progetti e si implementi una animazione per illustrare uno degli algorit-
mi di ordinamento descritti in questo capitolo. Questa animazione deve evidenziare 
le proprietà chiave di questo algoritmo in maniera intuitiva. 
P-11.7 Si implementino gli algoritmi quick-sort probabilistico e di scelta veloce e si 
progetti una serie di esperimenti per testare le rispettive velocità. 
P-11.8 Si implementi un TDA insieme esteso che comprenda i metodi union(B), 
intersectCB), subtract(B), sizeO, isEmptyO, e inoltre anche i metodi equals(B), 
contains(e), inserte e) e remove(e) con ovvio significato. 
P-11.9 Si implementi una struttura dati partizione union/find basata su albero con 
entrambe le euristiche union-by-size e path-compression. 
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Note al capitolo 

Il classico testo di Knuth Sorting and Searching [63] contiene una trattazione estesa 
della storia del problema dell'ordinamento e degli algoritmi proposti per risolverlo. 
Huang e Langston [52] descrivono come fondere due liste ordinate in loco in un 
tempo lineare. Il TDA insieme descritto in questo capitolo deriva dal TDA insieme 
descritto da Aho, Hopcroft e Ullman [5], L'algoritmo quick-sort standard è dovuto 
a Hoare [49]. Maggiori informazioni sull'analisi probabilistica, comprendente i limi-
ti di Chernoff, può essere trovata nell'appendice e nel libro di Motwani e Raghavan 
[79], L'analisi dell'algoritmo quick-sort effettuata nel presente capitolo è una com-
binazione di un'analisi condotta in una precedente edizione di questo libro e di 
un'analisi di Kleinberg e Tardos [59], L'analisi dell'algoritmo quick-sort che si trova 
nell'Esercizio C-11.7 è dovuta a Littman. Gonnet e Baeza-Yates [41] hanno fornito 
dei confronti sperimentali e delle analisi di molti diversi algoritmi di ordinamento. 
Il termine «prune-and-search» deriva originariamente dalla letteratura sulla geome-
tria computazionale (come nel lavoro di Clarkson [22] e Megiddo [72,73]). Il termi-
ne «decrease-e-conquer» è derivato da Levitin [68], 



Elaborazione di testi 

12.1 Operazioni su stringhe 

L'elaborazione di un documento è divenuta rapidamente una delle principali fun-
zioni dei computer. I computer sono impiegati per editare, per cercare, per trasferi-
re su Internet, per stampare e per mostrare a video dei documenti. Per esempio, i 
formati di documenti HTML e XML presenti in Internet sono essenzialmente for-
mati di testo in cui sono state aggiunte delle etichette (tag) per gestire i contenuti 
multimediali. Per dare un senso ai tanti terabytes di informazione presenti in Inter-
net occorre una considerevole quantità di elaborazione testi. 

Inoltre per realizzare interessanti applicazioni, gli algoritmi di elaborazione testi 
impiegano alcuni importanti algoritmi di design pattern. In particolare, il problema 
del pattern matching fornisce un miglioramento al metodo della forza bruta, che 
pur essendo inefficiente viene largamente impiegato. Per la compressione del testo 
è possibile applicare il metodo greedy (goloso) che spesso permette di approssimare 
soluzioni per problemi difficili. Lo stesso metodo applicato ad alcuni problemi 
(quale la compressione del testo) fornisce il punto di partenza per algoritmi ottima-
li. Infine, nello studio della somiglianza del testo verrà introdotto il design pattern 
della programmazione dinamica, che può essere applicato in alcune circostanze 
particolari per risolvere un problema in tempo polinomiale che a un primo approc-
cio sembrerebbe richiedere per la soluzione un tempo esponenziale. 

• Elaborazione testi 
Nel cuore degli algoritmi per l'elaborazione testi vi sono metodi che trattano strin-
ghe di caratteri. Le stringhe di caratteri possono provenire da una grande varietà di 
sorgenti, incluse applicazioni scientifiche, linguistiche e Internet. Di seguito vengo-
no riportati alcuni esempi di tali stringhe: 

P = "CGTAAACTGTGCTTTAATCAAACGC " 
S = "http://java.datastructures.net" 

La prima stringa P proviene da una applicazione del DNA mentre la seconda strin-
ga S costituisce l'indirizzo Internet (URL) per il sito Web associato a questo libro. 

Tante tipiche operazioni di elaborazioni stringhe richiedono la scomposizione 
di grosse stringhe in stringhe più piccole. Per poter studiare i pezzi di stringa che 
sono generati da queste operazioni, si utilizzerà il termine sottostringa (substring) 
di una stringa P di /n-caratteri per definire una stringa della forma P[/] P[i + 1] 

http://java.datastructures.net


P[i + 2] ... P\j], per 0 < i < j < m - 1, che definisce una stringa formata dai carat-
teri in P dall'indice i all'indice j inclusi. Tecnicamente ciò comporta che una strin-
ga è anche una sottostringa di se stessa (ponendo i = 0 e ; = m - l ) ; per evitare tale 
circostanza, si deve restringere la definizione a sottostringa propria, imponendo 
i > 0 oppure j < m - 1. 

Per semplificare il riferimento a sottostringhe, si utilizzerà la notazione P[i..j] 
per indicare la sottostringa di P dall'indice i all'indice j inclusi. Cioè 

P[Lj] = P[i] P[i + l]...P\j] 
Si userà la convenzione che se i > j, allora P[i..j] è uguale alla stringa nulla con lun-
ghezza 0. Infine, per poter distinguere alcuni tipi speciali di sottostringa, si definisce 
una sottostringa della forma P[0...ì], per 0 < i < m - 1, come un prefisso di P, e ogni 
sottostringa della forma P[i..m - 1], per 0 < i < m - 1, come suffisso di P. Per esem-
pio, considerando ancora la precedente stringa P di DNA, " CGTAA " costituisce un 
prefisso di P mentre " CGC " costituisce un suffisso di P e " TTAATC " è una sotto-
stringa (propria) di P. Si osservi che la stringa nulla è sia un prefisso che un suffisso 
di ogni stringa. 

Per poter generalizzare il concetto di stringa di caratteri, tipicamente non si ri-
chiederà che i caratteri di Te di P provengano esplicitamente da un insieme ben defi-
nito di caratteri, quali l'insieme di caratteri Unicode. Invece, generalmente, si userà il 
simbolo 2 per definire l'insieme dei caratteri, o alfabeto, da cui i caratteri derivano. 
Poiché la gran parte degli algoritmi di elaborazione dei testi sono impiegati nelle ap-
plicazioni in cui l'insieme dei caratteri è un insieme finito, usualmente si assumerà 
che la grandezza dell'alfabeto 2, denotata con 121, sia una costante fissata. 

Le operazioni sulle stringhe sono essenzialmente di due tipi: quelle che modifi-
cano le stringhe su cui agiscono e quelle che semplicemente restituiscono informa-
zioni sulle stringhe senza effettuare modifiche sulle stesse. Java effettua questa net-
ta distinzione definendo la classe String per rappresentare le stringhe immutabili, 
che non possono essere modificate, e la classe StringBuffer per rappresentare le 
stringhe mutabili, che possono essere modificate. 

12.1.1 La classe Java Str ing 
Di seguito sono elencate le principali operazioni della classe Java String: 

l e n g t h Q : Restituisce la lunghezza n di S. 
c h a r A t ( j ) : Restituisce il carattere con indice i in 5. 

s t a r t s W i t h ( § ) : Determina se Q è un prefisso di S. 
e n d s W i t h ( Q ) : Determina se Q è un suffisso di S. 

s u b s t r i n g ( j ' J ) : Restituisce la sottostringa S[i,j], 
concat (Q) : Restituisce la concatenazione di 5 e Q, cioè S + Q. 
e q u a l s ( Q ) : Determina se Q è uguale a S. 

i n d e x O f ( § ) : Se Q è una sottostringa di 5 restituisce l'indice di inizio del-
la prima ricorrenza di Q in 5, altrimenti restituisce -1. 

Questo insieme di operazioni costituisce l'insieme delle operazioni tipiche per le 
stringhe non modificabili. 
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ESEMPIO 12.1 Si consideri il seguente insieme di operazioni effettuate sulla 
stringa S = " àbcdefghyklmnop" : 

O p e r a z i o n e O u t p u t 

length () 16 16 
charAt (5) T 

concat (" qrs") " abcdefghyklmnopqrs" 
ends With ("javapop") false 

indexOf ("ghl") 6 
starts With ("abed") true 

substring (4,9) "efghy" 

Fatta eccezione per il metodo indexOf(Q) che verrà studiato nel Paragrafo 12.2, 
tutti i metodi precedenti sono facilmente implementati semplicemente rappresen-
tando le stringhe come un array di caratteri, che costituisce l'implementazione stan-
dard di String in Java. 

12.1.2 La classe Java Str ingBuffer 
Di seguito sono elencati i metodi principali della classe Java StringBuffer: 

appendi©: Restituisce S + Q, sostituendo S con S + Q. 
inserte i,©: Restituisce e aggiorna S con la stringa ottenuta inserendo Q 

all'interno di S partendo dall'indice i. 
reverse( ): Rovescia e restituisce la stringa S. 

setCharAt(i,afr): Imposta a eh il carattere all'indice i in 5. 
charAt(f): Restituisce il carattere all'indice i in 5. 

Si verificano condizioni di errore quando l'indice i è fuori dai limiti degli indi-
ci della stringa. Fatta eccezione per il metodo charAt, la gran parte dei metodi 
della classe String non è immediatamente disponibile in Java per un oggetto 5 
StringBuffer. Fortunatamente la classe Java StringBuffer fornisce un metodo to-
StringC ) che restituisce una versione String di S, utilizzabile per accedere ai me-
todi String. 

ESEMPIO 12.2 Si consideri la seguente sequenza di operazioni effettuate su una 
stringa modificabile 5 = " abcdefghyklmnop" : 

O p e r a z i o n e S 

append( "qrs") " abodefghyklmnopqrs " 
insert(3, "xyz"~) " abcxyzdefghijklm nopqrs " 

reverseO " srqponmlkjihgfedzyxcba " 
setCharAt(7, ' W1 ) " srqponmWkjihgfedzyxcba" 



12.2 Algoritmi di pattern matching 

Nel problema classico di pattern matching sulle stringhe, vengono fornite una 
stringa di testo T di lunghezza n e una stringa modello (pattern) P di lunghezza m 
ed è richiesto di verificare se P sia una sottostringa di T. La nozione di un «mat-
ch» (corrispondenza) consiste nel verificare l'esistenza di una sottostringa di T 
tale che partendo da un certo indice i si verifica che T[i) = P[0], T[i + 1] = P[l], 
..., T[i + m - 1] = P[m - 1], In altre parole, P = T[i..i + m - 1], Quindi l'output di 
un algoritmo di pattern matching consiste in una segnalazione circa l'inesistenza 
del modello P in T oppure in un numero intero che indichi l'indice di partenza in 
T di una sottostringa che corrisponda con P. Ciò è esattamente l'elaborazione ef-
fettuata dal metodo indexOf dell'interfaccia Java String. Alternativamente po-
trebbero essere richiesti tutti gli indici in cui abbia inizio l'uguaglianza di una sot-
tostringa di T con il modello P. 

In questo paragrafo verranno presentati tre algoritmi di pattern matching (con 
livello di difficoltà crescente). 

Il modello algoritmico progettuale definito come forza bruta costituisce una poten-
te tecnica per la progettazione di algoritmi quando si desidera ricercare qualcosa o 
quando si desidera ottimizzare qualche funzione. Tipicamente l'applicazione gene-
rale di questa tecnica consiste nel calcolare tutte le possibili configurazioni degli in-
put coinvolti selezionando la migliore di tutte le configurazioni elaborate. 

L'applicazione di questa tecnica per la progettazione di algoritmi di pattern 
matching con forza bruta, conduce probabilmente a individuare il primo algoritmo 
pensabile per risolvere il problema del pattern matching, controllando semplice-
mente tutti le possibili disposizioni di P relative a T. Questo algoritmo, illustrato nel 
Frammento di codice 12.1, risulta abbastanza semplice. 

• Prestazioni 
L'algoritmo di pattern matching con forza bruta non potrebbe essere più semplice. 
Esso consiste di due cicli innestati, in cui il ciclo più esterno scorre tutti i possibili 
indici di partenza del pattern nel testo, mentre il ciclo più interno scorre ogni carat-
tere del pattern confrontandolo con il carattere potenzialmente corrispondente nel 

Algoritmo BruteForceMatch( T, P) : 
Input-, Stringhe T (testo) con n caratteri e P (pattern) con m caratteri 
Output: Indice di partenza della prima sottostringa di T uguale a P, 

o ima indicazione che P non sia una sottostringa di T \ 
! for i < - 0 t o n - m Iper c iascun indice candidate i n II do 

j^O \ 
while (J < m and T[i + J] = P[)]) do 

+ 1 i 
il j = m then 

12.2.1 Forza bruta 

F R A M M E N T O DI CODICE 
12.1 
Pattern matching 
con forza bruta. 

return i 
return "Non esiste una sottostringa di T che sia uguale a P. 
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testo. Così la correttezza dell'algoritmo di pattern matching con forza bruta deriva 
in modo immediato da questo approccio di ricerca esaustiva. 

Comunque il tempo di esecuzione del pattern matching con forza bruta nel caso 
peggiore non risulta essere buono, perché per ogni indice candidato in T andranno 
eseguiti fino a m confronti di caratteri per scoprire che P non è uguale a T all'indice 
corrente. Con riferimento al Frammento di codice 12.1, si noti che il ciclo for più 
esterno è eseguito al più n-m + 1 volte, mentre il ciclo più interno è eseguito al più m 
volte. Quindi il tempo di esecuzione del metodo con forza bruta è 0((n - m + 1 )m) 
che si semplifica in 0(nm). Si noti che quando m = n/2 questo algoritmo ha un tempo 
di esecuzione quadratico 0(n2). 

ESEMPIO 12.3 Si supponga che sia stata assegnata la stringa di testo 
T = " abacaa.baccabacabaa.bb" 

e la stringa pattern 
P= "abacab" 

Nella Figura 12.1 si illustra l'esecuzione dell'algoritmo di pattern matching con 
forza bruta s u T e P . 

12.2.2 L'algoritmo di Boyer-Moore 
A prima vista sembrerebbe sempre necessario un esame di ogni carattere in T al fine 
di localizzare il pattern P come una sottostringa. Ciò non risulta sempre necessario 
per l'algoritmo di pattern matching di Boyer-Moore (BM) che verrà studiato in que-
sto paragrafo: esso può talvolta evitare confronti tra P e una considerevole parte dei 
caratteri in T. Va comunque precisato che, laddove l'algoritmo di forza bruta può la-
vorare anche con alfabeti potenzialmente non limitati, l'algoritmo BM prevede che 
l'alfabeto sia fissato e finito. Esso viene eseguito più rapidamente quando l'alfabeto 
non è eccessivamente grande e il pattern è relativamente breve. Così l'algoritmo BM 
risulta essere l'ideale per ricercare parole in un documento. In questo paragrafo 
verrà descritta una versione semplificata dell'algoritmo di Boyer e Moore. 



L'idea di fondo dell'algoritmo BM è di migliorare il tempo di esecuzione del-
l'algoritmo di forza bruta mediante l'aggiunta di due euristiche potenzialmente ri-
sparmiataci di tempo. Una definizione approssimativa di queste euristiche è la se-
guente: 
Euristica looking-glass (a specchio): quando si controlla una possibile disposizione 
di P in T, si inizia il confronto dalla fine di P ci si sposta all'indietro verso l'inizio di P. 
Euristica character-jump (salto di carattere): durante il controllo di una possibile 
disposizione di P all'interno di T, un disaccoppiamento (mismatch) del carattere di 
testo T[ì] = c con il corrispondente carattere del pattern P\j] viene trattato nel se-
guente modo. Se c non è contenuto in nessun altro punto in P, allora occorrerà spo-
stare P oltre T[i] (perché esso non può essere accoppiato con i caratteri in P). Altri-
menti occorrerà spostare P finché una occorrenza del carattere c in P sarà allineata 
con T[i]. 
Si formalizzeranno brevemente queste euristiche ma da un punto di vista intuitivo 
esse lavorano in modo ben integrato. L'euristica looking-glass imposta l'altra euri-
stica per permettere di evitare confronti tra P e interi gruppi di caratteri in T. In 
questo caso, almeno, si può giungere alla destinazione più velocemente procedendo 
all'indietro perché se si verificherà un disaccoppiamento (mismatch) durante la 
considerazione di P a una certa posizione in T, allora probabilmente verranno evi-
tati inutili confronti mediante un significativo spostamento di P relativo a T usando 
l'euristica character-jump. L'euristica character-jump consegue grandi risultati se 
può essere applicata all'inizio del test di confronto di un potenziale posizionamento 
di P in T. 

Quindi si studierà il modo in cui le euristiche character-jump possano essere in-
tegrate in un algoritmo di pattern matching di una stringa. Per implementare questa 
euristica si definisce una funzione last(c) che prende un carattere c dall'alfabeto e 
si definisce quanto lontano debba essere spostato il pattern P qualora sia trovato 
nel testo un carattere uguale a c che non soddisfi il confronto. In particolare, si defi-
nisce last(c) nel modo seguente: 
• Se c è in P, last(c) definisce l'indice dell'ultima (più a destra) occorrenza di c in 

P. Altrimenti in modo convenzionale si definisce che last(c) = -1. 
Se i caratteri possono essere usati come gli indici di un array, allora la funzione last 
può essere facilmente implementata mediante una tabella di look-up. Si lascia come 
un semplice esercizio (R-12.6) il metodo per calcolare questa tabella in un tempo 
0(m + 121). Tale funzione last fornirà l'informazione necessaria per il funzionamen-
to dell'euristica character-jump. 

Nel Frammento di codice 12.2 viene mostrato l'algoritmo di pattern matching BM. 
In Figura 12.2 viene illustrato il salto. 
Nella Figura 12.3 si illustra l'esecuzione dell'algoritmo di pattern matching di 

Boyer-Moore su una stringa input simile all'Esempio 12.3. 
La correttezza dell'algoritmo di pattern matching BM deriva dal fatto che ogni 

volta che il metodo effettua uno spostamento, si garantisce che esso non abbia tra-
scurato un possibile accoppiamento. Per last(c) si intende la locazione de\Vultima 
occorrenza di c in P. 

Il tempo di esecuzione del caso peggiore dell'algoritmo BM è 0(nm + 121). For-
malmente l'elaborazione della funzione last impiega un tempo 0(m + 121) e la cor-
rente ricerca per il pattern impiega nel caso peggiore un tempo 0(nm), che corri-



Algoritmo BMMatchC T, P) : 
Input Stringhe T (testo) con n caratteri e P (pattern) con m caratteri 
Output: Indice di partenza della prima sottostringa di T corrispondente 

a P, oppure una segnalazione che P non è una sottostringa di T 
computo della funzione last 
j m - 1 
J<- m- 1 
repeat 

if PUi = UH then 
ì i j = 0 then 

return i {una u g u a g l i a n z a (match)!) 
else 

i<- i- 1 
J*-J- 1 

else 
i <- 1 + m - m i n ( J , 1 + l a s t ^ i ] ) ) { salto ) 
J<- m- 1 

until i > n - 1 
return " Non esiste una sottostringa di T uguale a P. " 

F R A M M E N T O DI CODICE 12.2 
L'algoritmo 
di pattern matching 
di Boyer-Moore. 

sponde a quello dell'algoritmo della forza bruta. Un esempio di una coppia testo-
pattern che rispecchia questo caso peggiore è 

T= aaaaaa~a 
ni -l 

P = baa—a 
La prestazione del caso peggiore, comunque, è improbabile che sia ottenuta per il 
testo inglese poiché, in tal caso, l'algoritmo BM è spesso capace di saltare grosse 

' i (a) i m-(1 + /) 
a b 

+ fri 1 +/ 1 

i b a 
' i ' 

(b) ¡ m - y 

b a 
« i 

F I G U R A 1 2 . 2 
Illustrazione del salto 
nell'algoritmo del 
Frammento di codice 
12.2, in cui si pone 
/ = iast(7|i]). 
Si distinguono due 
casi: (a) 1 + / < j , 
in cui il pattern viene 
spostato di j - l unità; 
(b) j <1+1, in cui 
il pattern viene 
spostato di una unità. 



F I G U R A 1 2 . 3 
Una illustrazione 
dell'algoritmo di 
pattern matching BM. 
L'algoritmo effettua 13 
confronti di carattere 
che sono indicati con 
etichette numeriche. 

a b a c a a b a d c a b a c a b a a b b 

1 
a b a c a b 

4 3 2 13 12 11 10 9 8 
a b a c a b a b a c a b 

5 7 
a b a c a b a b a c a b 

6 
a b a c a b 

La funz ione last(c) : 

c a b c d 

l a s t © 4 5 3 - 1 

porzioni di testo (Figura 12.4). Evidenze sperimentali sul testo inglese mostrano che 
il numero medio dei confronti eseguito per carattere è 0,24 per una stringa pattern 
di cinque caratteri. 

Nel Frammento di codice 12.3 si illustra una implementazione Java dell'algorit-
mo di pattern matching BM. 

E stata in effetti presentata una versione semplificata dell'algoritmo Boyer-
Moore (BM). L'algoritmo originale BM viene eseguito in un tempo 0(n + m + ISI) 
usando una euristica alternativa di spostamento per una stringa di testo parzialmen-
te corrispondente, e ogni volta essa sposta il pattern più dell'euristica character-
jump. Questa euristica alternativa di spostamento è basata sull'applicazione del-
l'idea principale dell'algoritmo di pattern matching di Knuth-Morris-Pratt, che 
verrà discusso nel paragrafo che segue. 

12.2.3 L'algoritmo di Knuth-Morris-Pratt 
Nello studio della prestazione del caso peggiore degli algoritmi di pattern mat-
ching BM e forza bruta su specifiche istanze del problema, come quello fornito 
nell'Esempio 12.3, si dove notare un grave difetto. Specificamente si possono ese-
guire molti confronti mentre si controlla un potenziale dislocamento di un pattern 
all'interno di un testo, ma se viene scoperto un carattere del pattern che non coin-
cide nel testo, allora vengono buttate via tutte le informazioni ottenute mediante 
questi confronti e si riparte daccapo con il successivo dislocamento incrementale 
del pattern. L'algoritmo di Knuth-Morris-Pratt (o «KMP»), studiato in questo pa-

a P a t t e r n m a t c h i n g a I g 0 r i t h m 

i QÄ] t m 

2 
r i t h m 

r i . u m r \ t h m 

r i t h m 

11 10 9 8 7 
t M * * m 

6 
r i t h m 

FIGURA 1 2 . 4 Un esempio dell'esecuzione di Boyer-Moore su un testo inglese. 



public static int BMmatch (String text, String pattern) { 

/** Una versione semplificata dell'algoritmo di Boyer-Moore (BM) che usa 
* solo le euristiche looking-glass e character-jump. 
* Restituisce l'indice dell'inizio della sottostringa più a sinistra del testo 
* che corrisponde al pattern, oppure - 1 se non vi è corrispondenza. */ 

return -1; / / nessuna corrispondenza se il pattern è più lungo del testo 
i n t j = m - 1; 

int[] last = buildLastFunction(pattern); 
int n = text.lengthO; 
int m = pattern.lengthO; 
int i = m - 1 ; 
if (i > n - 1) 

if (pattern.charAtQ == text.charAt(i)) 

else { / / l'euristica looking-glass: procede da destra verso sinistra 
if Q == 0) 

return 1; / / corrispondenza 

F R A M M E N T O DI CODICE 
12.3 
Implementazione 
Java dell'algoritmo 
di pattern matching. 
L'algoritmo è espresso 
mediante due metodi 
statici: il metodo 
BMmatch esegue 
il confronto e chiama 
il metodo ausiliario 
buildLastFunction per 
elaborare la funzione 
last, espressa mediante 
un array indicizzato 
dal codice ASCII del 
carattere. Il metodo 
BMmatch indica 
l'assenza di una 
corrispondenza 
restituendo il valore 
convenzionale -1. 

j—; 

else { / / l'euristica character-jump 
i = i + m - Math.minQ, 1 + last[text.charAt(i)]); 
j = m - 1; 

1 
1 while (1 <= n - 1); 
return -1 ; / / nessuna corrispondenza 

} 
public static int[ ] buildLastFunction (String pattern) { 

int[] last = newint[128]; / / si assume l'insieme dei caratteri ASCII 
for (int i = 0; i < 128; i++) 1 

last[i] = -1; / / inizializzazione dell'array 
1 
for (int i = 0; i < pattern.lengthO; i++) 1 

last[pattern. charAt(i)] = 1; / / u n cast implicito per il codice ASCII intero 
1 
return last; 

ragrafo, evita questo spreco di informazione e facendo ciò raggiunge un tempo di 
esecuzione di 0(n + m), che è ott imale nel caso peggiore. Cioè nel caso peggiore 
ogni algoritmo di pat tern matching dovrà esaminare a lmeno una volta tutti i ca-
ratteri del testo e tutti i caratteri del pat tern. 

• La funzione fallimento 
L'idea principale dell 'algoritmo K M P consiste nel preelaborare la stringa del pat-
tern P così da calcolare una funzione fallimento f che indica uno spostamento pro-
prio (shift) di P che sia il più esteso possibile e che riutilizza i confronti effettuati 
precedentemente. Specificamente la funzione fallimento f ( j ) è definita come la lun-
ghezza del più lungo prefisso di P che sia un suffisso di P[l..y] (si osservi che qui 



non si considera P[0..;]). Inoltre si utilizzerà la convenzione che /(0) = 0. Successi-
vamente si discuterà il modo in cui calcolare efficientemente la funzione fallimento. 
L'importanza di questa funzione fallimento è basata sul fatto che essa «codifica» ri-
petizioni di sottostringhe all'interno del pattern stesso. 

ESEMPIO 12.4 Si consideri la stringa pattern P = "abacab" dell'esempio 12.3. 
La funzione fallimento f ( j ) Knuth-Morris-Pratt (KMP) per la stringa P è mo-
strata nella seguente tabella: 

j 0 1 2 3 4 5 

P[j] a b a c a b 
f(j) 0 0 1 0 1 2 

L'algoritmo di pattern matching KMP, mostrato nel Frammento di codice 12.4, 
elabora in modo incrementale la stringa di testo T confrontandola con la stringa pat-
tern P. Ogni volta che si verifica una corrispondenza, si incrementa l'indice corrente. 
In altre parole, se si verifica un disaccoppiamento e in precedenza erano stati fatti 
progressi in P, allora si consulterà la funzione fallimento per determinare il nuovo in-
dice in P su cui bisognerà continuare il controllo di P in T. Altrimenti (c'era un disac-
coppiamento e ci si posizionava all'inizio di P), semplicemente si incrementerà l'indi-
ce di T (e si considera l'indice variabile per P al proprio inizio). Questo processo 
verrà ripetuto finché non si sarà verificata la presenza di P in T oppure l'indice di T 
raggiunge n, la lunghezza di T (che stabilirà l'assenza del pattern P in T). 

La parte principale dell'algoritmo KMP è il ciclo while che a ogni interazione 
esegue i confronti tra i caratteri in T e un carattere in P. In dipendenza dal risultato 
di questo confronto, l'algoritmo si sposta sui successivi caratteri in T e in P, consulta 
la funzione fallimento per un nuovo carattere candidato in P, oppure ricomincia 

F R A M M E N T O DI CODICE 
12.4 
L'algoritmo di pattern 
matching KMP. 

Algoritmo KMPMatch(T,P): 
Input: Stringhe T (testo) con n caratteri e P (pattern) con m caratteri 
Output: Indice iniziale della prima sottostringa di T corrispondente a P, 

oppure una indicazione che P non sia una sottostringa di T 
f <- KMPFailureFunction(F) (costruzione de l la f u n z i o n e fa l l imento f per P) 
l<r- 0 
J*~ 0 
while i < n do 

ìt P\JÌ = 1\H then 
if j = m - 1 then 

return i- m + 1 { u n a corr i spondenza l ) 

J*-J+ 1 
else if j > 0 { n e s s u n a c o r r i s p o n d e n z a , m a s i a m o a v a n z a t i i n F) then 

j « - f ( J - 1 ) {] p u n t a subito dopo i l p r e f i s s o d i P che deve essere 
confrontato) 

else 
1<- 1+ 1 

return "Non esistono sottostringhe di T che sono uguali a P. " 



a b a c a a b a c c a b a c a b a a b b 

1 2 3 4 5 6 

a b a c a b 

un confronto 

a b a c a b 

8 9 10 11 12 

n a b a c a b 

13 
M 

b a c a b 

1 4 15 16 17 18 19 
a b a c a b 

F I G U R A 1 2 . 5 
Una illustrazione 
dell'algoritmo 
di pattern matching 
KMP. Per questo 
pattern la funzione 
fallimento/è definita 
nell'Esempio 12.4. 
L'algoritmo esegue 
19 comparazioni 
di caratteri che sono 
indicate con etichette 
numeriche. 

daccapo con il successivo indice in T. La correttezza di questo algoritmo deriva dal-
la definizione della funzione fallimento. Ogni confronto che viene saltato è attual-
mente non necessario perché la funzione fallimento garantisce che tutti i confronti 
ignorati sono ridondanti: essi potrebbero implicare di confrontare ancora una volta 
gli stessi caratteri. 

Nella Figura 12.5 viene illustrata l'esecuzione dell'algoritmo di pattern matching 
KMP sulla stessa stringa di input dell'Esempio 12.3. Si noti l'uso della funzione fal-
limento per evitare di effettuare uno dei confronti tra un carattere del pattern e un 
carattere del testo. Si noti anche che l'algoritmo effettua un minor numero di con-
fronti rispetto all'algoritmo della forza bruta che viene eseguito sulla medesima 
stringa (Figura 12.1). 

• Prestazioni 
Escludendo il calcolo della funzione fallimento, il tempo di esecuzione dell'algo-
ritmo KMP è chiaramente proporzionale al numero di iterazioni del ciclo while. 
Per poter effettuare una analisi, si definisca k = i - j. Intuitivamente k definisce il 
numero complessivo di volte per cui il pattern P è stato spostato relativamente al 
testo T. Si noti che dovunque nell'esecuzione dell'algoritmo si ha che k < n. A ogni 
iterazione del ciclo si verifica uno dei seguenti tre casi. 
• Se r[ /] = P[j], allora i aumenta di 1 e A: non cambia, poiché anche j aumenta di 1. 
• Se 7[ì] * P\j] e j > 0, allora i non cambia e k aumenta di almeno 1, poiché in tal 

caso k varia da i - j a i - f ( j - 1), che è una addizione di j - f ( j - 1), che risulta po-
sitiva poiché f ( j - 1) < j. 

• Se r[ /] * P\j] e = 0, allora i aumenta di 1 e A: aumenta di 1, poiché j non cambia. 
Pertanto a ogni iterazione del ciclo o i o k aumentano di almeno 1 (possibilmente 
entrambi); quindi nell'algoritmo di pattern matching KMP il numero complessivo 
di iterazioni del ciclo while è al più 2n. Il raggiungimento di questo limite, ovvia-
mente, presume che sia stata già calcolata la funzione fallimento per P. 

• Costruzione della funzione fallimento KMP 
Per realizzare la funzione fallimento si impiega il metodo mostrato nel Frammento 
di codice 12.5, che costituisce un processo di inizializzazione abbastanza simile al-



Algoritmo KMPFailureFunction(F) : 
Input: Stringa P (pat tern) con m carat ter i 
Output: La funzione fallimento f per P, che configura J alla lunghezza 

Calcolo della funzione 
fallimento usata 
nell'algoritmo pattern 
matching KMP. Si noti 
come l'algoritmo usi i 
precedenti valori della 
funzione fallimento 

del più lungo prefisso di P che è un suffisso di P[1.. jl 
l<r- 1 
J^O 
f ( 0 ) 0 
while i < m do 

ìx F[]ì = Fin then 
per elaborare in modo 
efficiente i nuovi 
valori. 

(sono stati confrontati j + 1 caratteri) 
f(D <-J+ 1 
i i + 1 
J*-J + 1 

else i l j > 0 then 
[] indica proprio dopo un prefisso di P che deve essere abbinato) 
j ^ f ( J - 1) 

l'algoritmo KMPMatch. Si confronterà il pattern con se stesso come nell'algoritmo 
KMP. Ogni volta che si hanno due caratteri che corrispondono, si pone / ( / ) = j + l. 
Si noti che, poiché in ogni istante nell'esecuzione dell'algoritmo i > j , f ( j - 1) è sem-
pre definita quando sarà richiesta. 

L'algoritmo KMPFailureFunction viene eseguito in tempo 0(m). La sua analisi 
è analoga a quella dell'algoritmo KMPMatch. Quindi si avrà: 

PROPOSIZIONE 12.5 L'algoritmo Knuth-Morris-Pratt esegue un pattern mat-
ching su una stringa di testo di lunghezza n e una stringa pattern di lunghezza m 
in tempo 0(n + m). 

Nel Frammento di codice 12.6 viene illustrata una implementazione Java dell'al-
goritmo di pattern matching KMP. 

Gli algoritmi di pattern matching presentati nel paragrafo precedente velocizzano 
la ricerca in un testo preelaborando il pattern (per calcolare la funzione fallimen-
to nell'algoritmo KMP o l'ultima funzione nell'algoritmo BM). In questo para-
grafo si affronterà un approccio complementare il cui formalismo è basato su al-
goritmi di ricerca che preelaborano un testo. Questo approccio è appropriato per 
applicazioni in cui vengono poste una serie di domande su un testo prefissato, così 
che il costo iniziale della preelaborazione testi viene compensato da una velo-
cizzazione che si riflette su ogni domanda successiva (per esempio, un sito Web 
che metta a disposizione un pattern matching sull'Amleto di Shakespeare oppure 
un motore di ricerca che metta a disposizione pagine Web su argomenti riguar-
danti Amleto). 

else 
(qui non si hanno corrispondenze) 
fCO <- 0 
i i + 1 

1 2 . 3 I trie 



public static int K M P m a t c h ( S t r i n g text , S t r i n g pattern) { 
i n t n = t e x t . l e n g t h O ; 
i n t m = p a t t e r n . l e n g t h O ; 
i n t [ ] f a i l = computeFai lFunct ion(pattern) ; 
int i = 0; 
int j = 0; 
while (i < n) ( 

i f (pat tern .charAt ( j ) == t e x t . c h a r A t ( i ) ) ( 
if (j == m - 1) 

return i - m + 1; / / abbinamento 
i++; 
j++; 

1 
else if (j > 0) 

j = failU - 1]; 
else 

i++; 
1 
return - 1 ; / / n e s s u n abbinamento 

} 
public static int[ ] computeFai IFunct ion(Str ing pattern) { 

i n t [ ] f a i l = n e w i n t [ p a t t e r n . l e n g t h ( ) ] ; 
fai l [0] = 0; 
i n t m = p a t t e r n . l e n g t h O ; 
int j = 0; 
int i = 1; 
while (i < m) { 

i f (pat tern .charAt ( j ) == p a t t e r n . c h a r A t ( i ) ) ( / / j + 1 caratter i 
// corr ispondenti 

fal l i i ] = j + 1; 
i++; 
j + + ; 

1 
else if (j > 0 ) // j segue u n pref isso corr ispondente 

j = fal l i) - i l ; 
else { / / n e s s u n a corr i spondenza 

fail[i] = 0; 
i++; 

return fa l l ; 

F R A M M E N T O DI CODICE 12.6 
Implementazione 
Java dell'algoritmo 
di pattern matching 
KMP. L'algoritmo 
è espresso mediante 
due metodi statici: 
il metodo KMPMatch 
esegue il confronto 
e chiama il metodo 
ausiliario 
computePailPunction 
per elaborare la 
funzione fallimento, 
espressa mediante 
un array. I l metodo 
KMPmatch indica 
l'assenza di una 
corrispondenza 
restituendo il valore 
convenzionale -1. 

Un tríe è una struttura dati basata su alberi che memorizza stringhe in modo da 
garantire un pattern matching rapido. La principale applicazione per un trie è nel 
recupero di informazione (information retrieval). Il nome «trie» deriva dalla parola 
«re/nevai». In una applicazione di recupero informazione, come una ricerca per una 
determinata sequenza di DNA in un database genomico, viene fornita una collezio-
ne S di stringhe, definite tutte sullo stesso alfabeto. Le principali operazioni di ri-
chiesta (query) che il trie supporta sono il pattern matching e il prefix matching. 



F I G U R A 1 2 . 6 ; L'ultima operazione richiede che sia assegnata una stringa X e che si ricerchino tut-
Trie standard ; t e j e stringhe in S che contengano X come prefisso, 
per le stringhe 
(bear, beli, bid, bull, 
buy seii,stock,stop) | 12.3.1 I trie standard 

| Si assuma che 5 sia un insieme di s stringhe sull'alfabeto X tali che nessuna stringa 
! in 5 sia un prefisso di un'altra stringa. Un trie standard per 5 è un albero ordinato 
; Tcon le seguenti proprietà (Figura 12.6): 
i • Ciascun nodo di T, esclusa la root, è etichettato con un carattere di 1. 
\ • L'ordine dei figli di un nodo interno di T è determinato da un ordine canonico 

dell'alfabeto 
; • T possiede s nodi esterni, ciascuno associato con una stringa di 5 tale che la con-

catenazione delle etichette dei nodi sul percorso dalla radice a un nodo esterno 
v di T genera la stringa di 5 associata a v. 

; Quindi un trie T rappresenta le stringhe di S con percorsi dalla radice ai nodi ester-
; ni di T. Si noti l'importanza dell'ipotesi che nessuna stringa in 5 sia un prefisso di 
j un'altra stringa. Ciò garantisce che ogni stringa di S sia univocamente associata a un 
i nodo esterno di T. È possibile soddisfare sempre questa assunzione aggiungendo 
; alla fine di ogni stringa un carattere speciale che non sia contenuto nell'alfabeto 
: originale 

Un nodo interno in uno standard trie T può avere figli da 1 a d in cui d è la gran-
i dezza dell'alfabeto. Esiste un ramo che va dalla radice r verso uno dei propri figli 
; per ciascun carattere che sia primo in qualche stringa nell'insieme S. Inoltre un per-
! corso dalla radice di T verso un nodo interno v alla profondità i corrisponde a un 
; prefisso con i caratteri À^O../ - 1] di una stringa X di S. Infatti, per ciascun carattere 
; c che segua il prefisso A^O../ - 1] in una stringa dell'insieme S, esiste un figlio di v 
; etichettato con carattere c. In questo modo un trie memorizza in modo compatto i 
: prefissi comuni che esistono tra un insieme di stringhe. 

Se nell'alfabeto vi sono solo due caratteri, allora il trie è essenzialmente un albe-
i ro binario, in cui alcuni nodi interni hanno eventualmente solo un figlio (cioè esso 
i potrebbe essere un albero binario improprio). In generale, se nell'alfabeto vi sono d 
i caratteri, allora il trie sarà un albero multi-way in cui ciascun nodo interno ha un 



numero di figli tra 1 e d. Inoltre probabilmente esistono molti nodi interni in un trie 
standard che hanno un numero di figli inferiore a d. Per esempio, il trie illustrato in 
Figura 12.6 ha la gran parte dei nodi interni con un solo figlio. E possibile imple-
mentare un trie con un albero che contenga caratteri nei propri nodi. 

La seguente proposizione fornisce alcune importanti proprietà strutturali di un 
trie standard: 

PROPOSIZIONE 12.6 Un trie standard che memorizza un insieme S di 5 stringhe 
di lunghezza totale n su di un alfabeto di grandezza d possiede le seguenti pro-
prietà: 
• Ogni nodo interno di T possiede al più d figli. 
• T possiede s nodi esterni. 
• L'altezza di T è uguale alla lunghezza della stringa più lunga in S. 
• Il numero dei nodi di Tè O(n). 
Il caso peggiore per il numero dei nodi di un trie si verifica quando nessuna cop-

pia di stringhe condivide un prefisso non nullo; cioè, eccetto per la radice, tutti i 
nodi interni possiedono un figlio (ma in questo caso n = d). 

Un trie T per un insieme S di stringhe può essere usato per implementare un di-
zionario le cui chiavi sono stringhe di S. Formalmente si effettua una ricerca in Tper 
una stringa Stracciando un percorso dalla radice verso il basso e il cui percorso è de-
finito dai caratteri in X. Se questo percorso può essere tracciato e termina in un nodo 
esterno allora X fa parte del dizionario. Per esempio, nel trie di Figura 12.6, il traccia-
mento del percorso per «bull» termina su un nodo esterno. Se il percorso non può es-
sere tracciato oppure il percorso può essere tracciato ma termina in un nodo interno, 
allora X non è nel dizionario. Nell'esempio di Figura 12.6, il percorso per «bet» non 
può essere tracciato e il percorso per «be» termina in un nodo interno. Nessuna delle 
due parole fa parte del dizionario. Si noti che in questa implementazione di un dizio-
nario sono confrontati i singolo caratteri invece che l'intera stringa (chiave). E sem-
plice constatare che il tempo di esecuzione per la ricerca di una stringa di grandezza 
m è O(dm), in cui d è la grandezza dell'alfabeto. In realtà si visiteranno al più m + 1 
nodi di T e si impiegherà un tempo 0(d) per ogni nodo. Per certi alfabeti potrebbe 
essere possibile migliorare il tempo speso in un nodo in 0(1) oppure 0(log d) impie-
gando un dizionario di caratteri implementato con una tavola hash o tavola di ricer-
ca. Comunque, poiché nella gran parte delle applicazioni d è una costante, è possibile 
sostenere che il tempo impiegato per ogni nodo visitato è O(d). 

Dalla precedente discussione si deduce che è possibile usare un trie per effettua-
re un tipo speciale di pattern matching definito word matching, in cui si desidera 
determinare se un assegnato pattern corrisponda esattamente a una delle parole del 
testo (Figura 12.7). Il word matching si differenzia dal pattern matching standard 
poiché il pattern non può essere confrontato con una sottostringa arbitraria del te-
sto ma solo con una delle sue parole. Usando un trie, il word matching per un pat-
tern di lunghezza m impiega un tempo 0(dm), in cui d è la grandezza dell'alfabeto, 
ed è indipendente dalla grandezza del testo. Se l'alfabeto ha una grandezza costante 
(come nel caso del testo per il linguaggio naturale e le stringhe di DNA), una query 
impiega un tempo 0(m) proporzionale alla grandezza del pattern. Una semplice 
estensione di questo schema supporta le ricerche prefix matching. Comunque, non 
possono essere trattate efficientemente le occorrenze arbitrarie di un pattern nel te-
sto (per esempio, il pattern sia un suffisso proprio di una parola oppure si estende 
su due parole). 



s e e a b e a r ? s e I I s t 0 c k ! 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 0 21 2 2 

s e e a b u I I ? b u y s t 0 c k ! 

2 4 2 5 2 6 2 7 2 8 2 9 3 0 31 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 3 9 4 0 41 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6 

b i d s t 0 c k ! b i d s t 0 c k i 

4 7 4 8 4 9 5 0 51 5 2 5 3 54 5 5 5 6 5 7 5 8 5 9 6 0 61 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6 6 7 6 8 

h e a r t h e b e I I ? s t 0 p ! 
6 9 7 0 71 7 2 7 3 74 7 5 7 6 7 7 7 8 7 9 8 0 81 8 2 8 3 84 8 5 8 6 8 7 8 8 

(a) 

17, 40 , 
5 1 , 6 2 

(b) 

FIGURA 1 2 . 7 Word matching e prefix matching con un trie standard: (a) testo da ricercare; (b) trie standard per le parole 
nel testo (esclusi articoli e preposizioni conosciute anche con il nome di stop word), con i nodi esterni a cui è aggiunta 
l'indicazione delle posizioni della parola. 

Per costruire un trie standard per un insieme S di stringhe, si può utilizzare un 
algoritmo incrementale che inserisce le stringhe una per volta. Si tenga presente 
l'ipotesi che nessuna stringa di 5 sia un prefisso di un'altra stringa. Per inserire una 
stringa X nel corrente trie T, si proverà per prima cosa a tracciare un percorso in T 
associato a X. Poiché X non risulta già in T e nessuna stringa in S è un prefisso di 
un'altra stringa, si fermerà il tracciamento del percorso in un nodo interno v di T 
prima che sia raggiunta la fine di X. Allora si creerà una nuova catena di nodi di-
scendenti di v per memorizzare i restanti caratteri di X. Il tempo per inserire X è 
O(dm), in cui m è la lunghezza di X e d è la grandezza dell'alfabeto. Quindi, per co-
struire l'intero trie per un insieme S si impiegherà un tempo 0(dn) in cui « è la lun-
ghezza totale delle stringhe di 5. 

Nel trie standard sussiste una potenziale inefficienza di spazio che ha indotto 
allo sviluppo del trie compresso, che per ragioni storiche è conosciuto anche come 
Patricia trie. Formalmente in un trie standard vi sono potenzialmente molti nodi 
che possiedono soltanto un figlio e l'esistenza di questi nodi causa uno spreco. Di 
seguito verranno trattati i trie compressi. 



12.3.2 I trie compressi 
Un trie compresso è simile a un trie standard ma garantisce che ogni nodo interno 
abbia almeno due figli. Esso rispetta questa regola mediante la compressione delle 
catene dei nodi con singolo figlio in rami individuali (Figura 12.8). Sia T un trie 
standard. Si dirà che un nodo interno v di T è ridondante se v possiede un figlio e 
non è la radice. Per esempio, il trie di Figura 12.6 possiede otto nodi ridondanti. Si 
dirà anche che una catena con rami k > 2, 

("o,>'i)(v1,v2) - ( v t _ „ v t ) 
è ridondante se: 
• v, è ridondante per i= 1,..., k - 1; 
• v0 e vk non sono ridondanti. 
È possibile trasformare T in un trie compresso sostituendo ogni catena ridondante 
(v0, v,) — (v t _„ vk) é\k>2 rami in un singolo ramo (v„, v^) ponendo una nuova eti-
chetta vk con la concatenazione delle etichette dei nodi v,,..., vk. 

Così i nodi in un trie compresso sono etichettati con stringhe che costituiscono 
le sottostringhe di stringhe di un insieme piuttosto che caratteri individuali. Il van-
taggio di un trie compresso rispetto a un trie consiste nel fatto che il numero dei 
nodi di un trie compresso risulta proporzionale al numero delle stringhe e non alla 
loro lunghezza totale; ciò è mostrato nella seguente proposizione (la si confronti 
con la Proposizione 12.6). 

PROPOSIZIONE 12.7 Un trie compresso che memorizza un insieme S di s strin-
ghe su un alfabeto di grandezza d ha le seguenti proprietà: 
• Ogni nodo interno di T possiede almeno due figli e al più d figli. 
• T ha 5 nodi esterni. 
• Il numero di nodi di T è 0(s). 

Un lettore attento potrebbe restare perplesso rispetto al fatto che la com-
pressione dei percorsi fornisca un concreto vantaggio, poiché ciò è controbilanciato 
da una corrispondente espansione delle etichette dei nodi. Effettivamente un trie 
compresso è realmente vantaggioso solo se viene utilizzato come struttura indice 
ausiliaria su un insieme di stringhe già memorizzate in una struttura primaria e non 
si richiede di memorizzare realmente tutti i caratteri delle stringhe nell'insieme. 
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Trie compresso per 
le stringhe (bear, beli, 
bid, bull, buy, sell, 
stock, stop). Lo si 
confronti con il trie 
standard mostrato 
in Figura 12.6. 



s e e a b e a r ? s e I I s t 0 c k ! 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 0 21 22 23 

s e e a b u I I ? b u y s t 0 c k ! 

2 4 2 5 2 6 2 7 2 8 2 9 3 0 31 32 3 3 3 4 3 5 36 37 38 39 40 41 42 4 3 4 4 4 5 46 

b i d s t 0 c k ! b i d s t 0 c k ! 

4 7 4 8 4 9 50 51 52 5 3 54 55 56 5 7 5 8 5 9 6 0 61 62 6 3 64 65 66 6 7 6 8 

h e a r t h e b e I I ? s t 0 P ! 

6 9 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 8 0 81 

(a 

82 8 3 84 85 8 6 87 88 

1 7 , 4 0 , 
5 1 , 6 2 

(b) 

FIGURA 1 2 . 7 Word matching e prefix matching con un trie standard: (a) testo da ricercare; (b) trie standard per le parole 
nel testo (esclusi articoli e preposizioni conosciute anche con il nome di stop word), con i nodi esterni a cui è aggiunta 
l'indicazione delle posizioni della parola. 

Per costruire un trie standard per un insieme 5 di stringhe, si può utilizzare un 
algoritmo incrementale che inserisce le stringhe una per volta. Si tenga presente 
l'ipotesi che nessuna stringa di S sia un prefisso di un'altra stringa. Per inserire una 
stringa X nel corrente trie T, si proverà per prima cosa a tracciare un percorso in T 
associato a X. Poiché X non risulta già in T e nessuna stringa in 5 è un prefisso di 
un'altra stringa, si fermerà il tracciamento del percorso in un nodo interno v di T 
prima che sia raggiunta la fine di X. Allora si creerà una nuova catena di nodi di-
scendenti di v per memorizzare i restanti caratteri di X. Il tempo per inserire X è 
0(dm), in cui m è la lunghezza di X e d è la grandezza dell'alfabeto. Quindi, per co-
struire l'intero trie per un insieme S si impiegherà un tempo 0(dn) in cui n è la lun-
ghezza totale delle stringhe di S. 

Nel trie standard sussiste una potenziale inefficienza di spazio che ha indotto 
allo sviluppo del trie compresso, che per ragioni storiche è conosciuto anche come 
Patricia trie. Formalmente in un trie standard vi sono potenzialmente molti nodi 
che possiedono soltanto un figlio e l'esistenza di questi nodi causa uno spreco. Di 
seguito verranno trattati i trie compressi. 



12.3.2 I trie compressi 
Un trie compresso è simile a un trie standard ma garantisce che ogni nodo interno 
abbia almeno due figli. Esso rispetta questa regola mediante la compressione delle 
catene dei nodi con singolo figlio in rami individuali (Figura 12.8). Sia T un trie 
standard. Si dirà che un nodo interno v di T è ridondante se v possiede un figlio e 
non è la radice. Per esempio, il trie di Figura 12.6 possiede otto nodi ridondanti. Si 
dirà anche che una catena con rami k > 2, 

(vo,V|)(v„v 2 )- (v*_ l t v t ) 
è ridondante se: 
• v, è ridondante per / = 1,..., k - 1; 
• v 0 e vk non sono ridondanti. 
È possibile trasformare T in un trie compresso sostituendo ogni catena ridondante 
(v0, v,) — (vk_,, vk) di k > 2 rami in un singolo ramo (v0, v^) ponendo una nuova eti-
chetta vk con la concatenazione delle etichette dei nodi v 1 ? . . . , vk. 

Così i nodi in un trie compresso sono etichettati con stringhe che costituiscono 
le sottostringhe di stringhe di un insieme piuttosto che caratteri individuali. Il van-
taggio di un trie compresso rispetto a un trie consiste nel fatto che il numero dei 
nodi di un trie compresso risulta proporzionale al numero delle stringhe e non alla 
loro lunghezza totale; ciò è mostrato nella seguente proposizione (la si confronti 
con la Proposizione 12.6). 

PROPOSIZIONE 12.7 Un trie compresso che memorizza un insieme S di s strin-
ghe su un alfabeto di grandezza d ha le seguenti proprietà: 
• Ogni nodo interno di T possiede almeno due figli e al più d figli. 
• T ha s nodi esterni. 
• Il numero di nodi di Tè 0(s). 

Un lettore attento potrebbe restare perplesso rispetto al fatto che la com-
pressione dei percorsi fornisca un concreto vantaggio, poiché ciò è controbilanciato 
da una corrispondente espansione delle etichette dei nodi. Effettivamente un trie 
compresso è realmente vantaggioso solo se viene utilizzato come struttura indice 
ausiliaria su un insieme di stringhe già memorizzate in una struttura primaria e non 
si richiede di memorizzare realmente tutti i caratteri delle stringhe nell'insieme. 
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(a) Un insieme S di 
stringhe memorizzate 
in un array. 
(b) Rappresentazione 
compatta di un trie 
compresso per S. 

Si supponga, per esempio, che l'insieme 5 di stringhe sia in un array di stringhe 
S[0], S[l], ..., S[s - 1]. Invece di memorizzare esplicitamente l'etichetta X di un 
nodo, essa si rappresenta implicitamente mediante una tripletta di interi (/,;', k), tale 
che X = £[/][/'..&]; cioè A' è la sottostringa di S[t] consistente dei caratteri dal /-esimo 
al it-esimo inclusi (si veda l'esempio in Figura 12.9. Si confronti anche con il trie 
standard in Figura 12.7). 

Questo ulteriore schema compresso permette di ridurre lo spazio complessivo 
per il trie stesso da 0(n) per il trie standard a 0(s) per il trie compresso, in cui « è la 
lunghezza complessiva delle stringhe in 5 e s è il numero di stringhe in 5. Ovvia-
mente occorre ancora memorizzare le differenti stringhe in S, ma tuttavia risulta ri-
dotto lo spazio per il trie. Nel prossimo paragrafo viene presentata una applicazione 
in cui l'insieme delle stringhe potrà essere memorizzato in modo più compatto. 

12.3.3 Trie suffissi 
Una delle principali applicazioni per i trie è quella relativa ai casi in cui le stringhe 
nell'insieme 5 sono tutte suffisse di una stringa X. Un trie di questo genere è detto 
trie suffisso (o anche albero suffisso o albero di posizione) della stringa X. Per 
esempio, la Figura 12.10 mostra un trie suffisso per gli otto suffissi della stringa «mi-
nimize». Per un trie suffisso, la rappresentazione compatta presentata nel paragrafo 
precedente può essere ulteriormente semplificata. Formalmente l'etichetta di ogni 
vertice è una coppia (/,;') che rappresenta la stringa X[i,...,;'] (Figura 12.10b). Per 
poter soddisfare la regola che nessun suffisso di X sia un prefisso di un altro suffis-
so, si può aggiungere alla fine di X un carattere speciale, denotato con $, che non è 
presente nell'alfabeto originario 1 (e così per ogni suffisso). In altre parole, se la 
stringa X ha lunghezza n, si costruisce un trie per l'insieme di n stringhe X\i..n - 1]$, 
per i = 0, ...,n - 1. 



mize n imize ze n imize ze 

F I G U R A 1 2 . 1 0 
(a) Un trie suffisso 
T per la stringa 
X = "minimize". 
(b) Una 
rappresentazione 
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la coppia (/ ,/) 
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m i n i m i z e 

0 1 2 3 4 5 6 7 
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• Risparmio di spazio 
Rispetto al trie standard, l'impiego di un trie suffisso permette di risparmiare spazio 
sfruttando diverse tecniche di compressione dello spazio, inclusa quella utilizzata 
per il trie compresso. 

Il vantaggio della rappresentazione compatta dei trie diventerà ora evidente per 
i trie suffissi. Poiché la lunghezza totale dei suffissi di una stringa X di lunghezza ti è 

„ n(n + 1) 1 +2 + - + n = — -2 
contenere tutti i suffissi di X dovrebbe esplicitamente richiedere uno spazio 0(n2). 
Tuttavia il trie suffisso rappresenta implicitamente queste stringhe in uno spazio 
0(n), così come formalizzato nella seguente proposizione. 

PROPOSIZIONE 12.8 La rappresentazione compatta di un trie suffisso T per una 
stringa X di lunghezza n utilizza uno spazio 0(n). 

• Costruzione 
È possibile costruire il trie suffisso per una stringa di lunghezza n mediante un algo-
ritmo incrementale come quello fornito nel Paragrafo 12.3.1. Questa costruzione im-



piega un tempo 0(dn2), poiché la lunghezza complessiva dei suffissi risulta quadrati-
ca in n. In ogni caso, il trie suffisso (compatto) per una stringa di lunghezza n può es-
sere realizzato in un tempo 0(n) mediante un algoritmo specializzato, diverso da 
quello per un generico trie. Questo algoritmo costruttivo con tempo lineare è assai 
complesso e non verrà trattato qui. Si può comunque sfruttare l'esistenza di questo 
algoritmo rapido quando si desideri risolvere dei problemi mediante un trie suffisso. 

• Impiego di un trie suffisso 
Un trie suffisso T per una stringa X può essere impiegato per eseguire efficienti ri-
cerche di pattern matching sul testo X. Formalmente è possibile determinare se un 
pattern P sia una sottostringa di X provando a tracciare un percorso associato a P 
in T. P è una sottostringa di A' se e solo se questo percorso può essere tracciato. Nel 
Frammento di codice 12.7 è fornito il dettaglio dell'algoritmo di pattern matching 
che presume la seguente ulteriore proprietà sulle etichette dei nodi nella rappresen-
tazione compatta del trie suffisso: 

Se il nodo v ha l'etichetta ( i , j) e se Y è la stringa di lunghezza y associata al per-
corso dalla radice a v (incluso), allora X\j - y + 1../] = Y. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
12.7 
Il pattern matching 
con un trie suffisso. 
Si indica l'etichetta 
di un nodo v con 
(startiv), end(v)) 
cioè la coppia di indici 
che specificano 
la sottostringa di testo 
associata a v. 

Algoritmo suffixTrieMatch( T, P) : 
Input: Un trie suffisso compatto T per un testo X e un pattern P 
Output. Indice di partenza di una sottostringa di X che corrisponda con P 

oppure una segnalazione che affermi che P non è una sottostringa di X 
p «- P.lengthO ( l u n g h e z z a del suff isso del pattern che deve essere 

confrontato ] 
j «- 0 ( p a r t e n z a del suff isso del pattern che deve essere confrontato | 
v<- T.rootO 
repeat 

/ « - true | f l ag che indica che n e s s u n figl io e r a stato elaborato 
con successo } 

for each child w of v do 
1 <- starti v) 
i t P[J\ = 1\H then 

I elaborazione del f igl io w ) 
x <- end(w) - 1 + 1 
i1 p< xthen 

{ i l suff isso è p iù corto o uguale al l 'etichetta del nodo ) 
if P[).. J + p - 1] = XlL.i + p - 1] then 

return l - j { confrontato | 
else 

return " non è la sottostringa di X" 
else 

( i l suff isso è p iù lungo dell 'etichetta del nodo 1 
if P\J..j + x - 1] = XlL.i + x - 1] then 

p «- p - x | s i agg iorna l a l u n g h e z z a del suff isso ] 
j «- j + x { s i a g g i o r n a l ' indice di p a r t e n z a del suff isso } 
V<r- w 
f <- false 
break interrompere il ciclo for loop 

until far T.isExternal(v) 
return " P non è una sottostringa di X" 



Questa proprietà garantisce che quando si verifica un accoppiamento (match) è 
possibile calcolare in modo semplice l'indice di partenza del pattern nel testo. 

La correttezza dell'algoritmo suffixTrieMatch deriva dal fatto che si ricerca 
procedendo verso il basso nel trie T, confrontando i caratteri del pattern P uno per 
volta finché non sarà verificato uno dei seguenti eventi: 
• Si completa un confronto del pattern P con esito positivo (match). 
• Si ottiene una disuguaglianza (mismatch) (ottenuta per la terminazione del ciclo 

for senza una interruzione del ciclo (break). 
• Sono avanzati dei caratteri di P che ancora devono essere confrontati dopo l'e-

laborazione di un nodo esterno. 
Sia m la grandezza del pattern P e dia grandezza dell'alfabeto. Al fine di determi-
nare il tempo di esecuzione dell'algoritmo suffixTrieMatch, dovranno essere fatte 
le seguenti considerazioni: 
• Si processano al più m + 1 nodi del trie. 
• Ogni nodo processato possiede al più d figli. 
• Per ogni nodo v processato, si effettua al più un confronto di carattere per cia-

scun figlio w di v per determinare quale figlio di v debba essere processato suc-
cessivamente (il che potrebbe essere evetualmente migliorato utilizzando un di-
zionario rapido per indicizzare i figli di v). 

• Si effettuano in totale al più m confronti di caratteri nei nodi processati. 
• Si impiega un tempo 0( 1) per ciascun confronto di carattere. 

• Prestazione 
Si può concludere che l'algoritmo suffixTrieMatch effettua le ricerche per il pat-
tern matching in un tempo 0(dm) (e potrebbe essere eseguito ancora più rapida-
mente se si utilizzasse un dizionario per indicizzare i figli dei nodi nel trie suffisso). 
Si noti che il tempo di esecuzione non dipende dalla grandezza del testo X. Inoltre 
il tempo di esecuzione è lineare nella grandezza del pattern, cioè è 0(m) per un al-
fabeto a grandezza costante. Quindi i trie suffissi sono adatti per le applicazioni che 
effettuano pattern matching ripetitivi, e la serie di ricerche di pattern matching è ef-
fettuata su un testo prefissato. 

Nella seguente preposizione si sintetizzano i risultati di questo paragrafo. 
PROPOSIZIONE 12.9 Sia X u n a stringa di testo con n caratteri da un alfabeto di 
grandezza d. Si possono eseguire ricerche di pattern matching su X in tempo 
0(dm), in cui m è la lunghezza del pattern, con il trie suffisso di X, che utilizza 
uno spazio 0(n) e può essere costruito in un tempo 0(dn). 
Nel sottoparagrafo successivo viene esplorata un'altra applicazione dei trie. 

12.3.4 Motori di ricerca 
Il World Wide Web contiene una collezione enorme di documenti testuali (pagine 
Web). Le informazioni su queste pagine sono raccolte da un programma detto Web 
crawler, che quindi conserva queste informazioni in uno speciale database diziona-
rio. Un Web search engine (motore di ricerca) consente agli utenti di recuperare in-
formazioni da questo database, identificando pagine rilevanti sul Web contenenti 
determinate parole chiave (keyword). In questo paragrafo viene presentato un mo-
dello semplificato di motore di ricerca. 



• File invertiti 
Il nucleo delle informazioni memorizzate da un motore di ricerca è un dizionario, 
detto indice invertito o file invertito, contenente le coppie chiave-valore (w, L), in 
cui w è una parola e L è un insieme di pagine contenenti la parola w. Le chiavi 
('words) in questo dizionario sono dette termini indice e dovrebbero essere un in-
sieme di elementi di un vocabolario e nomi propri il più grande possibile. Gli ele-
menti in questo dizionario sono detti elenchi di occorrenze (occurrence lists) e do-
vrebbero ricoprire quante più pagine possibile. 

È possibile implementare efficacemente un indice invertito mediante una strut-
tura dati consistente in: 
1. Un array che contiene le liste di occorrenze dei termini (in nessun ordine parti-

colare). 
2. Un trie compresso per l'insieme dei termini indice, in cui ogni nodo esterno me-

morizza l'indice degli elenchi delle occorrenze del termine associato. 
Il motivo per memorizzare le liste di occorrenza all'esterno del trie è basato sul fat-
to che occorre mantenere sufficientemente piccola la grandezza della struttura dati 
trie in modo da poter essere contenuta nella memoria interna. Invece, a causa della 
loro grandezza, la lista delle occorrenze deve essere memorizzata su disco. 

Con questa struttura dati, una ricerca per una singola parola chiave risulta es-
sere simile a una ricerca di word matching (si veda il Paragrafo 12.3.1). Formal-
mente si definiscono le parole chiave nel trie e si restituisce la lista delle occor-
renze associata. 

Quando vengono assegnate più chiavi e si desidera che l'output sia costituito da 
pagine contenenti tutte le parole assegnate, si recupera la lista delle occorrenze di 
ciascuna chiave usando il trie e restituendo la loro intersezione. Per facilitare il cal-
colo dell'intersezione, ogni lista di occorrenze dovrebbe essere implementata me-
diante una sequenza ordinata per indirizzo o con un dizionario (si veda, per esem-
pio, il generico calcolo di merge discusso nel Paragrafo 11.6). 

In aggiunta all'obiettivo principale di restituire una lista di pagine contenenti 
una chiave assegnata, i motori di ricerca forniscono un ulteriore importante servizio 
classificando (ranking) le pagine per rilevanza. Una delle più grosse sfide per i ri-
cercatori informatici e per le industrie di commercio elettronico consiste proprio 
nel concepire algoritmi rapidi e accurati di ranking. 

1 2 . 4 Compressione di testi 

In questo paragrafo si studierà un importante tipo di elaborazione testi, la compres-
sione di testi. In questo problema è assegnata una stringa X definita su di un certo 
alfabeto, come l'insieme dei caratteri del codice ASCII oppure del codice Unicode, 
e si desidera codificare in modo efficace X in una breve stringa binaria Y (usando 
solo i caratteri 0 e 1). La compressione del testo è utile in ogni circostanza in cui si 
stia effettuando un collegamento su di un canale con bassa larghezza di banda, 
come una linea modem o una connessione a infrarosso (infrared) e si desidera mini-
mizzare il tempo necessario che occorre per trasmettere il testo desiderato. Analo-
gamente la compressione di testi è anche utile per memorizzare più efficientemente 
grandi quantità di documenti, così da permettere a un dispositivo con capacità fissa-
ta di contenere quanti più documenti sia possibile. 



Il metodo per la compressione di testi studiato in questo paragrafo è detto codi-
ce di Huffman. Gli schemi di codifica standard, come i sistemi ASCII e Unicode, 
usano stringhe binarie di lunghezza fissa per codificare i caratteri (con 7 bit nel si-
stema ASCII e con 16 bit nel sistema Unicode). Un codice di Huffman, invece, usa 
una codifica a lunghezza variabile ottimizzata per la stringa X. L'ottimizzazione è 
basata sull'uso della frequenza dei caratteri, in cui si ha, per ogni carattere c, un con-
tatore /(c) del numero di volte in cui c compare nella stringa X. Il codice di Huff-
man risparmia spazio rispetto a una codifica a lunghezza prefissata usando stringhe 
brevi di parole in codice per codificare i caratteri ad alta frequenza e stringhe lun-
ghe di parole in codice per codificare caratteri con bassa frequenza. 

Per codificare la stringa X si converte ogni carattere in X dalla sua parola nel co-
dice a lunghezza fissa alla corrispondente parola nel codice a lunghezza variabile, e 
si concateneranno tutte queste parole in codice al fine di produrre la codifica Y di 
X. Per evitare ambiguità, si stabilisce che nessuna parola in codice della codifica sia 
un prefisso di un'altra parola in codice della codifica impiegata. Un codice con que-
sta caratteristica viene definito un codice prefisso; esso semplifica la decodifica di Y 
per poter ricostruire X (Figura 12.11). Sebbene sia richiesta questa restrizione, i ri-
sparmi prodotti da un codice prefisso a lunghezza variabile possono essere rilevanti, 
e in particolar modo se vi è una larga varianza nelle frequenze dei caratteri (come 
nel caso del testo del linguaggio naturale della gran parte delle lingue parlate). 

L'algoritmo di Huffman per la generazione di un codice prefisso ottimale a lun-
ghezza variabile per X è basato sulla costruzione di un albero binario T che rappre-
senti il codice. Ogni nodo in T, eccetto la radice, rappresenta un bit in una parola 
del codice, con ogni figlio sinistro che rappresenta uno «0» e ogni figlio destro che 
rappresenta un «1». Ogni nodo esterno v è associato a uno specifico carattere, e la 
parola codice per il carattere è definita dalla sequenza di bit associata ai nodi nel 
percorso dalla radice di T a v (Figura 12.11). Ogni nodo esterno v ha una frequenza 
f(v) che è semplicemente la frequenza in X del carattere associato a v. Infine si as-
segnerà a ciascun nodo interno v in T una frequenza f(v) che è la somma delle fre-
quenze di tutti i nodi esterni nel sottoalbero radicato in v. 

(a) Carat tere a b d e f h i k n 0 r s t u V 

F r e q u e n z a 9 5 1 3 7 3 1 1 1 4 1 5 1 2 1 1 

(b) 

F I G U R A 1 2 . 1 1 
Illustrazione di un 
esempio del codice di 
Huffman per la stringa 
input X = " a fast 
runner need never be 
afraid of the dark " : 
(a) frequenza di 
ciascun carattere di X \ 
(b) albero di Huffman 
T per la stringa X . 
Il codice per un 
carattere c è ottenuto 
tracciando il percorso 
dalla radice di T a un 
nodo esterno in cui c 
è memorizzato, 
e associando un figlio 
sinistro a 0 e un figlio 
destro a 1. Per 
esempio il codice per 
«a» è 010, e il codice 
per «f» è 1100. 



12.4.1 L'algoritmo di codifica di Huffman 
L'algoritmo di codifica di Huffman inizia ponendo ciascuno dei d distinti caratteri 
della stringa X alla radice di un albero binario con un singolo nodo. L'algoritmo 
procede tramite una successione di passaggi. In ogni passaggio l'algoritmo prende i 
due alberi binari con la frequenza più piccola e li fonde in un singolo albero binario. 
Esso ripete questo processo finché non resta un unico albero (si veda il Frammento 
di codice 12.8). 

Ogni iterazione del ciclo wtaile dell'algoritmo di Huffman può essere implemen-
tato in un tempo 0(log d) utilizzando una coda a priorità rappresentata con uno 
heap. Quindi ogni iterazione impiega due nodi al di fuori di Q e ne aggiunge uno, e 
il processo sarà ripetuto d - 1 volte prima che un nodo sia posto in Q. Pertanto que-
sto algoritmo viene eseguito in un tempo 0(n + d log d). Sebbene una dimostrazio-
ne completa della correttezza di questo algoritmo vada oltre gli scopi di questo te-
sto, si osservi che la sua intuizione deriva da una semplice idea: ogni codice ottimale 
può essere convertito in un codice ottimale in cui le parole codice per due caratteri 
a bassa frequenza, a e b differiscono solo nel loro ultimo bit. Ripetendo gli argo-
menti per una stringa con a e b sostituiti da un carattere c si perviene alla seguente: 

PROPOSIZIONE 12.10 L'algoritmo di Huffman costruisce un codice prefisso ot-
timale per una stringa n con d caratteri distinti in un tempo 0(n + d log d). 

L'algoritmo di Huffman per la costruzione di una codifica ottimale è un esempio 
applicativo di uno schema di progettazione algoritmica definito metodo greedy 
(metodo «ingordo»). Questo schema progettuale è applicato ai problemi di ottimiz-
zazione in cui si prova a costruire una determinata struttura mentre si minimizza o 
massimizza qualche proprietà della struttura stessa. 

La formula generale per lo schema greedy è quasi altrettanto semplice del meto-
do della forza bruta. Al fine di risolvere un assegnato problema di ottimizzazione im-

Algoritmo HuffmanCX): 
Input: Una stringa X di lunghezza n con d caratteri distinti 
Output: Albero di codifica per X 
Calcola la frequenza f(c) di ogni carattere c di X. 
Inizializza una coda a priorità Q. 
for each carattere c in X do 

Crea un albero binario a singolo nodo T contenente c. 
Inserisci T in Q con chiave f(c). 

while Q.sizeO > 1 do 
A <- <?.mìn().key() 
Tì Q.removeMinO 
f a <- Q.minO.keyO 
Tz <— (¡J.removeMinO 
Crea un nuovo albero binario T con sotto albero sinistro T1 e sottoalbero 

12.4.2 Il metodo greedy 

F R A M M E N T O DI CODICE 
12.8 
Algoritmo di codifica 
di Huffman. 

destro Tz. 
Inserisci T in Q con chiave fl + fz 

return tree §.removeMin( ) 
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piegando il metodo greedy, si procede mediante una sequenza di scelte. La sequenza 
parte da qualche ben precisa condizione iniziale e calcola il costo per questa condi-
zione iniziale. Il modello richiede poi che si interagisca effettuando ulteriori scelte se-
lezionando ogni volta la decisione che ottiene il risultato migliore fra tutte le scelte 
possibili. Questo approccio non sempre conduce a una soluzione ottimale. Ma esisto-
no però tanti problemi in cui questo approccio risulta essere valido, e per questi pro-
blemi si asserisce che essi possiedono la proprietà di scelta greedy. Questa è la pro-
prietà che una condizione globale ottimale può essere raggiunta attraverso una serie 
di scelte locali ottimali (cioè le scelte che sono singolarmente le migliori tra tutte 
quelle possibili in un certo tempo), partendo da una ben definita condizione iniziale. 
Il problema del calcolo di un codice prefisso ottimale di lunghezza variabile costitui-
sce solo un esempio di un problema che possiede la proprietà di scelta greedy. 

1 2 . 5 Test di somiglianza del testo 

Un problema comune per l'elaborazione dei testi, che sorge in genetica e nell'inge-
gneria del software, è quello di controllare la somiglianza tra due stringhe di testo. 
In una applicazione di genetica, le due stringhe dovrebbero corrispondere a due se-
quenze di DNA che potrebbero per esempio derivare da due individui che si consi-
dereranno geneticamente collegati se possiedono una lunga sottosequenza delle 
loro rispettive sequenze di DNA. Analogamente, in una applicazione di ingegneria 
del software le due stringhe potrebbero derivare da due versioni di codice sorgente 
per lo stesso programma e si potrebbe desiderare di determinare quali cambiamenti 
sono stati effettuati da una versione alla successiva. In effetti la determinazione del-
la somiglianza tra due stringhe è considerata una operazione così comune che siste-
mi operativi quali Unix e Linux forniscono un programma, chiamato diff, per il con-
fronto di file di testo. 

12.5.1 II problema della più lunga sottosequenza comune (LCS) 
Vi sono molti modi diversi di definire la somiglianza tra due stringhe. Tuttavia è 
possibile astrarre una semplice e comune versione di questo problema, impiegando 
stringhe di caratteri e loro sottosequenze. Data una stringa X = x() xx x2 ... xn_l, una 
sottosequenza di X è una certa sottostringa che è della forma x x i 2 ... xik, in cui 
ij < i j + cioè è una sottosequenza di caratteri che non risulta essere necessariamente 
contigua ma tuttavia è presa in ordine da X. Per esempio, la stringa AAAG è una 
sottosequenza della stringa CGATAATTGAGA. Si noti che il concetto di sottose-
quenza di una stringa è diverso da quello di sottostringa di una stringa definita nel 
Paragrafo 12.1. 

• Problema di definizione 
Il problema specifico di somiglianza di testi su cui ci si concentra qui è il problema 
della più lunga sottosequenza comune (LCS). In questo problema, sono assegnate 
due stringhe di caratteri, X = x0x[x2 ... x„_] e Y = y0yx y2 ... ym_, su di un certo al-
fabeto (come l'alfabeto {A,C,G yT} comune nella genetica computazionale) e si ri-
chiede di trovare la più lunga stringa S che sia una sottosequenza sia di X sia di Y. 

Un modo per risolvere il problema della più lunga sottosequenza comune consi-
ste nel conteggiare tutte le sottosequenze di X e prendere la più lunga che sia anche 
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una sottosequenza di Y. Poiché ogni carattere di X può essere presente oppure no 
in una sottosequenza, vi sono 2" sottosequenze potenzialmente differenti di X, cia-
scuna delle quali richiede un tempo 0(m) per determinare se sia una sottosequenza 
di Y. Quindi l'approccio con la forza bruta determina un algoritmo con tempo espo-
nenziale che viene eseguito in un tempo 0(2"m), che risulta essere assai inefficien-
te. In questo paragrafo si discuterà il modo in cui usare un modello progettuale al-
goritmico detto programmazione dinamica per la risoluzione molto più rapida di 
quella ora esposta per il problema della più lunga sottosequenza comune. 

12.5.2 Programmazione dinamica 
Poche sono le tecniche algoritmiche che possono trattare problemi che sembra ri-
chiedano un tempo esponenziale e generare algoritmi di risoluzione in tempo poli-
nomiale. La programmazione dinamica costituisce una di queste tecniche. Inoltre, 
gli algoritmi basati sull'applicazione delle tecniche di programmazione dinamica 
sono generalmente abbastanza semplici: occorrono spesso poche righe di codice per 
descrivere alcuni cicli innestati per il riempimento di una tabella. 

• I componenti di una soluzione di programmazione dinamica 
La tecnica di programmazione dinamica è usata principalmente per i problemi di ot-
timizzazione, in cui si desidera trovare il modo «migliore» per fare qualcosa. Spesso 
il numero dei modi diversi di fare «qualcosa» risulta essere esponenziale e pertanto 
la ricerca mediante forza bruta per la migliore soluzione è computazionalmente ir-
realizzabile per tutti i problemi esclusi i più piccoli. In queste situazioni è possibile 
applicare la tecnica della programmazione dinamica qualora il problema sia struttu-
rato in un determinato modo. Questa struttura implica i tre componenti seguenti: 
Sottoproblemi semplici: esiste un modo di decomporre ripetutamente il problema 
globale di ottimizzazione in sottoproblemi. Inoltre dovrebbe esserci un modo sem-
plice per definire i sottoproblemi tramite solo pochi indici, come i,j, k, e così via. 
Ottimizzazione del sottoproblema: una soluzione ottimale per il problema globale de-
ve essere una composizione di soluzioni ottimali dei sottoproblemi. Non si dovrebbe 
poter trovare una soluzione ottimale globale che contenga sottoproblemi subottimali. 
Sovrapposizione di sottoproblemi: soluzioni ottimali di sottoproblemi indipendenti 
possono contenere sottoproblemi comuni. 
Avendo fornito i componenti generali di un algoritmo di programmazione dinami-
ca, si mostrerà il modo in cui essi andranno applicati per il problema della più lunga 
sottosequenza comune. 

12.5.3 Applicazione della programmazione dinamica 
al problema LCS 
Usando la tecnica di programmazione dinamica è possibile risolvere il problema 
della sottosequenza comune più lunga in modo molto più rapido che in tempo 
esponenziale. Come accennato in precedenza, uno dei componenti chiave della tec-
nica della programmazione dinamica è la definizione di semplici sottoproblemi che 
soddisfino le proprietà di ottimizzazione del sottoproblema e sovrapposizione dei 
sottoproblemi. 



L[8,10]=5 

Y=CGATAATTGAGA 

X=GTTCCTAATA 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

(a) 

X= GTTCCTAATA 

Y= CGATAATTGA G 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

x\\\ 
(b) 

i.[9,9]=6 

L[8,10]=5 

F I G U R A 1 2 . 1 2 
I due casi 
nell'algoritmo 
della più lunga 
sottosequenza 
comune: (a) x, = 
(b) x, * y •. Si noti che 
l'algoritmo memorizza 
solo i valori L[i,j] 
e non i confronti. 

Si ricordi che per il problema LCS sono state assegnate due stringhe di caratteri, 
X e Y, con lunghezze rispettivamente di n e m, e si richiedeva di ricercare la più lun-
ga stringa S che sia una sottosequenza sia di X sia di Y. Poiché X e Y sono stringhe 
di caratteri, c'è un insieme naturale di indici per poter definire i sottoproblemi: gli 
indici nella stringa X e Y. Si definisca quindi un sottoproblema come quello di cal-
colare il valore L[i,j], che verrà utilizzato per indicare la lunghezza di una stringa 
più lunga che sia una sottosequenza sia di À"[0../] = xQ x¡ x2 ... JC, sia di Y[0../] = y0 yx 

y2 ... y¡. Questa definizione permette di riscrivere L[ij] in termini di soluzioni di 
sottoproblemi ottimali. Questa definizione dipende da quale dei due casi che seguo-
no ci si ritrova (Figura 12.12). 
• x¡ = y¡. In questo caso si ha una corrispondenza tra l'ultimo carattere di A^0..¿] e 

l'ultimo carattere di Y[0../]. Dimostriamo che questo carattere appartiene alla 
più lunga sottosequenza comune di A"[0../] e Y[0..;']. Si supponga che ciò non sia 
vero. Esisterà allora una certa sottosequenza più lunga x¡x x¡2... x¡k = yj] yj2... y¡ . 
Se x¡k = x¡ o yjk = y¡, allora si otterrà la stessa sottosequenza ponendo ik = i e 
jk = j. Alternativamente, se x¡ x¡, allora è possibile ottenere una sottosequenza 
comune ancora più lunga aggiungendo x¡ alla fine. Quindi la più lunga sottose-
quenza comune di A"[0../] e Y[0..y] termina con x¡. Perciò si pone 

• Xj * _y •. In questo caso non si ha una sottosequenza comune che includa sia x, che 
yj. Cioè si può avere una sottosequenza comune che termini con jt(- o una che ter-
mini con yj (o nessuno dei due casi), ma certamente non entrambi. Quindi si pone 

Affinché entrambe queste equazioni abbiano senso nei casi limite quando i = 0 o 
j = 0, si pone L[i,-1] = 0 per /= 1 , . . . , « - 1 e L[-l,y] = 0 per j = -1 ,0 ,1 , . . . , m - 1. 

La definizione di L[i,j] soddisfa la condizione di ottimizzazione del sottoproble-
ma, poiché non è possibile avere una sottosequenza comune più lunga senza avere 
anche una più lunga sottosequenza comune per i sottoproblemi. Inoltre si usa la so-
vrapposizione dei sottoproblemi poiché la soluzione del sottoproblema L[i,j] può es-
sere usata in molti altri problemi (formalmente i problemi di L[i + l,y], di L[i,j + 1] e 
L [ i + l J + l ] ) . 

• L'algoritmo LCS 
La concretizzazione di questa definizione di L[i,j] con un algoritmo risulta adesso 
abbastanza semplice. Si inizializza un array (n + 1) x (m + 1), L, per i casi limite 
quando i = 0 o j = 0. Formalmente si inizializza L[i,-1] = 0 per / = - 1,0,1, . . . , n - 1 e 
L[-\,j] = 0 per j = -1,0,1, ...,m - 1 (ciò rappresenta un piccolo abuso di notazione 

L[i,j] = L[i - IJ - 1] + 1 se X; = y¡ 

L[i,j] = max [L[i - 1,/] , L[i,j - 1]} se x¡ * y¡ 
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Algoritmo di 
programmazione 
dinamica per il 
problema LCS. 

Algoritmo LCS(X,Y): 
Input: Le stringhe X e Y, rispettivamente con ne m elementi 
Output: Per i = 0, ..., n - 1 ,j = 0, ..., m - 1, la lunghezza L[i, jì 

di una. stringa più lunga che sia una sottosequenza di entrambe 
le stringhe X10..IÌ = XQ xl xz ... xte YIO. Jì = y0 y^ yz ... y3 

for i < — l t o n - l d o 
L[i,-1] «- 0 

for j 0 to m - 1 do 
L[-1,J\ «- 0 

for i < - 0 t o n - l d o 
for J ( - O t o m - 1 do 

if x1 = y3 then 
LU, Jì <- Hi- 1 ,J- 1] + 1 

else 
L[i,JÌ <- maxlL[j- 1, Jì, W,J- 111 

return array L 

poiché in realtà gli indici delle righe e delle colonne di L dovrebbero iniziare da 0). 
Quindi iterativamente si elaborano i valori in L finché si otterrà L[n - 1 ,m - 1], la 
lunghezza di una più lunga sottosequenza comune di X e Y. Nel Frammento di co-
dice 12.9 si fornisce una descrizione in pseudocodice per illustrare il modo in cui 
questo approccio porta a una soluzione con programmazione dinamica del proble-
ma della più lunga sottosequenza comune (LCS). 

• Prestazioni 
Il tempo di esecuzione dell'algoritmo del Frammento di codice 12.9 è semplice da 
analizzare perché è dominato dai due cicli innestati for di cui quello più esterno è 
iterato n volte e quello più interno m volte. Poiché l'istruzione if e l'assegnamento 
all'interno del ciclo richiedono ciascuna una quantità 0( 1) di operazioni primitive, 
l'algoritmo viene eseguito in un tempo 0(nm). Così la tecnica della programmazio-
ne dinamica può essere applicata al problema della più lunga sottosequenza comu-
ne migliorando significativamente il tempo di esecuzione esponenziale della solu-
zione di forza bruta per il problema LCS. 

L'algoritmo LCS (Frammento di codice 12.9) calcola la lunghezza della sotto-
sequenza più lunga (memorizzata in L[n - 1, m - 1]), ma non la sottosequenza 
stessa. Come affermato nella sequente proposizione, un semplice passo di postela-
borazione può estrarre la più lunga sottosequenza comune dall'array L restituita 
dall'algoritmo. 

PROPOSIZIONE 12.11 Data una stringa X di n caratteri e una stringa Y di m ca-
ratteri, è possibile trovare la più lunga sottosequenza comune di A" e y in un 
tempo O(nm). 

D I M O S T R A Z I O N E . L'algoritmo LCS elabora L[n - 1 ,m-1], la lunghezza della più lun-
ga sottosequenza comune, in un tempo 0(nm). Data la tabella dei valori L[i,j], risulta 
semplice la costruzione della più lunga sottosequenza comune. Una metodologia po-
trebbe consistere nel partire da L[n, m] ed elaborare la tabella all'indietro, rico-
struendo la più lunga sottosequenza comune dalla fine verso l'inizio. Nella posizione 



L -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

2 0 0 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3 

3 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3 

4 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 3 3 3 

5 0 1 1 1 2 2 2 3 4 4 4 4 4 

6 0 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 

7 0 1 1 2 2 3 4 4 4 4 5 5 6 

8 0 1 1 2 3 3 4 5 5 5 5 5 6 

9 0 1 1 2 3 4 4 5 5 5 6 6 6 

Y= CGA TAATTGAGA 

X= GTTCCTAATA 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

F I G U R A 1 2 . 1 3 
Illustrazione 
dell'algoritmo di 
costruzione della più 
lunga sottosequenza 
comune da un array L. 

L[i,j], si determina se xi = y:. Se ciò risulta essere vero, allora si prende xi come carat-
tere successivo della sottosequenza (si noti che xt si trova prima del precedente ca-
rattere ritrovato, qualora ci sia), e spostandosi successivamente a L[i - l,j - 1], Se 
xi * yj, ci si sposta verso quello più grande tra L[i,j-1] e L[i-l,j] (Figura 12.13). Ci si 
fermerà quando si raggiungerà una cella limite (con i = - 1 oppure j = -1). Questo me-
todo costruisce la più lunga sottosequenza comune in un tempo aggiuntivo pari a 
0(n + m). 

12.6 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

L I V E L L O D I B A S E 

R-12.1 Si elenchino i prefissi della stringa P = "aaabbaaa" che siano anche suffissi 
di P. 
R-12.2 Si tracci una figura che illustri il confronto effettuato mediante pattern 
matching con forza bruta per il testo " aaa.baadaa.baaa " e il pattern " aabaaa ". 
R-12.3 Si ripeta il problema precedente per l'algoritmo di pattern matching BM, 
senza calcolare i confronti effettuati per elaborare la funzione last(c). 
R-12.4 Si ripeta il problema precedente per l'algoritmo di pattern matching KMP, 
senza calcolare i confronti effettuati per elaborare la funzione fallimento. 
R-12.5 Si elabori una tabella che rappresenti la funzione last usata nell'algoritmo 
di pattern matching BM per la stringa pattern 

"the quick brown fox jumped over a lazy cat" 
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assumendo il seguente alfabeto (che parte con il carattere di spazio): 
2 = {,a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l,m,n,o,p,q,r,s,t,u,v,w,x,y,z) 

R - 1 2 . 6 Assumendo che i caratteri nell'alfabeto 2 possano essere enumerati e pos-
sano essere usati come indici di array, fornire un metodo con tempo 0(m + I2I) per 
la costruzione della funzione last da una stringa pattern P. 
R - 1 2 . 7 Si elabori una tabella che rappresenti la funzione di fallimento KMP per la 
stringa pattern " cgtacgttcgtac ". 
R - 1 2 . 8 Si disegni un trie standard per il seguente insieme di stringhe: 

( abab, baba, ccccc, bbaaaa , caa , bbaacc, cbcc, cbca 1 
R - 1 2 . 9 Si disegni un trie compresso per l'insieme di stringhe date nell'Esercizio 
R-12.8. 
R - 1 2 . 1 0 Si disegni la rappresentazione compatta del trie suffisso per la stringa 

"minimize m i n i m e " 
R - 1 2 . 1 1 II prefisso più lungo della stringa "cgtacgttcgtacg" è anche un suffisso di 
questa stringa? 
R - 1 2 . 1 2 Si disegni l'array delle frequenze e l'albero di Huffman per la seguente 
stringa: 

" dog do not spot hot pots or cats " 
R - 1 2 . 1 3 Si mostri l'array L della più lunga sottosequenza comune fra le due stringhe 

X = " skullandbones " 
Y= " lullabybabies " 

Qual è la più lunga sottosequenza comune tra queste stringhe? 

L I V E L L O A V A N Z A T O 

C - 1 2 . 1 Si fornisca un esempio di un testo T di lunghezza n e un pattern P di lun-
ghezza m che l'algoritmo di pattern matching con forza bruta elabori in un tempo di 
esecuzione iì(nm). 
C12.2 Si fornisca una dimostrazione del perché il metodo KMPFailureFunction 
(Frammento di codice 12.5) sia eseguito in un tempo O(m) su di un pattern di lun-
ghezza m. 
C - 1 2 . 3 Si mostri in che modo sia possibile modificare l'algoritmo di pattern mat-
ching KMP di una stringa così da ricercare ogni occorrenza della stringa pattern P 
che appare come sottostringa in T, continuando a essere eseguito in un tempo 
0(n + m). (Ci si assicuri di prendere ognuno di questi confronti che si sovrappone.) 
C - 1 2 . 4 Sia T un testo di lunghezza n, e sia P un pattern di lunghezza m. Si descriva 
un metodo con tempo di esecuzione 0(n + m) per la ricerca del prefisso più lungo 
di P che sia una sottostringa di T. 
C - 1 2 . 5 Si dice che un pattern P di lunghezza m è una sottostringa circolare di un 
testo T di lunghezza n se esiste un indice 0 <i<m, tale che P - T[n - m + i... n- 1] 



+ r[0../ - 1], cioè se P è una sottostringa (normale) di T o P è uguale alla concate-
nazione di un suffisso di T e un prefisso di T. Fornire un algoritmo con tempo di 
esecuzione 0(n + m) che determini se P sia una sottostringa circolare di T. 
C-12.6 L'algoritmo di pattern matching KMP può essere modificato per essere ese-
guito più velocemente su stringhe binarie ridefinendo la funzione fallimento come 

/(/') = il più grande k < j tale che P[0..k - 2]p k sia un suffisso di P[l..y] 
in cui pk denoti il complemento del A:-esimo bit di P. Si descriva in che modo sia 
possibile modificare l'algoritmo KMP per ricavare un vantaggio dalla nuova funzio-
ne di fallimento e fornire anche un metodo per calcolare questa funzione fallimen-
to. Si mostri che questo metodo effettua al più n confronti tra il testo e il pattern (al 
contrario dei 2n confronti necessari per l'algoritmo KMP standard dato nel Para-
grafo 12.2.3). 
C-12.7 Si modifichi l'algoritmo BM semplificato presentato in questo capitolo 
sfruttando i concetti dell'algoritmo KMP in modo che esso sia eseguito in un tempo 
0(n + m). 
C-12.8 Data una stringa X di lunghezza n e una stringa Y di lunghezza m, si descri-
va un algoritmo che sia eseguito in un tempo 0(n + m) per la ricerca del prefisso 
più lungo di X che sia un suffisso di Y. 
C.12.9 Si fornisca un algoritmo efficiente per la cancellazione di una stringa da un 
trie standard e si analizzi il relativo tempo di esecuzione. 
C-12.10 Si fornisca un algoritmo efficiente per la cancellazione di una stringa da 
un trie compresso e si analizzi il relativo tempo di esecuzione. 
C-12.11 Si descriva un algoritmo per la costruzione della rappresentazione com-
patta di un suffisso trie, fornito in rappresentazione non compatta, e si analizzi il re-
lativo tempo di esecuzione. 
C-12.12 Sia T una stringa di testo di lunghezza n. Si descriva un metodo con tem-
po di esecuzione O(n) per la ricerca del prefisso più lungo di T che sia una sotto-
stringa dell'inverso di T. 
C-12.13 Si descriva un algoritmo efficiente per ricercare il palindromo più lungo 
che sia un suffisso di una stringa T di lunghezza n. Si ricordi che si definisce palin-
droma una stringa che è uguale alla sua inversa. Qual è il tempo di esecuzione del 
metodo realizzato? 
C-12.14 Data una sequenza S = (JC0, JC,, JC2, di numeri, si descriva un algo-
ritmo con tempo di esecuzione 0(n2) per la ricerca della più lunga sottosequenza 
T= (xin,x:„x:., ...,X:„ ,,) di numeri tali che /, < L, , e i > x h . Cioè Tè la più lun-
ga sottosequenza decrescente di S. 
C-12.15 Si definisce edit distance (distanza di revisione) tra due stringhe X e Y, di 
lunghezza rispettivamente n e m , come il numero di revisioni che occorrono per cam-
biare X in y. Una revisione (edit) consiste nell'inserimento di un carattere, cancella-
zione di un carattere o sostituzione di un carattere. Per esempio la stringa "algo-
rithm " e " rhythm " hanno una distanza di revisione uguale a 6. Si descriva un algo-
ritmo con tempo di esecuzione 0{nm) che calcoli la distanza di revisione tra Xe Y. 
C-12.16 Si progetti un algoritmo greedy che effettui dei cambiamenti dopo che 
una persona abbia acquistato una caramella con costo x centesimi e il cliente abbia 
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dato 1 dollaro al commesso. Si richiede che questo algoritmo minimizzi il numero 
delle monete restituite. 
a. Si mostri che l'algoritmo greedy progettato restituisce il minimo numero di mo-

nete, considerando che la tipologia delle monete è 25,10,5 e 1 centesimi. 
b. Si fornisca un insieme di un'altra tipologia di monete per la quale l'algoritmo 

progettato non restituisce il minimo numero di monete. Si includa un esempio in 
cui l'algoritmo progettato fallisca. 

C-12.17 Si fornisca un algoritmo efficiente che determini se un pattern P sia una 
sottosequenza (e non una sottostringa) di un testo T. Qual è il tempo di esecuzione 
dell'algoritmo così progettato? 
C-12.18 Siano x e y due stringhe di lunghezza rispettivamente n e m. Si definisca 
B(i,j) come lunghezza della più lunga sottostringa comune del suffisso di lunghezza 
i in x e del suffisso di lunghezza j in y. Si progetti un algoritmo con tempo di esecu-
zione 0(nm) per calcolare tutti i valori di B(i,j) per i-\,...,nej=\,...,m. 
C-12.19 Anna ha appena vinto una gara che le ha permesso di ritirare gratui-
tamente n caramelle da un negozio. Anna è abbastanza adulta per comprendere 
che alcune caramelle sono più costose di altre. I vasetti delle caramelle sono nu-
merati 0, 1, ..., m - 1, così che il vaso contiene caramelle con un prezzo di cy 

per caramella. Si progetti un algoritmo con tempo di esecuzione 0(n + m) che 
consenta ad Anna di massimizzare il valore delle caramelle che essa prenderà a 
causa della sua vincita. Si mostri che l'algoritmo progettato consegue il valore 
massimo per Anna. 
C-12.20 Siano dati tre array di interi A, B e C ciascuno di grandezza n. Dato un ar-
bitrario intero x, si progetti un algoritmo con tempo di esecuzione 0(n2 log n) che 
determini l'esistenza dei numeri a, b, c con a in A, b in B, c in C, tale che x = a + b + c. 
C-12.21 Si fornisca un algoritmo con tempo di esecuzione 0(n2) per il problema 
precedente. 

PROGETTI 

P-12.1 Si esegua un'analisi sperimentale, usando dei documenti trovati su Internet, 
dell'efficacia (misurata in numero di caratteri di confronto eseguiti) degli algoritmi 
di forza bruta e di pattern matching KMP per pattern a lunghezza variabile. 
P-12.2 Si esegua un'analisi sperimentale, usando dei documenti trovati su Internet, 
dell'efficacia (misurata in numero di caratteri di confronto eseguiti) degli algoritmi 
di forza bruta e di pattern matching BM per pattern a lunghezza variabile. 
P-12.3 Si esegua un confronto sperimentale delle relative velocità degli algoritmi 
di pattern matching forza bruta, KMP e BM. Si documenti il tempo speso per codi-
ficare ciascuno di questi algoritmi e il loro relativo tempo di esecuzione sui docu-
menti trovati su Internet usando pattern a lunghezza variabile. 
P-12.4 Si implementi uno schema di compressione e di decompressione che sia ba-
sato sulla codifica di Huffman. 
P-12.5 Si crei una classe che implementi un trie standard per un insieme di strin-



un elenco di stringhe, e la classe dovrebbe possedere un metodo che controlli se una 
data stringa sia memorizzata nel trie. 
P-12.6 Si crei una classe che implementi un trie compresso per un insieme di strin-
ghe ASCII. La classe dovrebbe avere un costruttore che prenda come argomento 
un elenco di stringhe, e la classe dovrebbe possedere un metodo che controlli se una 
data stringa sia memorizzata nel trie. 
P-12.7 Si crei una classe che implementi uno trie prefisso per un insieme di strin-
ghe ASCII. La classe dovrebbe avere un costruttore che prenda come argomento 
una stringa e un metodo per il pattern matching sulla stringa. 
P-12.8 Si implementi il motore di ricerca semplificato descritto nel Paragrafo 
12.3.4 per le pagine di un piccolo sito Web. Si usino tutte le parole nelle pagine del 
sito come termini indice, escludendo parole quali i terminali, gli articoli, le preposi-
zioni e i pronomi. 
P-12.9 Si implementi un motore di ricerca per pagine Web di un piccolo sito Web 
aggiungendo la caratteristica di classificazione delle pagine al motore di ricerca 
semplificato descritto nel Paragrafo 12.3.4. Questa classificazione delle pagine do-
vrebbe restituire le prime pagine più significative. Si usino tutte le parole nelle pagi-
ne del sito come termini indice, escludendo parole quali i terminali, gli articoli, le 
preposizioni e i pronomi. 
P-12.10 Si scriva un programma che prenda due stringhe di caratteri (che potrebbe-
ro per esempio essere le rappresentazioni di sequenze di DNA) e calcoli la loro rela-
tiva distanza di edit, mostrando le parti corrispondenti (si veda l'Esercizio C-12.15). 

Note al capitolo 

L'algoritmo KMP è stato descritto da Knuth, Morris e Pratt nel loro articolo su rivi-
sta [64]; Boyer e Moore descrivono il loro algoritmo in un articolo pubblicato su ri-
vista nello stesso anno [15], Nel loro articolo, tuttavia, Knuth et al. [64] dimostrano 
anche che l'algoritmo BM funziona in tempo lineare. Più recentemente, Cole [23] 
ha mostrato che l'algoritmo BM effettua nel caso peggiore al più 3n confronti di ca-
rattere e questo limite è stretto. Tutti gli algoritmi discussi precedentemente sono 
discussi anche in un capitolo del libro di Aho [3], sebbene in un contesto più teori-
co, includendo i metodi per il pattern matching per le espressioni regolari. Il lettore 
interessato a ulteriori approfondimenti agli algoritmi di pattern matching sulle 
stringhe può consultare il libro di Stephen [87] e i capitoli del libro di Aho [3] e 
Crochemore e Lecroq [27]. 

Il trie è stato inventato da Morrison [78] ed è discusso in modo approfondito nel 
classico libro di Knuth Sorting and Searching [63]. Il nome «Patricia» è l'acronimo 
di «Practical Algorithm to Retrieve Information Coded in Alphanumeric» [78]. Mc-
Creight [70] mostra come costruire un trie suffisso in tempo lineare. Un'introduzio-
ne al campo del recupero delle informazioni (information retrieval), che include 
una discussione dei motori di ricerca per il Web, è fornita dal libro di Baeza-Yates e 
Ribeiro-Neto [8], 



I grafi 

13 .1 Il grafo come tipo di dato astratto 

Un grafo è un modo per rappresentare delle relazioni esistenti tra coppie di oggetti. 
In altre parole, il grafo è un insieme di oggetti, chiamati vertici, insieme a una colle-
zione di connessioni a due a due tra loro. In ogni caso la presente nozione di «gra-
fo» non deve essere confusa con quella di diagrammi a barre o con il grafico di una 
funzione, poiché questi altri tipi di rappresentazioni grafiche non hanno alcuna rela-
zione con il presente capitolo. Il campo di applicazione dei grafi spazia in molti am-
biti diversi come, per esempio, rappresentazioni geografiche, trasporti, ingegneria 
elettrica e reti di computer. 

Da un punto di vista astratto, un grafo G è costituito semplicemente da un 
insieme V di vertici e da una collezione E di coppie di vertici appartenenti a V, 
detti lati (edges). Pertanto un grafo è un modo per rappresentare delle con-
nessioni o relazioni tra coppie di oggetti appartenenti a un determinato insieme 
V. Per inciso va ricordato che alcuni testi adottano una diversa terminologia 
per i grafi, chiamando nodi quelli che qui sono indicati come vertici e archi 
quelli che qui sono chiamati lati. In questo libro saranno adottati i termini «ver-
tici» e «lati». 

I lati di un grafo possono essere orientati o non orientati. Un lato (u,v) si dice 
orientato da u a v se la coppia (u,v) è ordinata, con u che precede v. Un lato si 
dice non orientato se la coppia (u,v) non è ordinata. Talvolta i lati non orientati 
sono denotati con una notazione propria degli insiemi, (u,v\, ma qui per sempli-
cità sarà adottata sempre la notazione di coppia (u,v), aggiungendo solo l'osser-
vazione che nel caso non orientato scrivere (u,v) è lo stesso che scrivere (V,M). I 
grafi sono tipicamente rappresentati disegnando i vertici come degli ovali o dei 
rettangoli e i lati come dei segmenti o delle linee curve che uniscono coppie di 
ovali o rettangoli. Di seguito si presentano alcuni esempi di grafi orientati e non 
orientati. 

ESEMPIO 13.1 Si possono rappresentare le collaborazioni tra ricercatori di una 
certa materia costruendo un grafo i cui vertici sono associati ai ricercatori stessi 
e i cui lati uniscono coppie di vertici associati a ricercatori che hanno pubblicato 
insieme un articolo oppure un libro (Figura 13.1). Questi lati non sono orientati 
perché essere autori di uno stesso libro è una relazione simmetrica; in altre pa-
role se A è stato coautore di B per un lavoro, allora necessariamente B è stato 
coautore di A per quel lavoro. 
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tra alcuni autori. 
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ESEMP IO 13.2 A un programma scritto in un linguaggio orientato agli oggetti si 
può associare un grafo i cui vertici rappresentano le classi definite nel program-
ma e i cui lati indicano l'ereditarietà tra le classi. C'è un lato dal vertice v al ver-
tice u se la classe per v estende la classe per u. Tali lati sono orientati perché la 
relazione di ereditarietà va in una sola direzione (ovvero è una relazione asim-
metrica). 

Se tutti i lati di un grafo non sono orientati, allora il grafo si dice non orientato. 
Analogamente, un grafo orientato, anche detto digrafo, è un grafo i cui lati sono 
tutti orientati. Un grafo avente sia lati orientati che non orientati è spesso chiamato 
grafo misto. Si osservi che un grafo non orientato o misto può essere convertito in 
un grafo orientato se si sostituiscono tutti i lati non orientati (u,v) con la coppia di 
lati orientati (u,v) e (v,u). In ogni caso spesso è utile mantenere la rappresentazione 
standard per i grafi non orientati e misti poiché questi grafi si prestano a molte ap-
plicazioni, simili a quella dell'esempio che segue: 

ESEMPIO 13.3 La cartina di una città può essere schematizzata con un grafo i 
cui vertici sono gli incroci o le strade senza uscita e i cui lati sono i tratti delle 
strade senza incroci. Questo grafo presenta sia lati non orientati, che corrispon-
dono ai tratti di strada a doppio senso, sia lati orientati, che corrispondono a 
tratti di strada a senso unico. Per queste caratteristiche un grafo che rappresenta 
la cartina di una città è un grafo misto. 

ESEMP IO 13.4 Gli impianti elettrici e idraulici di un edificio possono essere 
considerati come esempi fisici di grafi. Queste reti possono essere schematizzate 
come grafi in cui ogni connettore, utilizzatore o presa è vista come un vertice, 
mentre ogni tratto di cavo o di tubo non interrotto è visto come lato. In realtà 
grafi di questo genere sono parti che compongono grafi molto più estesi, ovvero 
le reti locali di distribuzione elettrica e idrica. A seconda degli specifici aspetti di 
questi grafi sui quali si concentra l'interesse, si possono considerare i lati orien-
tati o non orientati, poiché, in linea di principio, l'acqua può scorrere in un tubo 
in entrambe le direzioni e così anche la corrente in un conduttore. 

I due vertici uniti da un lato sono chiamati vertici terminali (o punti terminali) 
di un lato. Se un lato è orientato, il suo primo punto terminale è la sua origine e l'ai-
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Esempio di grafo 
orientato che 
rappresenta una rete 
dei voli. I punti 
terminali del lato 
UA120 sono L A X 
e ORD; quindi L A X 
e ORD sono adiacenti. 
Il grado entrante 
di DFW è uguale a 3, 
mentre il grado 
uscente di DFW 
è uguale a 2. 

tro punto terminale è la destinazione del lato. Due vertici u e v s i dicono adiacenti 
se esiste un lato i cui vertici terminali sono u e v . Un lato si dice incidente in un ver-
tice se il vertice è uno dei punti terminali del lato. I lati uscenti da un vertice sono 
lati orientati che hanno origine in quel vertice. I lati entranti in un vertice sono lati 
orientati che hanno destinazione in quel vertice. Il grado di un vertice v, denotato 
come deg(v), è il numero di lati incidenti in v. Il grado entrante e il grado uscente di 
un vertice sono rispettivamente il numero di lati entranti in v, denotato con 
indeg(v), e il numero di lati uscenti da v, denotato con outdeg(v). 

ESEMPIO 13.5 Si può studiare il trasporto aereo costruendo un grafo G, chia-
mato rete dei voli, i cui vertici sono associati agli aeroporti e i cui lati sono asso-
ciati ai voli (Figura 13.2). Nel grafo G i lati sono orientati perché un determinato 
volo ha una specifica direzione di spostamento (dall'aeroporto di partenza a 
quello di destinazione). I punti terminali di un lato e di G sono in relazione ri-
spettivamente all'origine e alla destinazione del volo corrispondente a e. Due 
aeroporti in G sono adiacenti se c'è un volo di collegamento tra loro e un lato e 
è incidente su un vertice v di G se il volo corrispondente a e parte o arriva nel-
l'aeroporto corrispondente a v. I lati uscenti da un vertice v corrispondono ai 
voli in partenza dall'aeroporto v, mentre i lati entranti corrispondono ai voli in 
arrivo nell'aeroporto v. Infine il grado entrante di un vertice v di G corrisponde 
al numero di voli in arrivo all'aeroporto v, mentre il grado uscente di un vertice 
v di G corrisponde al numero di voli in partenza. 

La definizione di grafo fa riferimento al gruppo di lati come una collezione, e 
non come un insieme, consentendo così che due lati non orientati possano avere gli 
stessi vertici terminali e che due lati orientati abbiano la stessa origine e la stessa 
destinazione. Lati di questo tipo sono chiamati lati paralleli o lati multipli. Lati 
paralleli possono esistere in una rete dei voli (Esempio 13.5); per esempio la pre-
senza di lati multipli tra una stessa coppia di vertici può indicare diversi voli ope-
ranti sulla stessa tratta in orari diversi del giorno. Un altro tipo speciale di lato è 
quello che connette un vertice a se stesso. In questo caso, si dice che un lato (orien-
tato o non orientato) è un autoanello se i suoi due punti terminali coincidono. Un 
autoanello può essere riscontrato in un grafo associato alla cartina di una città (si 
veda l'Esempio 13.3), nel quale esso corrisponde a un «anello» (una strada curva 
che ritorna al punto di partenza). 
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Tranne poche eccezioni, i grafi non presentano lati paralleli o autoanelli. Grafi di 
questo tipo sono detti semplici. Allora è lecito dire abitualmente che i lati di un 
grafo semplice costituiscono un insieme di coppie di vertici (e non una collezione). 
In questo capitolo si presupporrà che un grafo sia semplice, a meno che non sia di-
versamente specificato. 

Nelle proposizioni che seguono saranno indicate alcune importanti proprietà 
dei grafi. 

PROPOSIZIONE 13.6 Se G è un grafo con m lati, allora: 

£ deg(v) = 2m 
v in G 

DIMOSTRAZIONE. Un lato (u,v) è contato due volte nella somma che compare sopra: 
una volta per il suo punto terminale u e una volta per il suo punto terminale v. Quindi 
il contributo totale dei lati ai gradi dei vertici è il doppio del numero dei lati. 

PROPOSIZIONE 13.7 Se G è un grafo con m lati, allora: 

^ indeg(v) = ^ outdeg(v) = m 
v in G v in G 

DIMOSTRAZIONE. In un grafo orientato un lato (u,v) contribuisce per una unità al 
grado uscente del suo vertice u di origine e per una unità al grado entrante del suo 
vertice di destinazione v. Quindi il contributo dei lati al grado entrante dei vertici è 
uguale al numero dei lati, e lo stesso vale anche per i vertici uscenti. 

Di seguito si dimostra che un semplice grafo con n vertici ha 0(n2) lati. 

PROPOSIZIONE 13.8 Sia G un grafo semplice con n vertici e m lati. Se G è non 
orientato, allora m < n(n - l)/2, mentre se G è orientato, allora m < n(rt - 1). 

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che G sia non orientato. Poiché due lati non possono 
avere gli stessi punti terminali e non esistono autoanelli, il massimo grado di un verti-
ce di G è, in questo caso, n - 1. Quindi, per la Proposizione 13.6,2m <n(n - 1). Si sup-
ponga ora che G sia orientato. Poiché due lati non possono avere la stessa origine e la 
stessa destinazione e non esistono autoanelli, il massimo grado entrante di un vertice 
di G è, in questo caso,« - 1 . Quindi,per la Proposizione 13.7, m < n(n -1). 

Un percorso (path) è una sequenza di vertici alternati a lati che parte e termina 
con un vertice, tale che ogni lato sia incidente con il suo vertice precedente e suc-
cessivo. Un ciclo è un percorso con almeno un lato che parte e termina nello stesso 
vertice. Un percorso si dice semplice se ogni vertice del percorso è distinto, mentre 
si dice che un ciclo è semplice se ogni vertice del ciclo è distinto, tranne il primo e 
l'ultimo. Un percorso orientato è un percorso i cui lati sono tutti orientati e sono at-
traversati nel loro senso di orientamento. In maniera simile è definito un ciclo 
orientato. Per esempio nella Figura 13.2 (BOS, NW 35, JFK, AA 1387, DFW) è un 
percorso semplice orientato, mentre (LAX, UA 120, ORD, UA 877, DFW, AA 49, 
LAX) è un ciclo semplice orientato. Se un percorso P o un ciclo C è un grafo sem-
plice, si possono omettere i lati in P o in C, poiché questi sono ben definiti, e in que-
sto caso P è una lista di vertici adiacenti e C un ciclo di vertici adiacenti. 
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ESEMPIO 13.9 Dato un grafo G, che rappresenta la cartina di una città (si veda 
l'Esempio 13.3), si può schematizzare una coppia che si sta recando a cena in un 
ristorante come l'attraversamento di un percorso in G. Se conoscono la strada e 
non passano casualmente lo stesso incrocio due volte, allora essi attraversano un 
percorso semplice in G. Analogamente l'intero spostamento della coppia da 
casa al ristorante e ritorno può essere schematizzato come un ciclo. Se ritornano 
a casa dal ristorante per una strada completamente diversa da quella percorsa 
all'andata, senza però attraversare nessun incrocio due volte, allora il loro intero 
spostamento è un ciclo semplice. Infine, se si spostano lungo strade a senso unico 
per tutto il loro percorso, allora la loro passeggiata notturna può essere schema-
tizzata con un ciclo orientato. 

Un sottografo di un grafo G è un grafo H i cui vertici e lati sono sottoinsiemi dei 
vertici e dei lati di G, rispettivamente. Per esempio, nella rete dei voli di Figura 13.2 
i vertici BOS, JFK e MIA, e i lati AA 903 e DL 247 formano un sottografo. Un sot-
tografo ricoprente (spanning) di G è un sottografo di G che contiene tutti i vertici 
del grafo G. Un grafo è connesso (') se, per ogni due vertici, esiste un percorso che 
li unisce. Se un grafo G è non connesso, i suoi sottografi connessi massimali sono 
chiamati componenti connesse di G. Una foresta è un grafo senza cicli. Un albero è 
una foresta connessa, cioè un grafo connesso senza cicli. Si noti che questa defini-
zione di albero è leggermente differente da quella fornita nel Capitolo 7. Nel conte-
sto dei grafi, quindi, un albero non ha radice. Quando vi sia qualche ambiguità si fa 
riferimento agli alberi di cui al Capitolo 7 con il nome di alberi radicati, mentre gli 
alberi di questo capitolo sono indicati come alberi liberi. Le componenti connesse 
di una foresta sono alberi (liberi). Un albero ricoprente (spanning tree) di un grafo 
è un sottografo ricoprente, che è un albero (libero). 

ESEMPIO 13 .10 Molto probabilmente, l'esempio più comune di grafo è Inter-
net, che può essere considerato come un grafo i cui vertici sono computer e i cui 
lati (non orientati) sono connessioni di telecomunicazione tra le coppie di com-
puter di Internet. I computer e le loro connessioni in un dominio, come 
wiley.com, formano un sottografo di Internet. Se questo sottografo è connesso, 
allora due utenti su computer appartenenti a questo dominio possono scambiar-
si e-mail senza che le informazioni relative ai pacchetti scambiati debbano mai 
uscire dal loro dominio. Si supponga che i lati di questo sottografo formino uno 
spanning tree. Ciò implica che, se anche una sola connessione viene interrotta 
(per esempio se qualcuno stacca il cavo di connessione da un computer di que-
sto dominio), allora questo sottografo non sarà più connesso. Ci sono numerose 
semplici proprietà degli alberi, delle foreste e dei grafi connessi. 

PROPOSIZIONE 13 .11 Sia G un grafo non orientato con n vertici e m lati. 
• Se G è connesso, allora m > n - 1. 
• Se G è un albero, allora m = n- 1. 
• Se G è una foresta,allora m <n- 1. 

Si lascia la dimostrazione di questa proposizione come esercizio (C-13.2). 

(') N.d.T. Per le definizioni riportate da qui a fine paragrafo si suppone che i grafi siano non orientati. 
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13.1.1 II TDA grafo 
Come tipo di dato astratto, un grafo è una collezione di elementi memorizzati nelle 
posizioni del grafo: i suoi vertici e i suoi lati. Quindi in un grafo gli elementi possono 
essere memorizzati o nei suoi lati o nei suoi vertici (o in entrambi). In Java ciò corri-
sponde alla possibilità di definire delle interfacce Vertex ed Edge che estendano l'in-
terfaccia Position. Allora si introduce il seguente TDA grafo, che è adattabile per le 
posizioni vertice e lato nei grafi non orientati, ossia nei grafi i cui lati sono tutti non 
orientati. Altri metodi per trattare i lati orientati sono discussi nel Paragrafo 13.4. 

vert icesC ): Restituisce una collezione iterabile di tutti i vertici del grafo. 
edgesC ): Restituisce una collezione iterabile di tutti i lati del grafo. 

i n c i d e n t E d g e s ( v ) : Restituisce una collezione iterabile dei lati incidenti nel ver-
tice v. 

oppos i te (v ,e ) : Restituisce il vertice terminale del Iato e distinto dal vertice 
v; si verifica un errore se e non è incidente su v. 

endVert i ces (e ) : Restituisce un array che memorizza i vertici terminali del 
lato e. 

a r e A d j a c e n t i v, w): Verifica se i vertici v e w sono adiacenti. 
r e p l a c e ( v,x): Sostituisce l'elemento memorizzato nel vertice v con x. 
r e p l a c e ( e , x ) : Sostituisce l'elemento memorizzato nel lato e con x. 

i n s e r t V e r t e x ( x ) : Inserisce e restituisce un nuovo vertice che memorizza l'ele-
mento x. 

i n s e r t E d g e ( v , w , x ) : Inserisce e restituisce un nuovo lato non orientato avente 
per vertici terminali v e w e contenente l'elemento x. 

r e m o v e V e r t e x ( v): Cancella il vertice v e tutti i lati in esso incidenti e restitui-
sce l'elemento memorizzato in v. 

r e m o v e E d g e ( e ) : Cancella il lato e e restituisce l'elemento memorizzato in e. 

Ci sono molti modi per realizzare il TDA grafo: tre di essi verranno trattati nel 
prossimo paragrafo. 

1 3 . 2 Strutture dati per i grafi 

In questo paragrafo saranno esaminati tre modi ordinari di rappresentare i grafi che 
sono normalmente chiamati lista di lati, lista delle adiacenze e matrice delle adia-
cenze. In queste tre rappresentazioni, si usa una collezione per memorizzare i vertici 
del grafo. Relativamente ai lati, esiste una differenza fondamentale tra le prime due 
strutture e la terza. La lista di lati e la lista delle adiacenze memorizzano solo i lati 
realmente presenti nel grafo, mentre la matrice delle adiacenze memorizza un se-
gnaposto per ogni coppia di vertici (sia che esista un lato che li unisce sia che non 
esista). Come sarà spiegato in questo paragrafo, questa differenza comporta che, 
per un grafo G con n vertici e m lati, una rappresentazione mediante lista di lati op-
pure mediante lista delle adiacenze utilizza uno spazio di memoria 0(n + m), men-
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tre una rappresentazione mediante una matrice delle adiacenze utilizza sempre uno 
spazio di memoria 0(n2). 

13.2.1 La lista di lati 
La lista di lati (edge list) è probabilmente la più semplice rappresentazione di un 
grafo, sebbene non sia la più efficiente. In tale struttura dati un vertice v di G è 
esplicitamente rappresentato da un oggetto vertice. Tutti gli oggetti vertice sono 
memorizzati in una collezione V, come una array list o una lista a nodi. Se V è una 
array list, per esempio, allora si intuisce che i vertici possono essere numerati. 

• Oggetti vertice 
L'oggetto vertice per un vertice v che memorizza un elemento o prevede delle va-
riabili d'istanza per: 
• un riferimento a o; 
• un riferimento alla posizione (o elemento) dell'oggetto vertice nella collezione V. 
La caratteristica che contraddistingue la lista di lati non è il modo in cui sono rap-
presentati i vertici, ma il modo in cui sono rappresentati i lati. In questa struttura un 
lato e di G che memorizza un elemento o è esplicitamente rappresentato da un og-
getto lato. Gli oggetti lato sono memorizzati in una collezione E, che può tipica-
mente essere una array list oppure una lista a nodi. 

• Oggetti lato 
L'oggetto lato per un lato e che memorizza un elemento o prevede delle variabili 
d'istanza per: 
• un riferimento a o; 
• riferimenti agli oggetti vertice associati ai vertici terminali di e; 
• un riferimento alla posizione (o elemento) nell'oggetto lato nella collezione E. 

• Visualizzazione della struttura lista di lati 
In Figura 13.3 è illustrato un esempio della struttura lista di lati per un grafo G. 

Il motivo per il quale questa struttura è chiamata lista di lati è che l'implementa-
zione più semplice e più comune della collezione E dei lati è realizzabile con una lista. 
Inoltre, allo scopo di poter opportunamente ricercare oggetti specifici associati ai lati, 
si può desiderare di implementare E mediante un dizionario (i cui elementi memoriz-
zano l'elemento come la chiave e il lato come il valore), nonostante il nome di «lista di 
lati». Per motivi identici si può desiderare di implementare anche la collezione V come 
un dizionario. Anche in questo caso, per uniformità alla tradizione, si continua a chia-
mare questa struttura «lista di lati». La principale caratteristica della struttura lista di 
lati è quella di prevedere un accesso diretto dai lati ai vertici su cui essi incidono. Ciò 
permette di definire semplici algoritmi per i metodi endVertices(e) e opposite(v,e). 

• Prestazioni della struttura lista di lati 
Un metodo che si rivela tuttavia inefficiente per la lista di lati è quello di accedere 
ai lati che sono incidenti in un vertice. La determinazione di questo insieme di verti-



F I G U R A 1 3 . 3 
(a) Un grafo G; 
(b) rappresentazione 
schematica della 
struttura lista 
di lati per G. 
Sono visualizzati gli 
elementi memorizzati 
negli oggetti vertice 
e lato con i nomi 
degli elementi invece 
che con i riferimenti 
reali agli oggetti 
elemento. 

TABELLA 1 3 . 1 
Tempi di esecuzione 
dei metodi di un grafo 
implementato 
mediante una lista 
di lati. Lo spazio di 
memoria utilizzato è 
0 ( n + m), dove n è 
il numero di vertici e 
m è il numero dei lati. 

(a) 

V 

E 
(b) 

ci richiede una esplorazione esaustiva di tutti gli oggetti lato della collezione E. In 
altre parole, al fine di determinare quali lati sono incidenti in un vertice v, è neces-
sario esaminare tutti i lati presenti nella lista di lati e verificare, uno per uno, se sia 
incidente in v. Allora, il metodo incidentEdgesO) ha un tempo di esecuzione pro-
porzionale al numero dei lati del grafo, e non proporzionale al grado del vertice v. 
In realtà, anche controllare se due vertici v e w sono adiacenti utilizzando il metodo 
areAdjacent(v,w) richiede una ricerca nell'intera collezione dei lati, per cercare un 
lato avente vertici terminali v e w. Poiché, inoltre, la cancellazione di un vertice im-
plica la cancellazione di tutti i lati in esso incidenti, anche il metodo removeVertex 
richiede una ricerca completa nella collezione dei lati E. La Tabella 13.1 riassume le 
prestazioni dell'implementazione di un grafo mediante una struttura lista di lati nel-
l'ipotesi che le collezioni V e E siano realizzate con liste doppiamente collegate 
(Paragrafo 6.4.2). 

I dettagli riguardanti i metodi prescelti del TDA grafo sono i seguenti: 
• I metodi verticesO e edgesO sono implementati mediante una chiamata di 

V.iteratorQ e £7. iterai or() rispettivamente. 

O p e r a z i o n e T e m p o 

vertices 0(n) 
edges 0(m) 

endVertices, opposite 0(1) 
ìncidentEdges, areAd] acent 0(m) 

replace 0(1) 
insertVertex, insertEdge, removeEdge 0(1) 

removeVertex 0(m) 



• I metodi incidentEdges e areAdjacent richiedono tutti un tempo di esecuzione 
O(m), poiché per determinare i lati incidenti in un vertice v è necessario esplo-
rare tutti i lati. 

• Poiché le collezioni V e E sono implementate mediante una lista doppiamente 
collegata, si possono inserire vertici e inserire e cancellare lati in un tempo 0(1). 

• Il metodo di aggiornamento removeVertex(v) richiede un tempo 0(m), poiché 
richiede l'esplorazione di tutti i lati per trovare e cancellare quelli incidenti in v. 
Quindi la rappresentazione mediante lista di lati è semplice, ma presenta delle 

limitazioni significative. 

13.2.2 La lista delle adiacenze 
La lista delle adiacenze (adjacency list) per un grafo G aggiunge informazioni ex-
tra alla lista di lati per supportare l'accesso diretto ai lati incidenti (e quindi ai verti-
ci adiacenti) di ciascun vertice. Questo approccio ci consente di utilizzare una lista 
delle adiacenze per implementare molti metodi del TDA grafo molto più veloce-
mente di quanto sia possibile con una lista di lati, anche se ambedue queste struttu-
re utilizzano una quantità di spazio di memoria che è proporzionale al numero dei 
vertici e dei lati nel grafo. Una lista delle adiacenze comprende tutte le componenti 
strutturali di una lista di lati più le seguenti: 
• Un oggetto vertice v mantiene un riferimento a una collezione /(v), chiamata 

collezione di incidenza di v, i cui elementi memorizzano riferimenti ai lati che 
sono incidenti in v. 

• L'oggetto lato per un lato e con vertici terminali v e w mantiene riferimenti alle 
posizioni (o elementi) associati al lato nelle collezioni di incidenza I(v) e I(w). 
Tradizionalmente la collezione di incidenza /(v) per un vertice v è una lista e 

questo è il motivo per il quale questa modalità di rappresentazione di un grafo 
prende il nome di struttura lista delle adiacenze. La struttura lista delle adiacenze 
prevede accessi diretti sia dai lati ai vertici sia dai vertici ai lati in essi incidenti. La 
struttura lista delle adiacenze di un grafo è illustrata in Figura 13.4. 

• Prestazioni della struttura lista delle adiacenze 
Tutti i metodi del TDA grafo che possono essere implementati in un tempo 0(1) 
mediante una lista di lati possono essere implementati in un tempo 0(1) anche me-
diante una lista delle adiacenze, che usa essenzialmente gli stessi algoritmi. Inoltre, 
potendo prevedere un accesso tra vertici e lati in ambedue le direzioni, quando si 
utilizza una lista delle adiacenze al posto di una lista di lati, l'esecuzione di molti 
metodi diviene più veloce. La Tabella 13.2 riassume le prestazioni dell'implementa-
zione di un grafo mediante una lista delle adiacenze nell'ipotesi che le collezioni V 
ed E siano realizzate con liste doppiamente collegate. Per un vertice v, lo spazio uti-
lizzato dalla collezione di incidenza di v è proporzionale al grado di v, ovvero lo 
spazio è 0(deg(v)). Pertanto, per la Proposizione 13.6, l'occupazione di spazio di 
memoria di una struttura lista delle adiacenze è 0(n + m). 

Al contrario delle modalità adottate dalla lista di lati, una lista delle adiacenze 
prevede un miglioramento dei tempi di esecuzione per i seguenti metodi: 
• Il metodo incidentEdges(v) richiede un tempo proporzionale al numero dei ver-

tici incidenti in v, ossia un tempo 0(deg(v)). 



F I G U R A 1 3 . 4 
(a) Un grafo G; 
(b) rappresentazione 
schematica della 
struttura lista delle 
adiacenze di G. 
Come in Figura 13.3 
gli elementi delle 
collezioni sono 
rappresentati 
con nomi. 

TABELLA 1 3 . 2 
Tempi di esecuzione 
dei metodi di un grafo 
implementato 
mediante la struttura 
lista delle adiacenze. 
Lo spazio di memoria 
utilizzato è 0 { n + m), 
dove n è il numero di 
vertici e m è il numero 
dei lati. 

0 " - e -

(a) 
< 5 

(b) 

O p e r a z i o n e T e m p o 

vertices O(n) 

edges O(m) 
endVertioes, opposite 0(1) 

IncidentEdgesC v ) O(degM) 

areAd)acent(v,w) 0(min(deg(v),deg(iv)) 

replace 0(1) 

InsertVertex, insertEdge, removeEdge 0(1) 

removeVertex O(degM) 

• Il metodo areAcyacent(u,v) può essere eseguito esplorando o la collezione di 
incidenza di u o quella di v. Scegliendo la più piccola delle due, si riesce a ottene-
re un tempo di esecuzione 0(min(deg(w),deg(v))). 

• Il metodo removeVertex(v) impiega un tempo di esecuzione 0(deg(v)). 

13.2.3 La matrice delle adiacenze 
Come la lista delle adiacenze, la matrice delle adiacenze (adjacency matrix) di un 
grafo estende una lista di lati con una componente aggiuntiva. In questo caso si ag-
giunge alla lista di lati una matrice A (che è un array bidimensionale) che consente 
di determinare le adiacenze esistenti tra coppie di vertici in un tempo costante. Nel-
la rappresentazione con matrice delle adiacenze si immagina che i vertici siano i nu-
meri interi dell'insieme {0,1,..., n - 1} e i lati sono coppie di questi interi. Questo ci 
consente di memorizzare riferimenti ai lati nelle celle di un array bidimensionale. In 
particolare, la rappresentazione con matrice delle adiacenze estende la struttura li-
sta di lati come segue (Figura 13.5): 



<2> <E> 
(a) 

V [ 

(b) 

Un oggetto vertice v memorizza un intero i appartenente all'intervallo 0, 1, ..., 
n - 1, che è chiamato indice di v. 
Si considera A, un array bidimensionale n x n, nelle cui celle A[i, j] si inserisce 
un riferimento al lato (v,w), se esiste, in cui v è il vertice di indice / e w è il verti-
ce di indice Se questo lato non esiste, allora A [/,;'] = nuli. 

F I G U R A 1 3 . 5 
(a) Un grafo G 
senza lati paralleli; 
(b) rappresentazione 
schematica della 
struttura matrice delle 
adiacenze semplificata 
per il grafo G. 

• Prestazioni della struttura matrice delle adiacenze 
Per i grafi che hanno lati paralleli, la rappresentazione mediante matrice delle adia-
cenze deve essere estesa in modo tale che, invece di memorizzare in A[i,j] un pun-
tatore a un lato associato (v,w), deve memorizzare un puntatore a una collezione di 
incidenza /(v,w), che memorizza tutti i lati che collegano v e w. Poiché la maggior 
parte dei grafi che saranno considerati è semplice, in questa trattazione saranno tra-
lasciate queste complicazioni. 

La matrice delle adiacenze (semplice) A ci consente di eseguire il metodo 
areA4jacent(v, w) in un tempo 0(1). Questo tempo di esecuzione può essere otte-
nuto mediante l'accesso ai vertici v e w per determinare i loro rispettivi indici i e ;', e 
poi controllare se A[i, j] è nuli oppure no. La prestazione ottimale del metodo 
areAdjacent è contrastata dall'aumento dell'occupazione dello spazio di memoria, 
che in questo caso è 0(n2), e dal tempo di esecuzione di altri metodi. Per esempio, il 
metodo incìdentEdges( v) richiede in questo caso di esaminare un intera riga o co-
lonna dell'array A e quindi è eseguibile in un tempo O(n). Inoltre ogni inserimento 
o cancellazione di un vertice in questo caso richiede la creazione di un intero array 



TABELLA 1 3 . 3 
Tempi di esecuzione 
dei metodi di un grafo 
implementato 
mediante una matrice 
delle adiacenze. 

O p e r a z i o n e T e m p o 

vertices 0{n) 
edges 0(m) 

endVertices, opposite, areAcJjacent 0(1) 
incldentEdgesC v) 0 ( n + deg(v)) 

replace, insertEdge, removeEdge 0(1) 
lnsertVertex, removeVertex 0(n2) 

nuovo A, di grandezza rispettivamente maggiore o minore, che richiede un tempo 
0(n2). La Tabella 13.3 riassume le prestazioni della struttura matrice delle adiacen-
ze di un grafo. Da questa tabella si può osservare che la struttura lista delle adiacen-
ze è superiore rispetto alla matrice delle adiacenze per quanto riguarda l'occupazio-
ne di spazio di memoria ed è superiore per quanto riguarda il tempo di esecuzione 
per tutti i metodi eccezion fatta per il metodo areAd]acent. 

Storicamente le matrici booleane delle adiacenze hanno costituito la prima rap-
presentazione utilizzata per i grafi 04[/,;'] = t rue se e solo se (i,j) è un lato). In ogni 
caso questa applicazione non è sorprendente, poiché la matrice delle adiacenze è 
particolarmente interessante come struttura matematica (per esempio, un grafo non 
orientato ha una matrice delle adiacenze simmetrica). La lista delle adiacenze è sta-
ta introdotta più tardi, per il suo naturale interesse nell'elaborazione automatica, 
consentendo una più veloce esecuzione della maggior parte degli algoritmi (molti 
algoritmi non utilizzano il metodo areAdjacent) e avendo nel contempo una mag-
giore efficienza nello spazio. 

La maggior parte degli algoritmi che saranno esaminati avranno un'esecuzione 
efficiente quando applicati a un grafo memorizzato mediante una rappresentazione 
con lista delle adiacenze. In alcuni casi si evidenzia un trade-off: sui grafi con pochi 
lati sono più efficienti le strutture del tipo della lista delle adiacenze mentre sui gra-
fi con molti lati sono più efficienti le strutture del tipo della matrice delle adiacenze. 

1 3 . 3 Attraversamento dei grafi 

La mitologia greca racconta di un intricato labirinto che era stato costruito nei pressi 
della casa del mostruoso Minotauro, che era metà uomo e metà toro. Questo labirinto 
era così complicato che nessun essere vivente, né bestia né uomo, era in grado di sfug-
girgli. Nessun uomo vi riuscì fino a quando l'eroe greco Teseo, con l'aiuto della figlia 
del re, Arianna, decise di implementare un algoritmo di attraversamento di un grafo. 
Teseo legò un gomitolo di filo alla porta del labirinto e cominciò a dipanare il gomitolo 
mentre attraversava gli ingannevoli passaggi in cerca del mostro. Teseo, ovviamente co-
nosceva bene la progettazione algoritmica, in quanto, dopo aver trovato e sconfitto la 
bestia, ripercorse all'indietro il cammino del filo fino all'uscita dal labirinto, dove lo at-
tendeva l'amorevole abbraccio di Arianna. Formalmente un attraversamento è una 
procedura sistematica per esplorare un grafo esaminando tutti i suoi vertici e i suoi lati. 

13.3.1 Visita in profondità 
Il primo algoritmo di attraversamento che sarà preso in considerazione in que-
sto paragrafo è la visita in profondità (depth-first search o DFS) di un grafo 



non orientato. La visita in profondità è utile per verificare varie proprietà dei 
grafi, come per esempio l'esistenza di un percorso da un vertice all'altro o la 
connessione. 

La visita in profondità di un grafo G non orientato è analoga al girovagare in 
un labirinto con un filo e un barattolo di colore per non perdersi. Si comincia da 
un determinato vertice s di G, che è inizializzato fissando un'estremità del filo a s 
e colorandolo come «visitato». Il vertice s in questo momento è il vertice «corren-
te», diciamo u. Quindi G è attraversato considerando un lato (arbitrario) (u,v) in-
cidente nel vertice corrente u. Se il lato (u,v) conduce a un vertice v già visitato 
(cioè colorato), allora si ritorna immediatamente al vertice u. Se, al contrario, (u,v) 
porta a un vertice non ancora visitato, allora si srotola il filo e si procede verso v. 
Dopo si colora come «visitato» il vertice v e lo si considera come vertice corrente, 
ripetendo il procedimento precedente. Può capitare di raggiungere un «punto 
morto», ovvero un vertice corrente u tale che tutti i lati in esso incidenti portino a 
vertici già visitati. Pertanto, togliere ciascun lato incidente in u farà ritornare in u. 
Per uscire da questa impasse, si riavvolge il filo, andando all'indietro lungo il lato 
che ha condotto a u, ritornando al vertice v visitato precedentemente. Allora si 
considera v come vertice corrente e si ripete il procedimento precedente per ogni 
lato incidente in v che non è ancora stato esaminato. Se tutti i lati incidenti in v 
portano a vertici già visitati, allora si riavvolge ancora una volta il filo e si ritorna 
indietro al vertice da cui si è arrivati a v, e si ripete la procedura a partire da quel 
vertice. Si continua a camminare a ritroso lungo il percorso che è stato tracciato 
fino a quel momento fino a quando si trova un vertice in cui sono incidenti dei lati 
ancora inesplorati: si prende uno di questi lati e si continua l'attraversamento. Il 
processo termina quando il cammino a ritroso riporta al vertice di partenza, s, e 
non esistono più lati inesplorati incidenti in s. 

Questo semplice processo fa attraversare tutti i lati di G (Figura 13.6). 

• Discovery edge e back edge 
Un attraversamento DFS può essere visualizzato orientando i lati lungo la direzio-
ne nella quale essi sono esplorati durante l'attraversamento, distinguendo i lati uti-
lizzati per scoprire nuovi vertici, chiamati discovery edge (lati di scoperta) o anche 
tree edge (lati albero), da quelli che portano a vertici già visitati, chiamati back edge 
(lati all'indietro) (si osservi la Figura 13.6f). Nell'analogia precedente, i discovery 
edge sono i lati lungo i quali si srotola il filo nell'attraversarli e i back edge sono i 
lati dai quali si ritorna immediatamente indietro senza srotolare il filo. Come si farà 
vedere, i back edge formano uno spanning tree delle componenti connesse del ver-
tice di partenza s. I lati che non appartengono a questo albero saranno chiamati 
«back edge» a causa del fatto che, nell'ipotesi che l'albero sia radicato nel vertice di 
partenza, ciascun lato di questo tipo porta da un vertice di questo albero a uno dei 
suoi antenati nell'albero. 

Lo pseudocodice per un attraversamento DFS che parte da un vertice segue 
l'analogia proposta con filo e colore. Viene utilizzata una ricorsione per implemen-
tare l'analogia con il filo e si assume di avere un meccanismo (in analogia con la co-
loritura) per determinare se un vertice o un lato sono già stati esplorati oppure no e 
per etichettare i lati come discovery edge o come back edge. Questo meccanismo ri-
chiederà uno spazio aggiuntivo e potrà avere ripercussioni sul tempo di esecuzione 
dell'algoritmo. Una descrizione in pseudocodice dell'algoritmo ricorsivo DFS è for-
nita nel Frammento di codice 13.1. 



FIGURA 1 3 . 6 Esempio di attraversamento con visita in profondità su un grafo che parte da un vertice A . I discovery edge 
sono mostrati con linee continue, mentre i back edge sono mostrati con linee tratteggiate: (a) grafo in input; (b) percorso 
di discovery edge tracciati da A fino a raggiungere un back edge (B^4); (c) è raggiunto F, che è un punto morto; (d) dopo 
aver proceduto a ritroso fino C, si riprende con il lato ( C , G ) e si raggiunge un altro punto morto J; (e) dopo il cammino 
a ritroso verso G; (f) dopo il cammino a ritroso verso N . 



Algoritmo DFS(G, v): 
Input: Un grafo G e un vertice v di G 
Output: Un'etichettatura dei lati della componente connessa di v come 

discovery edge e back edge 
etichetta v come visitato 
forali edge e in G.incidentEdges(v) do 

if il lato e è non visitato then 
w <- <3.opposite(v,e) 
if vertice w è Inesplorato then 

etichetta e come un discovery edge 
chiama ricorsivamente DFS((?,w5 

else 
etichetta e come un back edge 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.1 
L'algoritmo DFS. 

Si possono fare varie osservazioni sull'algoritmo di visita in profondità, molte 
delle quali derivano dal modo in cui l'algoritmo DFS partiziona i lati del grafo non 
orientato G in due gruppi, i discovery edge e i back edge. Per esempio, poiché i 
back edge collegano sempre un vertice v a un altro precedentemente visitato u, ogni 
back edge sottintende l'esistenza di un ciclo in G formato dai discovery edge da u a 
v più il back edge (w,v). 

PROPOSIZIONE 13.12 Sia G un grafo non orientato sul quale sia stato eseguito 
un attraversamento DFS a partire da un vertice 5. Allora l'algoritmo di attraver-
samento visita tutti i vertici che si trovano nella componente connessa di s, della 
quale i discovery edge formano uno spanning tree. 

D I M O S T R A Z I O N E . Si supponga che esista almeno un vertice v, nella componente con-
nessa di s, non ancora visitato e sia w il primo vertice non visitato su un percorso da 5 a 
v (si può avere v = vw). Poiché w è il primo vertice non visitato su questo percorso, esso 
ha un vicino che è già stato visitato. Ma quando u è stato visitato, si deve aver conside-
rato il lato (w,w); quindi, non può essere corretto affermare che w non è ancora stato 
visitato. Per questo motivo non ci sono vertici non ancora visitati nella componente 
connessa di s. Poiché si marcano i lati soltanto quando ci si muove verso vertici non 
ancora visitati, i discovery edge non formeranno mai un ciclo, ovvero i discovery edge 
formano un albero. Inoltre questo è uno spanning tree perché, come già visto, le visite 
in profondità raggiungono ogni vertice della componente connessa di s. 

In termini del suo tempo di esecuzione, la visita in profondità è un metodo effi-
ciente per l'attraversamento di un grafo. Si osservi che l'algoritmo DFS è chiamato 
esattamente una volta su ogni vertice e che ogni lato è esaminato esattamente due 
volte, una per ogni estremità. Quindi se nella componente connessa del vertice s ci 
sono ns vertici e ms lati, una DFS che parte da s è eseguibile in un tempo 0{ns + ms), 
ammesso che siano soddisfatte le seguenti condizioni: 
• Il grafo è rappresentato da una struttura dati tale che la creazione e l'iterazione 

sulla collezione iterabile incidentEdges(v) richiede un tempo di esecuzione 
0(grado(v)) mentre il metodo opposite(v,e) richiede un tempo di esecuzione 
O(l). Una lista delle adiacenze è una struttura di questo tipo, mentre una matri-
ce delle adiacenze non lo è. 
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• Esiste un modo per «marcare» un vertice o un lato come esplorato e per verifi-
care se un vertice o un lato sia stato esplorato in un tempo di esecuzione 0(1). 
Nel prossimo paragrafo sarà discusso come implementare una DFS per ottenere 
questo risultato. 
Date le precedenti ipotesi, si può risolvere una grande quantità di interessanti 

problemi. 

PROPOSIZIONE 13.13 Sia G un grafo con ti vertici e ra lati rappresentati con 
una lista delle adiacenze. Un attraversamento DFS di G può essere eseguito in 
un tempo 0(n + ra), e può essere utilizzato per risolvere i seguenti problemi in 
un tempo 0(n + ra): 
• Controllare se G è connesso. 
• Trovare uno spanning tree di G, se G è connesso. 
• Trovare le componenti connesse di G. 
• Trovare un percorso, ammesso che esista, tra i due vertici di G assegnati. 
• Trovare un ciclo in G, o dichiarare che G non ha cicli. 

La dimostrazione della Proposizione 13.13 è basata su algoritmi che adottano 
come subroutine versioni leggermente modificate dell'algoritmo DFS. 

13.3.2 Implementazione della visita in profondità 
Come precedentemente detto, la scelta della struttura dati utilizzata per rappresen-
tare un grafo ha notevoli ripercussioni sulle prestazioni dell'algoritmo DFS. Per 
esempio, una lista delle adiacenze può essere utilizzata per ottenere un tempo di 
esecuzione di 0(n + ra) per l'attraversamento di un grafo con n vertici e ra lati. Se si 
utilizza una matrice delle adiacenze, invece, si avrà un tempo di esecuzione di 
0(n2), poiché ciascuna delle n chiamate al metodo incidentEdges richiede un tem-
po di esecuzione O(ti). Se il grafo è denso, in altri termini, se ha quasi 0(n2) lati, al-
lora la differenza fra queste due scelte è minore, giacché ambedue saranno eseguite 
in un tempo 0(n2). Ma se il grafo è sparso, in altri termini, se ha quasi 0(n) lati, al-
lora l'approccio mediante la matrice delle adiacenze sarà molto più lento dell'ap-
proccio mediante la lista delle adiacenze. 

Un altro importante dettaglio dell'implementazione riguarda il modo in cui ver-
tici e lati sono rappresentati. In particolare, è necessario avere un modo per marca-
re i vertici e i lati come visitati e non visitati. Esistono due semplici soluzioni, ma 
ognuna presenta un inconveniente: 
• Si può costruire un oggetto vertice e un oggetto lato per contenere un campo 

explored, che può essere utilizzato dall'algoritmo DFS per effettuare la marca-
tura. Questo approccio è estremamente elementare e supporta una marcatura e 
la sua cancellazione in un tempo costante, ma presuppone che si stia progettan-
do il grafo già avendo in mente una DFS, il che non sarà sempre valido. Inoltre 
questo approccio limita, senza che ve ne sia una vera necessità, la DFS a grafi 
con vertici che abbiano un campo explored. Quindi, se si desidera un algoritmo 
DFS che possa accettare in ingresso qualsiasi grafo, questo approccio presenta 
delle limitazioni. 

• Si può utilizzare una tabella hash ausiliaria per memorizzare tutti i vertici e i lati 
esplorati nel corso dell'esecuzione dell'algoritmo DFS. Questo schema è genera-
le, in quanto non richiede alcun campo speciale nelle posizioni del grafo. Tutta-



via questo approccio non raggiunge un tempo costante nel caso peggiore per la 
marcatura e la cancellazione di marcatura di vertici e lati. Al contrario, una ta-
bella hash come quella introdotta, supporta solo le operazioni di marcatura (in-
serì) e controllo (find) in un tempo medio costante (si veda il Paragrafo 9.2). 

Fortunatamente, esiste un livello intermedio tra questi due estremi. 

• Lo schema decoratore 
La marcatura dei vertici esplorati in un attraversamento DFS costituisce un esem-
pio di schema di progetto noto come decoratore (decorator pattern). Questo sche-
ma è utilizzato per aggiungere decorazioni (chiamate anche attributi) agli oggetti 
esistenti. Ogni decorazione è identificata da una chiave e da un valore associato alla 
chiave. L'utilizzo di decorazioni è motivato dalla necessità che hanno certi algoritmi 
e strutture dati di aggiungere delle variabili extra, o dei dati temporanei, a oggetti 
che normalmente non hanno queste variabili. Quindi una decorazione è una coppia 
chiave-valore che può essere allegata dinamicamente a un oggetto. Nel caso di DFS 
in esame, si desidera avere dei vertici e dei lati «decorabili» con una decorazione 
esplorata e un valore booleano. 

• Come rendere decorabili i vertici di un grafo 
Si può realizzare lo schema decoratore per ogni posizione se si consente alla posizio-
ne stessa di essere decorata. Questo ci consente di aggiungere etichette a vertici e lati, 
per esempio, senza richiedere di conoscere in anticipo i tipi di etichette di cui si avrà 
bisogno. Si può semplicemente richiedere che vertici e lati implementino un TDA po-
sizione decombile che eredita da ambedue i TDA posizione e TDA mappa (Para-
grafo 9.1). In pratica, i metodi del TDA posizione decorabile sono costituiti dall'unio-
ne dei metodi del TDA posizione e del TDA mappa. Da ciò consegue che, oltre ai me-
todi size( ) e isEmptyC ), un TDA posizione decorabile supporta anche i seguenti: 

elementi ): Restituisce l'elemento memorizzato in questa posizione. 
put(Jr,jf): Fa corrispondere alla chiave k, restituendo il vecchio valore 

di /c, oppure nuli se questo è un nuovo valore di k. 
get(Jf): Assume il valore x della decorazione assegnato a k, oppure 

nuli se non esiste alcun corrispondente di k. 
remove(Jc): Cancella la corrispondenza di k con la decorazione, resti-

tuendo il vecchio valore oppure nuli se non esiste nessun 
valore. 

entries( ): Restituisce tutte le coppie chiave-decorazione per questa 
posizione. 

I metodi della mappa di una posizione decorabile p prevedono un semplice mecca-
nismo per accedere e assegnare le decorazioni di p. Per esempio, si utilizza p.get(ic) 
per ottenere il valore della decorazione avente chiave A: e si utilizza p.put(lr,x) per 
assegnare a x il valore della decorazione avente chiave uguale a k. Inoltre la chiave 
k può essere un oggetto qualsiasi, includendo uno speciale oggetto explored che 
potrebbe essere creato dall'algoritmo DFS. Nel Frammento di codice 13.2 è illustra-
ta un'interfaccia Java che definisce un TDA del tipo sopra descritto. 



public interface DecorablePosition<E> 
estenda Position<E>, Map<Object,Object> ( 

1 / / non è necessario nessun metodo nuovo: è una combinazione di Position 
/ / e Map. 

F R A M M E N T O DI CODICE 1 3 . 2 Un'interfaccia che definisce un TDA per le posizioni decorabili. 
Si osservi che non sono utilizzati tipi generici per i metodi ereditati dalla mappa, poiché non si 
conoscono in anticipo i tipi delle decorazioni e si vuole consentire di utilizzare come decorazioni 
oggetti di molti tipi diversi. 

Si può implementare una posizione decorabile con un oggetto che memorizza 
un elemento e una mappa. In linea di principio, i tempi di esecuzione dei metodi di 
una posizione decorabile dipendono dall'implementazione della mappa sottostante. 
In ogni caso la maggior parte degli algoritmi utilizza un piccolo e costante numero 
di decorazioni. Quindi i metodi della posizione decorabile saranno eseguiti in un 
tempo 0( 1) nel caso pessimo, indipendentemente da come sia implementata la 
mappa in essa inclusa. 

Utilizzando posizioni decorabili, l'algoritmo completo di attraversamento DFS può 
essere descritto in maggior dettaglio come mostrato nel Frammento di codice 13.3. 

• Una implementazione generica di una DFS in Java 
Nei Frammenti di codice 13.4 e 13.5 è mostrata una implementazione in Java di un 
attraversamento generico con visita in profondità mediante una classe generale, 
DFS, che ha un metodo, execute, che prende in input il grafo, un vertice di partenza 
e ogni altra informazione ausiliaria necessaria, poi inizializza il grafo e chiama il 
metodo ricorsivo, dfsTraversal, che attiva l'attraversamento DFS. Questa imple-
mentazione assume che i vertici e i lati siano posizioni decorabili e utilizza delle de-
corazioni per stabilire se i vertici e i lati siano stati visitati oppure no. La classe DFS 
contiene i seguenti metodi per consentire l'esecuzione di compiti speciali durante 
un attraversamento DFS: 

Algoritmo DFS(G,v,Jr): 
Input. Un grafo G con vertici e lati decorabili, un vertice v di G ? 

e una chiave di decorazione k 
Output: Una decorazione dei vertici della componente connessa di v ! 

con chiave k e valore VISITED e dei lati della componente connessa di v \ 
con chiave k e valori DISCOVERY e BACK, in accordo con un 
attraversamento con visita in profondità di G I 

v.putCJr,VISITED) 
foral i edge e in G.incidentEdges(v) do 

| if e.get(Jr) = nuli then 
; w<- G.opposite(v,e) 
! if w.get(Jc) = nuli then i 
j e.putCJr, DISCOVERY) I 
| DFS(G,w,JO 
! else 
; e.putCJr,BACK) , 

F R A M M E N T O DI CODICE 1 3 . 3 DFS su un grafo con lati e vertici decorabili. 



/** Generico attraversamento DFS di un grafo che utilizza lo schema 
* del template method. 
* Tipi parametrizzati: 
* V, tipo degli elementi memorizzati nei vertici 
* E, tipo degli elementi memorizzati nei lati 
* I, tipo per l'oggetto informazione passato al metodo execute. 
* R, tipo per l'oggetto risultato restituito dalla DFS. 
*/ 

public class DFS<V, E, I, R> ( 
protected Graph <V, E> graph; / / i l grafo da attraversare 
protected Vertex <V> start; / / i l vertice di partenza per la DFS 
protected I info; / / oggetto informazione passato alla DFS 
protected R visitResult; / / risultato di una chiamata ricorsiva 

/ / d i attraversamento 
protected static Object STATUS = new ObjectO; / / attributo di stato 
protected static Object VISITED = new ObjectO; / / valore visitato 
protected static Object UNVISITED = new ObjectO; / / valore non visitato 
/** Marca una posizione (vertice o lato) come già visitata. */ 
protected void visit(DecorablePosition<?> p) { p.put(STATUS, VISITED); } 
/** Marca una posizione (vertice o lato) come non ancora visitata. */ 
protected void unVisit(DecorablePosition<?> p) { p.put(STATUS, 

UNVISITED); | 
/** Verifica se una posizione (vertice o lato) sia stata visitata. */ 
protected boolean isVisited(DecorablePosition<?> p) { 

return (p.get(STATUS) == VISITED); 

/** Metodo di setup che è chiamato prima dell'esecuzione della DFS. */ 
protected void setupO {) 
/** Inizializza il risultato (chiamato per primo, una volta per ogni 
* vertice visitato). */ 

protected void inltResultO {} 
/** Chiamato quando si incontra un vertice (v). */ 
protected void startVisit(Vertex<V> v) {1 
/** Chiamato dopo aver terminato ima visita al vertice (v). */ 
protected void finishVisit(Vertex<V> v) {( 
/** Chiamato quando si attraversa un discovery edge (e) da un vertice 
* (from). */ 

protected void traverseDiscovery(Edge<E> e, Vertex<V> from) {) 
/** Chiamato quando si attraversa un back edge (e) da un vertice (from). */ 
protected void traverseBack(Edge<E> e, Vertex<V> from) { ( 
/** Determina se l'attraversamento è finito in anticipo. */ 
protected boolean isDoneO { return false; /* default value */ ) 
/** Restituisce, se necessario, il risultato di una visita. */ 
protected R resul to ( return nuli; /* default value */ ( 
/** Restituisce il risultato finale del metodo execute della DFS. */ 
protected R finalResult(R r) { return r; /* default value * / } 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 3 . 4 
Variabili di istanza 
e metodi di supporto 
della classe DFS, 
che esegue un 
attraversamento DFS 
generico. I metodi 
visit, unVisit e 
isVisited sono 
implementati 
mediante posizioni 
decorabili, 
parametrizzate 
mediante il simbolo 
wildcard, «?», che può 
riferirsi ai parametri V 
oppure E, utilizzati per 
le posizioni decorabili. 
(Continua nel 
Frammento di codice 
13.5.) 



F R A M M E N T O DI CODICE 
1 3 . 5 
Il principale template 
method dfsTraversal 
della classe DFS, che 
esegue un generico 
attraversamento 
DFS di un grafo. 
(Continuazione 
dal Frammento 
di codice 13.4.) 

/** Esegue un attraversamento DFS su un grafo g, partendo 
* da un vertice iniziale s, passando un oggetto informazione (in). */ 

public R execute(Grafo<V, E> g, Vertex<V> s, I in) { 
grafo = g; 
start = s; 
info = in; 
f or (Vertex <V> v: grafo. verticiO) unVisit(v); / / marca i vertici come non 

/ / visitati 
for(Edge<E> e: grafo.edgesO) unVisit(e); / / marca i lati come non visitati 
setupO; / / esegue ogni setup necessario prima dell'attraversamento DFS 
return finaJResult(dfsTraversal(start)); 

1 
/** Template method ricorsivo per un generico attraversamento DFS. */ 
protected R dfsTraversal(Vertex<V> v) ( 

InitResultO; 
if (lisDoneO) 

startVisit(v); 
if (lisDoneO) { 

visit(v); 
for (Edge<E> e: grafo.incidentEdges(v)) { 

if (lisVisited(e)) ( 
/ / trovato un lato inesplorato, esploralo 
visit(e); 
Vertex<V> w = grafo.opposite(v, e); 
if (lisVisited(w)) | 

/ / w è inesplorato, questo è un discovery edge 
traverseDiscovery(e, v); 
if (isDone( )) break; 
visitResult = dfsTraversal(w); / / ottiene un risultato da un figlio 

/ / nell'albero DFS 
if (isDoneO) break; 

1 
else { 

/ / w è esplorato, questo è un back edge 
traverseBack(e, v); 
if (isDoneO) break; 

1 

if (lisDoneO) 
finishVisit(v); 

return resulto; 
1 

/ / fine della classe DFS 

• setupO: chiamato prima di effettuare la chiamata a dfsTraversal( ) per l'attra-
versamento DFS; 

• initResult(): chiamato all'inizio dell'esecuzione di dfsTraversalO; 
• startVisit(v): chiamato all'inizio della visita di v; 



• traverseDiscovery(e, v): chiamato quando è attraversato un discovery edge e 
fuori da v; 

• traverseBack(e.v): chiamato quando è attraversato un back edge e fuori da v; 
• isDoneO: chiamato per determinare se finire in anticipo l'attraversamento; 
• finishVisit(v): chiamato quando si finisce di esplorare v; 
• result i): chiamato per restituire l'output di dfsTraversal; 
• finalResult(r): chiamato per restituire l'output del metodo execute, dato l'out-

put r di dfsTraversal. 

• Utilizzo dello schema del template method per DFS 
La classe DFS è basata sullo schema del template method (si veda il Paragrafo 
7.3.7), che descrive un generico meccanismo di elaborazione che può essere specia-
lizzato ridefinendone alcuni passi. I vertici e i lati già visitati durante l 'attraversa-
mento s sono identificati nelle chiamate ai metodi isVisited, visi t e unVisit. Per po-
tere risolvere un problema tramite la DFS, occorre estendere la classe DFS e ridefi-
nirne alcuni metodi ausiliari. Questo approccio è conforme allo schema del templa-
te method. Nei Frammenti di codice dal 13.6 al 13.9 saranno illustrate alcune appli-
cazioni dell 'at traversamento DFS. 

/** Questa classe specializza DFS per determinare se il grafo è connesso. */ 
public class ConnectivityDFS<V, E> extends DFS <V, E, Object, Boolean> { 

protected int reached; 
protected void setupO 1 reached = 0; 1 
protected void startVisitCVertex<V> v) 1 reached++; ) 
protected Boolean finalResult(Boolean dfsResult) { 

return new BooleanCreached == grafo.numVerticiO); 
1 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.6 
Specializzazione 
della classe DFS per 
controllare se un grafo 
sia connesso. 

/** Questa classe estende DFS per calcolare le componenti connesse 
* di un grafo. */ 

public class ComponentsDFS<V, E> extends DFS<V, E, Object, Integer> { 
protected Integer compNumber; / / numero di componenti connesse 
protected Object COMPONENT = new ObjectO; / / selettore di componenti 

/ / connesse 
protected void setupO { compNumber = 1; ( 
protected void startVisitCVertex<V> v) { v.put(COMPONENT, 

compNumber) ; 1 
protected Integer finalResultQnteger dfsResult) | 

for CVertex<V> v : graph.verticiO) / / cerca vertici non ancora visitati 
if (v.get(STATUS) == UNVISITED) I 
compNumber += 1; / / è s tata t rovata un 'a l t ra componente connessa 

dfsTraversal(v); / / visita tutti i vertici di questa componente 
) 

return compNumber; 
F R A M M E N T O DI CODICE 
13.7 
Specializzazione 
della classe DSP 
per calcolare le 
componenti connesse. 



La classe ConnectivityDFS (Frammento di codice 13.6) controlla se il grafo è 
connesso. Essa conteggia i vertici raggiungibili con un attraversamento DFS a parti-
re da un vertice e confronta questi numeri con il numero totale di vertici del grafo. 

La classe ComponentsDFS (Frammento di codice 13.7) trova le componenti con-
nesse di un grafo. Essa etichetta ogni vertice con i numeri della relativa componen-
te connessa utilizzando lo schema del decoratore e restituisce il numero trovato di 
componenti connesse. 

La classe FindPatliDFS (Frammento di codice 13.8) trova un percorso tra una 
coppia di vertici di partenza e obiettivo. Essa esegue un attraversamento con visita 
in profondità cominciando dal vertice di partenza. Viene conservato il percorso di 
discovery edge dal vertice di partenza al vertice corrente. Quando si incontra un 
vertice non ancora esplorato, lo si aggiunge alla fine del percorso; quando si termina 
l'esplorazione di un vertice, lo si cancella dal percorso. L'attraversamento è termi-
nato quando si incontra il vertice obiettivo e il percorso è restituito come una colle-
zione iterabile di vertici e lati (che sono i due tipi di posizione in un grafo). Si osser-
vi che il percorso trovato da questa classe è formato da discovery edge. 

/** Questa classe specializza DFS per determinare un percorso t r a due vertici, 
* uno di partenza e l 'altro obiettivo. Essa assume che il vertice obiettivo sia 
* passato come l'oggetto info al metodo execute. Essa restituisce una lista 
* iterabile di vertici e di lati che comprende il percorso dalla partenza 
* a info. Il percorso restituito non è raggiungibile dalla partenza. */ 

public class FindFathDFS<V, E> 
extends DFS<V, E, Vertex<V>, Iterable<Position» { 

protected PositionList<Posltion> path; 
protected boolean done; 
/** Metodo di setup per inizializzare il percorso. */ 
public void setupO { 

path = new NodePositionList<Position>(); 
done = false; 

1 
protected void startVisit(Vertex<V> v) { 

path.addLast(v); / / aggiunge un vertice v al percorso 
if (v == info) 

done = true; 
1 
protected void finlshVisit(Vertex<V> v) { 

path.remove(path.lastO); / / cancella v dal percorso 
if(lpath.isEmptyO) / / se v non è il vertice di par tenza 

path.remove(path.lastO); / / cancella dal percorso un discovery 
/ / edge in v 

1 
protected void traverseDiscovery(Edge<E> e, Vertex<V> from) 1 

path,addLast(e); / / aggiunge il lato e al percorso 
1 
protected boolean ìsDoneO { 

return done; 
F R A M M E N T O DI CODICE 
1 3 . 8 
Specializzazione della 
classe DFS per trovare 
un percorso tra i 
vertici di partenza 
e obiettivo. 

public Iterable<Posltion> finalResult(Iterable<Positlon> r) l 
return path; 



/** Questa classe specializza DFS per t rovare un ciclo. */ 
public class FindCycleDFS<V, E> 

extends DFS<V, E, Object, Iterable<Position» { 
protected PositionList<Position> cycle; / / sequenza di lati del ciclo 
protected boolean done; 
protected Vertex <V> cycleStart; 
public void setupO ( 

cycle = new NodePositionList<Position>(); 
done = false; 

I 
protected void startVisit(Vertex<V> v) ) cycle.addLast(v); ( 
protected void finishVisitCVertex<V> v) ( 

cycle.remove(cycle.lastO); / / cancella v dal ciclo 
if (Icycle.isEmptyO) cycle.remove(cycle.last()); / / cancella i lati v 

/ / dal ciclo 
) 
protected void traverseDiscovery(Edge<E> e, Vertex<V> from) ( 

cycle. addLast(e) ; 
} 
protected void traverseBack(Edge<E> e, Vertex<V> from) { 

cycle.addLast(e); / / back edge e creazione di un ciclo 
cycleStart = grafo.oppositeCfrom, e); 
cycle. addLast(cycleStart); / / il primo vertice completa il ciclo 
done = true; 

) 
protected boolean isDoneO ( return done; } 
public Iterable<Position> finalResult(Iterable<Position> r) { 

/ / cancella i vertici e i lati dall'inizio a cycleStart 
if (Icycle.isEmptyO) I 

for (Position<Position> p: cycle.positions( )) { 
if (p.elementO == cycleStart) 

break; 
cycle.remove(p); / / cancella un vertice dal ciclo 

} 
} 
return cycle; / / elenco di vertici e lati del ciclo 

I 
) 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 3 . 9 
Specializzazione della 
classe DFS per trovare 
un ciclo nella 
componente connessa 
del vertice di partenza. 

La classe FindCycleDFS (Frammento di codice 13.9) trova un ciclo nella compo-
nente connessa di un vertice assegnato v, eseguendo un attraversamento DFS da v che 
termina quando si trova un back edge. Questa classe restituisce una collezione iterabi-
le (eventualmente vuota) di vertici e lati del ciclo formato dal back edge trovato. 

13.3.3 Visita in ampiezza 
In questo paragrafo sarà esaminato l 'algoritmo di at traversamento con visita in 
ampiezza o BFS (breadth-first search). Come la DFS, la BFS attraversa una com-
ponente connessa di un grafo e, nel fare ciò, definisce un utile spanning tree. La 
BFS è comunque meno «avventurosa» della DFS. Invece di girare per il grafo, la 
BFS procede su percorsi circolari e suddivide i vertici in livelli. La BFS può anche 



essere vista come un attraversamento in cui sono utilizzati filo e colore, e la BFS 
srotola il filo in una maniera più parsimoniosa. 

La BFS comincia in un vertice s, che si trova a un livello 0 e definisce l'«ancora» 
per il filo. Nel primo giro, si lascia al filo una lunghezza pari a un lato e si visitano 
tutti i vertici che si possono così raggiungere, senza srotolare altro filo. In questo 
caso sono visitati, e anche colorati come «visitati», i vertici adiacenti al vertice di 
partenza s; questi vertici sono collocati nel livello 1. Nel secondo giro, si srotola il 
filo per una lunghezza pari a due lati e sono visitati tutti i vertici che si possono così 
raggiungere senza srotolare altro filo. Questi nuovi vertici, che sono adiacenti ai 
vertici di livello 1 e non ancora assegnati a nessun livello, sono collocati nel livello 2 
e così via. L'attraversamento BFS termina quando ogni vertice è stato visitato. 

Uno pseudocodice per una BFS che parte in un vertice s è mostrato nel Fram-
mento di codice 13.10. Viene impiegato dello spazio ausiliario per etichettare lati, 
marcare i vertici già visitati e memorizzare le collezioni associate ai livelli. In altri 
termini, le collezioni L 0 , L„ L 2 , . . . memorizzano i vertici che sono nel livello 0, nel li-
vello 1, nel livello 2, e così via. Queste collezioni possono, per esempio, essere im-
plementate come code. Esse consentono anche alla BFS di essere non ricorsiva. 

In Figura 13.7 è illustrato un attraversamento BFS. 
Una delle proprietà vantaggiose dell'approccio BFS è che, nell'esecuzione del-

l'attraversamento BFS, ogni vertice può essere etichettato con la lunghezza del per-
corso più breve (in termini di numero di lati) dal vertice di partenza s. In particola-
re, se il vertice è collocato al livello i da una BFS che parte dal vertice s, allora la 
lunghezza del percorso più breve da s a v è 

Come avviene per una DFS, l'attraversamento BFS può essere visualizzato 
orientando i lati lungo la direzione nella quale essi sono esplorati durante l'attra-
versamento e distinguendo i lati utilizzati per scoprire nuovi vertici, chiamati disco-
very edge, da quelli che portano a vertici già visitati, chiamati cross edge (Figura 
13.7f). Come avviene con la DFS, i discovery edge formano uno spanning tree, che 
in questo caso sarà chiamato albero BFS. In questo caso, comunque, i lati non ap-
partenenti all'albero non saranno chiamati «back edge» («lati all'indietro»), perché 
nessuno di essi connette un vertice a uno dei suoi antenati. Tutti i lati non apparte-
nenti all'albero connettono un vertice v a un altro vertice che non è né un antenato 
né un discendente di v. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.10 
L'algoritmo BFS. 

Algoritmo BFS(s): 
Inizializza la collezione Lq a contenere il vertice s 
i <- 0 
while Lt è non vuoto do 

crea una collezione da inizia/lizzare come vuota 
for all vertice v in L, do 

foral i lati e in G.incidentEdges(v) do 
if il lato e è non ancora esplorato then 

w<- G.oppositeO.e) 
if il vertice w è non ancora esplorato then 

etichetta e come un discovery edge 
inserisci n r i n ^ , 

else 
etichetta e come un cross edge 

j <- 1 + 1 



F I G U R A 1 3 . 7 Esempio di attraversamento BFS, in cui i lati incidenti su un vertice sono esplorati per ordine alfabetico 
dei vertici adiacenti. I discovery edge sono mostrati con linee continue, mentre i back edge sono indicati da linee tratteggiate: 
(a) il grafo prima dell'attraversamento; (b) scoperta del livello 1; (c) scoperta del livello 2; (d) scoperta del livello 3; 
(e) scoperta del livello 4; (f) scoperta del livello 5. 



L'algoritmo di attraversamento BFS possiede un certo numero di interessanti 
proprietà, alcune delle quali saranno indicate nelle proposizioni che seguono. 

PROPOSIZIONE 13.14 Sia G un grafo non orientato sul quale sia stato eseguito 
un attraversamento BFS a partire dal vertice s. Allora: 
• L'attraversamento visita tutti i vertici della componente connessa di s. 
• I discovery edge formano uno spanning tree T, che è chiamato albero BFS 

della componente connessa di s. 
• Per ogni vertice v al livello i, il percorso dell'albero BFS T tra s e v ha i lati, e 

ogni altro percorso di G tra s e v ha almeno i lati. 
• Se (u,v) è un lato non appartenente all'albero BFS, allora il numero dei livelli 

di u e v differisce al più di 1. 

Si lascia la dimostrazione di questa proposizione come esercizio (C-13.14). 
L'analisi del tempo di esecuzione della BFS è simile a quella condotta per la DFS, 
che implica la seguente: 

PROPOSIZIONE 13.15 Sia G un grafo con n vertici e m lati rappresentati median-
te una lista delle adiacenze. Un attraversamento BFS di G richiede un tempo di 
esecuzione 0(n + m). Inoltre esistono algoritmi eseguibili in un tempo 0(n + m) 
basati su una BFS per i seguenti problemi: 
• Controllare se G è connesso. 
• Calcolare uno spanning tree di G, se G è connesso. 
• Calcolare le componenti connesse di G. 
• Dato un vertice di partenza s di G, calcolare, per ciascun vertice v di G, un 

percorso con il minimo numero di lati tra 5 e v, oppure riportare che un tale 
percorso non esiste. 

• Calcolare un ciclo in G, oppure riportare che G non ha alcun ciclo. 

1 3 . 4 Grafi orientati 

In questo paragrafo saranno considerati problemi che sono specifici dei grafi orienta-
ti. Si ricorda che un grafo orientato (o digrafo) è un grafo i cui lati sono tutti orientati. 

• Metodi per il trattamento dei lati orientati 

Quando alcuni o tutti i lati di un grafo sono orientati, bisogna aggiungere i seguenti 
due metodi al TDA grafo al fine di trattare gli orientamenti dei lati. 

isDirected(e): Controlla se un lato e sia orientato. 
insertDirectedEdgeC v-,w,o): Inserisce e restituisce un nuovo lato orientato con ori-

gine v e destinazione w, contenente un elemento o. 

Inoltre, se un lato e è orientato, il metodo endVertices(e) deve restituire un array A 
tale che A[0] sia l'origine di e e sia la destinazione di e. Il tempo di esecuzione 
del metodo isDirected(e) è 0{ 1), mentre il tempo di esecuzione del metodo insert-
DirectedEdgeC v, w, o) deve accordarsi con quello relativo all'inserimento di un lato 
non orientato. 



• Raggiungibilità 
Uno dei problemi fondamentali dei grafi orientati è la nozione di raggiungibilità, 
ossia dove si riesce ad arrivare in un grafo orientato. Un attraversamento in un 
grafo orientato avviene sempre lungo percorsi orientati, cioè lungo i percorsi in cui 
tutti i lati sono attraversati secondo le loro rispettive direzioni. Dati due vertici u e v 
di un digrafo G, si dice che u raggiunge v (e che v è raggiungibile da u) se G ha un 
percorso orientato da u a v. Si dice anche che un vertice v raggiunge un lato (w,z) se 
v raggiunge il vertice di origine w del lato. 

Un digrafo G è fortemente connesso se per ogni coppia di vertici u e v di G, u 
raggiunge v e v raggiunge u. Un ciclo orientato di G è un ciclo in cui tutti i rami 
sono attraversati nelle loro rispettive direzioni (si osservi che G deve avere un ciclo 
che è formato da due lati con direzioni opposte tra la stessa coppia di vertici). Un 
digrafo G è aciclico se non ha nessun ciclo orientato (si veda la Figura 13.8 per al-
cuni esempi). 

La chiusura transitiva di un digrafo G è il digrafo G* tale che i vertici di G* ab-
biano gli stessi vertici di G e G" abbia un lato (w,v), qualora G abbia un percorso 
orientato da u a v. In altre parole G* è definito a partire dal digrafo G al quale vie-
ne aggiunto un ramo extra (u,v) per ogni u e v tali che v sia raggiungibile da u (e 
non ci sia già un ramo (u,v) in G). 

L'insieme dei problemi di un certo rilievo che riguardano la raggiungibilità in un 
digrafo G include i seguenti: 

F I G U R A 1 3 . 8 
Esempi di 
raggiungibilità 
in un digrafo: 
(a) un percorso 
orientato da BOS 
a LAX è disegnato 
in colore; (b) un ciclo 
orientato (ORD, 
MIA, DFW, LAX, 
ORD) è mostrato 
in colore; i suoi 
vertici formano 
un sottografo 
fortemente connesso; 
(c) il sottografo 
dei vertici e dei lati 
raggiungibili ORD 
è mostrato in colore; 
(d) la cancellazione 
dei lati in colore 
tratteggiati dà luogo 
a un digrafo aciclico. 



• Dati i vertici u e v, determinare se u raggiunge v. 
• Trovare tutti i vertici di G che siano raggiungibili da un determinato vertice s. 
• Determinare se G è fortemente connesso. 
• Determinare se G è aciclico. 
• Calcolare la chiusura transitiva G* di G . 

Nella rimanente parte di questo paragrafo sarà illustrato qualche algoritmo effi-
ciente per la risoluzione di questi problemi. 

13.4.1 Attraversamento di un grafo orientato 
Come avviene per i grafi non orientati, si può esplorare un digrafo in maniera si-
stematica utilizzando dei metodi affini agli algoritmi di visita in profondità (DFS) 
e di visita in ampiezza precedentemente definiti per grafi non orientati (Paragrafi 
13.3.1 e 13.3.3). Queste esplorazioni possono essere utilizzate, per esempio, per ri-
spondere a quesiti riguardanti la raggiungibilità. I metodi orientati di visita in 
profondità e visita in ampiezza che saranno sviluppati in questo paragrafo, per 
realizzare queste esplorazioni, sono assai simili ai corrispettivi metodi non orien-
tati. In effetti l'unica reale differenza consiste nel fatto che i metodi orientati di vi-
sita in profondità e visita in ampiezza attraversano i lati solo nelle rispettive dire-
zioni. La versione orientata della DFS che parte da un vertice v può essere de-
scritta dall'algoritmo ricorsivo riportato nel Frammento di codice 13.11 (si veda la 
Figura 13.9). 

Una DFS su un digrafo G suddivide i lati di G raggiungibili da un vertice di par-
tenza in tree edge (lati dell'albero) o discovery edge, attraverso i quali si scopre un 
nuovo vertice, e nontree edges (lati non dell'albero), che ci conducono a un vertice 
precedentemente visitato. I tree edge formano un albero radicato nel vertice di par-
tenza, che è indicato con il nome di albero della visita in profondità (o albero 
DFS). Esistono tre tipi di nontree edge: 
• back edge (lati all'indietro), che collegano un vertice a un antenato nell'albero 

DFS; 
• forward edge (lati in avanti), che collegano un vertice a un discendente nell'al-

bero DFS; 
• cross edge (lati di incrocio), che collegano un vertice a un altro vertice che non 

è né suo antenato né suo discendente. 
Si faccia riferimento ancora alla Figura 13.9b per vedere un esempio di ogni tipo di 
nontree edge. 

PROPOSIZIONE 13.16 Sia G un digrafo. Una visita in profondità su G con parten-
za in un vertice 5 visita tutti i vertici di G che sono raggiungibili da s. Inoltre l'al-
bero DFS contiene cammini orientati da s verso ogni vertice raggiungibile da s. 

Algoritmo DirectedDFS(v): 
Marca un vertice v come già visitato. 

_ for ciascun lato uscente (v, w) di v do 
F R A M M E N T O DI CODICE 13 11 if vertice wnon è ancora stato visitato then 
L'algoritmo Chiama ricorsivamente DirectedDPS(w). 
DirectedDFS. 



(a) (b) 

FIGURA 1 3 . 9 Un esempio di una DFS in un digrafo: (a) passo intermedio, in cui per la prima volta è raggiunto un vertice 
già visitato (DFW); (b) la DFS completata. I lati dell'albero sono rappresentati con linee continue in colore, i back edge 
sono rappresentati con linee tratteggiate in colore, mentre i forward edge e i cross edge sono rappresentati con linee nere 
tratteggiate. L'ordine con il quale sono visitati i vertici è indicato da un'etichetta vicino a ogni vertice. Il lato (ORD.DFW) 
è un back edge, mentre (DFW,ORD) è un forward edge. Il lato (BOS,SFO) è un forward edge, mentre (SFO,LAX) 
è un cross edge. 

DIMOSTRAZIONE. Sia Vv il sottoinsieme dei vertici di G visitati dalla DFS a partire 
da un vertice s. Si vuol far vedere che Vs contiene s e ogni vertice da esso rag-
giungibile appartiene a Vs. Si supponga, per assurdo, che invece esista un vertice 
w raggiungibile da s ma che non appartenga a Vs. Si consideri un percorso orien-
tato da s a w e sia (u,v) il primo ramo di questo percorso che conduce fuori da V s; 
in altre parole u appartiene a ma v non appartiene a Vs. Quando la DFS rag-
giunge u, essa esplora tutti i lati uscenti da u e allora deve raggiungere anche il 
vertice v passando attraverso il lato (u,v). Quindi v deve appartenere a Vs, il che 
è in contraddizione con l'ipotesi. Quindi Vs deve contenere ogni vertice raggiungi-
bile da s. 

Analizzando il tempo di esecuzione del metodo DFS orientato si deduce che 
esso è analogo a quello del corrispettivo metodo non orientato. In particolare, è 
eseguita una chiamata ricorsiva esattamente una volta per ogni vertice e ogni lato è 
attraversato esattamente una volta (dalla sua origine). Quindi, se dal vertice s sono 
raggiungibili ns vertici e ms lati, una DFS orientata che parte da s avrà un tempo di 
esecuzione 0(ns + ms), avendo rappresentato il digrafo con una struttura dati che 
supporti i metodi vertice e lato in tempo costante. Per esempio una lista delle adia-
cenze soddisfa questo requisito. 

Per la Proposizione 13.16 si può utilizzare una DFS per trovare tutti i vertici 
raggiungibili da un vertice assegnato e quindi per trovare la chiusura transitiva di 
G. In altri termini si può eseguire una DFS a partire da ciascun vertice di G, per 
vedere quali vertici w siano raggiungibili da v, aggiungendo un lato (v,w) alla chiu-
sura transitiva per ogni w. Analogamente, mediante ripetuti attraversamenti di un 
digrafo G con una DFS, partendo ogni volta da ogni vertice, si può facilmente con-
trollare se G è fortemente connesso. In particolare, G è fortemente connesso se 
ogni DFS visita tutti i vertici di G. Allora si può ricavare immediatamente la pro-
posizione che segue. 
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PROPOSIZIONE 13.17 Sia G un digrafo con n vertici e m lati. I problemi seguen-
ti possono essere risolti utilizzando un algoritmo che attraversa G n volte con 
una DFS che è eseguibile in un tempo 0(n(n + m)) e occupa uno spazio ausilia-
rio di memoria O(n): 
• Calcolare, per ogni vertice v di G, il sottografo raggiungibile da v. 
• Controllare se G è fortemente connesso. 
• Calcolare la chiusura transitiva G* di G. 

• Controllo della connessione forte 
In realtà si può determinare se un grafo orientato G è fortemente connesso molto 
più velocemente di quanto si è detto, semplicemente adottando due visite in pro-
fondità. Si comincia eseguendo una DFS sul grafo orientato G che si sta consideran-
do a partire da un vertice arbitrario s. Se esiste un vertice di G che non è visitato da 
questa DFS e non è raggiungibile da s, allora il grafo non è fortemente connesso. Se 
invece questa prima DFS visita ogni vertice di G, allora si invertono tutti i lati di G 
(applicando il metodo reverseDirection) e si esegue una seconda DFS a partire da 
s su questo grafo «invertito». Se ogni vertice di G è visitato da questa seconda DFS, 
allora il grafo risulta fortemente connesso, in quanto ciascuno dei vertici visitati in 
questa DFS può raggiungere s. Poiché questo algoritmo esegue solo due attraversa-
menti DFS di G, esso è eseguibile in un tempo 0(n + m). 

• Visita in ampiezza orientata 
Come avviene per la DFS, si può estendere la visita in ampiezza (breadth-first search, 
BFS) per operare su grafi orientati. L'algoritmo visita anche in questo caso i vertici li-
vello per livello e suddivide l'insieme dei lati in (ree edge (lati dell'albero) o disco-
very edge (lati di scoperta), che assieme formano un albero di visita in ampiezza 
orientato radicato nel vertice di partenza, e nontree edge (lati non dell'albero). Dif-
ferentemente dal metodo DFS orientato, il metodo BFS orientato ha soltanto due 
tipi di nontree edge: back edge (lati all'indietro), che connettono un vertice a uno 
dei suoi antenati, e cross edge (lati di incrocio), che connettono un vertice a un altro 
vertice che non è né un suo antenato né un suo discendente. Non ci sono forward 
edge (lati in avanti), fatto che sarà visto in un esercizio (C-13.10). 

13.4.2 Chiusura transitiva 
In questo paragrafo, si esplora una tecnica alternativa per calcolare la chiusura tran-
sitiva di un digrafo. Sia G un digrafo con n vertici e m lati. Si calcola la chiusura 
transitiva di G con una serie di passate. Si inizializzi G 0 = G. Si numerino arbitraria-
mente i vertici di G come v,, v 2,..., v„. Allora si comincia il conteggio delle passate, 
iniziando con la passata 1. In una generica passata k, si costruisce un digrafo Gk che 
inizia con Gk = Gk_l aggiungendo a Gk il lato orientato (v„ v-) se il digrafo Gk _, 
contiene entrambi i lati (v,, v^) e (v^, v-). In questo modo si applicherà una semplice 
regola inglobata nella proposizione seguente. 

PROPOSIZIONE 13.18 Per i = 1,..., n, un digrafo Gk ha un lato (v„ v;) se e solo se 
il digrafo G ha un percorso orientato da v, a vy i cui vertici intermedi (se ci sono) 
appartengono all'insieme {v,,..., v̂ .). In particolare, G„ è uguale a G*, la chiusura 
transitiva di G. 



Algoritmo FloydWarshall(ff): 
Input: Un digrafo G con n vertici. 
Output: La chiusura transitiva G' di G. 
Sia vlt vz, ..., vn vina numerazione arbitraria dei vertici di G 
tor k <r- 1 to n do 

ok <- àk. ! 
for ali i, j in {1, ..., n} con e i , j * k do 

if entrambi i lati (v„ vk) e (vk, vj) sono in Gk_ ! then 
aggiungi il lato (vit vp a Gk (se non è già presente) 

return G„ 

F R A M M E N T O DI CODICE 
1 3 . 1 2 
Pseudocodice 
per l'algoritmo di 
Floyd-Warshall. 
Questo algoritmo 
elabora la chiusura 
transitiva G* di G 
calcolando 
incrementalmente 
una serie di digrafi 
G 0 , Gp ..., G„ con 
k = l,..., n. 

La Proposizione 13.18 suggerisce un semplice algoritmo per calcolare la chiusu-
ra transitiva di G che sia basata sulla serie di passate precedentemente descritta. 
Questo algoritmo è noto come algoritmo di Floyd-Warshall, e il suo pseudocodice 
è fornito nel Frammento di codice 13.12. Da questo pseudocodice si può facilmente 
analizzare il tempo di esecuzione dell'algoritmo di Floyd-Warshall nell'ipotesi che 
la struttura dati che rappresenta G supporti i metodi areAdjacent e insertDirected-
Edge eseguibili in un tempo 0(1). Il ciclo principale è eseguito n volte e il ciclo più 
interno considera ognuna delle 0(n2) coppie di vertici, eseguendo una elaborazione 
in tempo costante per ognuna. Quindi il tempo di esecuzione totale dell'algoritmo 
di Floyd-Warshall è 0(n3). 

Questa descrizione è realmente un esempio di schema di progetto algoritmico 
conosciuto con il nome di programmazione dinamica, trattato in maggior dettaglio 
nel Paragrafol2.5.2. Dalla descrizione e dall'analisi precedenti si può immediata-
mente ricavare la seguente proposizione: 

PROPOSIZIONE 13.19 Sia G un digrafo con n vertici e sia G rappresentato da 
una struttura dati che supporta il lookup e l'aggiornamento delle informazioni 
sull'adiacenza in tempo O(l). Allora l'algoritmo di Floyd-Warshall calcola la 
chiusura transitiva G* di G in un tempo 0(n3). 

Un esempio di esecuzione dell'algoritmo di Floyd-Warshall è illustrato nella Fi-
gura 13.10. 

• Prestazioni dell'algoritmo di Floyd-Warshall 
Il tempo di esecuzione dell'algoritmo di Floyd-Warshall può apparire più lento ri-
spetto alle prestazioni di una DFS su un grafo orientato da ciascuno dei suoi vertici, 
ma ciò dipende dalla rappresentazione del grafo. Se un grafo è rappresentato utiliz-
zando una matrice delle adiacenze, allora il tempo di esecuzione del metodo DFS 
applicato ad un grafo orientato G è di 0(n2) (la motivazione di questo risultato è 
analizzata nell'Esercizio R-13.10). Pertanto, se si esegue una DFS per n volte, allora 
si impiegherà un tempo 0(n3), che non è migliore di una singola esecuzione dell'al-
goritmo di Floyd-Warshall; tuttavia l'algoritmo di Floyd-Warshall è molto più sem-
plice da implementare. D'altro canto, se il grafo è rappresentato utilizzando una li-
sta delle adiacenze, allora il tempo di esecuzione per calcolare la chiusura transitiva 
dell'algoritmo DFS applicato n volte sarà di 0(n(n + tri)). Anche in questo caso, se 
il grafo è denso, vale a dire se ha f ì (n 2 ) lati, allora questo approccio è ancora esegui-



F I G U R A 1 3 . 1 0 Sequenza di digrafi elaborata dall'algoritmo di Floyd-WarshaU: (a) digrafo iniziale G = G 0 e numerazione 
dei vertici; (b) digrafo G,; (c) G 2; (d) G 3; (e) G,; (f) G 5 . Si noti che G 5 = G 6 = G1. Se un digrafo Gk_, ha i lati (v,-, vk) e (vk, 
ma non il lato (v f, nel disegno del digrafo Gk i lati (v,, e (vk, v-) sono rappresentati con linee in colore tratteggiate 
e il lato (v,-, Vj) con una linea in colore spessa. 



bile in un tempo 0(n3), ed è più complicato di una singola istanza dell'algoritmo di 
Floyd-Warshall. L'unico caso in cui chiamare ripetutamente il metodo DFS risulta 
essere la soluzione migliore è quando il grafo non è denso ed è rappresentato utiliz-
zando una lista delle adiacenze. 

13.4.3 Grafi orientati aciclici 
I grafi orientati privi di cicli si possono incontrare in molte applicazioni. Un digrafo 
di questo genere di solito è indicato come grafo orientato aciclico o, in breve, DAG 
(directed acyclic graph), per brevità. Possibili applicazioni di questi grafi compren-
dono le seguenti: 
• Eredità tra classi dei programmi in linguaggio Java. 
• Prerequisiti dei corsi in un corso di laurea. 
• Vincoli di scheduling tra i compiti di un progetto. 

ESEMPIO 13.20 Allo scopo di gestire un grosso progetto, è conveniente suddivi-
derlo in una collezione di compiti di dimensioni minori. I compiti, in ogni caso, 
sono raramente indipendenti, poiché esistono tra loro dei vincoli di scheduling. 
(Per esempio, in un progetto di un edificio per abitazione, il compito di ordinare i 
chiodi ovviamente precede il compito di inchiodare le assi del tetto). Chiaramen-
te, i vincoli dello scheduling non devono contenere alcuna circolarità, poiché ren-
derebbero il progetto irrealizzabile (per esempio, al fine di ottenere un posto di 
lavoro sono necessarie esperienze lavorative, ma per formarsi delle esperienze la-
vorative è necessario avere un posto di lavoro). I vincoli dello scheduling impon-
gono delle restrizioni sull'ordine in cui i compiti possono essere eseguiti. In altri 
termini, se un vincolo richiede che un compito a sia completato prima che inizi un 
compito b, allora a deve precedere b nell'ordine di esecuzione dei compiti. Se si 
modella un possibile insieme di compiti con un grafo orientato e si colloca un lato 
orientato da v a w qualora il compito relativo a v debba essere eseguito prima del 
compito relativo a w, allora si definisce un grafo orientato aciclico. 
L'esempio precedente motiva la seguente definizione. Sia G un digrafo con n 

vertici. Un ordinamento topologico di G è un ordinamento v,, v 2,..., vn di vertici di 
G tale che per ogni lato (v„ vy) di G, sia i < j. In altri termini, un ordinamento topo-
logico è un ordinamento tale che ogni percorso orientato in G attraversa i vertici in 
ordine crescente (si veda la Figura 13.11). Si osservi che un digrafo può avere più di 
un ordinamento topologico. 

PROPOSIZIONE 13.21 G ha un ordinamento topologico se e solo se è aciclico. 
DIMOSTRAZIONE. La necessità (la parte «solo se» dell'enunciato) è facile da dimo-
strare. Si supponga che G sia topologicamente ordinato. Per assurdo, si ammetta 
che G abbia un ciclo formato da lati (v,Q, v(- ), (v,-, v,2),..., (vik v,Q). A causa dell'or-
dinamento topologico si dovrebbe avere i{ì < iì < ••• < ik_, < «„, che è chiaramente 
impossibile. Quindi G deve essere aciclico. 

In questa seconda fase viene discussa la sufficienza della condizione (la parte 
«se» dell'enunciato). Si supponga che G sia aciclico. Si abbozzerà una descrizione 
algoritmica del modo in cui si può costruire un ordinamento topologico per G. Poi-
ché G è aciclico, G deve avere un vertice senza nessun lato entrante (cioè con grado 
entrante 0). Sia v, un vertice con questa caratteristica. In realtà, se non esistesse v,, 



F I G U R A 1 3 . 1 1 
Due ordinamenti 
topologici dello stesso 
digrafo aciclico. 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.13 
Pseudocodice 
per l'algoritmo 
di ordinamento 
topologico (si illustra 
un esempio applicativo 
di questo algoritmo 
nella Figura 13.12). 

allora nel tracciare un percorso orientato da un arbitrario vertice di partenza si do-
vrebbe infine incontrare un vertice precedentemente visitato, contraddicendo così 
la aciclicità di G. Se si cancella vl da G insieme ai suoi lati uscenti, il digrafo risul-
tante rimane ancora aciclico. Quindi, anche il digrafo risultante ha un vertice privo 
di lati entranti e si suppone che questo vertice sia v2. Ripetendo questo processo 
fino a quando il digrafo diviene vuoto, si ottiene un ordinamento v,, v2,..., vn di ver-
tici di G. A causa della costruzione precedente, se (v„ vy) è un lato di G, allora v, 
deve essere cancellato prima che possa essere cancellato vy . E quindi i < j. Pertanto 
v,, v. ., vn è un ordinamento topologico. 

La dimostrazione della Proposizione 13.21 suggerisce un algoritmo (Frammento 
di codice 13.13), chiamato ordinamento topologico, per calcolare l'ordinamento to-
pologico di un digrafo. 

Algoritmo TopologicalSort(ff): 
Input: Un digrafo G con n vertici. 
Output: Un ordinamento topologico v l t v 2 l ..., vn di O. 
S uno stack inizialmente vuoto 
foral i u in O.vertices() do 

Sia incounter(u) il grado entrante di u. 
if incounter(u) = 0 then 

S.push(u) 
i <- 1 
while lS.ìsEmptyO do 

u S.popC) 
Il vertice in posizione i nell'ordinamento topologico è u. 
i <r- i + 1 
for all lati uscenti (u,w) di u do 

incounter(w) incounter(w)-l 
if incounter(w) = 0 then 

S.push(w) 



FIGURA 1 3 . 1 2 Esempio di una esecuzione dell'algoritmo TopologicalSort (Frammento di codice 13.13): (a) configurazione 
iniziale; (b-i) dopo ogni ripetizione del ciclo while. Le etichette di ogni vertice indicano il numero del vertice e il valore 
corrente di incounter. I lati attraversati sono rappresentati con frecce tratteggiate in colore. Le linee spesse denotano 
il vertice e i lati esaminati nell'iterazione corrente. 



PROPOSIZIONE 13.22 Sia G un digrafo con n vertici e m lati. L'algoritmo di or-
dinamento topologico ha un tempo di esecuzione 0(n + m) e utilizza uno spazio 
di memoria ausiliario 0(n); inoltre, o calcola un ordinamento topologico di G 
oppure fallisce nel numerare alcuni vertici, il che sta a significare la presenza di 
un ciclo orientato in G. 

DIMOSTRAZIONE. Il calcolo iniziale del grado entrante e il setup delle variabili in-
counter può essere eseguito con un semplice attraversamento del grafo, il quale ri-
chiede un tempo 0(n + ra). Si utilizza lo schema decoratore per associare ai vertici gli 
attributi di conteggio. Si dice che un vertice è visitato dall'algoritmo di ordinamento 
topologico quando u è cancellato dallo stack S. Un vertice u può essere visitato solo 
quando incounter(u) = 0, ciò comporta che tutti i suoi predecessori (vertici con rami 
uscenti verso u) siano stati precedentemente visitati. Di conseguenza ogni vertice ap-
partenente a un ciclo orientato non sarà mai visitato, mentre ogni altro vertice sarà 
visitato esattamente una volta. Poiché l'algoritmo attraversa tutti i rami uscenti di 
ogni vertice visitato una sola volta, il suo tempo di esecuzione è proporzionale al nu-
mero di lati uscenti dai vertici visitati. Pertanto l'algoritmo è eseguibile in un tempo 
0(n + ra). Rispetto all'occupazione di spazio di memoria, si osservi che lo stack S e le 
variabili incounter allegate ai vertici utilizzano uno spazio 0(n). 

Come effetto collaterale, l'algoritmo di ordinamento topologico del Frammento 
di codice 13.13 controlla anche se il digrafo in input G sia aciclico. In verità, se l'al-
goritmo termina senza ordinare tutti i vertici, allora il sottografo dei vertici che non 
sono stati ordinati deve contenere un ciclo orientato. 

1 3 . 5 Grafi pesati 

Come è stato visto nel Paragrafo 13.3.3 la strategia di visita in ampiezza può essere 
utilizzata per trovare un percorso minimo dal vertice di partenza a ogni altro verti-
ce in un grafo connesso. Questo approccio ha senso nei casi in cui ogni lato è buono 
come tutti gli altri, però esistono molte situazioni nelle quali questo approccio non 
si rivela appropriato. Per esempio, si potrebbe utilizzare un grafo per rappresentare 
una rete di computer (come Internet) e si potrebbe avere un interesse a trovare la 
strada più veloce per instradare un pacchetto di dati tra due computer. In questo 
caso è probabile che non sia appropriato considerare tutti i lati uguali tra loro, poi-
ché alcune connessioni in una rete di computer sono solitamente molto più veloci di 
altre (per esempio, alcuni lati possono rappresentare delle connessioni con linee te-
lefoniche lente mentre altre possono rappresentare connessioni in fibra ottica ad 
alta velocità). Analogamente, si potrebbe desiderare di utilizzare un grafo per rap-
presentare le strade che collegano alcune città e si potrebbe essere interessati a tro-
vare il cammino più veloce per spostarsi attraverso queste città. In questo caso è an-
cora una volta probabile che un modello che preveda tutti i lati uguali l'uno all'altro 
non sia il più adeguato, giacché alcune distanze tra una città e l'altra saranno verosi-
milmente più lunghe delle altre. A questo punto, è naturale la considerazione di 
grafi che abbiano lati con pesi diversi. 

Un grafo pesato è un grafo che porta una etichetta numerica (per esempio un 
numero intero) w(e) associata a ciascun lato e, chiamata peso del lato e. Nella Figu-
ra 13.13 è illustrato un esempio di grafo pesato. 

Nei rimanenti paragrafi di questo capitolo saranno studiati i grafi pesati. 
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Un grafo pesato i cui 
vertici rappresentano 
i principali aeroporti 
statunitensi e i cui lati 
rappresentano le 
distanze in miglia. 
Questo grafo ha un 
percorso tra JFK 
a LAX di peso totale 
2777(procedendo 
attraverso ORD 
e DFW). Questo è 
il percorso di peso 
minimo nel grafo 
da JFK a LAX. 

1 3 . 6 Percorsi minimi 

Sia G un grafo pesato. La lunghezza (o peso) di un percorso è la somma dei pesi re-
lativi ai lati di P. Detto in altri termini, se P = (v0, Vj), (v,, v 2),..., (vk_,, v^) allora la 
lunghezza di P, denotata con w(P), è definita come 

La distanza da un vertice v a un vertice u in G, denotata con d(v,u), è la lunghezza 
di un percorso di lunghezza minima (chiamato anche percorso minimo) da v a u, se 
questo percorso esiste. 

Spesso si adotta la convenzione che d(v,u) = se non esiste nessun percorso 
da v a u in G. In ogni caso, anche se esistesse un percorso da v a u in G, la distanza 
tra v e u potrebbe non essere definita se esiste un ciclo in G il cui peso totale è ne-
gativo. Per esempio, si supponga che i vertici in G rappresentino città, e i pesi dei 
lati di G rappresentino il costo per lo spostamento da una città all'altra. Se qualcu-
no fosse disposto a pagare per far andare qualcuno da JFK a ORD, allora il «costo» 
del lato (JFK,ORD) sarebbe negativo. Se qualcun altro fosse disposto a pagare per 
far andare qualcuno da ORD a JFK, allora ci sarebbe un ciclo con peso negativo in 
G e le distanze non potrebbero più essere definite. Detto in altre parole, a questo 
punto si potrebbe costruire un percorso (contenente dei cicli) in G, da ogni città A a 
un'altra città B, che passa prima per JFK e dopo compie un numero di cicli a piace-
re da JFK a ORD e viceversa, prima di raggiungere B. L'esistenza di questi percorsi 
ci permetterebbe di costruire dei percorsi con costi negativi arbitrariamente bassi (e 
in questo caso si potrebbe guadagnare una fortuna). Ma le distanze non possono as-
sumere valori negativi arbitrariamente bassi. Pertanto ogni volta che si introducono 
pesi sui lati per rappresentare delle distanze, è necessario prestare attenzione a non 
introdurre nessun ciclo con peso negativo. 

Si faccia l'ipotesi di avere un grafo pesato G, e di dover trovare un percorso mi-
nimo da un vertice v a ogni altro vertice in G, considerando i pesi sui lati come di-
stanze. In questo paragrafo saranno esplorati dei modi efficienti per trovare tutti 
questi percorsi minimi, se esistono. Il primo algoritmo che sarà oggetto di discussio-
ne è per il semplice e comune caso in cui tutti i pesi dei lati di G sono non negativi 
(in altri termini, w(e) > 0 per ogni lato e di G); quindi si sa in anticipo che non ci 
sono cicli in G che hanno peso negativo. Si ricorda che il caso speciale di calcolo di 

k - 1 

w(P) = X w ( v „ v i + 1 ) ) I = 0 
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un percorso minimo in un grafo con pesi tutti uguali a uno è stato risolto con l'algo-
ritmo di attraversamento BFS illustrato nel Paragrafo 13.3.3. 

Esiste un approccio interessante per risolvere questo problema a singola sor-
gente (single-source), basato sullo schema di progetto greedy (Paragrafo 12.4.2). Si 
ricorda che in tale schema si risolve un problema scegliendo ripetutamente la mi-
gliore opzione tra quelle disponibili a ogni iterazione. Questo paradigma può spesso 
essere utilizzato in situazioni in cui si sta provando a ottimizzare una funzione di co-
sto su una collezione di oggetti. Si possono aggiungere oggetti a questa collezione, 
uno alla volta, prendendo sempre come elemento successivo quello che ottimizza la 
funzione tra quelli ancora da scegliere. 

13.6.1 Algoritmo di Dijkstra 
L'idea fondamentale nell'applicazione del metodo greedy al problema a singola sor-
gente del percorso minimo è di eseguire una visita in ampiezza a partire dal vertice v. 
In particolare, il metodo greedy può essere utilizzato per sviluppare un algoritmo che 
fa crescere iterativamente una «nuvola» di vertici fuori da v, con i vertici che entrano 
nella nuvola seguendo un ordine della loro distanza da v. Allora, a ogni iterazione, il 
successivo vertice a essere scelto è il vertice esterno alla nuvola che è il più vicino a v. 
Questo algoritmo termina quando non ci sono più vertici all'esterno della nuvola, e a 
questo punto si è ottenuto il percorso minimo da v a ogni altro vertice di G. Questo 
approccio è un esempio semplice, ma nondimeno potente, del metodo greedy. 

• Un metodo greedy per trovare percorsi minimi 
Applicando il metodo greedy per il problema a singola sorgente del percorso mini-
mo, si ottiene un algoritmo chiamato algoritmo di Dijkstra. Quando è applicato ad 
altri problemi sui grafi, in ogni caso, il metodo greedy potrebbe non necessariamen-
te trovare la migliore soluzione (come nel cosiddetto problema del commesso viag-
giatore, in cui si vuole trovare il percorso minimo che visita tutti i vertici del grafo 
esattamente una volta). Ciononostante, esistono numerose situazioni nelle quali il 
metodo greedy consente di calcolare la migliore soluzione. In questo capitolo saran-
no discusse due circostanze di questo genere: il calcolo dei percorsi minimi e la co-
struzione del minimo spanning tree. 

Al fine di semplificare la descrizione dell'algoritmo di Dijkstra, si fa l'ipotesi che il 
grafo G in input non sia orientato (ovvero tutti i suoi lati non sono orientati) e che sia 
semplice (ovvero che non abbia autoanelli e lati paralleli). Quindi si denotano i lati di 
G con coppie di vertici non ordinati (u,z). Nell'algoritmo di Dijkstra per trovare i per-
corsi minimi, la funzione di costo che si cerca di ottimizzare con l'applicazione del me-
todo greedy coincide con la funzione che si sta cercando di calcolare: la distanza mini-
ma sul percorso. Questo ragionamento potrebbe apparire a un primo sguardo come 
un circolo vizioso, finché ci si rende conto che questo approccio può essere effettiva-
mente implementato utilizzando uno stratagemma del «bootstrapping» che consiste 
nell'utilizzare una approssimazione per la funzione distanza che si desidera calcolare. 
Alla fine del ragionamento tale approssimazione risulterà uguale alla distanza vera. 

• Rilassamento dei lati 
Si definisca una etichetta D[u] per ciascun vertice u in V, che si usa per approssimare 
la distanza da v a u in G. Il significato di queste etichette è che D[u] conterrà sempre 



la lunghezza del percorso migliore che sia stato trovato fino a quel momento da v a u. 
Inizialmente, D[v] = 0 e D[u\ = per ogni u * v, ed è definito l'insieme C, che costi-
tuisce la «nuvola» di vertici, inizializzato all'insieme vuoto 0 . A ogni iterazione del-
l'algoritmo, si seleziona un vertice u non appartenente a C, con la più piccola etichet-
ta D[u\ e si pone u in C. Nella prima iterazione, naturalmente, si pone u in C. Una vol-
ta che un nuovo vertice u sia stato collocato in C, allora si può aggiornare l'etichetta 
D[z\ di ogni vertice z che sia adiacente a u e che si trovi esternamente a C,per riflet-
tere la circostanza che ci potrebbe essere una nuova e migliore strada per raggiunge-
re z passando per u. Questa operazione di aggiornamento è conosciuta con il nome di 
procedura di rilassamento, poiché considera una vecchia stima e verifica se essa pos-
sa essere migliorata per avvicinarsi al suo valore vero (una metafora per spiegare il 
termine «rilassamento» è una molla che sia stesa e poi «rilasciata» alla sua condizio-
ne di riposo). Nel caso dell'algoritmo di Dijkstra, il rilassamento viene eseguito per 
un lato (u,z), tale che sia stato calcolato un nuovo valore di D[u\ e si desideri vedere 
se ci sia un valore migliore per D[z\ utilizzando il lato (u,z). La specifica operazione 
di rilassamento di un lato ha la seguente espressione: 

Rilassamento di un lato 

Si fornisce una descrizione in pseudocodice dell'algoritmo di Dijkstra nel Fram-
mento di codice 13.14. Si osservi che è utilizzata una coda a priorità Q per memoriz-
zare i vertici esterni alla nuvola C. 

Molte iterazioni dell'algoritmo di Dijkstra sono illustrate nelle Figure 13.14 e 13.15. 

• Perché funziona 
L'aspetto più interessante e probabilmente anche un po' sorprendente dell'algorit-
mo di Dijkstra è che, nel momento in cui un vertice è introdotto in C, la sua etichet-
ta D[u] memorizza la lunghezza corretta del percorso minimo che collega v a u. 

Algoritmo ShortestPath(G, v): 
Input: Un semplice grafo pesato non orientato G avente pesi dei rami 

non negativi, e un vertice distinto v di G. 
Output: Una etichetta D[u], per ciascun vertice u di G, tale che D[u] sia 

la lunghezza di un percorso minimo da v a u in G. 
Inizializzare D[v] «- 0 e D[u] <— per ciascun vertice u * v. 
Sia Q una coda a priorità composta dai vertici di G, usando come chiavi 

le etichette D. 
while Q è non vuoto do 

(inserisce un nuovo vertice u nella nuvola) 
u Q.removeMinO 
for ciascun vertice z adiacente a u e tale che z sia in Q do 

if D[u] + w((u,z)) < D[z] then 
D[z] < - D[u] + w ( ( u , z ) ) 

{esegue la procedura di rilassamento sul lato (u,z)} 
if D[u] + w((u,z)) < D[z] then 

D[z] D[u] + w(Cu,z)) 
Trasforma in D[z] la chiave del vertice z in Q. 

return l'etichetta D[u] di ciascun vertice u percorso minimo con 
sorgente singola. 

Algoritmo di Dijkstra 
per il problema del 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.14 



F I G U R A 1 3 . 1 4 Una esecuzione dell'algoritmo di Dijkstra su un grafo pesato. Il vertice di partenza è BWI. Una casella 
accanto a ciascun vertice v memorizza l'etichetta D[v\. Il simbolo • è utilizzato al posto di +«. I rami dell'albero del percorso 
minimo sono disegnati come frecce spesse in colore, e per ciascun vertice esterno alla nuvola è rappresentato con una linea 
continua in colore il miglior lato corrente che conduca a u. (Continua in Figura 13.15.) 



Pertanto, quando l'algoritmo termina, esso avrà calcolato la distanza del percorso 
minimo da v a ogni altro vertice di G. In altri termini esso avrà risolto il problema 
del percorso minimo con singola sorgente. 

Probabilmente non risulterà subito chiaro perché l'algoritmo di Dijkstra trova il 
percorso minimo corretto da un vertice di partenza v a ogni altro vertice u del 
grafo. Per quale motivo la distanza da v a uè uguale al valore dell'etichetta D[u\ 
nell'istante in cui il vertice u è introdotto nella nuvola C (che è anche l'istante in cui 
u è cancellato dalla coda a priorità <2)? La risposta a questa domanda dipende dal 
fatto che non esistono rami con pesi negativi nel grafo, e quindi il metodo greedy 
può funzionare correttamente, come sarà mostrato nella seguente proposizione. 

F I G U R A 1 3 . 1 5 
Un esempio di 
esecuzione di un 
algoritmo di Dijkstra. 
(Continuazione della 
Figura 13.14.) 

PROPOSIZIONE 13.23 Nell'algoritmo di Dijkstra, quando un vertice u è incluso 
nella nuvola, l'etichetta D[M] è uguale a d(v,u), LA lunghezza del percorso minimo 
da v ad u. 

DIMOSTRAZIONE. Si supponga per assurdo che D[t] > d(v,t) per un vertice t in V, e 
sia u il primo vertice che l'algoritmo ha incluso nella nuvola C (cioè che ha cancel-
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Una illustrazione 
schematica per la 
dimostrazione della 
Proposizione 13.23. u preso successivamente 

così che risulti D[u] < D[z] 

lato da Q) tale che D[u\ > d(v,u). Esiste un percorso minimo P da v ad u (poiché, se 
così non fosse, sarebbe d(v,u) = = D[u]). Allora si consideri il momento in cui u 
è incluso in C, e sia z il primo vertice di P (quando ci si sposta da v a u) che non ap-
partiene a C in questo momento. Sia y il predecessore di z nel percorso P (si osservi 
che si potrebbe avere y = v) (Figura 13.16). Si sa che, per la scelta di z che è stata at-
tuata, y è già in C in questo momento. Inoltre, D\y] = d(v,y), giacché u è il primo 
vertice non corretto. Quando y è stato incluso in C, è stato fatto un controllo (con 
eventuale aggiornamento) di D[z\ in modo che in quel momento risultasse 

D[z] < D[y] + w((y,z)) = d(v,y) + w((y,z)) 
Ma poiché z è il vertice successivo del percorso minimo che collega da v a u, ciò ha 
come conseguenza che 

D[z] = d(v,z) 
Si è così giunti al momento in cui è stato scelto u invece di z per unirlo a C; quindi 

D[u]<D[z] 
Dovrebbe risultare chiaro che un sottopercorso del percorso minimo è esso stesso 
un percorso minimo. E allora, poiché z è nel percorso minimo da v a u, 

d(v,z) + d(z,u) = d(v,u) 
Inoltre d(z,u) ^ 0 perché non esistono lati con pesi negativi. Pertanto vale la rela-
zione: 

D[u] < D[z] = d(v,z) < d(v,z) + d(z,u) = d(v,u) 
Ma ciò contraddice il modo in cui è stato definito u\ quindi non può esistere nessun 
vertice u con queste caratteristiche. 

• Il tempo di esecuzione dell'algoritmo di Dijkstra 
In questo paragrafo si analizzerà la complessità temporale dell'algoritmo di Dijk-
stra. Con n e m saranno indicati rispettivamente il numero dei vertici e dei lati del 
grafo assegnato G. Si supporrà che il peso dei lati possa essere sommato e confron-
tato in tempo costante. Poiché nel Frammento di codice 13.14 è stata fornita una de-
scrizione ad alto livello dell'algoritmo di Dijkstra, per poter effettuare un'analisi del 
suo tempo di esecuzione occorrerà fornire ulteriori dettagli sulla sua implementa-

il pr imo vert ice «errato^ 



zione. Più precisamente si dovranno indicare le strutture dati utilizzate e il modo in 
cui esse sono implementate. 

Prima di tutto si ipotizzi di rappresentare il grafo G mediante una lista delle 
adiacenze. Questa struttura dati permette di attraversare i vertici adiacenti a u du-
rante il passo di rilassamento in un tempo proporzionale al loro numero. Comun-
que non sono ancora stati precisati tutti i dettagli dell'algoritmo, poiché occorre ag-
giungere qualcos'altro sul modo in cui è implementata l'altra struttura dati princi-
pale dell'algoritmo: la coda a priorità Q. 

Un'efficiente implementazione della coda a priorità Q impiega uno heap (si 
veda il Paragrafo 8.3). Ciò permette di estrarre il vertice u con la più piccola eti-
chetta D (chiamata al metodo removeMin) in un tempo di esecuzione 0(log n). 
Come annotato nello pseudocodice, ogni volta che si aggiornerà un'etichetta D[z\ 
occorrerà aggiornare la chiave z nella coda a priorità. Quindi ora occorrerà una im-
plementazione con heap di una coda a priorità adattabile (si veda il Paragrafo 8.4). 
Se Q è una coda a priorità adattabile implementata con una heap, allora questo ag-
giornamento può essere per esempio effettuato mediante replaceKey(e,k~), in cui e 
è l'elemento contenente la chiave per il vertice z. Se e è consapevole della posizio-
ne, allora è possibile implementare in modo semplice l'aggiornamento delle chiavi 
in tempo 0(log n), poiché un elemento consapevole della posizione per il vertice z 
dovrebbe permettere a Q di ottenere accesso immediato all'elemento e dello heap 
contenente z (si veda il Paragrafo 8.4.2). Con tale ipotesi, l'implementazione dell'al-
goritmo di Dijkstra viene eseguito in un tempo 0((n + m)log n). Facendo riferimen-
to al Frammento di codice 13.14, vengono di seguito elencati i dettagli dell'analisi 
del tempo di esecuzione: 
• L'inserimento di tutti i vertici in Q con i rispettivi valori chiave iniziali può esse-

re effettuato in un tempo 0(n log n) mediante inserimenti ripetuti, o in un tem-
po 0(n) usando la costruzione bottom-up dello heap (si veda il Paragrafo 8.3.6). 

• Per ciascuna iterazione del ciclo while, si impiega un tempo 0(log n) per can-
cellare il vertice u da Q, e 0(degree(v) log n) per effettuare la procedura di ri-
lassamento sui lati incidenti su u. 

• Il tempo complessivo di esecuzione del ciclo while è 

X (1 + degree(v)) log n v in G 

che per la Proposizione 13.6 vale 0((n + rrì)log n). 
Si noti che qualora si voglia esprimere il tempo di esecuzione come una funzione 
del solo n, allora nel caso peggiore essa vale 0(n2 log n). 

• Una implementazione alternativa dell'algoritmo di Dijkstra 
Verrà ora considerata una implementazione alternativa per la coda a priorità adat-
tabile Q mediante una sequenza non ordinata. Ovviamente questa richiede che si 
impieghi un tempo 0(n) per estrarre l'elemento minimo, ma consente rapidi ag-
giornamenti delle chiavi, a patto che Q usi elementi consapevoli della posizione 
(Paragrafo 8.4.2). Specificamente è possibile realizzare ciascun aggiornamento della 
chiave, eseguito in un passo di rilassamento, in un tempo 0( 1), cambiando il valore 
della chiave una volta che è stato localizzato l'elemento da aggiornare in Q. Quindi 
questa implementazione presenta un tempo di esecuzione pari a 0(n2 + m), che può 
essere ridotto a 0(n2) quando G è semplice. 
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• Confronto delle due implementazioni 
Vi sono quindi due possibilità per implementare la coda a priorità adattabile, 
come elementi consapevoli della posizione, usata nell'algoritmo di Dijkstra: una 
implementazione mediante uno heap che richiede un tempo di esecuzione 
0((n + m) log n), e una implementazione con una sequenza non ordinata che ri-
chiede un tempo 0(n2). Poiché entrambe le implementazioni sono abbastanza 
semplici da implementare, esse sono quasi uguali in termini di raffinatezza della 
programmazione. Inoltre le due implementazioni sono pressappoco uguali anche 
nei fattori costanti per i tempi di esecuzione del caso peggiore. Considerando solo 
il caso peggiore, si preferisce l'implementazione con uno heap quando il numero 
dei lati del grafo risulta piccolo (cioè quando m < n2llog n), e si preferisce l'im-
plementazione mediante la sequenza quando il numero dei lati risulta grande 
(cioè quando m > n2llog ri). 

PROPOSIZIONE 13.24 Sia dato un grafo G pesato e non orientato con n vertici e 
m lati, tale che ciascun lato sia non negativo, e sia v un vertice di G. Nel caso 
peggiore l'algoritmo di Dijkstra calcola la distanza da v verso tutti gli altri nodi 
di G in un tempo 0((n + m) log ri), o, alternativamente, in un tempo 0(n2). 
Nell'Esercizio R-13.17 sarà studiata una modifica dell'algoritmo di Dijkstra per 

generare un albero T radicato in v, tale che il percorso in T da v a un vertice u sia il 
percorso più breve, in G, da v a u. 

• Programmazione dell'algoritmo di Dijkstra in Java 
Avendo fornito una descrizione in pseudocodice dell'algoritmo di Dijkstra, verrà ora 
presentato un codice Java che esegue l'algoritmo di Dijkstra, assumendo che sia stato 
assegnato un grafo non orientato con pesi interi positivi. L'algoritmo sarà espresso 
mediante la classe Dijkstra (Frammenti di codice 13.15 e 13.16) che utilizza il metodo 
weight per ciascun lato e per ricavarne il relativo peso. La classe Dykstra assume che 
ciascun lato abbia una decorazione weight (peso). 

L'elaborazione principale dell'algoritmo di Dijkstra è effettuata mediante il me-
todo dijkstraVisit. Viene utilizzata anche una coda a priorità adattabile con consape-
volezza della locazione (Paragrafo 8.4.2). Un vertice u è aggiunto a Q mediante il me-
todo insert, che restituisce un elemento con consapevolezza della locazione in Q. Si 
aggiunge per u il corrispettivo elemento in Q mediante il metodo setEntry, e l'ele-
mento di u viene ripreso mediante il metodo getEntry. Si noti che l'associazione de-
gli elementi con i vertici costituisce un'istanza del modello progettuale decoratore 
(Paragrafo 13.3.2). Invece di utilizzare una struttura dati aggiuntiva per le etichette 
D[u], si sfrutterà il fatto che D[u\ costituisce la chiave del vertice u in Q, e pertanto 
D[u] può essere recuperato dall'elemento u in Q. Il cambio dell'etichetta di un ver-
tice z in d nella procedura di rilassamento corrisponde a eseguire il metodo repla-
ceKey(e,d), in cui e è un elemento con consapevolezza della locazione per z in Q. 

1 3 . 7 I minimum spanning tree 

Si supponga di voler connettere tutti i computer in un nuovo ufficio usando il minor 
numero di cavi possibile. Si potrebbe modellare questo problema usando un grafo 
pesato G i cui vertici rappresentino i computer, e i cui lati rappresentino tutte le 



/** L'algoritmo di Djjkstra per il problema del percorso più breve non a 
* sorgente singola in un grafo orientato i cui lati abbiano pesi interi 
* non negativi. */ 

public class Dijkstra <V, E> { 
/** Infinity value. */ 
protected static final Integer INFINITE = Integer. MAX.VALUE; 
/** Input graph. */ 
protected GraphcV, E> graph; 
/** Chiave di decorazione per il peso del lato. */ 
protected Object WEIGHT; 
/** Chiave di decorazione per le distanze t ra vertici. */ 
protected Object DIST = new ObjectO; 
/** Chiave di decorazione per gli elementi nella coda a priorità. */ 
protected Object ENTRY = new ObjectO; 
/** Coda a priorità ausiliaria. */ 
protected AdaptablePriorityQueue<Integer, Vertex < V » Q; 
/** Esegue l'algoritmo di Dijkstra. 
* @param g Input graph 
* @param s Source vertex 
* @param w Weight decoration object. */ 

public void execute (Graph <V, E> g, Vertex <V> s, Object w) { 
graph = g; 
WEIGHT = w; 
DefaultComparator dc = new DefaultComparatorO; 
Q = new HeapAdaptablePriorityQueue<Integer, Vertex<V»(dc); 
dijkstraVisit(s); 

1 
/** Ricava la distanza di ma vertice dal vertice sorgente. 
* @param u Vertice di partenza per l'albero con percorso più breve. */ 

public int getDist(Vertex<V> u) { 
return (Integer) u.get(DIST); 

La classe Dykstra 
che implementa 
l'algoritmo di Dijkstra. 
(Continua nel 
Frammento di codice 
13.16.) 

possibili coppie (u,v) di computer, in cui il peso w((v,u)) del lato (v,u) sia uguale 
alla quantità di cavo necessaria per connettere il computer v al computer u. Invece 
di calcolare un albero con il percorso più breve da un particolare vertice v, si cerca 
invece di trovare un albero T che contenga tutti i vertici di G e abbia, tra tutti gli al-
beri, il minimo costo complessivo. In questo paragrafo si studieranno le metodolo-
gie per trovare un tale albero. 

• Definizione del problema 
Dato un grafo pesato non orientato G, si desidera trovare un albero T che contenga 
tutti i vertici in G e che minimizzi questa somma: 

w(T) = £ w((v,u)) 
(v.u) in T 

Un albero di questo tipo che contenga tutti i vertici di un grafo connesso G si 
definisce spanning tree (albero ricoprente), e il problema di calcolare uno spanning 



F R A M M E N T O DI CODICE 
13.16 II metodo 
dykstraViait della 
classe Dtlkstra. 
(Continuazione dal 
Frammento di codice 
13.15.) 

/** Effettiva esecuzione dell'algoritmo di Dijkstra. 
* @param v vertice sorgente. */ 

protected void d^kstraVisit (VertexcV> v) ( 
/ / memorizzazione di tutti i vertici in una coda a priorità Q 
for CVertex<V> u: graph.verticesO) | 

int u_dist; 
if (u==v) 

u_dist = 0; 
else 

u_dist = INFINITE; 
Entry<Integer, Vertex<V» u entry = Q.insert(u_dist, u); //autoboxing 
u.putCENTRY, u_entry); 

1 
/ / crescita della nuvola, un vertice per volta 
while (IQ.isEmptyO) { 

/ / rimuove da Q e inserisce nella nuvola un vertice a minima distanza 
Entryclnteger, VertexcV» u_entry = Q.minC); 
Vertex<V> u = u_entry.getValue(); 
int u_dist = u_entry.getKey(); 
Q.remove(u_entry); / / cancellazione di u dalla coda a priorità 
u.put(DIST,u_dist); / / la distanza di u è quella finale 
u.remove(ENTRY); / / cancellazione della decorazione di u 
if (u_dist == INFINITE) 

continue; / / non vengono elaborati i vertici non raggiungibili 
/ / esame dei vertici adiacenti di u e aggiornamento delle loro distanze 
for (EdgecE> e: graph.incidentEdgesCu)) ( 

Vertex<V> z = graph.opposite(u,e); 
Entryclnteger, VertexcV» z_entry 

= (Entryclnteger, VertexcV») z. get(ENTRY); 
if (z_entry 1= nuli) { Il controlla se z è in Q,cioè non nella nuvola 

int e_weight = (Integer) e.getCWEIGHT); 
int z_dist = z_entry.getKey(); 
if (u_dist + e_weight c z_dist) / / rilassamento del lato e = (u,z) 

Q.replaceKey(z_entry, u_dlst + e_weight); 
1 

1 
1 

1 

tree T con il minor costo complessivo si definisce problema del minimum spanning 
tree (o MST). 

Lo sviluppo di algoritmi efficienti per il problema del minimum spanning tree 
precede la nozione moderna dell ' informatica stessa. In questo paragrafo si discuto-
no due algoritmi classici per risolvere il problema MST. Questi algoritmi sono en-
trambi applicazioni del metodo greedy, che, come brevemente discusso nel prece-
dente paragrafo, si basa sullo scegliere oggetti che debbano incrementare un insie-
me crescente prendendo iterativamente un oggetto che minimizzi una certa funzio-
ne di costo. Il primo algoritmo che verrà discusso è l 'algoritmo di Kruskal, che «in-
crementa» l 'MST in gruppi considerando i lati secondo l 'ordinamento basato sui 
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e appart iene a un min imum spanning tree Una illustrazione della 
caratteristica rilevante 
dei minimum spanning 
tree. 

lato di raccordo 
dal peso minimo 

loro rispettivi pesi. Il secondo algoritmo analizzato è quello di Prim-Jarnik, che in-
crementa l'MST a partire da un singolo vertice-radice, nello stesso modo dell'algo-
ritmo di Dijkstra per il percorso più breve. 

Come si è visto nel Paragrafo 13.6.1, per semplificare la descrizione degli algorit-
mi si assumerà che il grafo G assegnato sia non orientato (cioè tutti i suoi lati devono 
non essere orientati) e che sia semplice (cioè non deve contenere né autoanelli né lati 
paralleli). Quindi si denotano i lati di G come coppie non ordinate di vertici (u,z). 

Prima di fornire i dettagli di questi algoritmi, comunque, occorre evidenziare 
una rilevante caratteristica dei minimum spanning tree che costituirà la base degli 
algoritmi. 

• Una caratteristica rilevante dei minimum spanning tree 
I due algoritmi MST che ora si analizzeranno sono basati sul metodo greedy, che in 
questo caso dipende fortemente dalla seguente constatazione (Figura 13.17). 

PROPOSIZIONE 13.25 Sia assegnato un grafo pesato connesso G, e Vx e V2 defi-
niscano una partizione formata da due insiemi non vuoti disgiunti dei vertici di 
G. Si consideri inoltre e come un lato di G con il costo minore tra quelli con un 
punto terminale in Vx e l'altro in V2. Esiste un minimum spanning tree T in cui e 
è uno dei suoi lati. 

DIMOSTRAZIONE. Sia T un minimum spanning tree di G. Se 7 non contiene il lato e, 
l'unione di e con T creerà un ciclo. Quindi esiste un lato / di questo ciclo che ha un 
punto terminale in Vx e l'altro in V2. Inoltre per la scelta di e, w(e) < w(f). Se si ri-
muove /da T u [e], si otterrà uno spanning tree il cui peso totale non è maggiore di 
quello precedente. Poiché T era un minimum spanning tree, questo nuovo albero 
dovrà necessariamente essere un minimum spanning tree. 

Di fatto, se i pesi in G sono distinti, allora il minimum spanning tree risulta esse-
re unico; nell'Esercizio C-13.18 viene richiesta la dimostrazione di questa caratteri-
stica meno cruciale. Inoltre, si noti che la Proposizione 13.25 resta valida anche se il 
grafo G contiene lati dal peso negativo o cicli dal peso negativo, diversamente dagli 
algoritmi presentati per i percorsi più brevi. 



13.7 .1 Algoritmo di Kruskal 
La Proposizione 13.25 è molto importante perché può essere utilizzata come base 
per costruire un minimum spanning tree. Nell'algoritmo di Kruskal si usa per co-
struire il minimum spanning tree mediante insiemi. Inizialmente ogni vertice si tro-
va nel proprio insieme da solo. Allora l'algoritmo considera uno alla volta ogni lato, 
ordinato per peso crescente. Se un lato e unisce due gruppi diversi, allora e si ag-
giunge all'insieme di lati del minimum spanning tree, e i due gruppi connessi da e si 
fondono in un singolo gruppo. Se, d'altra parte, e connette due vertici che sono già 
nello stesso gruppo, allora e non viene considerato. Quando l'algoritmo avrà ag-
giunto tanti lati da formare uno spanning tree, allora esso terminerà restituendo 
questo albero come un minimum spanning tree. 

Nel Frammento di codice 13.17 si fornisce lo pseudocodice per l'algoritmo MST 
di Kruskal e nelle Figure 13.18,13.19 e 13.20 si dimostra il funzionamento di questo 
algoritmo. 

Come detto in precedenza, la correttezza dell'algoritmo di Kruskal dipende dal-
la fondamentale proprietà dei minimum spanning tree, la Proposizione 13.25. Ogni 
volta che l'algoritmo di Kruskal aggiunge un lato (V,M) al minimum spanning tree T, 
si può definire una partizione dell'insieme dei vertici V (come nella proposizione) 
indicando Vx come il gruppo che contiene v, e stabilendo che V2 contenga il resto 
dei vertici in V. Chiaramente ciò definisce una partizione disgiunta dei vertici di V 
e, cosa più importante, poiché si estraggono i lati da Q secondo l'ordine dei loro 
pesi, e deve essere un lato dal peso minimo con un vertice in Vx e l'altro in V2. In 
questo modo l'algoritmo di Kruskal aggiunge sempre un lato valido del minimum 
spanning tree. 

• Tempo di esecuzione dell'algoritmo di Kruskal 
Siano n e m rispettivamente il numero dei vertici e dei lati di un grafo assegnato 
G. Poiché la descrizione dell'algoritmo di Kruskal nel Frammento di codice 13.17 
è ad alto livello, occorre aggiungere ulteriori dettagli sulla implementazione per 

Algoritmo Kruskal ((7): 
Input. Un semplice grafo pesato connesso G con n vertici e m lati. 
Output: Un minimum spanning tree T per G. 

for ciascun vertice v in G do 
Si definisca un insieme elementare C(v) <- |v). 

Si inizializzi una coda a priorità Q che contenga tutti i lati in G, usando 
i pesi come chiavi. 

T <- 0 |T al termine conterrà i lati dell'MST) 
while T ha un numero di lati inferiore a n - 1 do 

(u,v) <— <J.removeMin( ) 
Sia CO) l'insieme contenente v, e sia Ciu) l'insieme contenente u. 
if CO) * C(u) then 

F R A M M E N T O DI CODICE 
13.17 
L'algoritmo di Kruskal 
per il problema 

Si aggiunga il lato O.u) a T. 
Si fonda CO) e C(u) in un insieme unendo cioè CO) e C(u). 

return l'albero T 
dell'MST. 



FIGURA 1 3 . 1 8 Esempio dell'esecuzione dell'algoritmo di Kruskal MST su di un grafo con pesi interi. Si mostrano i gruppi 
come aree ombreggiate e si evidenzia il lato che viene considerato in ciascuna iterazione. (Continua nella Figura 13.19.) 



F I G U R A 1 3 . 1 9 Esempio di una esecuzione dell'algoritmo di Kruskal MST. I lati scartati sono riportati tratteggiati. 
(Continua nella Figura 13.20.) 



( m ) (n) 

poter effettuare una analisi del tempo di esecuzione richiesto. Più precisamente 
occorre specificare le strutture dati impiegate e il modo in cui esse vengono im-
plementate. 

È possibile implementare la coda a priorità Q impiegando uno heap. Così è pos-
sibile inizializzare Q in un tempo 0(m log m) mediante inserimenti ripetuti, oppure 
in un tempo 0(m) usando una costruzione bottom-up dello heap (si veda il Para-
grafo 8.3.6). Infine, per ogni iterazione del ciclo wbile, è possibile rimuovere un lato 
con peso minimo in un tempo 0(log m), che in realtà è di 0(log ri) poiché G è sem-
plice. Quindi il tempo complessivo impiegato per elaborare le operazioni sulla coda 
a priorità non risulta superiore a 0(m log ri). 

È possibile rappresentare ciascun gruppo C impiegando una delle strutture dati 
partizioni union-find discusse nel Paragrafo 11.6.2. Si ricordi che le strutture union-
find basate su sequenza consentono di trattare una serie di N operazioni union e 
find in un tempo 0(N log* N). Quindi, poiché vengono eseguite n - 1 chiamate del 
metodo union e al più m chiamate a find, il tempo complessivo impiegato per fon-
dere gruppi e determinare i gruppi a cui i vertici appartengono non è superiore a 
0(m log ri), impiegando un approccio basato su sequenza, oppure a 0(m log* ri), 
usando un approccio basato su albero. 

Quindi, usando argomentazioni simili a quelle usate per l'algoritmo di Dijkstra, 
è possibile concludere che il tempo di esecuzione dell'algoritmo di Kruskal è 
0((n + m) log ri), che può essere semplificato in 0(m log ri) poiché G è semplice e 
connesso. 

F I G U R A 1 3 . 2 0 
Esempio di una 
esecuzione 
dell'algoritmo 
di Kruskal MST 
(continuazione). 
I lati considerati in (n) 
fondono gli ultimi due 
gruppi che concludono 
questa esecuzione 
dell'algoritmo di 
Kruskal. 
(Continuazione 
della Figura 13.19.) 

13 .7 .2 L'algoritmo di Prim-Jarnik 
Nell'algoritmo di Prim-Jarnik si accresce il minimum spanning tree di un singolo 
gruppo partendo da un prefissato vertice «radice» v. L'idea principale è simile a 
quella dell'algoritmo di Dijkstra. Si comincia da un certo vertice v definendo la «nu-
vola» iniziale C di vertici. Poi, a ogni iterazione, si sceglie un lato a peso minimo 
e = (v,u), che connette un vertice v della nuvola con un vertice u esterno a C. Il ver-
tice u viene quindi inglobato nella nuvola C e il processo viene ripetuto finché non 
verrà formato uno spanning tree. Ancora una volta si sfrutta la caratteristica fonda-



F R A M M E N T O DI CODICE 
13.18 
L'algoritmo 
di Prim-Jarnik 
per il problema 

Algoritmo PrimJarnik(G): 
Input: Un grafo connesso pesato O con n vertici e m lati. 
Output: Un minimum spanning tree T per O. 

Si prenda un vertice v di G dell'MST. 
Div\ <- 0 
for ogni vertice u * v do 

D[u] 
Inizial lzza T 0 . 
Inizializza ima coda a priorità Q con un elemento ((u,nuH),.D[uD per ogni 

vertice u, in cui (u.null) costituisce l'elemento e E[u]) la chiave. 
while Q non è vuota do 

(u,e) «- CJ.removeMin( ) 
Aggiungere il vertice u e il lato e a T. 
for ogni vertice z adiacente a u tale che z sia in Q do 

(si esegua la procedura di rilassamanto sul lato(u,z)| 
if w((u,z)) < D[z] then 

Wz] <r- w((u,z)) 
Cambiare In (z,(u,z)) l'elemento del vertice z in Q. 
Cambiare in D[z] la chiave del vertice z in Q. 

return l'albero T 

mentale degli alberi minimum spanning, scegliendo sempre il lato con minor peso 
che collega un vertice all'interno di C con uno all'esterno di C, garantendo in tal 
modo di aggiungere sempre un lato valido all'MST. 

Per implementare efficacemente questo tipo di approccio, si può prendere anco-
ra spunto dall'algoritmo di Dijkstra. Si conservano le etichette D[u\ per ciascun ver-
tice u all'esterno della nuvola C in modo che D[u\ contenga il peso del miglior lato 
attualmente congiungente u con il gruppo C. Queste etichette permettono di ridur-
re il numero dei lati che occorre considerare per poter decidere quale vertice sia il 
prossimo a essere inglobato nel gruppo. Nel Frammento di codice 13.18 viene forni-
to lo pseudocodice. 

• Analisi dell'algoritmo di Prim-Jarnik 
Siano n e m rispettivamente il numero dei vertici e dei lati del grafo assegnato G. 
Le questioni implementative per l'algoritmo di Prim-Jarnik sono simili a quelle 
dell'algoritmo di Dijkstra. Se si implementa la coda a priorità adattabile Q me-
diante uno heap che supporti gli elementi consapevoli della posizione (Paragrafo 
8.4.2), allora è possibile estrarre il vertice u a ogni iterazione in un tempo 
0( log n). Inoltre è anche possibile aggiornare ogni valore D[z\ in un tempo 
O(Iogn), che è una elaborazione considerata al più una sola volta per ogni lato 
(iu,z). Gli altri passi in ciascuna iterazione possono essere implementati in un tem-
po costante. Quindi il tempo complessivo di esecuzione risulta 0((n + m) log n), 
che è 0(m log ri). 

• Illustrazione dell'algoritmo di Prim-Jarnik 
Nelle Figure 13.21 e 13.22 è illustrato l'algoritmo di Prim-Jarnik. 



1 3 . 8 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datastructures.net 

F I G U R A 1 3 . 2 1 
Una illustrazione 
dell'algoritmo 
di Prim-Jarnik MST. 
(Continua nella Figura 
13.22.) 

L I V E L L O D I B A S E 

R-13.1 Si disegni un grafo semplice non orientato G che abbia 12 vertici, 18 lati e 3 
componenti connesse. Perché dovrebbe essere impossibile disegnare G con 3 com-
ponenti connesse se G avesse 66 lati? 
R-13.2 Sia G un semplice grafo connesso con n vertici e m lati. Si spieghi perché 
0(log m) è 0(log n). 
R-13.3 Si tracci una lista delle adiacenze e una matrice di adiacenza che rappre-
sentino il grafo non orientato di Figura 13.1. 
R-13.4 Si disegni un grafo orientato semplice con 8 vertici e 16 lati, tale che il gra-
do entrante e il grado uscente di ogni vertice sia uguale a 2. Si mostri che esiste un 



F I G U R A 1 3 . 2 2 Una illustrazione dell'algoritmo di Prim-Jarnik MST. (Continuazione della Figura 13.21.) 
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ciclo singolo (non semplice) che include tutti i lati del grafo disegnato, cioè che si 
possono tracciare tutti i lati con le rispettive direzioni senza dover sollevare la mati-
ta (un ciclo di questo tipo è detto tour di Eulero). 
R - 1 3 . 5 Si ripeta il problema precedente e si cancelli poi un lato dal grafo. Si mostri 
che ora esiste un percorso singolo (non semplice) che include tutti i lati del grafo in 
oggetto (un percorso di questo tipo è detto cammino di Eulero). 
R - 1 3 . 6 Bob ama le lingue straniere e desidera pianificare l'organizzazione dei pro-
pri corsi di lingua per gli anni seguenti. Egli è interessato ai seguenti nove corsi di 
lingua: LA15, LA16, LA22, LA31, LA32, LA126, LA127, LA141 e LA169.1 prere-
quisiti dei corsi sono: 
• LA15: (nessun prerequisito) 
• LA16: LA15 
• LA22: (nessun prerequisito) 
• LA31: LA15 
• LA32: LA16, LA31 
• LA126: LA22, LA32 
• LA127: LA16 
• LA141: LA22, LA16 
• LA169: LA32. 
Si ricerchi la sequenza dei corsi che permetterebbe a Bob di soddisfare tutti i prere-
quisiti. 
R - 1 3 . 7 Si supponga di rappresentare un grafo G con n vertici e m lati organizzati 
mediante una lista. Perché in questo caso il metodo insertVertex viene eseguito in 
un tempo 0(1) mentre il metodo remove Vertex viene eseguito in 0(m)? 
R - 1 3 . 8 Sia G un grafo i cui vertici sono interi da 1 a 8, e siano i vertici adiacenti di 
ciascun vertice definiti dalla seguente tabella: 

Si ipotizzi che in un attraversamento di G, i vertici adiacenti di un vertice assegnato 
vengano restituiti nello stesso ordine così come elencato in tabella. 
a. Si disegni G. 
b. Calcolare la sequenza dei vertici di G visitati utilizzando un attraversamento 

DFS partendo dal vertice 1. 
c. Calcolare la sequenza dei vertici visitati utilizzando un attraversamento BFS e 

partendo dal vertice 1. 
R - 1 3 . 9 In ciascuno dei seguenti casi è possibile utilizzare una lista delle adiacenze 
oppure una matrice di adiacenza? Si giustifichino le scelte. 

Vertice Vertici adiacenti 

8 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

(2,3,4) 
(1,3,4) 
(1,2,4) 

(1,2,3,6) 
(6,7,8) 
(4.5.7) 
(5.6.8) 
(5,7) 
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a. Il grafo ha 10000 vertici e 20000 lati ed è importante usare il minor spazio pos-
sibile. 

b. Il grafo ha 10000 vertici e 20000000 di lati ed è importante usare il minor spazio 
possibile. 

c. È necessario rispondere alla richiesta areAdjacent il più rapidamente possibile, 
senza riguardo per lo spazio necessario. 

R - 1 3 . 1 0 Si spieghi il perché l'attraversamento DFS viene eseguito in un tempo 
0(n2) su di un grafo semplice con n vertici che sia rappresentato mediante la strut-
tura della matrice di adiacenza. 
R - 1 3 . 1 1 Si illustri la chiusura transitiva del grafo orientato mostrato in Figura 13.2. 
R - 1 3 . 1 2 Si elabori un ordinamento topologico per il grafo orientato disegnato con 
lati continui della Figura 13.8d. 
R - 1 3 . 1 3 È possibile utilizzare una coda anziché uno stack come struttura dati ausi-
liaria nell'algoritmo di ordinamento topologico mostrato nel Frammento di codice 
13.13? Perché sì o perché no? 
R - 1 3 . 1 4 Si disegni un grafo pesato semplice e connesso con 8 vertici e 16 lati, cia-
scuno con il proprio peso. Si scelga un vertice come vertice di partenza e si illustri 
per questo grafo l'esecuzione dell'algoritmo di Dijkstra. 
R - 1 3 . 1 5 Si mostri il modo in cui è possibile modificare lo pseudocodice dell'algo-
ritmo di Dijkstra per il caso in cui il grafo possa contenere Iati paralleli e autoanelli. 
R - 1 3 . 1 6 Si mostri il modo in cui è possibile modificare lo pseudocodice dell'algo-
ritmo di Dijkstra per il caso in cui il grafo sia orientato e si desideri calcolare i per-
corsi orientati più brevi dal vertice sorgente a tutti gli altri vertici. 
R - 1 3 . 1 7 Si mostri il modo in cui è possibile modificare l'algoritmo di Dijkstra per 
elaborare non solo la distanza da v a ogni vertice in G, ma anche per elaborare un 
albero T radicato in v tale che il percorso in T dal vertice v al vertice u sia il percor-
so più breve in G da v a u. 
R - 1 3 . 1 8 In un lago vi sono otto piccole isole e lo stato vorrebbe costruire sette 
ponti per poterle connettere in modo che ogni isola possa essere raggiunta da ogni 
altra tramite uno o più ponti. Il costo per la realizzazione di un ponte è proporzio-
nale alla sua lunghezza. Le distanze tra coppie di isole sono definite nella seguente 
tabella. 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 240 210 340 280 200 345 120 
2 - 265 175 215 180 185 155 
3 - - 260 115 350 435 195 
4 - - - - 160 330 295 230 
5 - - - - 360 400 170 
6 - - - - - 175 205 
7 _ _ _ _ _ _ _ 305 
8 - - - - - - - -

Si stabilisca qual è l'insieme dei ponti che conviene costruire per minimizzare il co-
sto complessivo di costruzione. 
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R - 1 3 . 1 9 Si disegni un grafo non orientato connesso e semplice con 8 vertici e 16 
lati, ciascuno con il proprio peso. Si illustri l'esecuzione dell'algoritmo di Kruskal 
su questo grafo (si noti che esiste solo un minimum spanning tree per questo 
grafo). 
R - 1 3 . 2 0 Si ripeta il precedente problema per l'algoritmo di Prim-Jarnik. 
R - 1 3 . 2 1 Si consideri l'implementazione di una sequenza non ordinata per la coda 
a priorità Q usata nell'algoritmo di Dijkstra. In questo caso, perché il miglior tempo 
di esecuzione dell'algoritmo di Dijkstra è 0(n2) su un grafo con n vertici? 
R - 1 3 . 2 2 Si descriva il significato delle convenzioni grafiche usate in Figura 13.6 
per l'attraversamento DFS. A cosa si riferiscono le parti in colore e in nero? Qual è 
il significato delle frecce? Cosa è possibile affermare circa le linee tratteggiate e 
quelle continue? 
R - 1 3 . 2 3 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per la Figura 13.7 illustrando l'algoritmo BFS. 
R - 1 3 . 2 4 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per la Figura 13.9 illustrando un attraversa-
mento orientato DFS. 
R - 1 3 . 2 5 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per la Figura 13.10 illustrando l'algoritmo di 
Floyd-Warshall. 
R - 1 3 . 2 6 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per la Figura 13.12 illustrando l'algoritmo di 
ordinameno topologico. 
R - 1 3 . 2 7 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per le Figure 13.14 e 13.15 illustrando l'algo-
ritmo di Dijkdtra. 
R - 1 3 . 2 8 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per le Figure 13.18 e 13.20 illustrando l'algo-
ritmo di Kruskal. 
R - 1 3 . 2 9 Si ripeta l'Esercizio R-13.22 per le Figure 13.18 e 13.20 illustrando l'algo-
ritmo di Prim-Jarnik. 
R - 1 3 . 2 0 Quanti sono i lati nella chiusura transitiva di un grafo che consiste di un 
percorso orientato semplice di n vertici? 
R - 1 3 . 3 1 Dato un albero binario completo T con n nodi, si consideri il grafo orien-
tato G avente come vertici i nodi di T. Per ogni coppia padre-figlio in T, si crei un 
lato orientato in G dal padre al figlio. Si mostri che la chiusura transitiva di G con-
tiene 0(n log n) lati. 
R - 1 3 . 3 2 Un grafo semplice non orientato è completo se contiene un lato per ogni 
coppia di vertici distinta. Che tipo di forma assume un albero di visita in profondità 
di un grafo completo? 
R - 1 3 . 3 3 Riconsiderando la definizione di un grafo completo dell'Esercizio R-13.32, 
che tipo di forma assume un albero di ricerca visita in ampiezza di un grafo completo? 
R - 1 3 . 3 4 Si dirà che un labirinto è stato costruito correttamente se esiste un per-
corso dall'inizio alla fine, l'intero labirinto è raggiungibile dal punto di partenza e 
non esistono cicli su parti del labirinto. Dato un labirinto rappresentato in una gri-
glia n x n, in che modo è possibile determinare se esso sia stato costruito corretta-
mente? Qual è il tempo di esecuzione di questo algoritmo? 



L I V E L L O A V A N Z A T O 

C - 1 3 . 1 Si definisce compatto un grafo aciclico orientato G con n vertici se esiste 
un modo per numerare i vertici di G con interi da 0 a n - 1 tale che G contenga il 
lato (i,j) se e solo se i < j per tutti gli i,j in [0, n - 1], Si fornisca un algoritmo con 
tempo di esecuzione 0(n2) per il rilevare se G è compatto. 
C - 1 3 . 2 Si dimostri la Proposizionel3.11. 

C - 1 3 . 3 Si descriva in pseudocodice un algoritmo che sia eseguito in un tempo 
0(n + m) che calcoli tutte le componenti connesse di un grafo non orientato G con 
n vertici e m lati. 
C - 1 3 . 4 Sia 7 uno spanning tree radicato nel vertice di partenza generato mediante 
una ricerca depth-first di un grafo connesso non orientato. Si comprenda il motivo 
per il quale un lato di G non in T va da un vertice in T verso uno dei propri antena-
ti, cioè che sia un lato precedente. 
C - 1 3 . 5 Si supponga di voler rappresentare un grafo G con n vertici usando la strut-
tura dell'elenco dei lati, assumendo che si identifichino i vertici con interi nell'insie-
me (0,1, ...,n- 1). Si descriva come realizzare l'insieme E in un tempo 0(log n) per 
il metodo areAc^jacent. Come può essere implementato il metodo in questo caso? 
C - 1 3 . 6 L'università di Tamarindo e molte altre scuole nel mondo sono coinvolte in 
un progetto multimediale. Una rete di computer è realizzata per connettere queste 
scuole sfruttando linee di comunicazione che formano un albero. Le scuole decido-
no di installare un file-server in una delle scuole per poter condividere i dati di tutte 
le scuole. Poiché il tempo di trasmissione su di una linea è caratterizzato dalla confi-
gurazione della linea e dalla sincronizzazione, il costo dei dati trasferiti risulta pro-
porzionale al numero di linee impiegate. Risulta pertanto preferibile una localizza-
zione «centrale» del file-server. Dato un albero T e un nodo v di T, l'eccentricità di v 
è la lunghezza del più lungo percorso da v verso ogni altro nodo di T. Un nodo di T 
con eccentricità minima è definito come un centro di T. 
a. Si progetti un algoritmo efficiente che, dato un albero T con n nodi, elabori un 

centro di T. 
b. Il centro è unico? In caso negativo, quanti centri distinti può contenere un albero? 
C - 1 3 . 7 Si mostri che se T è un albero BFS generato per un grafo connesso G, allo-
ra per ogni vertice v al livello i, il percorso di T tra s e v contiene n lati e ogni altro 
percorso di G tra s e v contiene al più i lati. 
C - 1 3 . 8 II tempo di ritardo di una chiamata interurbana può essere determinato 
moltiplicando una piccola costante prefissata per il numero di linee di comunicazio-
ne sulla rete telefonica tra il chiamante e il chiamato. Si supponga che la rete telefo-
nica di una compagnia detta RT&T sia un albero. Gli ingegneri della RT&T deside-
rano calcolare il possibile tempo massimo di ritardo che può aver luogo in una chia-
mata interurbana. Dati un albero T, il diametro di T è la lunghezza del più lungo 
percorso tra nodi di T, si fornisca un algoritmo efficiente per l'elaborazione del dia-
metro di T. 
C - 1 3 . 9 Una compagnia detta RT&T possiede una rete telefonica con n centraline 
connesse con m linee di comunicazione ad alta velocità. Ciascun telefono del cliente 
è collegato direttamente a una centralina della propria area. Gli ingegneri della 
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RT&T hanno sviluppato un prototipo di un sistema videofonico che consente a due 
utenti di vedere ogni altro durante una chiamata telefonica. Per poter avere imma-
gini di qualità accettabile, comunque, il numero di linee impiegate per trasmettere i 
segnali video tra due parti non può essere superiore a 4. Si supponga che la rete del-
la RT&T sia rappresentata mediante un grafo. Si progetti un algoritmo efficiente 
che elabori per ogni centralina, l'insieme delle centraline che essa può raggiungere 
impiegando un numero di linee non superiore a 4. 
C - 1 3 . 1 0 Si spieghi il motivo per il quale non esistono nontree edge di tipo forward 
rispetto a un albero BFS costruito per un grafo orientato. 
C - 1 3 . 1 1 Un tour di Eulero di un grafo orientato G con n vertici e m lati è un ciclo 
che attraversa ogni lato di G esattamente una volta concordemente alla sua direzio-
ne. Un tour del genere esiste se G risulta connesso e per ogni vertice in G il grado 
entrante è uguale al grado uscente. Si descriva un algoritmo eseguibile in tempo 
0(n + m) per cercare un tour di Eulero di tale digrafo G . 
C - 1 3 . 1 2 Un insieme indipendente di un grafo non orientato G = (V,E) è un sot-
toinsieme / di V tale che non esistano vertici adiacenti in I. In altre parole, se u e v 
sono in /, allora (u,v) non è in E. Un insieme massimale indipendente M è un insie-
me indipendente tale che se si dovesse aggiungere un certo vertice a M, allora esso 
non sarebbe più indipendente. Ogni grafo ha un insieme massimale indipendente. 
(Potrebbe essere dimostrata questa affermazione? Questa domanda non fa parte di 
questo esercizio ma varrebbe la pena effettuare qualche considerazione). Si forni-
sca un algoritmo efficiente che elabori un insieme massimale indipendente per un 
grafo G. Qual è il tempo di esecuzione dell'algoritmo? 
C - 1 3 . 1 3 Sia G un grafo non orientato con n vertici e m lati. Si descriva un algo-
ritmo eseguibile in un tempo 0(n + m) per l'attraversamento di ogni lato di G esat-
tamente una volta in ciascuna direzione. 
C - 1 3 . 1 4 Si dimostri la Proposizione 13.14. 
C - 1 3 . 1 5 Si fornisca un esempio di un grafo semplice con n vertici che induca l'al-
goritmo di Dijkstra a essere eseguito in un tempo f l (n 2 log ri) quando viene imple-
mentato mediante uno heap. 
C - 1 3 . 1 6 Si fornisca un esempio di un grafo pesato G con pesi dei lati non negativi, 
e cicli con peso non negativo, in modo che l'algoritmo di Dijkstra calcoli scorretta-
mente le distanze del percorso più breve da un certo vertice iniziale v. 
C - 1 3 . 1 7 Si consideri la seguente strategia greedy per la ricerca del percorso più 
breve dal vertice start al vertice goal per un grafo connesso assegnato. 
1. Si inizializzi il percorso in start. 
2. Si inizializzi VisitedVertices a [start}. 
3. Se start = goal, si restituisca il percorso e si finisca, altrimenti si continui. 
4. Si ricerchi il lato (start, v) di peso minimo tale che v sia adiacente a start e v non 

sia in VisitedVertices. 
5. Si aggiunga v al percorso. 
6. Si aggiunga v a VisitedVertices. 
7. Si ponga start uguale a v e si vada al passo 3. 
Questa strategia greedy trova sempre il percorso più breve start a goall Si dia una 
spiegazione intuitiva del perché essa funzioni oppure si fornisca un controesempio. 
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C - 1 3 . 1 8 Si mostri che se risultano distinti tutti i pesi in un grafo pesato e connesso 
G, allora esiste esattamente un minimum spanning tree per G. 
C - 1 3 . 1 9 Si progetti un algoritmo efficiente per la ricerca di un percorso orientato 
più lungo da un vertice 5 a un vertice t di un digrafo aciclico G. Si specifichi la rap-
presentazione del grafo usato e le strutture dati ausiliarie utilizzate. Inoltre si ana-
lizzi la complessità temporale dell'algoritmo progettato. 
C - 1 3 . 2 0 Si consideri un diagramma di una rete telefonica che sia un grafo G i cui 
vertici rappresentino le centraline e i cui lati rappresentino le linee di comunicazio-
ne congiungenti coppie di centraline. Le linee sono contrassegnate con la loro lar-
ghezza di banda e la larghezza di banda di un percorso corrisponde alla larghezza di 
banda della più piccola larghezza di banda delle linee. Si fornisca un algoritmo che, 
assegnato un diagramma e due centraline a e b, dia in output la massima larghezza 
di banda di un percorso tra a e b . 
C - 1 3 . 2 1 Una rete di computer dovrebbe evitare singoli punti di fallimento, defini-
bili come nodi di rete che possono disconnettere la rete qualora si verifichi un falli-
mento. Si dirà che un grafo connesso G è biconnesso se non contiene vertici la cui 
rimozione potrebbe dividere G in due o più componenti connesse. Si fornisca un al-
goritmo eseguibile in tempo 0(n + m) che aggiunga al più n lati a un grafo connes-
so G, con n > 3 vertici em>n- 1 lati, per garantire che G sia biconnesso. 
C - 1 3 . 2 2 La NASA desidera collegare n stazioni distribuite in varie aree del paese 
impiegando dei canali di comunicazione. Ogni coppia di stazioni è caratterizzata da 
una diversa larghezza di banda disponibile che è conosciuta a priori. LA NASA de-
sidera selezionare n - 1 canali (il minimo possibile) in modo che tutte le stazioni 
siano collegate da canali e massimizzando la larghezza di banda complessiva (defi-
nita come la somma delle larghezze di banda dei singoli canali). Si fornisca un algo-
ritmo efficiente per questo problema e si determini la complessità del relativo caso 
peggiore. Si consideri il grafo pesato G = (V,E) in cui V è l'insieme delle stazioni ed 
E è l'insieme dei canali tra le stazioni. Si definisca il peso w(e) di un lato e in £ 
come la larghezza di banda del canale corrispondente. 
C - 1 3 . 2 3 Si supponga che sia stata assegnata una tabella oraria che consista in: 
• Un insieme A di n aeroporti, e per ogni aeroporto a in A, un tempo minimo di 

collegamento c(a). 
• Un insieme T di m voli e per ogni volo f in 

- Aeroporto origine a, ( f ) in A 
- Aeroporto destinazione a2(f ) in A 
- Orario di partenza t , ( f ) 
- Orario di arrivo t 2 ( f ) . 

Si descriva un algoritmo efficiente per il problema della pianificazione del volo. In 
questo problema sono assegnati gli aeroporti a e b e un orario t e si desidera calco-
lare una sequenza di voli che permetta di arrivare il più presto possibile in b parten-
do da a al tempo t o successivo. Il tempo minimo di collegamento agli aeroporti in-
termedi dovrebbe essere rispettato. Qual è il tempo di esecuzione dell'algoritmo 
descritto come funzione di « e mi 
C - 1 3 . 2 4 Nel castello di Asintopia c'è un labirinto e lungo ogni corridoio del labi-
rinto c'è una borsa di monete d'oro. Il valore d'oro in ogni borsa è variabile. A un 
nobile, chiamato cavalier Paolo, è stata data la possibilità di attraversare l'intero la-



birinto prendendo le borse d'oro. Egli può introdursi nel labirinto soltanto attraver-
so una porta d'ingresso e uscire solo da un'altra porta di uscita. Nel labirinto egli 
non può ripercorrere i propri passi. In ogni corridoio del labirinto c'è una freccia sul 
muro. Il cavalier Paolo può percorrere il corridoio solo nel senso della freccia. Non 
c'è modo di percorrere un «ciclo» nel labirinto. Data una mappa del labirinto che ri-
porti la quantità d'oro e la direzione di ogni corridoio, si descriva un algoritmo che 
aiuti il cavalier Paolo a prelevare la maggior quantità di oro. 
C - 1 3 . 2 5 Sia G un digrafo pesato con n vertici. Si progetti una variante dell'algo-
ritmo di Floyd-Warshall che elabori le lunghezze dei percorsi più brevi da ciascun 
vertice a ogni altro vertice in un tempo 0(n3). 
C - 1 3 . 2 6 Si supponga di avere un grafo orientato G con n vertici, e sia M la corri-
spondente matrice di adiacenza n x n . 
a. Sia il prodotto di M per se stessa (M 2), per 1 < i,j < n, definito nel modo seguente: 

M2(i,j) = M(i, 1) G M(l,j) © - © M(i,n) Q M(n,j) 
in cui © è l'operatore booleano or e o l'operatore booleano and. 
Data questa definizione, se M2(i,j) = 1 allora cosa implica ciò per i vertici i e /? 
E che cosa se M2(i,j) = 0? 

b. Si supponga che M 4 sia il prodotto di M 2 per se stesso. Qual è il significato degli 
elementi di A/ 4? E quello degli elementi di M 5 = (M 4)(A/)? In generale, che tipo 
di informazione è contenuta nella matrice Mpl 

c. Si supponga ora che G sia pesato e si assuma che: 
1) per 1 <i<n, M(i,i) = 0; 
2) per 1 < i,j < n, M(i,j) = peso(i,j) se (i,j) è in £; 
3) per 1 < i j < n, M(i,j) = °° se (i,j) non è in E. 
Inoltre sia M2 per 1 < i,j < n, definito nel modo seguente: 

M2(i,j) = min(M(/,l) + M(\,j),...,M(i,n) + M(n,j)\ 
Se M2(i,j) = k, cosa è possibile concludere circa la relazione tra i vertici i e ;'? 

C - 1 3 . 2 7 Un grafo G è bipartito se i propri vertici possono essere partizionati in 
due insiemi X e Y tali che ogni lato in G abbia un vertice in A" e un altro in Y. Si 
progetti e si analizzi un algoritmo efficiente che determini se un grafo non orientato 
G sia bipartito (senza conoscere in anticipo gli insiemi A'e Y). 
C - 1 3 . 2 8 Un vecchio metodo MST, detto algoritmo di Baràvka per un grafo G con 
ri vertici e m lati con pesi distinti, è definito nel seguente modo: 

Sia T un sottografo di G inizialmente contenente solo i vertici in V. 
while T ha meno di n - 1 lati do 

for ogni componente connessa Ci di T do 
Ricercare in E il lato (v,u) con il peso inferiore, con v in C, e u non in 
Aggiungere (v,u) a T (a meno che non sia già presente in T). 

return T 
Si comprenda il motivo per il quale questo algoritmo è corretto e perché esso viene 
eseguito in un tempo 0(m log n). 
C - 1 3 . 2 9 Sia G un grafo con n vertici e m lati tali che tutti i lati pesati in G siano in-
teri nell'intervallo [1 ,n\. Si fornisca un algoritmo che ricerchi un minimum spanning 
tree per G in un tempo 0(m log* n). 



P - 1 3 . 1 Si scriva una classe che implementi un grafo TDA semplificato che possieda 
solo i metodi rilevanti per i grafi non orientati e non includa i metodi di aggiorna-
mento e che utilizzi la struttura della matrice di adiacenza. Tale classe dovrebbe in-
cludere un metodo costruttore che prenda due insiemi (per esempio sequenze) - un 
insieme V di elementi vertice e un insieme E di coppie di vertici elementi - e generi il 
grafo G che rappresenta questi due insiemi. 
P - 1 3 . 2 Si implementi il grafo TDA semplificato descritto nel Progetto P-13.1 im-
piegando la struttura della lista delle adiacenze. 
P - 1 3 . 3 Si implementi il grafo TDA semplificato descritto nel Progetto P-13.1 im-
piegando la struttura lista di lati. 
P - 1 3 . 4 Si estenda la classe del Progetto P-13.2 per poter supportare i metodi di ag-
giornamento. 
P - 1 3 . 5 Si estenda la classe del Progetto P-13.2 per supportare tutti i metodi del 
grafo TDA (inclusi i metodi per i lati orientati). 
P - 1 3 . 6 Si estenda un attraversamento BFS generico impiegando il modello proget-
tuale del template method. 
P - 1 3 . 7 Si implementi l'algoritmo di ordinamento topologico. 
P - 1 3 . 8 Si implementi l'algoritmo di chiusura transitiva Floyd-Warshall. 
P - 1 3 . 9 Si progetti un confronto sperimentale di attraversamenti DFS ripetuti con-
tro l'algoritmo di Floyd-Warshall per l'elaborazione della chiusura transitiva di un 
digrafo. 
P - 1 3 . 1 0 Si implementi l'algoritmo di Kruskal assumendo che i lati pesati siano 
interi. 
P - 1 3 . 1 1 Si implementi l'algoritmo di Prim-Jarnik assumendo che i lati pesati siano 
interi. 
P - 1 3 . 1 2 Si effettui un confronto sperimentale dei due algoritmi relativi al mini-
mum spanning tree visti in questo capitolo (Kruskal e Prim-Jarnik). Si sviluppi un 
insieme ampio di esperimenti per controllare i tempi di esecuzione di questi algorit-
mi impiegando grafi generati in modo casuale. 
P - 1 3 . 1 3 Un modo possibile per costruire un labirinto parte con una griglia n x n 
tale che ogni cella della griglia sia limitata da muri di quattro unità di lunghezza. 
Poi, per rappresentare l'inizio e la fine, si rimuoveranno i due limiti dell'unità di 
lunghezza dei muri. Per ogni restante unità di lunghezza del muro non sul limite, 
verrà assegnato un valore casuale e si creerà un grafo G, detto duale, tale che ogni 
cella della griglia sia un vertice in G e ci sia un lato che congiunga i vertici di due 
celle se e solo se le celle condividono un muro in comune. Il peso di ogni lato corri-
sponde al peso del muro corrispondente. Si costruisce un labirinto ricercando un 
minimum spanning tree T per G e cancellando tutti i muri corrispondenti ai lati in 
T. Si scriva un programma che usi questo algoritmo per la generazione di un labi-
rinto e che poi lo risolva. Il programma realizzato dovrebbe tracciare il labirinto e 
dovrebbe visualizzare anche la soluzione. 



P - 1 3 . 1 4 Si scriva un programma che costruisca le tavole di instradamento per i 
nodi di una rete di computer, basata sull'instradamento con percorso più breve, in 
cui la distanza del percorso è misurata con il numero dei salti, cioè il numero dei lati 
nel percorso. L'input per questo problema è costituito dall'informazione di connet-
tività per tutti i nodi nella rete, come quelli dell'esempio seguente: 

241.12.31.14: 241.12.31.15 241.12.31.18 241.12.31.19 
Che individuano tre nodi della rete connessi con 241.12.31.14, cioè tre nodi che 
sono lontani un salto. La tavola di instradamento per i nodi all'indirizzo A è un in-
sieme di coppie (B,C), che denota che per instradare un messaggio da A a B, il 
nodo successivo a cui inviare (nel percorso più breve da A a B) è C. Data una lista 
di nodi connessi, il programma realizzato dovrebbe restituire in output la tabella 
dell'instradamento per ogni nodo della rete, ognuno dei quali costituisca un input, 
una per linea, nella sintassi mostrata precedentemente. 

Note al capitolo 

Il metodo della ricerca depth-first costituisce una parte del «folklore» dell'informa-
tica, e Hopcroft e Tartan [50, 90] hanno mostrato come siano utili questi algoritmi 
per risolvere tanti problemi sui grafi. Knuth [62] ha discusso il problema dell'ordi-
namento topologico. Il semplice algoritmo in tempo lineare che è stato descritto per 
determinare se un grafo orientato sia fortemente connesso è dovuto a Kosaraju. 
L'algoritmo di Floyd-Warshall è apparso in un articolo di Floyd [35] ed è basato sul 
teorema di Warshall [98], Il metodo mark-sweep di garbage collection descritto qui 
è uno dei tanti algoritmi per effettuare la garbage collection. Si consiglia il lettore 
interessato a un approfondimento sulla garbage collection di esaminare il libro di 
Jones [55]. Per apprendere diversi modi di tracciare un grafo si veda il capitolo del 
libro di Tamassia [88], il libro riportato in bibliografia di Di Battista et al. [29], o il li-
bro di Di Battista et al. [30]. Il primo algoritmo di minimum spanning tree conosciu-
to è dovuto a Barùvka [9] ed è stato pubblicato nel 1926. L'algoritmo di Prim-Jarnik 
era stato pubblicato nella Repubblica Ceca da Jarnik [54] nel 1930 e in Inghilterra 
da Prim nel 1957 [82], Kruskal ha pubblicato il proprio algoritmo del minimum 
spanning tree nel 1956 [65]. Il lettore interessato a ulteriori approfondimenti circa 
la storia del problema del minimum spanning tree può consultare l'articolo di 
Graham e Hell [45], Attualmente l'algoritmo minimum spanning tree asintotica-
mente più rapido è un metodo randomizzato di Arger, Kein e Tartan [56] che viene 
eseguito in un tempo atteso 0(m). 

Dijkstra [31] ha pubblicato il proprio algoritmo del percorso più breve a singola 
sorgente nel 1959. Il lettore interessato a ulteriori approfondimenti sugli algoritmi 
relativi a grafi può consultare i libri di Ahuja, Magnanti e Orlin [6], Cormen, Leiser-
son e Rivet [25], Even [33], Gibbons [39], Mehlhorn [75], Tartan [91] e i capitoli del 
libro di van Leeuwen [94], Il tempo di esecuzione per l'algoritmo di Prim-Jarnik e 
per l'algoritmo di Dijkstra possono attualmente essere migliorati per poter essere 
eseguiti in 0(n log n + m) implementando la coda Q con una delle due strutture 
dati più sofisticate, la «Fibonacci Heap» [37] o la «Relaxed Heap» [32]. 



La memoria 

1 4 . 1 Gestione della memoria 

Per implementare una qualsiasi struttura dati su un computer è necessario utilizza-
re la memoria. Essa è semplicemente una sequenza di parole di memoria, ciascuna 
delle quali solitamente consiste di 4, 8, 16 o 32 byte (a seconda del computer). Le 
parole sono numerate da 0 a N - 1, dove TV è il numero delle parole a disposizione. 
Il numero associato a ogni parola di memoria è conosciuto come il suo indirizzo. 
Pertanto si può definire la memoria di un computer come un enorme array di paro-
le. L'uso della memoria per l'implementazione di strutture dati (ed esecuzione dei 
programmi) ne richiede un'adeguata gestione per poter garantire lo spazio necessa-
rio per i dati (variabili, nodi, puntatori, array e stringhe di caratteri) e spazio per i 
programmi che il computer dovrà eseguire. In questo paragrafo saranno analizzati i 
principi di base della gestione della memoria. 

14.1.1 Gli stack nella macchina virtuale Java 
Un programma Java è tipicamente compilato in una sequenza di byte code definibi-
li come istruzioni «macchina» per un modello ben definito: la Macchina Virtuale 
Java (JVM). La definizione della JVM è centrale alla definizione dello stesso lin-
guaggio Java. Compilare il codice Java nel bytecode JVM, invece del linguaggio 
macchina di una specifica CPU, consente a un programma Java di poter essere ese-
guito su qualsiasi computer, come un personal computer o un server, che abbia un 
programma capace di emulare la JVM. È interessante notare che la struttura dati 
dello stack gioca un ruolo centrale nella definizione della JVM. 

• Lo stack del metodo Java 
Gli stack assumono una rilevante importanza per l'ambiente di esecuzione dei pro-
grammi Java. Un programma Java eseguibile (più precisamente, un thread Java ese-
guibile) ha uno stack private, definito stack dei metodi Java o più semplicemente 
stack Java, che si utilizza per tener traccia di variabili locali e di altre importanti 
informazioni sui metodi chiamati durante l'esecuzione (Figura 14.1). 

Più specificamente, durante l'esecuzione di un programma Java, la JVM conser-
va uno stack i cui elementi sono descrittori delle chiamate dei metodi correntemen-
te attive (ovvero non terminate). Questi descrittori sono noti con il nome di frame. 
Un frame per una chiamata del metodo «fool» conserva i valori correnti delle varia-



F I G U R A 1 4 . 1 
Un esempio di stack 
dei metodi Java: 
il metodo fool è 
appena stato chiamato 
dal metodo cool, che 
a sua volta era stato 
chiamato dal metodo 
mata. Si notino i valori 
del contatore di 
programma, i 
parametri e le variabili 
locali conservati 
nei frame dello stack. 
Quando la chiamata 
del metodo fool 
termina, la chiamata 
del metodo cool 
continuerà la sua 
esecuzione con 
l'istruzione 217, che si 
ottiene incrementando 
il valore del contatore 
di programma 
conservato nel frame 
dello stack. 

Stack di Java 

r •a main() { 
int i=5; 

14 cool(i); 

cool(int j) { 
int k=7; 

216 fool(k); 

} 

320 fool(int m) { 

} 

Programma Java 

bili locali e dei parametri del metodo fool, assieme alle informazioni sul metodo 
«cool» che ha chiamato fool e su che cosa deve restituire il metodo «cool». 

• Mantenere la traccia del contatore di programma 
La JVM ha una variabile speciale, chiamata contatore di programma, utilizzata per 
memorizzare l'indirizzo delle istruzioni che la JVM sta momentaneamente ese-
guendo nel programma. Quando un metodo «cool» chiama un altro metodo «fool», 
l'attuale valore del contatore del programma viene registrato nel frame dell'attuale 
chiamata di cool (in modo tale che la JVM saprà dove ritornare quando il metodo 
fool sarà finito). Al top dello stack Java c'è il frame del metodo in esecuzione, in al-
tri termini, il metodo che ha momentaneamente il controllo dell'esecuzione. Gli ele-
menti restanti dello stack sono i frame dei metodi sospesi, ovvero metodi che hanno 
chiamato un altro metodo e che stanno momentaneamente aspettando che venga 
loro restituito il controllo quando questo sarà esaurito. L'ordine degli elementi nel-
lo stack corrisponde alla catena delle chiamate dei metodi attualmente attivi. Quan-
do è chiamato un nuovo metodo, un frame per questo metodo è aggiunto allo stack. 
Quando termina, il suo frame è estratto dallo stack e la JVM continua l'elaborazio-
ne del metodo precedentemente sospeso. 

• Comprensione del passaggio dei parametri di chiamata-per-valore 
La JVM utilizza lo stack di Java per effettuare il passaggio di parametri ai metodi. 
Più specificamente Java utilizza il protocollo del passaggio di parametri di chiama-
ta-per-valore. Questo significa che il valore (detto anche parametro attuale) di una 
variabile (o espressione) è passato come argomento al metodo chiamato. 

Nel caso di una variabile x di un tipo primitivo, quale un int oppure un float, 
il valore effettivo di x è semplicemente il numero che si associa alla x. Quando si 
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passa un tale valore al metodo chiamato, questo è assegnato a una variabile loca-
le nel frame del metodo chiamato (questo semplice assegnamento viene illustra-
to anche nella Figura 14.1). Si noti che se il metodo chiamato cambia il valore di 
questa variabile locale, il valore della variabile nel metodo chiamante non sarà 
cambiato. 

Tuttavia, nel caso in cui una variabile x si riferisca a un oggetto, il valore corren-
te di x è l'indirizzo di memoria dell'oggetto x (nel Paragrafo 14.1.2 si vedrà dove si 
trova tale indirizzo). Pertanto, quando viene passato a un metodo l'oggetto x come 
parametro, viene di fatto passato l'indirizzo di x. Quando si assegna l'indirizzo a una 
variabile locale y nel metodo chiamato, y si riferirà allo stesso oggetto a cui anche x 
si riferisce. 

Quindi, se il metodo chiamato cambia lo stato interno dell'oggetto a cui y si rife-
risce, cambierà al tempo stesso anche lo stato interno dell'oggetto a cui x si riferisce 
(essendo lo stesso oggetto). Nonostante ciò, se il programma chiamato cambia y per 
riferirsi a un altro oggetto, x non cambierà pur continuando a riferirsi allo stesso og-
getto a cui prima si riferiva. 

Così lo stack del metodo Java è utilizzato dalla JVM per implementare le chia-
mate di metodi e il passaggio dei parametri. Occorre in ogni caso aggiungere che lo 
stack dei metodi non costituisce una caratteristica specifica di Java. Gli stack dei 
metodi sono comunemente impiegati negli ambienti di esecuzione dei linguaggi di 
programmazione, compresi i linguaggi C e C++. 

• Lo stack degli operandi 
È interessante notare che c'è un'altra situazione in cui la JVM impiega lo stack. Le 
espressioni aritmetiche come ((a + b) * (c + d))/e vengono valutate dalla JVM im-
piegando uno stack degli operandi. Una semplice operazione binaria come a + b è 
eseguita introducendo a nello stack, introducendo b nello stack e chiamando suc-
cessivamente una istruzione che riprenda i due elementi in cima allo stack, esegua 
l'operazione binaria su di essi e rimetta il risultato nello stack. Analogamente le 
istruzioni di scrittura e lettura degli elementi da e verso la memoria implicano l'uso 
dei metodi push e pop per lo stack degli operandi. Pertanto la JVM impiega uno 
stack per valutare le espressioni aritmetiche in Java. 

Nel Paragrafo 7.3.6 è stato descritto in che modo sia possibile valutare una espres-
sione aritmetica sfruttando un attraversamento postorder, che coincide esattamente 
con l'algoritmo che la JVM utilizza. L'algoritmo descritto è di tipo ricorsivo e usa lo 
stack degli operandi non in modo esplicito. Tuttavia la versione ricorsiva risulta equi-
valente alla versione non ricorsiva basata sull'uso dello stack degli operandi. 

• Implementazione della ricorsione 
Uno dei benefici derivanti dall'uso dello stack per l'implementazione della chiama-
ta a un metodo è di consentire ai programmi di usare la ricorsione. Cioè, così come 
visto nel Paragrafo 3.5, si permette che i metodi chiamino se stessi. È interessante 
notare che i primi linguaggi di programmazione, come il Cobol e il Fortran, origina-
riamente non usavano uno stack durante l'esecuzione per l'implementazione dei 
metodi e delle chiamate alle procedure. A causa dell'eleganza e dell'efficienza con-
sentita dalla ricorsione, tutti i moderni linguaggi di programmazione, incluse le ver-
sioni aggiornate dei linguaggi classici come il Cobol e il Fortran, utilizzano durante 
l'esecuzione uno stack per i metodi e le chiamate di procedure. 



F R A M M E N T O DI CODICE 
14.1 
Il metodo factorial 
ricorsivo. 

public static long factorial(long n) ( 
if (n <= 1) 

return 1; 
else 

return n*factorial(n - 1); 

Nell'esecuzione di un metodo ricorsivo, ciascun contenitore di una traccia di ri-
corsione corrisponde a un frame del metodo stack di Java. Inoltre il contenuto di un 
metodo stack di Java corrisponde a una catena di contenitori che inizia dalla chia-
mata del primo metodo e termina con il metodo corrente. 

Per meglio illustrare in che modo uno stack gestisca i metodi ricorsivi, si consi-
deri una implementazione Java della classica definizione ricorsiva della funzione 
fattoriale, 

come illustrato nel Frammento di codice 14.1. 
Alla prima chiamata del metodo factorial, il relativo frame dello stack includerà 

una variabile locale che memorizza il valore n. Il metodo factorialC ) chiama ricorsi-
vamente se stesso per elaborare (n - 1)!, che aggiungerà durante l'esecuzione un 
nuovo frame nello stack di Java. Successivamente, questa chiamata ricorsiva chia-
merà se stessa per calcolare (n - 2)!, ecc. La catena delle chiamate ricorsive, e quindi 
dello stack al tempo di esecuzione, si accrescerà fino al raggiungimento della gran-
dezza n, poiché la chiamata factorialC 1) restituirà immediatamente il valore 1 senza 
dover ricorsivamente richiamare se stessa. Lo stack permette al metodo factorialC ) 
di uscire simultaneamente da molti frame attivi (tanti quanto vale n in un certo istan-
te). Ciascun frame memorizza il valore del proprio parametro n e il valore che dovrà 
essere restituito. Infine, quando termina la prima chiamata ricorsiva, esso restituisce 
(n - 1)!, che viene quindi moltiplicato per n in modo da ottenere n\ per la chiamata 
originaria del metodo factorial. 

14.1.2 Allocazione dello spazio nello heap di memoria 
Nel Paragrafo 14.1.1 si è già discussa la modalità in cui la Macchina Virtuale Java al-
loca le variabili locali di metodo nel frame di metodo nello stack di Java al tempo di 
esecuzione. Comunque lo stack Java non è l'unico tipo di memoria disponibile per i 
dati dei programmi. 

• Allocazione dinamica della memoria 
La memoria richiesta per un oggetto può anche essere allocata in modo dinamico 
durante l'esecuzione del metodo mediante l'uso dell'operatore speciale new incor-
porato in Java. Per esempio, la seguente istruzione Java crea un array di interi la cui 
grandezza è data dal valore della variabile k: 

La grandezza dell'array precedente è nota solo al tempo di esecuzione. Inoltre l'ar-
ray può continuare a esistere anche quando termina il metodo che lo ha creato. 
Quindi la memoria per questo array non può essere allocata nello stack Java. 

ni =n(n-l)(n - 2 ) ... 1 

int[] items = new int[k] 



• La memoria heap 
Invece di utilizzare lo stack per memorizzare questo oggetto, Java sfrutta un'altra 
area di memoria: la memoria heap (da non confondere con la struttura dati heap 
presentata nel Capitolo 8). Questa area di memoria sarà illustrata insieme a un'al-
tra area di memoria in una JVM (Figura 14.2). La capienza disponibile nella memo-
ria heap è suddivisa in blocchi, che sono «pezzi» contigui di memoria simili a un ar-
ray che può essere sia di grandezza fissa che variabile. Per semplicità, si assuma che 
i blocchi nello heap di memoria siano di una lunghezza prefissata, per esempio 1024 
byte, e che un blocco sia sufficientemente grande per contenere un generico oggetto 
creato (una gestione efficace, per il caso più generale, è in effetti un interessante 
problema di ricerca). 

• Algoritmi di allocazione della memoria 
La definizione della Macchina Virtuale Java richiede che lo heap di memoria sia ca-
pace di allocare rapidamente la memoria per i nuovi oggetti senza dover però anti-
cipatamente dichiarare il tipo di struttura per la quale essa verrà utilizzata. Un me-
todo molto diffuso consiste nel mantenere i «buchi» contigui di memoria libera in 
una lista doppiamente collegata, detta lista libera (free list). I collegamenti che 
congiungono questi buchi sono memorizzati all'interno degli stessi buchi, in quanto 
la loro memoria non può essere utilizzata. Le ripetute allocazioni e rilasci di memo-
ria producono variazioni dell'insieme dei buchi nella lista libera, causando la sepa-
razione della memoria inutilizzata in buchi liberi disgiunti, intercalati da blocchi di 
memoria utilizzata. Questa separazione della memoria inutilizzata in buchi separati 
è nota come frammentazione. Ovviamente è preferibile minimizzare la frammenta-
zione quanto più possibile. 

Si possono verificare due tipi di frammentazione. La frammentazione interna si 
verifica quando una parte di un blocco di memoria allocata non è realmente utiliz-
zata. Per esempio, un programma può richiedere un array di grandezza 1000, ma 
potrebbe utilizzare solo le prime celle di questo array. Non vi sono molte contromi-
sure che possono essere intraprese per ridurre la frammentazione interna in un am-
biente di esecuzione. La frammentazione esterna, d'altro canto, si verifica quando 
esiste una grossa quantità di memoria inutilizzata tra diversi blocchi di memoria al-
locata. Poiché l'ambiente di esecuzione controlla le allocazioni di memoria quando 
questa viene richiesta (per esempio quando la parola chiave new viene impiegata in 
Java), l'ambiente di esecuzione dovrebbe allocare memoria in modo da ridurre la 
frammentazione esterna. 

Per l'allocazione della memoria dallo heap sono state proposte molte strategie 
euristiche che cercano di minimizzare la frammentazione esterna. L'algoritmo best-
fit cerca nell'intera lista libera per trovare il buco la cui grandezza sia più vicina alla 

Codice del programma Stack Java Memor ia libera Heap di memor ia 

y  — — — J 
Grandezza prefissata, Memor ia espandibi le Memoria espandibi le 

non espandibile verso l'alto verso il basso 

F I G U R A 1 4 . 2 Una vista schematica della disposizione degli indirizzi della memoria nella Macchina Virtuale Java. 



quantità di memoria che è stata richiesta. L'algoritmo first-fit ricerca dall'inizio 
della lista libera e considera il primo buco sufficientemente grande. L'algoritmo 
next-fit risulta simile, poiché ricerca nella lista della memoria disponibile il primo 
buco sufficientemente grande, ma comincia la ricerca nel punto in cui ci si era fer-
mati la volta precedente, vedendo pertanto la lista della memoria disponibile come 
una linked list circolare (si veda il Paragrafo 3.4.1). L'algoritmo worst-fit ricerca 
nella lista della memoria disponibile per trovare il più grosso buco di memoria di-
sponibile, che potrebbe risultare più rapido rispetto una ricerca nell'intera lista del-
la memoria disponibile se la lista è stata configurata come una coda a priorità (Ca-
pitolo 8). In ogni algoritmo la quantità richiesta di memoria viene sottratta dal buco 
di memoria prescelto, mentre la parte non allocata del buco è restituita alla lista 
della memoria disponibile. 

Sebbene a un primo sguardo la prima strategia illustrata potrebbe sembrare buo-
na, l'algoritmo best-fit tende a produrre la peggiore frammentazione esterna, poiché 
le parti avanzate dei buchi scelti tendono a essere piccole. L'algoritmo first-fit è rapi-
do ma tende a produrre una quantità di frammentazione esterna nella parte iniziale 
della lista, che genererà pertanto rallentamenti per le ricerche future. L'algoritmo 
next-fit diffonde la frammentazione in modo più uniforme nello heap di memoria ab-
bassando così i tempi di ricerca. Questa diffusione, comunque, rende più difficile allo-
care grossi blocchi di memoria. L'algoritmo worst-fit cerca di evitare questo proble-
ma prendendo parti contigue di memoria libera le più grandi possibili. 

14.1 .3 Garbage collection 
In alcuni linguaggi, come C e C++, lo spazio di memoria per gli oggetti deve essere 
esplicitamente rilasciato dal programmatore, compito che è spesso trascurato dai 
programmatori principianti e fonte di frustranti errori di programmazione anche per 
i programmatori più esperti. Invece i progettisti di Java affidano la gestione della me-
moria interamente all'ambiente di esecuzione. 

Come detto in precedenza, la memoria per gli oggetti è allocata prendendola 
dallo heap di memoria e lo spazio per le variabili di un programma Java in esecu-
zione sono posti negli stack dei metodi, uno per ogni thread in esecuzione (per i 
programmi semplici presentati in questo libro c'è tipicamente un solo thread). Poi-
ché le variabili di istanza in uno stack dei metodi possono riferirsi agli oggetti nello 
heap di memoria, tutte le variabili e gli oggetti negli stack dei metodi o dei thread 
in esecuzione sono detti root object. Tutti gli oggetti raggiungibili seguendo i rife-
rimenti che partono dai root object si chiamano live object (oggetti attivi). I live 
object sono oggetti attivi effettivamente usati dal programma in esecuzione; tali og-
getti non devono essere rilasciati. Per esempio, un programma Java in esecuzione 
può conservare, in una variabile, un riferimento a una sequenza 5 implementata 
con una doublé linked list. La variabile di riferimento a S costituisce un root object, 
mentre l'oggetto per 5 è un live object, così come lo sono tutti gli altri nodi che 
sono referenziati da questo oggetto e da tutti gli elementi che sono referenziati da 
questi nodi. 

Di tanto in tanto la Macchina Virtuale Java (JVM) potrebbe notificare che lo 
spazio disponibile nello heap di memoria sta per esaurirsi. In tali circostanze la 
JVM può decidere di richiedere lo spazio allocato per oggetti che non sono più atti-
vi, e di restituire la memoria richiesta alla lista dello spazio disponibile. Questo pro-
cesso di recupero è noto come garbage collection. Ci sono vari algoritmi per la gar-
bage collection, ma uno dei più utilizzati è Valgoritmo di mark-sweep. 



Nell'algoritmo mark-sweep di garbage collection si associa un bit di «mark» a 
ogni oggetto, per stabilire se quell'oggetto sia un oggetto live oppure no. A un certo 
istante, quando sorgerà la necessità di una garbage collection, si sospenderanno tutti 
gli altri thread in esecuzione e si cancelleranno i bit di mark di tutti gli oggetti mo-
mentaneamente allocati nello heap di memoria. Si tracceranno gli stack di Java dei 
thread attualmente in esecuzione e si marcheranno come «live» tutti i root object in 
questi stack. A questo punto si dovranno determinare tutti gli altri live object, cioè 
quelli che sono raggiungibili dai root object. Per ottenere ciò in modo efficace è pos-
sibile utilizzare un modello di grafo-orientato e un attraversamento di ricerca depth-
first (Paragrafo 13.3.1). In tal caso ogni oggetto nello heap di memoria è visto come 
un vertice in un grafo orientato e il riferimento da un oggetto all'altro è visto come 
un lato orientato. Si potrà identificare e marcare in modo corretto ogni live object 
eseguendo una DFS orientata a partire da ciascun root object. Questo procedimento 
è noto come la fase di «mark». Quando questo processo sarà terminato, si può esami-
nare lo heap di memoria e recuperare ogni spazio utilizzato da un oggetto non mar-
cato. A questo punto possiamo anche eventualmente fondere tutto lo spazio allocato 
nello heap di memoria in un unico blocco, eliminando per il momento la frammenta-
zione esterna. Questo procedimento di analisi e di richiesta è noto come la fase 
«sweep» e quando è completato verrà ripresa l'esecuzione dei thread sospesi. Quindi 
l'algoritmo di mark-sweep per la garbage collection recupererà lo spazio inutilizzato 
in un tempo proporzionale al numero dei live object e dei loro riferimenti più la gran-
dezza della memoria dello heap. 

• Esecuzione di una DFS in loco 
L'algoritmo di mark-sweep recupera correttamente lo spazio inutilizzato nello heap 
di memoria, ma c'è un'importante questione da affrontare durante la fase di mark. 
Poiché si richiede lo spazio di memoria in un momento in cui la memoria disponibi-
le è scarsa, occorre fare attenzione a non usare spazio aggiuntivo durante la garbage 
collection. Il problema è che l'algoritmo DFS, nel modo ricorsivo descritto nel Para-
grafo 13.3.1, può utilizzare uno spazio proporzionale al numero dei vertici presenti 
nel grafo. Nel caso della garbage collection, i vertici del grafo sono gli oggetti nello 
heap di memoria; quindi probabilmente non sarà disponibile abbastanza memoria 
per l'uso. Quindi un'alternativa potrebbe consistere nel provare a configurare la 
DFS per poter essere eseguita in loco anziché ricorsivamente, in modo da occupare 
solo una quantità costante di ulteriore memoria. 

L'idea principale per effettuare la DFS in loco consiste nel simulare uno stack di 
ricorsione usando i lati del grafo (che nella garbage collection corrispondono ai ri-
ferimenti agli oggetti). Quando si attraversa un lato da un vertice visitato v verso un 
nuovo vertice w, si cambia il lato (v,w) memorizzato nella lista delle adiacenze di v 
per puntare al padre di v nell'albero DFS. Quando si ritornerà a v (simulando il «re-
turn» da una chiamata ricorsiva a w), si può cambiare il lato che è stato modificato 
in modo da puntare ancora a w. Ovviamente occorre un modo per identificare qua-
le lato si deve ripristinare. Una possibilità consiste nel numerare i riferimenti uscen-
ti da v come 1,2 e così via, e memorizzare, oltre al bit di mark (che si utilizza per le 
etichette di «visitato» nella DFS), un identificatore di conteggio che evidenzi quali 
lati sono stati modificati. 

Un identificatore di conteggio richiede una ulteriore parola di memoria per ogni 
oggetto. Tuttavia questa ulteriore parola può essere evitata in alcune implementa-
zioni. Per esempio molte implementazioni della Macchina Virtuale Java rappresen-



tano un oggetto come una composizione di un riferimento a un identificatore di 
tipo (che indica se l'oggetto è un intero o di qualche altro tipo) e di un riferimento 
ad altri oggetti o campi dati per questo oggetto. Poiché in tale implementazione si 
suppone che il riferimento al tipo sia sempre il primo elemento della composizione, 
è possibile utilizzare questo riferimento per «marcare» il lato che è stato cambiato 
quando si è lasciato un oggetto v e si è andati verso un certo oggetto w. Quindi si 
scambierà semplicemente il riferimento in v che si riferisce al tipo di v con il riferi-
mento in v che si riferisce a w. Quando si ritornerà a v è possibile identificare rapi-
damente il lato (v,w) che è stato scambiato poiché esso sarà il primo riferimento 
nella composizione per v, e la posizione del riferimento del tipo di v stabilisce il po-
sto a cui questo lato appartiene nella lista delle adiacenze di v. Quindi, se si utilizza 
lo stratagemma dell'edge-swapping o dell'identificatore di conteggio, risulta possi-
bile implementare la DFS in loco senza modificarne il tempo di esecuzione. 

1 4 . 2 Memoria esterna e memoria cache 

Vi sono molte applicazioni che devono gestire grosse quantità di dati. Esempi con-
creti includono l'analisi di dati scientifici, l'elaborazione di transazioni finanziarie e 
l'organizzazione e la gestione dei database (quale un elenco telefonico). Di fatto la 
quantità di dati che deve essere trattata è spesso troppo grande per essere contenu-
ta nella memoria interna di un computer. 

14.2.1 La gerarchia delle memorie 
Per potere memorizzare grandi insiemi di dati, i computer hanno una gerarchia di 
diversi tipi di memorie che differiscono in termini di grandezza e di distanza dalla 
CPU. Le memorie più vicine alla CPU sono costituite dai registri interni della CPU 
stessa. L'accesso a tali locazioni è assai rapido, ma esistono relativamente poche lo-
cazioni di questo tipo. Al secondo livello della gerarchia c'è la memoria cache. Que-
sta memoria è molto più grande dell'insieme dei registri della CPU, ma l'accesso a 
essa è più lento (e possono perfino esserci più cache con tempi di accesso progressi-
vamente più lenti). Al terzo livello della gerarchia c'è la memoria interna, detta an-
che memoria principale o nucleo della memoria. La memoria interna è considere-
volmente più grande della memoria cache ma richiede più tempo per l'accesso. Infi-
ne, al livello più alto della gerarchia, c'è la memoria esterna, che generalmente con-
siste in dischi, lettori CD e DVD e nastri. Questa memoria è molto grande ma an-
che molto lenta. Quindi la gerarchia di memoria dei computer può essere vista 
come una struttura a 4 livelli, ciascuno dei quali è più grande e più lento del livello 
precedente (Figura 14.3). 

Comunque, nella gran parte delle applicazioni, solo due livelli sono importanti: il 
livello che può contenere tutti i dati (detto memoria secondaria) e il livello imme-
diatamente sottostante (detto memoria primaria). Lo spostamento dei dati da e ver-
so la memoria secondaria può in questo caso costituire una reale strozzatura com-
putazionale. 

• Cache e dischi 
Specificamente, i due livelli importanti dipendono dalla dimensione del problema. 
Per un problema che possa essere interamente contenuto nella memoria principale, i 
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due livelli importanti sono la memoria cache e la memoria interna. I tempi di accesso 
alla memoria interna possono essere dell'ordine di 10 o 100 volte più lenti rispetto a 
quelli della memoria cache. È pertanto auspicabile poter effettuare la gran parte de-
gli accessi alla memoria cache. D'altro canto, per un problema che non sia interamen-
te contenuto nella memoria principale, i due livelli di maggiore interesse sono la me-
moria interna e la memoria esterna. In questo caso la differenza è ancora più grande 
perché il tempo di acceso ai dischi, il tipico dispositivo di memoria esterna, è general-
mente da 100000 a 1000000 di volte maggiore rispetto alla memoria interna. 

Per dare una dimensione concreta di questa seconda differenza, si consideri uno 
studente di Baltimora che desideri inviare un messaggio di richiesta di danaro ai 
suoi genitori a Chicago. Se lo studente invia ai suoi genitori un messaggio tramite 
e-mail, esso può arrivare al loro computer di casa in circa cinque secondi. Si consi-
deri di far corrispondere questa modalità di comunicazione con l'accesso della CPU 
alla memoria interna. Una modalità di comunicazione corrispondente agli accesi 
alla memoria esterna che sia 500000 volte più lenta sarebbe che lo studente andasse 
a piedi fino a Chicago per spedire di persona il proprio messaggio, impiegando circa 
un mese se coprisse una distanza media giornaliera di 20 miglia. Pertanto è indi-
spensabile ridurre al minimo gli accessi alla memoria esterna. 

14.2 .2 Strategie di gestione della memoria cache 
La gran parte degli algoritmi non è progettata tenendo presente la gerarchia della 
memoria, nonostante la notevole variabilità tra i tempi di accesso per i diversi livel-
li. Effettivamente tutte le analisi degli algoritmi descritti in questo libro fino a que-
sto punto hanno ipotizzato che tutti gli accessi alla memoria fossero uguali. Questa 
ipotesi potrebbe a prima vista apparire come una grossa disattenzione - a cui rime-
diamo solo nel capitolo finale - ma vi sono buone ragioni per ritenere che sia inve-
ce un'ipotesi assai ragionevole. 

Una prima giustificazione di questa ipotesi risiede nel fatto che spesso è neces-
sario assumere che tutti gli accessi alla memoria impieghino la stessa quantità di 
tempo, poiché spesso è difficile ricavare informazioni specifiche sulla grandezza del-
la memoria di un dispositivo. Per esempio, se un programma Java è progettato per 
essere eseguito su diverse piattaforme di computer, non è possibile definire il tipo 
di configurazione in termini di una specifica architettura. Queste informazioni an-
drebbero considerate se fossero disponibili per una specifica architettura (e succes-
sivamente in questo capitolo si dovrebbe mostrare come sfruttare queste informa-
zioni). Una volta che il software è stato ottimizzato per una specifica piattaforma, 



esso non sarà più indipendente dal tipo di dispositivo. Per fortuna queste ottimizza-
zioni non sono sempre necessarie, principalmente a causa della seguente seconda 
dimostrazione dell'ipotesi di stesso tempo di accesso alla memoria. 

• Caching e blocking 
Una ulteriore dimostrazione dell'ipotesi di uguaglianza degli accessi alla memoria 
consiste nel fatto che i progettisti dei sistemi operativi hanno sviluppato meccani-
smi generali che consentono rapidi accessi alla memoria. Questi meccanismi sono 
basati su due importanti proprietà di località dei riferimenti che la gran parte del 
software possiede: 
• Località temporale: se un programma accede a certe posizioni di memoria, allo-

ra è verosimile che esso acceda ancora a queste posizioni nel prossimo futuro. 
Per esempio, è abbastanza comune usare il valore di una variabile contatore in 
tante espressioni differenti, inclusa quella che ne incrementa il valore. Infatti 
una massima comune tra i progettisti dei computer è che «un programma passa 
il novanta per cento del proprio tempo nel dieci per cento del proprio codice». 

• Località spaziale: se un programma accede a certe posizioni di memoria, allora 
è verosimile che esso acceda ad altre posizioni vicine a quella considerata. Per 
esempio un programma che usa un array richiede verosimilmente di accedere 
alle posizioni di questo array in modo sequenziale o quasi sequenziale. 

I ricercatori informatici e gli ingegneri hanno effettuato tante e approfondite speri-
mentazioni software per dimostrare che la gran parte del software possiede entram-
bi i tipi di località dei riferimenti. Per esempio, un ciclo for impiegato per attraver-
sare un array esibirà entrambi i tipi di località. 

Le località temporali e spaziali hanno alternativamente influenzato due fonda-
mentali scelte progettuali per sistemi con due livelli di memoria (presenti nell'inter-
faccia tra la memoria cache e la memoria interna e anche nell'interfaccia tra la me-
moria interna e la memoria esterna). 

La prima scelta progettuale è detta memoria virtuale. Questo concetto consiste 
nel fornire uno spazio di indirizzi delle stesse dimensioni della memoria secondaria, 
e di trasferire i dati dal livello secondario a quello primario quando se ne deve ef-
fettuare l'accesso. La memoria virtuale non limita il programmatore a vincolarsi 
alla grandezza della memoria interna. Il concetto di portare i dati nella memoria 
primaria è definito caching, ed è motivato dalla località temporale. I dati vengono 
trasportati nella memoria primaria nella speranza di doverli presto consultare nuo-
vamente, così che successivamente sarà possibile rispondere più rapidamente a tut-
te le richieste riguardanti questi dati. 

La seconda scelta progettuale è motivata dalla località spaziale. Specificamente, 
se si accede ai dati memorizzati in una posizione / di memoria secondaria, allora si 
carica nella memoria primaria un grosso blocco di posizioni contigue che includono 
la posizione / (Figura 14.4). Questo concetto è noto come blocking, ed è motivato 
dall'aspettativa che si accederà presto a un'altra posizione di memoria secondaria 
vicina a /. Nell'interfaccia tra la cache e la memoria interna, tali blocchi di memoria 
sono spesso detti linee di cache e nell'interfaccia tra la memoria interna e la memo-
ria esterna tali blocchi sono spesso detti pagine. 

Quando è implementata con il caching e il blocking, la memoria virtuale spesso 
permette di configurare la memoria secondaria come una memoria più veloce di 
quanto realmente essa sia. Sussiste comunque ancora un problema. La memoria 
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primaria è molto più piccola di quella di secondaria. Inoltre, poiché il sistema di me-
moria sfrutta il blocking, un qualunque programma significativo raggiungerà un 
punto in cui richiederà dei dati dalla memoria secondaria, ma la memoria primaria 
è già piena di blocchi. Al fine di poter soddisfare la richiesta e gestire l'utilizzo della 
cache e del blocking, occorre in tal caso rimuovere qualche blocco dalla memoria 
principale per far spazio a un nuovo blocco della memoria secondaria. Stabilire 
come liberare lo spazio implica numerose e interessanti problematiche di progetta-
zione di algoritmi e strutture dati. 

• Algoritmi di caching 
Vi sono numerose applicazioni Web che si occupano di rivisitare informazioni pre-
sentate nelle pagine Web. Queste rivisitazioni riconfermano la località dei riferimenti 
sia in tempo che in spazio. Per sfruttare queste località dei riferimenti, è spesso van-
taggioso conservare delle copie di pagine Web in una memoria cache in modo che 
queste pagine possano essere rapidamente riprese quando è richiesto un ulteriore ac-
cesso. Si supponga in particolare di avere una memoria cache che abbia m «slot» (po-
sti) che possano contenere le pagine Web. Si assume che una pagina Web sia posta in 
un punto della cache. Questa cache è nota col nome di cache pienamente associativa. 

Un programma di navigazione (browser) esegue le proprie richieste per diverse 
pagine Web. Ogni volta che il browser richiede una pagina Web /, il browser deter-
mina (usando un rapido test) se l abbia subito variazioni e sia ancora presente nella 
cache. Se / è contenuta nella cache, allora il browser soddisfa la richiesta usando la 
copia nella cache. Se l non è nella cache, allora il browser preleva la pagina richiesta 
da Internet e la trasferisce nella cache. Se uno degli m slot nella cache è disponibile, 
allora il browser assegna l a uno degli slot vuoti. Ma se tutte le m celle della cache 
sono occupate, allora il computer deve determinare quale delle pagine Web prece-
dentemente visitate occorre eliminare per far spazio alla corrente pagina Web /. Ov-
viamente esistono molti criteri diversi per selezionare la pagina da cancellare. 

• Algoritmi per il rimpiazzamento della pagina 
Sono di seguito presentati alcuni dei più conosciuti criteri di rimpiazzamento della 
pagina (Figura 14.5): 
• First-in, first-out (FIFO) (il primo che è entrato sarà il primo a uscire): si sele-

ziona la pagina che è stata nella cache da più tempo, cioè la pagina che era stata 
per prima trasferita nella cache. 
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• Least recently used (LRU) (la meno recentemente utilizzata): si seleziona la pa-
gina la cui ultima richiesta è avvenuta da più tempo nel passato. 

Inoltre è possibile considerare una strategia semplice e puramente casuale: 
• Random (casuale): si sceglie a caso la pagina da liberare nella cache. 

La strategia Random è una delle più semplici strategie da utilizzare poiché essa 
richiede soltanto un generatore di numeri casuali o pseudocasuali. Il sovraccarico 
richiesto per realizzare questa strategia consiste in un tempo di lavoro aggiuntivo 
0(1) per ogni sostituzione di pagina. Inoltre non sussiste un sovraccarico aggiuntivo 
per ogni richiesta, oltre a quello che occorre per determinare se una pagina richie-
sta sia presente (oppure no) nella cache. Tuttavia questa strategia non effettua alcun 
tentativo per ricavare un vantaggio dalle proprietà di località spaziale e temporale 
del browsing. 

La strategia FIFO è abbastanza semplice da realizzare poiché richiede solo una 
coda Q per poter conservare i riferimenti alle pagine nella cache. Le pagine vengo-
no riposte in Q quando sono referenziate dal browser e portate nella cache. Quan-
do una pagina non deve più essere considerata, il computer esegue semplicemente 
un'operazione di estrazione dalla coda (dequeue) di Q per determinare quale sia la 
pagina da sostituire. Pertanto anche questa strategia richiede un tempo di lavoro 
aggiuntivo 0(1) per ogni sostituzione di pagina. Anche la strategia FIFO non ri-
chiede un sovraccarico aggiuntivo per le richieste delle pagine. Inoltre essa tenta di 
ricavare qualche vantaggio dalla proprietà di località temporale. 

La strategia LRU fa un passo ulteriore rispetto alla strategia FIFO, esplicita-
mente ricava un vantaggio dalla località temporale scegliendo sempre la pagina 
che era stata usata meno recentemente. Da un punto di vista della strategia, que-
sto approccio risulta eccellente, ma costoso dal punto di vista implementativo, os-



sia la sua tecnica per ottimizzare la località temporale e spaziale risulta abbastan-
za onerosa. L'implementazione della strategia LRU richiede l'uso di una coda a 
priorità Q che supporti la ricerca delle pagine esistenti, ad esempio usando spe-
ciali puntatori o «localizzatori». Se Q è implementata con una coda ordinata ba-
sata su una linked list, allora 0( 1) è il tempo di sovraccarico per ogni pagina ri-
chiesta e sostituita. Quando si inserisce una pagina in Q o si aggiorna la sua chia-
ve, si assegna alla pagina la chiave più alta di Q e la si pone alla fine della lista, il 
che può ancora essere effettuato in un tempo 0(1). Sebbene la strategia LRU, 
usando l'implementazione precedente, sia caratterizzata da un sovraccarico in 
tempo costante, i fattori costanti richiesti in termini di tempo aggiuntivo e di ulte-
riore spazio per la coda a priorità Q, rendono questa strategia meno appetibile da 
un punto di vista pratico. 

Poiché queste diverse strategie di sostituzione sono caratterizzate da diversi 
compromessi tra la difficoltà di implementazione e il vantaggio ricavato dalle pro-
prietà di località, risulta evidente la necessità di effettuare un'analisi comparativa di 
questi metodi per stabilire quale di questi sia eventualmente il migliore. 

Dal punto di vista del caso peggiore, le strategie FIFO e LRU hanno un com-
portamento poco attraente. Per esempio, si supponga di avere una cache conte-
nente m pagine e si considerino i metodi FIFO e LRU per la gestione della so-
stituzione delle pagine per un programma che in un ciclo ripetutamente richiede 
m + 1 pagine in un ordine ciclico. Sia la strategia FIFO che la LRU vengono scor-
rettamente eseguite, poiché esse eseguono una sostituzione di pagina per ogni pa-
gina richiesta. Quindi, da un punto di vista del caso peggiore, queste strategie sono 
quanto di peggio si possa immaginare: esse richiedono una sostituzione di pagina 
per ogni pagina richiesta. 

Questa analisi del caso peggiore è comunque di fatto troppo pessimistica poiché 
essa si concentra su uno specifico comportamento del protocollo per una cattiva se-
quenza di richieste di pagine. Un'analisi ideale dovrebbe confrontare questi metodi 
su tutte le possibili sequenze di pagine richieste. Ovviamente ciò è impossibile da 
realizzare esaustivamente, ma si può far riferimento a un gran numero di simulazio-
ni sperimentali per campioni di sequenze di richiesta pagine ricavate da programmi 
reali. Basandosi su questi confronti sperimentali, si dimostra che la strategia LRU è 
generalmente superiore alla strategia FIFO, che a sua volta è generalmente superio-
re alla strategia Random. 

1 4 . 3 Ricerca esterna e alberi B-tree 
Il IlllilllMiiiiftflIllilimHmm'Ill'Wlillilliy HH'IHH" I . • . . . J> . 

Si consideri il problema dell'implementazione di un dizionario per un grande insie-
me di elementi che non possono essere contenuti nella memoria centrale. Poiché 
uno dei principali usi dei grandi dizionari è nei database, ci si riferirà ai blocchi del-
la memoria secondaria come blocchi del disco. Analogamente ci si riferirà al trasfe-
rimento di un blocco tra la memoria secondaria e la memoria primaria con un tra-
sferimento da disco. Tenendo presente la grande differenza fra i tempi di accesso 
alla memoria principale e quelli di accesso al disco, lo scopo principale nella gestio-
ne di un dizionario nella memoria esterna è quello di minimizzare il numero dei tra-
sferimenti da disco necessari per una ricerca o un aggiornamento. Infatti, la diffe-
renza di velocità tra il disco e la memoria interna è talmente grande che si potrebbe 
eseguire un considerevole numero di accessi alla memoria interna se questo ci per-
mettesse di evitare alcuni trasferimenti da disco. Pertanto si analizza la prestazione 
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delle implementazioni di un dizionario conteggiando il numero dei trasferimenti da 
disco per le operazioni standard di ricerca e di aggiornamento. Ci si riferirà a questo 
conteggio come complessità di I/O degli algoritmi. 

• Dizionari con uso inefficiente della memoria esterna 
Si consideri per prima cosa l'implementazione di un dizionario semplice come una 
lista che contenga n elementi. Se la lista è implementata come una doppia linked 
list non ordinata, allora l'inserimento e la cancellazione di un nodo possono essere 
eseguite ciascuna con O(l) trasferimenti, ma le ricerche richiedono n trasferimenti 
nel caso pessimo, poiché ogni «salto» di collegamento potrebbe accedere a un bloc-
co differente. Questo tempo di ricerca può essere migliorato a 0(n/B) trasferimenti 
(si veda l'Esercizio C-14.1), in cui B rappresenta il numero dei nodi della lista che 
può essere contenuta in un blocco, ma ciò costituisce ancora una prestazione mode-
sta. Alternativamente si potrebbe implementare la sequenza impiegando un array 
ordinato. In tal caso una ricerca esegue 0(log 2 n) trasferimenti, mediante una ricer-
ca binaria, che è un effettivo miglioramento. Ma questa soluzione richiede &(n/B) 
trasferimenti per implementare nel caso peggiore un'operazione di inserimento o 
cancellazione, poiché si potrebbe dover accedere a tutti i blocchi per spostare gli 
elementi. Quindi le implementazioni di un dizionario basate su lista non risultano 
efficienti in memoria esterna. 

Poiché queste semplici implementazioni sono inefficienti per l'I/O, andrebbero 
considerate strategie per la memoria interna con tempo logaritmico che impieghino 
alberi binari bilanciati (per esempio alberi AVL o alberi red-black) o altre strutture 
di ricerca con tempo logaritmico di ricerca e aggiornamento nel caso medio (per 
esempio le skip list o gli alberi splay). Questi metodi memorizzano gli elementi di 
un dizionario nei nodi di un albero binario o di un grafo. Tipicamente, ogni accesso 
a un nodo di queste strutture per un'operazione di ricerca o di aggiornamento coin-
volgerà un blocco differente. Così tutti questi metodi richiederanno nel caso peg-
giore 0(log 2 n) trasferimenti per eseguire ricerche e aggiornamenti impiegando 
solo 0( log f l ri) = 0(log n/log B) trasferimenti. 

14.3.1 Alberi (a,b) 
Per ridurre l'importanza della differenza di prestazione tra gli accessi della memo-
ria interna e gli accessi della memoria esterna, è possibile rappresentare il diziona-
rio impiegando un albero di ricerca multi-way (Paragrafo 10.4.1). Questo approccio 
fornisce uno spunto per la generalizzazione della struttura dati alberi (2,4) nota con 
il nome di alberi (a,b). 

Un albero (a,b) è un albero di ricerca multi-way tale che ciascun nodo possie-
da un numero di figli compreso tra a e b e memorizzi un numero di elementi com-
preso tra a - 1 e b - 1. Gli algoritmi di ricerca, inserimento e cancellazione degli 
elementi in un albero (a,b) sono una generalizzazione immediata dei corrispon-
denti alberi (2,4). Il vantaggio di generalizzare gli alberi (2,4) in alberi (a,b) consi-
ste nel fatto che una classe generalizzata di alberi fornisce una flessibile struttura 
di ricerca, in cui la grandezza dei nodi e il tempo di esecuzione delle varie opera-
zioni sul dizionario dipendono dai parametri a e b. Impostando accuratamente i 
parametri a e b in modo da essere compatibili con la grandezza dei blocchi del di-
sco è possibile ricavare una struttura dati che raggiunge una buona prestazione 
con la memoria esterna. 
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• Definizione di un albero (a,b) 
Un albero (a,b), in cui a e b sono interi tali che 2 < a < (b + l)/2, è un albero di ricer-
ca multi-way T con i seguenti vincoli aggiuntivi: 
Proprietà di grandezza: ciascun nodo interno possiede almeno a figli, fatta eccezio-
ne per la radice (root), e ha al massimo b figli. 
Proprietà di profondità: tutti i nodi esterni hanno la stessa profondità. 

PROPOSIZIONE 14.1 L'altezza di un albero (a,b) che contiene n elementi è 
il(log «/log b) e 0(log n/log a). 

DIMOSTRAZIONE. Sia T un albero (a,b) che contenga n elementi, e sia h l'altezza di 
T. Si dimostra la proposizione fissando i seguenti limiti su h: 

1 log(« + 1) < h < — l o g + 1 log b log a 2 
Per le proprietà di grandezza e di profondità, il numero n" di nodi esterni di T risul-
ta almeno 2ah~1 e al più bh. Per la Proposizione 10.7, n" = n + 1. Pertanto 

2 ah~ì<n + 1 <bh 

Effettuando il logaritmo in base 2 di ogni termine, si otterrà: 
(h - 1) log a + 1 < log(« + 1) < h log b m 

• Operazioni di ricerca e aggiornamento 
Si ricordi che in un albero di ricerca multi-way T, ciascun nodo v di T contiene una 
struttura secondaria D(v) che è essa stessa un dizionario (si veda il Paragrafo 
10.4.1). Se T è un albero (a,b), allora D(v) contiene al più b elementi. Sia f(b) il 
tempo per effettuare una ricerca in un dizionario D(v). L'algoritmo di ricerca in un 
albero (a,b) è esattamente come quello per gli alberi di ricerca multy-way fornito 
nel Paragrafo 10.4.1. Quindi la ricerca in un albero (a,b) T con n elementi viene ese-
guita in un tempo 

o i m . , o g „ \ log a 
Si noti che se b è una costante (e quindi anche a), allora il tempo di ricerca è 0(log n). 

La principale applicazione degli alberi (a,b) è quella dei dizionari memorizzati 
nella memoria esterna. Formalmente, per minimizzare gli accessi al disco, vengono 
scelti i parametri a e b in modo tale che ogni nodo dell'albero occupi un singolo 
blocco del disco (così che f(b) = 1 se si desidera semplicemente conteggiare i trasfe-
rimenti dei blocchi). Scegliere i valori appropriati per a e b in questo contesto, porta 
a una struttura dati nota con il nome di B-albero, che sarà descritta fra breve. Prima 
verranno discussi gli inserimenti e le cancellazioni negli alberi (a,b). 

L'algoritmo di inserimento per un albero (a,b) risulta simile a quello di un albe-
ro (2,4). Si verifica un traboccamento (overflow) quando viene inserito un elemento 
in un ò-nodo v, che si trasforma in un (b - 1) nodo illegale (si ricordi che un nodo in 
un albero multi-way è un d-nodo se esso possiede d figli). Per risolvere un evento di 



Metodo Tempo 

find ( m . \ 
I log a 109 "J 

insert ( f H 

remove ( f H 
TABELLA 1 4 . 1 Limiti temporali per un dizionario con n elementi realizzato con un albero (a,b) T. 
Si ipotizza che la struttura secondaria di un nodo di T supporti la ricerca in un tempo f(b) e le 
operazioni di fusione e divisione in un tempo g(b), per opportune funzioni f(b) e g(b), il che può 
essere realizzato in un tempo 0( 1) se si contano solo i trasferimenti da disco. 

overflow, si divide il nodo v spostando l'elemento mediano di v nel padre di v e so-
stituendo v con un \(b + l)/2l-nodo v' e un L (b + l)/2_|-nodo v". Risulta ora eviden-
te la ragione del vincolo a < (b + 1)12 nell'ambito della definizione di un albero 
(a,b). Si noti che, come conseguenza della divisione, risulta necessario costruire le 
strutture dati secondarie D(v') e D(v"). 

La cancellazione di un elemento dall'albero (a,b) risulta simile a quella degli al-
beri (2,4). Si verifica un superamento negativo della capacità (underflow) quando si 
cancella una chiave da un a-nodo v, distinto dalla radice, determinando la trasforma-
zione di v in un (a - l)-nodo non consentito. Per porre rimedio a un underflow, si ef-
fettua un trasferimento con un fratello di v che non sia un a-nodo oppure si esegue 
una fusione di v con un fratello che sia un a-nodo. Il nuovo nodo w risultante dalla fu-
sione corrisponde a un (2a - l)-nodo, che giustifica ancora il vincolo a < (b + l)/2. 

La Tabella 14.1 illustra la prestazione di un dizionario realizzato con un albero 
(a,b). 

14 .3 .2 B-alberi 
Una versione della struttura dati albero (a,b), che costituisce il miglior metodo co-
nosciuto per la gestione di un dizionario per la memoria esterna, è detta «B-albero» 
(B-tree) (Figura 14.6). Un B-albero di ordine rfèun albero (a,b) in cui a - U/2J e 
b = d. Per il precedente albero (a,b) sono stati analizzati i metodi di ricerca e ag-
giornamento sul dizionario standard; adesso la discussione verrà ristretta alla com-
plessità di I/O dei B-alberi. 

F I G U R A 1 4 . 6 Un B-albero di ordine 6. 
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Un'importante proprietà dei B-alberi consiste nel fatto che è possibile scegliere 
d tale che i d riferimenti ai figli e le d - 1 chiavi memorizzate in un nodo possano es-
sere contenute in un singolo blocco su disco, e ciò implica che d è proporzionale a 
B. Questa scelta permette di ipotizzare che pure a e b siano proporzionali a B nel-
l'analisi delle operazioni di ricerca e aggiornamento sugli alberi (a,b). Quindi f(b) e 
g(b) sono entrambe pari a 0(1), poiché ogni volta che si accede a un nodo per ese-
guire una operazione di ricerca o aggiornamento, occorre soltanto effettuare un sin-
golo trasferimento da disco. 

Come osservato in precedenza, ogni ricerca o aggiornamento richiede che si esa-
minino al più 0(1) nodi per ciascun livello dell'albero. Quindi ogni operazione di ri-
cerca o aggiornamento su un B-albero richiede solo 0(log|-rf /2-| n), ossia 0(log ni log B), 
trasferimenti da disco. Per esempio, un'operazione di inserimento procede verso le 
parti inferiori del B-albero per localizzare il nodo in cui inserire il nuovo elemento. Se 
a causa di questo inserimento nel nodo dovesse verificarsi un overflow (per avere 
d + 1 figli), questo nodo allora verrà suddiviso in due nodi rispettivamente di 

l)/2j e I\d + 1)/2~| figli. Questo processo è quindi ripetuto al livello immediata-
mente superiore e continuerà per al più 0( log B n) livelli. 

Analogamente, se un'operazione di cancellazione produrrà un underflow (per 
avere \d l l \ - 1 figli), si sposteranno allora i riferimenti da un nodo fratello con al-
meno 

\d!2\ + 1 figli oppure sarà necessario eseguire un'operazione di fusione di 
questo nodo con un suo fratello (ripetendo poi quest'elaborazione per il genitore). 
Così come per l'operazione di inserimento, ciò proseguirà verso l'alto del B-albero 
per al più 0( log f l n) livelli. Il requisito che ciascun nodo interno abbia almeno \dll\ 
figli implica che ogni blocco del disco utilizzato per supportare un B-albero sia pie-
no almeno per metà. Pertanto si avrà la seguente proposizione: 

PROPOSIZIONE 14.2 La complessità di I/O per le operazioni di ricerca e aggior-
namento per un B-albero con n elementi è 0(\ogB n) e utilizza 0(n/B) blocchi, 
in cui B rappresenta la grandezza di un blocco. 

14.4 Ordinamento nella memoria esterna 

In aggiunta alle strutture dati, quali i dizionari, da implementare nella memoria 
esterna, vi sono anche molti algoritmi che devono poter operare su insiemi di input 
molto grandi e che pertanto non possono essere interamente contenuti nella memo-
ria interna. In tal caso l'obiettivo è quello di risolvere il problema algoritmico usan-
do il minor numero possibile di trasferimento dei blocchi. Il dominio classico per 
tali algoritmi sulla memoria esterna è il problema dell'ordinamento. 

• Merge-sort multi-way 
Un metodo efficiente per ordinare un insieme S di n oggetti in una memoria ester-
na è una semplice variazione del noto algoritmo di merge-sort. L'idea principale su 
cui è basata questa variazione consiste nel fondere in un unico passaggio molte liste 
ricorsivamente ordinate, riducendo quindi il numero dei livelli di ricorsione. Più 
precisamente, una descrizione ad alto livello di questo metodo merge-sort multi-
way è quella di dividere 5 in d sottoinsiemi S2, •••,Sd di circa uguale grandezza, 
ordinando ricorsivamente ciascun sottoinsieme e poi simultaneamente fondendo 
tutte le liste ordinate d in una rappresentazione ordinata di S. Se sarà possibile ese-



guire il procedimento di fusione utilizzando solo 0(n/B) trasferimenti di disco, allo-
ra, per valori abbastanza grandi di n, il numero totale di trasferimenti eseguiti da 
questo algoritmo soddisfa la seguente ricorrenza: 

t(n) = d • t(n/d) + cn/B 
per una costante c > 1. La ricorsione potrà essere fermata quando n < B, poiché a 
questo punto è possibile eseguire un singolo trasferimento di blocco, mettendo tutti 
gli oggetti nella memoria interna, e poi ordinando l'insieme con un efficace algorit-
mo di memoria interna. Pertanto, il criterio di fermata per t(n) è 

t(n) = 1 se n/B < 1 
Ciò implica una soluzione in forma chiusa secondo cui t(n) vale 0((n/B) log d (n/B)), 
che è 

0((n/B) ìog(n/B)/\og d) 
Pertanto, se si può scegliere un d che sia ®(M/B), allora il numero dei trasferimenti 
di blocchi di questo algoritmo multi-way merge-sort sarà, nella peggiore delle ipote-
si, molto basso. Si sceglie 

d = (1/2 )M/B 
L'unico aspetto di questo algoritmo che rimane da specificare, allora, è come ese-
guire la fusione d-way utilizzando solo 0(n/B) trasferimenti di blocchi. 

14 .4 .1 Fusione multi-way 
Si eseguirà la fusione d-way giocando un «torneo». Sia T un albero binario comple-
to con d nodi esterni e si mantenga T interamente nella memoria interna. Si associa 
ciascun nodo esterno i di T a una diversa lista ordinata 5, . Si inizializza T leggendo 
in ciascun nodo esterno i il primo oggetto in 5, . Ciò ha l'effetto di leggere nella me-
moria interna il primo blocco di ogni lista ordinata 5,-. Per ogni nodo-interno v geni-
tore di due nodi esterni, si confrontano gli oggetti memorizzati nei figli di v e si as-
socia il più piccolo dei due a v. Si ripete questo confronto al livello successivo verso 
l'alto di T, e poi verso il successivo, e così via. Una volta raggiunta la radice r di T, si 
associa a r l'oggetto più piccolo tra tutte le liste. Ciò completa l'inizializzazione per 
la fusione d-way (Figura 14.7). 

In un passo generale della fusione d-way, si sposta in un array l'oggetto o asso-
ciato alla radice r di T costruito per la lista fusa S'. Si traccia poi T verso il basso se-

F I G U R A 1 4 . 7 
Una fusione d-way. 
Si mostra la fusione 
five-way con B = 4. 



guendo il percorso fino al nodo esterno i da cui è venuto o. Quindi si legge in i l'og-
getto successivo nella lista Si. Se o non fosse l'ultimo elemento nel suo blocco, allo-
ra questo oggetto successivo si troverà già nella memoria interna. Altrimenti legge-
remo nel blocco successivo di 5, per accedere a questo nuovo oggetto (se 5, è ora 
vuoto, bisognerà associare il nodo i a uno pseudo-oggetto con la chiave Si ripe-
tono i calcoli del minimo per ciascuno dei nodi interni da i alla radice di T. Ciò pro-
duce nuovamente l'albero T completo. Tale procedura sarà ripetuta per spostare 
l'oggetto dalla radice di T alla lista fusa S', ricostruendo T fino a che T non contiene 
più oggetti. Ogni fase della fusione impiega un tempo 0(\og d)\ pertanto il tempo 
interno per la fusione d-way è 0(n log d). Il numero di trasferimenti eseguiti in una 
fusione è 0(n/B), poiché è possibile attraversare in ordine una volta ogni lista Sjt e 
restituire la lista fusa 5 'una volta. Si ha quindi: 

PROPOSIZIONE 14.3 Data una sequenza 5, basata su un array di n elementi 
memorizzata nella memoria esterna, è possibile ordinare S usando 0((n/B) 
\og(n/B)/ìog(M/B)) trasferimenti e un tempo interno di CPU 0(n log n), in cui 
M rappresenta la dimensione della memoria interna e fi la dimensione del 
blocco. 

1 4 . 5 Esercizi 

Per il codice sorgente e un aiuto per gli esercizi, si faccia riferimento al sito Web 
java.datasctructures.net 

LIVELLO DI BASE 

R-14.1 Si descrivano in dettaglio gli algoritmi di inserimento e cancellazione per 
l'albero (a,b). 
R-14.2 Si supponga che T sia un albero multi-way in cui ogni nodo interno abbia 
almeno cinque e al più otto figli. Per quali valori di a e b si avrà che T è un albero 
(a,b) valido? 
R-14.3 Per quali valori di d si otterrà che l'albero T del precedente esercizio sia un 
B-albero di ordine di 
R-14.4 Si mostri ciascun livello di ricorsione nell'eseguire un ordinamento per fu-
sione 4-way nella memoria esterna della sequenza del precedente esercizio. 
R-14.5 Si consideri una memoria cache, inizialmente vuota, composta da quattro 
pagine. Quanti eventi di pagine mancanti si verificheranno con l'algoritmo LRU se 
la sequenza di pagine richiesta è la seguente: (2,3,4,1,2,5,1,3,5,4,1,2,3)? 
R-14.6 Si consideri una memoria cache, inizialmente vuota, composta da quattro 
pagine. Quanti eventi di pagine mancanti si verificheranno con l'algoritmo FIFO se 
la sequenza di pagine richiesta è la seguente: (2,3,4,1,2,5,1,3,5,4,1,2,3)? 
R-14.7 Si consideri una memoria cache, inizialmente vuota, composta da quattro 
pagine. Quanti eventi di pagine mancanti si verificheranno con l'algoritmo Random 
se la sequenza di pagine richiesta è la seguente: (2,3,4,1,2,5,1,3,5,4,1,2,3)? Si mo-
strino tutte le scelte casuali che, in tal caso, saranno fatte da un algoritmo casuale. 
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R - 1 4 . 8 Si tracci il risultato dell'inserimento in un B-albero inizialmente vuoto di 
ordine 7, le cui chiavi siano date nel seguente ordine: 

4,40,23,50,11,34,62,78,66,22,90,59,25,72,64,77,39,12 
R - 1 4 . 9 Si mostri ogni livello di ricorsione nell'eseguire un ordinamento per fusio-
ne (merge-sort) di un 4-way per la sequenza fornita nel precedente esercizio. 

L I V E L L O A V A N Z A T O 

C - 1 4 . 1 Si mostri come implementare un dizionario nella memoria esterna, usando 
una sequenza ordinata così che gli inserimenti richiedano solo un tempo di trasferi-
mento 0(1) e le ricerche richiedano trasferimenti in 0(n/B) nel caso peggiore, in 
cui n sia il numero degli elementi e B sia il numero dei nodi nella lista che possono 
essere contenuti in un blocco del disco. 
C - 1 4 . 2 Si modifichi la regola che definisce gli alberi red-black in modo tale che cia-
scun albero red-black T abbia una corrispondenza con un albero (4,8) e viceversa. 
C - 1 4 . 3 Si descriva una versione modificata dell'algoritmo di inserimento di un 
B-albero in modo tale che ogni volta che si verifica un overflow a causa di una scis-
sione di un nodo v, si ridistribuiscano le chiavi tra tutti i fratelli di v, così che ogni 
fratello contenga approssimativamente lo stesso numero di chiavi (possibilmente 
propagando le scissione in alto verso il padre v). Qual è la frazione minima di cia-
scun blocco che sarà sempre riempita utilizzando questo schema? 
C - 1 4 . 4 Un'altra possibile implementazione di dizionario per la memoria esterna è 
quella che impiega una skip list, ma per raccogliere gruppi consecutivi di O(B) nodi 
in un singolo blocco, su un qualsiasi livello nella skip list. In particolare, si definisce 
una B-skip list di ordine d una rappresentazione di una skip-list in cui ogni blocco 
contenga almeno \dll \ nodi e al più d nodi della lista. Inoltre, in tal caso, si scelga d 
come il numero massimo di nodi della lista da un livello di una skip-list che possono 
essere contenuti in un blocco. Si descriva in che modo dovrebbero essere modificati 
gli algoritmi di inserimento e di cancellazione per una B-skip list in modo che l'al-
tezza prevista della struttura sia 0(log «/log B). 
C - 1 4 . 5 Si descriva una struttura dati per la memoria esterna che implementi la 
coda TDA in modo che il numero complessivo dei trasferimenti da disco necessari 
per elaborare una sequenza di n operazioni di enqueue e dequeue sia 0(n/B). 
C - 1 4 . 6 Si risolva il problema precedente per la coda TDA. 
C - 1 4 . 7 Si descriva come usare un B-albero per implementare la partizione (union-
find) TDA (dal Paragrafo 11.6.2) in modo che le operazioni di union e find effettui-
no ognuna al massimo 0(log ni log B) trasferimenti da disco. 
C - 1 4 . 8 Si supponga che sia data una sequenza 5 di « elementi con chiavi intere 
tale che alcuni elementi in S siano colorati «blu» e alcuni elementi in S siano colora-
ti «rosso». Inoltre si dice che un elemento rosso e si accoppia con un elemento b l u / 
se essi hanno lo stesso valore della chiave. Si descriva un efficiente algoritmo per la 
memoria esterna che ricerchi tutte le coppie rosso-blu in S. Quanti trasferimenti da 
disco effettua un tale algoritmo? 
C - 1 4 . 9 Si consideri il problema della cache in cui la memoria cache possa contene-
re m pagine e che sia data una sequenza P di n richieste prese da un insieme di 



m + 1 possibili pagine. Si descriva la strategia ottimale per l'algoritmo offline e si 
mostri che, partendo da una cache vuota, esso causi al massimo m + n/m pagine 
mancanti complessive. 
C-14.10 Si consideri la strategia di cache delle pagine basata sulla regola least fre-
quently used (LFU), in cui la pagina nella cache a cui si è acceduto meno frequente-
mente è quella che viene cancellata quando si richiede una nuova pagina. Se esisto-
no dei collegamenti, la strategia LFU elimina la pagina usata meno frequentemente 
che si trova nella cache da più tempo. Si mostri che esiste una sequenza di P di n ri-
chieste che causa la LFU a fallire f ì (n ) volte per una cache di m pagine, laddove 
l'algoritmo ottimale fallirà solo 0(m) volte. 
C-14.11 In un B-albero di ordine d si supponga che invece di avere la funzione di 
ricerca di un nodo f(d) = 1, si abbia f(d) = log d. In tal caso quale sarà il tempo di 
esecuzione asintotico per l'esecuzione di una ricerca in 77 
C-14.12 Si descriva un algoritmo per la memoria esterna che (usando 0(n/B) tra-
sferimenti) determini se una lista di n interi contenga un valore che capiti per più di 
n/2 volte. 

PROGETTI 

P-14.1 Si scriva una classe Java che implementi tutti i metodi del dizionario ordi-
nato TDA mediante un albero (a,b), in cui a e b siano costanti intere passate come 
parametri a un costruttore. 
P-14.2 Si implementi una struttura dati B-albero, assumendo che la grandezza di 
un blocco sia uguale a 1024 e le chiavi siano intere. Si effettui una sperimentazione 
sul numero di «trasferimenti da disco» necessari per elaborare una sequenza di ope-
razioni del dizionario. 
P-14.3 Si implementi un algoritmo di ordinamento per la memoria esterna e lo si 
confronti sperimentalmente con tutti gli algoritmi di ordinamento della memoria 
interna descritti in questo libro. 

Note al capitolo 

Knuth [60] fa ottime discussioni sugli ordinamenti e sulle ricerche nella memoria 
esterna, e Ullman [93] ha trattato le strutture della memoria esterna per i database. Il 
lettore interessato allo studio delle architetture di memoria gerarchica può far riferi-
mento ai capitoli del libro di Burger et al. [18] oppure al libro di Hennessy e Patter-
son [48]. Il manuale di Gonnet e Baeza-Yates [41] confronta la prestazione di un gran 
numero di algoritmi di ordinamento, molti dei quali sono algoritmi della memoria 
esterna. I B-alberi sono stati inventati da Bayer e McCreight [11] e Corner [24] offre 
una panoramica originale di questa struttura dati. Anche i libri di Mehlhorn [74] e Sa-
met [84] offrono ottime discussioni sui B-alberi e le loro varianti. Aggarwal e Vitter 
[2] studiano la complessità I/O dell'ordinamento e dei problemi associati, ottenendo 
limiti inferiori e superiori, incluso il limite inferiore per l'ordinamento presentato nel 
Paragrafo 11.3. Goodrich et al. [44] studiano la complessità I/O di vari problemi di 
geometria computazionale. Per il lettore interessato a ulteriori studi di algoritmi effi-
cienti per l'I/O si consiglia di esaminare l'articolo di rassegna di Vitter [95]. 



Appendice A 
Proprietà matematiche utili 

In questa appendice vengono presentate varie proprietà matematiche utili. Si inizia 
con alcune proprietà e definizioni relative al calcolo combinatorio. 

• Logaritmi ed esponenti 
La funzione logaritmica è definita come: 

logA a - c se a - bc 

Le seguenti identità riguardano logaritmi ed esponenti: 
1. logh ac = log,, a + log,, c 
2. log,, a/c = log,, a - log,, c 
3. log,, ac = c log,, a 
4. logh a = (logc fl)/logc b 
5. b [ o g c a - a i o g c h 

6. (b a) c = bac 

7. babc = ba + c 

8. ba/bc = ba~c 

Inoltre si ha la seguente proposizione: 

PROPOSIZIONE A.1 S e a > 0 , ¿ > > 0 e c > 0 allora 
log a + log b < 2 log c - 2 

DIMOSTRAZIONE. È sufficiente dimostrare che ab < c 2/4. È possibile scrivere: 

a2 + lab + b2 -a2 + lab - b2 ab 

(a + b)2-(a-b)2 <(a + b)2 c2 

4 ~ 4 < ~4 

La funzione logaritmo naturale In x = log c x, in cui e = 2,71828..., è il valore della 
seguente progressione: 

1 1 1 e = 1 + — + — + — + ... 1! 2! 3! 
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Inoltre si ha che: 

X X2 X3 

+ — + — + 1! 2! 3! 
X3 x 4 

2Ì H 3! 
Ci sono molte utili disuguaglianze relative a queste funzioni (che derivano da que-
ste definizioni). 

PROPOSIZIONE A.2 Se X > -1, 

x < ln(l + JC) < JC 1 +x 

PROPOSIZIONE A.3 Per 0 < jc < 1, 

\+x<ex< 1 

1 

PROPOSIZIONE A.4 Per ogni coppia di numeri reali positivi x ed n, risulta: 

• Funzioni intere e relazioni 
Le funzioni «parte intera inferiore» (floor) e «parte intera superiore» (ceiling) sono 
definite rispettivamente nel modo seguente: 
1. LJCJ = il più grande intero minore o uguale a x. 
2. lx] = il più piccolo intero maggiore o uguale a x. 
L'operatore modulo è definito per gli interi a > 0 e b > 0 come 

a mod b = a- b 

La funzione fattoriale è definita come 
n! = 1 • 2 • 3 (n-\)n 

Il coefficiente binomiale è 
n\_ ri. 
k)~ k\(n-k)\ 

che rappresenta il numero di differenti combinazioni che si possono definire sce-
gliendo k elementi diversi da una collezione di n elementi (in cui l'ordine non abbia 
importanza). Il nome «coefficiente binomiale» deriva dall' espansione binomiale-. 
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k = 0 \k) 

Occorre fornire anche le seguenti importanti relazioni. 

PROPOSIZIONE A . 5 Se 0 < k < n, allora 

( W K 
PROPOSIZIONE A . 6 (Appross imazione di Stirling): 

ni = V2im (-1(1 + ^ - + e(n) 

in cui e(n) è 0(l/n2). 

La progressione di Fibonacci è una progressione numerica tale che F0 = 0, F(l = 1 
zF„ = Fn_{+Fn_2vzTn>2. 

PROPOSIZIONE A.7 Se Fn è definita dalla progressione di Fibonacci, allora Fn è 
@(g"), in cui g = (1 + V5)/2 è la cosiddetta sezione aurea. 

• Sommatorie 
Ci sono molte proposizioni utili sulle sommatorie. 

PROPOSIZIONE A.8 Fattorizzazione delle sommatorie: 

¿ a / ( 0 = « Ì / ( 0 / = i ( = i 
purché a non dipenda da i. 

PROPOSIZIONE A.9 Scambio degli ordini di sommatoria: 
n m m n 

X I m ) = I I A i , ; ) 1 = 1 j = 1 j = 1 ! = 1 
Una forma speciale dei sommatoria è quella della somma telescopica: 

1 m - / ( < " - i ) ) = / w - / ( o ) ; = ì 
che viene spesso impiegata nell'analisi ammortizzata degli algoritmi o delle struttu-
re dati. 

Le seguenti sono altri proposizioni sulle sommatorie che sorgono spesso nell'a-
nalisi degli algoritmi e delle strutture dati. 

PROPOSIZIONE A. 10 ^ i = n(n + i)/2 
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PROPOSIZIONE A.11 £ i 2 = n(n + l)(2n + l)/6 
[ = i 

PROPOSIZIONE A. 12 Se k > 1 è una costante intera, allora: 

J ikè@(nk + i ) i = 1 
Un'altra comune sommatoria è la somma geometrica: 

n 
X « ' < = 0 

per ogni numero reale prefissato 0 < a * 1. 

PROPOSIZIONE A.13 
A . a" + 1 - 1 
Z fl' = r -, = 0 il - 1 

per ogni numero reale 0 < a * 1. 

PROPOSIZIONE A.14 

per ogni numero reale 0 < a < 1. 

1 y a' = i = o 1 -a 

Esiste anche una combinazione di due forme comuni, dette sommatorie espo-
nenziali lineari, che hanno la seguente estensione: 

PROPOSIZIONE A. 15 Per 0 < a ^ l e n > 2 , 

I ia• = ,2 

L'n-esimo numero armonico Hn è definito nel modo seguente: 
" 1 

Hn = l \ i = i i 

PROPOSIZIONE A. 16 Se Hn è l 'n-esimo numero armonico, allora Hn vale 
l n n + 0 ( l ) . 

• Fondamenti di probabilità 
Si ricordano alcune proprietà basilari della teoria delle probabilità. La maggior par-
te dei concetti fondamentali è basata sull'affermazione che una probabilità è defini-
ta su uno spazio campione S, che è definito come l'insieme di tutti i possibili risulta-
ti di un certo esperimento. I termini di «risultati» ed «esperimento» sono lasciati in-
definiti in ogni senso formale. 
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ESEMPIO A. 17 Si consideri un esperimento che consiste dei risultati ottenuti da 
cinque lanci di una moneta. Questo spazio campione contiene 2 5 differenti risul-
tati, uno per ogni ordine diverso di possibili lanci che possono verificarsi. 
Lo spazio campione potrebbe anche essere infinito, così come illustrato dal se-

guente esempio. 
ESEMPIO A. 18 Si consideri un esperimento che consiste nel lanciare una mone-
ta finché non si verifichi una «testa». Questo spazio campione risulta infinito, e 
ogni risultato è una sequenza di i «croci» seguita da un singolo lancio il cui risul-
tato è «testa», per i = 1,2,3, . . . . 
Uno spazio di probabilità è uno spazio campione associato a una funzione di 

probabilità Pr che configura i sottoinsiemi di S in numeri reali nell'intervallo [0,1], 
Essa descrive matematicamente il concetto di probabilità che certi «eventi» possa-
no accadere. Formalmente ogni sottoinsieme A di S è detto un evento, e per la fun-
zione di probabilità Pr si assume che possegga le seguenti proprietà fondamentali in 
riferimento agli eventi definiti da S: 
1. Pr (0) = 0. 
2. Pr(S) = 1. 
3. 0 < Pr(,4) < 1, per ogni A ^ S . 
4. Se A, B a, S e A n B = 0, allora Pr(v4 u B) = Pr (^ ) + Pr(fi). 
Due eventi A e B sono indipendenti se 

Pr(/1 n B) = Pr(,4) • Pr(5) 
Una collezione di eventi [Al,A2, ...,An\ è mutuamente indipendente se 

Pr ( A , n A 2 n ... n ^ ) = P r ^ , , ) Pr(A,2) ... P r ^ ) 
per ogni sottoinsieme [AivAir ...,Aik}. 

La probabilità condizionata che si verifichi un evento A, dato un evento B, è 
denotata come Y>x(A\B) ed è definita come il rapporto 

Vx(A n B) 
Pr(B) 

assumendo che Pr(fi) > 0. 
Un modo di trattare gli eventi è quello di esprimerli mediante variabili casuali 

(random). Intuitivamente le variabili casuali sono variabili i cui valori dipendono 
dal risultato di un certo esperimento. Formalmente una variabile casuale è una 
funzione X che associa i risultati di un determinato spazio campione 5 ai numeri 
reali. Una variabile casuale indicatrice è una variabile casuale che associa i risulta-
ti all'insieme (0,1). Spesso nelle strutture dati e nell'analisi degli algoritmi si utilizza 
una variabile casuale X per caratterizzare il tempo di esecuzione di un algoritmo 
casuale. In tal caso lo spazio campione S è definito per tutti i possibili risultati delle 
sorgenti casuali impiegate nell'algoritmo. 

In genere si pone maggiore interesse nel valore tipico, medio «atteso» di una sif-
fatta variabile casuale. 

Il valore atteso di una variabile casuale X è definito come 
E(X) = YJXPT(X = X) 

X 



© 978-88-08-07037-1 

in cui la sommatoria è definita sull'intervallo di esistenza (range) di X (che in que-
sto caso si ipotizza essere discreta). 

PROPOSIZIONE A.19 (Linearità del valore atteso) Siano X e Y due variabili 
casuali e sia c un numero. Allora 

E(X + Y) = E(X) + E(Y) ed E(cX) = cE(X) 
ESEMPIO A.20 Sia X una variabile casuale che assegni il risultato del lancio di 
due dadi regolari alla somma dei punti mostrati. Allora E(X) = 7. 

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare questa affermazione, siano Xx e X2 due variabili 
casuali corrispondenti al punteggio di ogni singolo dado. Quindi, Xx = X2 (cioè esse 
sono due istanze della stessa funzione) ed E(X) - E(Xi + X2) = E(Xx) + E(X2). 
Ogni risultato del lancio di un dado si verifica con probabilità 1/6. Quindi 

1 2 3 4 5 6 7 E(X:) = - + - + - + - + - + - = -' 6 6 6 6 6 6 2 
per /' = 1,2. Perciò E(X) = 1. »1 

Due variabili casuali X e Y sono indipendenti se 
Pr (Z = JtlY = .y) = Pr(X = ;t) 

per tutti i numeri reali x e y. 
PROPOSIZIONE A.21 Se due variabili casuali X e Y sono indipendenti, allora 

E{XY) = E(X) E(Y) 
ESEMPIO A.22 Sia X una variabile casuale che assegna il risultato di un lancio 
dei dadi al prodotto dei numeri mostrati. Allora E(X) = 49/4. 

DIMOSTRAZIONE. Siano Xx e X2 variabili casuali che specificano il punteggio di ogni 
singolo dado. Le variabili Xx e X2 sono chiaramente indipendenti; quindi 

E(X) = E(XxX2) = E(X\) E(X2) = (7/2)2 = 49/4 
Il seguente limite e i corollari che ne conseguono sono noti come limiti di 

Chernoff. 
PROPOSIZIONE A.23 Sia X la somma di un numero finito variabili casuali indi-
pendenti e sia fi > 0 il valore atteso di X. Allora, per 5 > 0, 

Pr(A-> (1 + % i ) < (1 + 5)(1 

• Utili tecniche matematiche 
Per confrontare il rapporto di crescita di molte funzioni, è talvolta utile applicare la 
seguente regola. 



PROPOSIZIONE A.24 (Regola di L'Hospital) Se si ha che 
lim f(n) = +00 e lim g(n) = 

allora 

o v v o v v 
dove/ ' (n) e g'(n) indicano rispettivamente le derivate di f(n) e g(n). 

Per ricavare una limitazione superiore o inferiore di una certa sommatoria, risul-
ta spesso utile suddividere la sommatoria nel modo seguente: 

Un'altra tecnica utile è quella della limitazione di una somma mediante un in-
tegrale. Se / è una funzione non decrescente, allora, assumendo che i termini se-
guenti siano definiti, 

Esiste una forma generale di relazione di ricorrenza che si presenta nell'analisi 
degli algoritmi di dividi-e-conquista: 

per delle costanti a > 1 e b > 1. 

PROPOSIZIONE A.25 Sia T(n) definita come sopra esposto. Allora 
1. Se f(n) è O(n l oefc f l- E), per una certa costante e > 0, allora T(n) è ©(n' 0 ^"). 
2. Se f(n) è @(nlogba- log* n), per un fissato intero k > 0, allora T(n) è 

©(/JloB/>a log*"1"1 ti). 
3. Se f(n) è (l(n'°sfc " + e ), per una certa costante e > 0, e se af(n/b) < cf(n), 

allora T(n) è &(f(n)). 

/ = 1 1 = 1 i = j+l 

T(n) = aT(nlb) + f(n) 

Questa proposizione è nota come il metodo master per la caratterizzazione asintoti-
ca delle relazioni di ricorrenza del dividi-e-conquista. 



Bibliografia 

1 G.M. Adel'son-Vel'skii, Y.M. Landis, «An algorithm for the organization of in-
formation», Doklady Akademii Nauk SSSR, vol. 146, pp. 263-266, 1962. Tradu-
zione inglese in Soviet Math. Dokl.,3,1259-1262. 

2 A. Aggarwal, J.S. Vitter, «The input/output complexity of sorting and related 
problems», Commun. ACM, vol. 31, pp. 1116-1127,1988. 

3 A.V. Aho, «Algorithms for finding patterns in strings», in Handbook of Theoret-
ical Computer Science (J. van Leeuwen ed.), vol. A, Algorithms and Complexity, 
pp. 255-300, Amsterdam, Elsevier, 1990. 

4 A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ullman, The Design and Analysis of Computer Al-
gorithms, Reading (MA), Addison-Wesley, 1974. 

5 A.V. Aho, J.E. Hopcroft, J.D. Ullman, Data Structures and Algorithms, Reading 
(MA), Addison-Wesley, 1983. 

6 R.K. Ahuja, T.L. Magnanti, J.B. Orlin, Network Flows: Theory, Algorithms, and 
Applications, Englewood Cliffs (NJ), Prentice Hall, 1993. 

7 K. Arnold, J. Gosling, The Java Programming Language, The Java Series, Read-
ing (MA), Addison-Wesley, 1996. 

8 R. Baeza-Yates, B. Ribeiro-Neto, Modern Information Retrieval, Reading (MA), 
Addison-Wesley, 1999. 

9 O. Baruvka, «O jistem problemu minimalnim», Praca Moravske Prirodovedecke 
Spolecnosti, vol. 3, pp. 37-58,1926 (in ceco). 

10 R. Bayer, «Symmetric binary B-trees: Data structure and maintenance», Acta 
Informatica, vol. 1, n. 4, pp. 290-306,1972. 

11 R. Bayer, McCreight, «Organization of large ordered indexes», Acta Inform., 
vol.1, pp. 173-189,1972. 

12 J.L. Bentley, «Programming pearls: Writing correct programs», Communications 
of the ACM, vol. 26, pp. 1040-1045,1983. 

13 J.L. Bentley, «Programming pearls: Thanks, heaps», Communications of the 
ACM, vol. 28, pp. 245-250,1985. 

14 G. Booch, Object-Oriented Analysis and Design with Applications, Redwood 
City (CA), Benjamin/Cummings, 1994. 

15 R.S. Boyer, J.S. Moore, «A fast string searching algorithm», Communications of 
the ACM, vol. 20, n. 10, pp. 762-772,1977. 

16 G. Brassard, «Crusade for a better notation», SIGACT News, vol. 17, n. 1, pp. 60-
64,1985. 

17 T. Budd, An Introduction to Object-Oriented Programming, Reading (MA), Ad-
dison-Wesley, 1991. 

18 D. Burger, J.R. Goodman, G.S. Sohi, «Memory systems», in The Computer Sci-



ence and Engineering Handbook (A.B. Tucker Jr. ed.), cap. 18, pp. 447-461, CRC 
Press, 1997. 

19 M. Campione, H. Walrath, The Java Tutorial: Programming for the Internet, 
Reading (MA), Addison-Wesley, 1996. 

20 L. Cardelli, P. Wegner, «On understanding types, data abstraction and polymor-
phism», ACM Computing Surveys, vol. 17, n. 4, pp. 471-522,1985. 

21 S. Carlsson, «Average case results on heapsort», BIT, vol. 27, pp. 2-17,1987. 
22 K.L. Clarkson, «Linear programming in 0(n 3d ) time», Inform. Process. Lett., 

vol.22, pp. 21-24,1986. 
23 R. Cole, «Tight bounds on the complexity of the Boyer-Moore pattern matching 

algorithm», SIAM Journal on Computing, vol. 23, n. 5, pp. 1075-1091,1994. 
24 D. Comer, «The ubiquitous B-tree», ACM Comput. Surv., vol. 11, pp. 121-137, 

1979. 
25 T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, Introduction to Algorithms, Cam-

bridge (MA), MIT Press, 1990. 
26 G. Cornell, C.S. Horstmann, Core Java, Mountain View (CA), SunSoft Press, 

1996. 
27 M. Crochemore, T. Lecroq, «Pattern matching and text compression algo-

rithms», in The Computer Science and Engineering Handbook (A.B. Tucker Jr. 
ed.), cap. 8, pp. 162-202, CRC Press, 1997. 

28 S.A. Demurjian Sr., «Software design», in The Computer Science and Engineer-
ing Handbook (A.B. Tucker Jr. ed.), cap. 108, pp. 2323-2351, CRC Press, 1997. 

29 G. Di Battista, P. Eades, R. Tamassia, I.G. Tollis, «Algorithms for drawing graphs: 
an annotated bibliography», Comput. Geom. Theory Appl., vol. 4, pp. 235-282, 
1994. 

30 G. Di Battista, P. Eades, R. Tamassia, I.G. Tollis, Graph Drawing, Upper Saddle 
River (NJ), Prentice Hall, 1999. 

31 E.W. Dijkstra, «A note on two problems in connexion with graphs», Numerische 
Mathematik, vol. 1, pp. 269-271,1959. 

32 J.R. Driscoll, H.N. Gabow, R. Shrairaman, R.E. Tarjan, «Relaxed heaps: An al-
ternative to Fibonacci heaps with applications to parallel computation», Com-
mun. ACM, vol. 31, pp. 1343-1354,1988. 

33 S. Even, Graph Algorithms, Potomac (Maryland), Computer Science Press, 1979. 
34 D. Flanagan, Java in a Nutshell, O'Reilly, 4 a ed., 2002. 
35 R.W. Floyd, «Algorithm 97: Shortest path», Communications of the ACM, vol. 5, 

n. 6, p. 345,1962. 
36 R.W. Floyd, «Algorithm 245: Treesort 3», Communications of the ACM, vol. 7, 

n. 12, p. 701,1964. 
37 M.L. Fredman, R.E. Tarjan, «Fibonacci heaps and their uses in improved net-

work optimization algorithms», / ACM, vol. 34, pp. 596-615,1987. 
38 E. Gamma, R. Helm, R. Johnson, J. Vlissides, Design Patterns: Elements of 

Reusable Object-Oriented Software, Reading (MA), Addison-Wesley, 1995. 
39 A.M. Gibbons, Algorithmic Graph Theory, Cambridge (UK), Cambridge Uni-

versity Press, 1985. 
40 A. Goldberg, D. Robson, Smalltalk-80: The Language, Reading (MA), Addison-

Wesley, 1989. 
41 G.H. Gonnet, R. Baeza-Yates, Handbook of Algorithms and Data Structures in 

Pascal and C, Reading (MA), Addison-Wesley, 1991. 
42 G.H. Gonnet, J.I. Munro, «Heaps on heaps», SIAM Journal on Computing, vol. 

15, n. 4, pp. 964-971,1986. 



43 M.T. Goodrich, M. Handy, B. Hudson, R. Tamassia, «Accessing the internal or-
ganization of data structures in the JDSL library», in Proc. Workshop on Algo-
rithm Engineering and Experimentation (M.T. Goodrich e C.C. McGeoch ed.), 
vol. 1619 di Lecture Notes Comput. Sci., pp. 124-139, Springer-Verlag, 1999. 

44 M.T. Goodrich, J.-J. Tsay, D.E. Vengroff, J.S. Vitter, «External-memory computa-
tional geometry», in Proc. 34th Annu. IEEE Sympos. Found. Comput. Sci., pp. 
714-723,1993. 

45 R.L. Graham, R Hell, «On the history of the minimum spanning tree problem», 
Annals of the History of Computing, vol. 7, n. 1, pp. 43-57,1985. 

46 L.J. Guibas, R. Sedgewick, «A dichromatic framework for balanced trees», in 
Proc. 19th Annu. IEEE Sympos. Found. Comput. Sci., Lecture Notes Comput. 
Sci., pp. 8-21, Springer-Verlag, 1978. 

47 Y. Gurevich, «What does 0(n) mean?», SIGACT News, vol. 17, n. 4, pp. 61-63, 
1986. 

48 J. Hennessy, D. Patterson, Computer Architecture: A Quantitative Approach, San 
Francisco, Morgan Kaufmann, 2 a ed., 1996. 

49 C.A.R. Hoare, «Quicksort», The Computer Journal, vol. 5, pp. 10-15,1962. 
50 J.E. Hopcroft, R.E. Tarjan, «Efficient algorithms for graph manipulation», Com-

munications of the ACM, vol. 16, n. 6, pp. 372-378,1973. 
51 C.S. Horstmann, Computing Concepts in Java, New York, John Wiley & Sons, 

1998. 
52 B. Huang, M. Langston, «Practical in-place merging», Communications of the 

ACM, vol. 31, n. 3, pp. 348-352,1988. 
53 J. JaJa, An Introduction to Parallel Algorithms, Reading (MA), Addison-Wesley, 

1992. 
54 V. Jarnik, «O jistem problemu minimalnim», Praca Moravske Prirodovedecke 

Spolecnosti, vol. 6, pp. 57-63,1930 (in ceco). 
55 R.E. Jones, Garbage Collection: Algorithms for Automatic Dynamic Memory 

Management, JohnWiley & Sons, 1996. 
56 D.R. Karger, P. Klein, R.E. Tarjan, «A randomized linear-time algorithm to find 

minimum spanning trees», Journal of the ACM, vol. 42, pp. 321-328,1995. 
57 R.M. Karp, V. Ramachandran, «Parallel algorithms for shared memory ma-

chines», in Handbook of Theoretical Computer Science (J. van Leeuwen ed.), pp. 
869-941, Amsterdam, Elsevier/The MIT Press, 1990. 

58 P. Kirschenhofer, H. Prodinger, «The path length of random skip lists», Acta In-
formatica, vol. 31, pp. 775-792,1994. 

59 J. Kleinberg, E. Tardos, Algorithm Design, Reading (MA), Addison-Wesley, 
2006. 

60 D.E. Knuth, Sorting and Searching, vol. 3 di The Art of Computer Programming, 
Reading (MA), Addison-Wesley, 1973. 

61 D.E. Knuth, «Big omicron and big omega and big theta», in SIGACT News, vol. 
8, pp. 18-24,1976. 

62 D.E. Knuth, Fundamental Algorithms, vol. 1 di The Art of Computer Program-
ming, Reading (MA), Addison-Wesley, 3 a ed., 1997. 

63 D.E. Knuth, Sorting and Searching, vol. 3 di The Art of Computer Programming, 
Reading (MA), Addison-Wesley, 2 a ed., 1998. 

64 D.E. Knuth, J.H. Morris Jr., V.R. Pratt, «Fast pattern matching in strings», SIAM 
Journal on Computing, vol. 6, n. 1, pp. 323-350,1977. 

65 J.B. Kruskal Jr., «On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling 
salesman problem», Proc. Amer. Math. Soc., vol. 7, pp. 48-50,1956. 



66 N.G. Leveson, C.S. Turner, «An investigation of the Therac-25 accidents», IEEE 
Computer, vol. 26, n. 7, pp. 18-41,1993. 

67 R. Levisse, «Some lessons drawn from the history of the binary search algo-
rithm», The Computer Journal, vol. 26, pp. 154-163,1983. 

68 A. Levitin, «Do we teach the right algorithm design techniques?», in 30th ACM 
SIGCSE Symp. on Computer Science Education, pp. 179-183,1999. 

69 B. Liskov, J. Guttag, Abstraction and Specification in Program Development, 
Cambridge (MA/New York), The MIT Press/McGraw-Hill, 1986. 

70 E.M. McCreight, «A space-economical suffix tree construction algorithm», 
Journal of Algorithms, vol. 23, n. 2, pp. 262-272,1976. 

71 C.J.H. McDiarmid, B. A. Reed, «Building heaps fast», Journal of Algorithms, vol. 
10, n. 3, pp. 352-365,1989. 

72 N. Megiddo, «Linear-time algorithms for linear programming in R} and related 
problems», SI AM J. Comput.,\ ol. 12, pp. 759-776,1983. 

73 N. Megiddo, «Linear programming in linear time when the dimension is fixed», 
J. ACM, vol. 31, pp. 114-127,1984. 

74 K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, vol. 1 di 
EATCS Monographs on Theoretical Computer Science, Heidelberg (Germania), 
Springer-Verlag, 1984. 

75 K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 2: Graph Algorithms and NP-
Completeness, vol. 2 di EATCS Monographs on Theoretical Computer Science, 
Heidelberg (Germania), Springer-Verlag, 1984. 

76 K. Mehlhorn, A. Tsakalidis, «Data structures», in Handbook of Theoretical 
Computer Science (J. van Leeuwen ed.), vol. A, Algorithms and Complexity, pp. 
301-341, Amsterdam, Elsevier, 1990. 

77 M.H. Morgan, Vitruvius: The Ten Books on Architecture, New York, Dover Pub-
lications, Inc., 1960. 

78 D.R. Morrison, «PATRICIA—practical algorithm to retrieve information coded 
in alphanumeric», Journal of the ACM, vol. 15, n. 4, pp. 514-534,1968. 

79 R. Motwani, P. Raghavan, Randomized Algorithms, New York, Cambridge Uni-
versity Press, 1995. 

80 T. Papadakis, J.I. Munro, P.V. Poblete, «Average search and update costs in skip 
lists», BIT, vol. 32, pp. 316-332,1992. 

81 P.V. Poblete, J.I. Munro, T. Papadakis, «The binomial transform and its applica-
tion to the analysis of skip lists», in Proceedings of the European Symposium on 
Algorithms (ESA), pp. 554-569,1995. 

82 R.C. Prim, «Shortest connection networks and some generalizations», Bell Syst. 
Tech. J., vol. 36, pp. 1389-1401,1957. 

83 W. Pugh, «Skip lists: a probabilistic alternative to balanced trees», Commun. 
ACM, vol. 33, n. 6, pp. 668-676,1990. 

84 H. Samet, The Design and Analysis of Spatial Data Structures, Reading (MA), 
Addison-Wesley, 1990. 

85 R. Schaffer, R. Sedgewick, «The analysis of heapsort», Journal of Algorithms, 
vol. 15, n. 1, pp. 76-100,1993. 

86 D.D. Sleator, R.E. Tarjan, «Self-adjusting binary search trees», J. ACM, vol. 32, 
n. 3, pp. 652-686,1985. 

87 G. A. Stephen, String Searching Algorithms, World Scientific Press, 1994. 
88 R. Tamassia, «Graph drawing», in Handbook of Discrete and Computational 

Geometry (J.E. Goodman e J. O'Rourke ed.), cap. 44, pp. 815-832, Boca Raton 
(FL), CRC Press LLC, 1997. 



89 R. Tarjan, U. Vishkin, «An efficient parallel biconnectivity algorithm», SIAM J. 
Comput., vol. 14, pp. 862-874,1985. 

90 R.E. Tarjan, «Depth first search and linear graph algorithms», SIAM Journal 
on Computing, vol. 1, n. 2, pp. 146-160,1972. 

91 R.E. Tarjan, Data Structures and Network Algorithms, vol. 44 di CBMS-NSF 
Regional Conference Series in Applied Mathematics, Philadelphia (PA), Society 
for Industrial and Applied Mathematics, 1983. 

92 A.B. Tucker Jr., The Computer Science and Engineering Handbook, CRC Press, 
1997. 

93 J.D. Ullman, Principles of Database Systems, Potomac (MD), Computer Science 
Press, 1983. 

94 J. van Leeuwen, «Graph algorithms», in Handbook of Theoretical Computer 
Science (J. van Leeuwen ed.), vol. A, Algorithms and Complexity, pp. 525-632, 
Amsterdam, Elsevier, 1990. 

95 J.S. Vitter, «Efficient memory access in large-scale computation», in Proc. 8th 
Sympos. Theoret. Aspects Comput. Sci., Lecture Notes Comput. Sci., Springer-
Verlag, 1991. 

96 J.S. Vitter, W.C. Chen, Design and Analysis of Coalesced Hashing, New York, 
Oxford University Press, 1987. 

97 J.S. Vitter, P. Flajolet, «Average-case analysis of algorithms and data struc-
tures», in Algorithms and Complexity (J. van Leeuwen ed.), vol. A di Handbook 
of Theoretical Computer Science, pp. 431-524, Amsterdam, Elsevier, 1990. 

98 S. Warshall, «A theorem on boolean matrices», Journal of the ACM, vol. 9, n. 1, 
pp. 11-12,1962. 

99 J.W.J. Williams, «Algorithm 232: Heapsort», Communications of the ACM, vol. 
7, n. 6, pp. 347-348,1964. 

100 D.Wood, Data Structures, Algorithms, and Performance, Reading (MA), Addi-
son-Wesley, 1993. 



Indice analitico 

abstract, metodo, 13 
abstract, modificatore di classe, 3 Ackermann - funzione, 473 
- funzione inversa, 474 Adapter, 198 Adattabilità (software), 52 Adattatore, 198 Adjacency list, 527 Adjacency matrix, 528 Alberi (2,4), 405 
- cancellazione, 411 
- definizione, 408 - inserimento, 410 
- prestazioni, 414 Alberi (a,Z>), 596 Alberi AVL, 385 
- cancellazione, 390 - definizione, 385 - implementazione Java, 391 
- inserimento, 387 - prestazioni, 391 - proprietà di bilanciamento dell'altezza, 385 
Alberi binari di ricerca, 375-436 
- alberi (2,4), v. Alberi (2,4) - alberi AVL, v. Alberi AVL - alberi estesi, v. Alberi estesi 
- alberi red-black, v. Alberi red-black - analisi, 377 
- cancellazione, 378 - implementazione Java, 381 - inserimento, 377 - prestazioni, 380 
- ricerca, 376 Alberi di ricerca multi-way, 405 - definizione, 405 
- rappresentazione, 407 - ricerca, 407 Alberi estesi, 395 
- analisi contabile dello splaying, 401 - circostanze in cui eseguire una estensione, 396 
- estensione zig, 395 - estensione zig-zag, 395 - estensione zig-zig, 395 - invariante cyber-dollaro per lo splaying, 401 
- prestazione ammortizzata, 401 - tempo nel caso peggiore, 400 Alberi mezzi-splay, 434 Alberi red-black, 415 
- cancellazione, 419 - implementazione Java, 426 - inserimento, 417 
- prestazioni, 425 Albero/i, 235-283 
- altezza, 242 

- attraversamento, 244 - attraversamento postorder, 246 
- attraversamento preorder, 244 - binario, v. Albero binario 
- come tipo di dato astratto, 238 - definizione formale, 235 - di espressione, 264,266 - di merge sort, 438 - di posizione, 502 
- di quick-sort, 449 - di ricerca a priorità, 326 
- di ricerca bilanciato, 408 
- di taglio, 281 - implementazione, 239 - metodi di accesso, 239 
- metodi di richiesta, 239 - ordinato, 238 
- ordinato isomorfo, 278 - profondità, 241 - struttura collegata, 240 - suffisso, 502 Albero/i (grafi), 523 
- della visita in profondità, 546 - DFS, 546 
- liberi, 523 - radicati, 523 
- ricoprente, 523,563 Albero binario, 250 
- attraversamento, 264 - attraversamento con cammino di Eulero, 269 
- attraversamento inorder, 267,268 - attraversamento postorder, 266 - attraversamento preorder, 265 
- come tipo di dato astratto, 251 - completo, v. Albero binario completo - decisionale, 250 
- definizione ricorsiva, 251 - di ricerca, 267 
- diametro, 280 - implementazione Java della struttura collegata, 255 
- improprio, 250 - interfaccia Java, 252 
- proprietà, 253 - proprio, 250 
- rappresentazione mediante liste di array, 262 - struttura collegata, 255 Albero binario completo, 250,299,300 
- come tipo di dato astratto, 300 - implementazione Java, 302 
- proprietà, 299 - rappresentazione mediante array list, 300 Alfabeto, 486 
Algoritmi, analisi, 142 - algoritmo ricorsivo per il calcolo delle potenze, 155 

- analisi asintotica, 150 
- notazione O-grande, 147,152 - notazione omega-grande, 150 - notazione theta-grande, 150 
- operazioni primitive, 145 - studi sperimentali, 143 - tecniche di dimostrazione, 156 Algoritmi di pattern matching, v. Pattern 

matching, algoritmi Algoritmo, 143 Algoritmo best-fit, 587 Algoritmo del setaccio, 371 Algoritmo di Baruvka, 579 Algoritmo di Boyer-Moore (BM), 489 Algoritmo di codifica di Huffman, 508 Algoritmo di Floyd-Warshall, 549 Algoritmo di Knuth-Morris-Pratt (KMP), 492 
- costruzione della funzione fallimento, 495 - funzione fallimento, 493 
- prestazioni, 495 Algoritmo di Kruskal, 566 - tempo di esecuzione, 566 Algoritmo di mark-sweep, 588 Algoritmo di Prim-Jarnik, 569 Algoritmo first-fit, 588 Algoritmo next-fit, 588 Algoritmo ricorsivo per il calcolo 

delle potenze, 155 Algoritmo worst-fit, 588 Allocazione dinamica della memoria, 586 Altezza di un albero, 242 Altezza di una skip list, 357 Ambiente di sviluppo integrato, 42 Ammortamento, 203 Analisi ammortizzata, 203 API, v. Application programming interface 
Application programming interface 

(API), 70,169 Applicazioni di importanza vitale, 52 Archimede, 142 Array, 29,85-101 
- bidimensionali, 97 - bidimensionali e giochi posizionali, 97 
- capacità, 30 - clonazione, 32 - dichiarazione, 30 - elementi, 30 
- errori di uscita dai limiti, 30 - estensibile, 201 
- impiego, 85 - inversione degli elementi mediante ricorsione, 124 
- inversione degli elementi mediante uno stack, 175 
- list, v. Array list 



- memorizzazione degli elementi 
di un gioco, 85 

- metodi Java, 93 
- ordinamento, 91 
- sistema crittografico con stringhe 

e array di caratteri, 95 
- somma degli elementi mediante 

ricorsione, 122 
- sparso, 233 
Array list, 197 
- come tipo di dato astratto, 197 
- implementazione basata su array, 199 
- implementazione mediante array 

estensibili, 201 
- interfaccia Java, 200 
- pattern adattatore, 198 
ArrayList, classe, 200 
Array LlstCompleteBinaryTree, classe, 302 
Arrays, classe, 94 
Astrazione (progettazione), 52 
Attraversamento di un albero, 244 
- postorder, 246 
- preorder, 244 
- tipi ulteriori, 249 
Attraversamento di un albero binario, 264 
- albero di espressione, 264,266 
- con cammino di Eulero, 269 
- inorder, 267,268 
- ordinato per livelli, 281 
- postorder, 266 
- preorder, 265 
Attraversamento di un grafo, 530 
- implementazione di una visita 

in profondità, 534 
- visita in ampiezza, 541 
- visita in profondità, 530 
Attraversamento di un grafo orientato, 546 
Audit trail, 350 
Autoanello, 521 
Autoboxing, 22 
AVLTree, classe, 392 
Back edge, 531,546,548 
B-alberi, 598 
Baruvka, algoritmo di, 579 
Base, classe, 5 
Base di un logaritmo, 136 
Best-fit, algoritmo, 587 
BFS, v. Breadth-first search 
BlnarySearchTree, classe, 381 
Blocchi del disco, 595 
Blocco, 2 
Blocco di tiy-catch, 68 
Blocking, 592 
BM, v. Algoritmo di Boyer-Moore 
Body, 12 
Bootstrapping, 407 
Boyer-Moore (BM), algoritmo di, 489 
Breadth-first search (BFS), 541 
break, istruzione, 28 
Breakpoint, 47 
- condizionali, 47 
B-skip list di ordine d, 602 
Bubble-sort, 233 
Bucket array, 333 
Bucket-sort, 462,466 
- ordinamento stabile, 462 
Buffer, 33 
Buffer overflow attack, 30 
Caching, 592 
- algoritmi di, 593 
Cammino di Eulero, 269 
Campi, 2,9,51 
Casting, 20,74 
- con gli opratori, 22 

- con le interfacce, 76 
- conversione con ampliamento, 74 
- conversione con restringimento, 75 
- eccezioni, 75 
- implicito, 22 
- ordinario, 21 
Cattura delle eccezioni, 68 
Ceiling, funzione, 142 
Cella, 29 
Cesare, cifrario, v. Cifrario di Cesare 
Character-jump (euristica), 490 
Chernoff, limiti di, 480,610 
Chiamata-per-valore, 584 
Chiamata ricorsiva, 121 
Chiave, 285,330 
- confronto di chiavi con ordine totale, 

286 
- minima, 286 
Chiusura transitiva di un grafo orientato, 

548 
- algoritmo di Floyd-Warshall, 549 
Ciclo/i, 25 
- do-while, 26 
- for, 25 
- for-each di Java, 216 
- innestato, v. Ciclo innestato 
- while, 25 
Ciclo (grafi), 522 
- orientato, 522,545 
- semplice, 522 
Ciclo innestato, 137 
- e funzione quadratica, 137 
Cifrario di Cesare, 96 
Cifratura, 96 
Ciphertext, 96 
CircleList, classe, 114 
Classe/i, 2,51,53 
- annidate, 38 
- astratte, 73 
- base, 55 
- innestata, 224 
- numeriche, 6 
Coda, 181 
- come tipo di dato astratto, 181 
- di una lista, 102 
- doppia, v. Coda doppia 
- implementazione basata su array, 182 
- implementazione mediante linked list, 

185 
- interfaccia Java, 182 
- problema di Josephus, 186 
- scheduler round robin, 186 
Coda doppia, 187 
- come tipo di dato astratto, 187 
- implementazione, 189 
Coda/e a priorità, 285-327 
- adattabili, v. Coda/e a priorità 

adattabili 
- come tipo di dato astratto, 289 
- implementazione con una lista 

non ordinata, 292 
- implementazione con una lista 

ordinata, 293 
- implementazione mediante uno heap, 

305 
- interfaccia Java, 290 
- ordinamento, 291 
- ordinamento per inserimento, 296 
- ordinamento per selezione, 296 
Coda/e a priorità adattabili, 317 
- come tipo di dato astratto, 317 
- elementi consapevoli della posizione, 

318 
- implementazione, 319 
Codice prefisso, 507 
Codici hash, 334 

- a spostamento ciclico, 337 
- assegnazione a un numero intero, 335 
- in Java, 335 
- polinomiali, 336 
- somma dei componenti, 335 
Coefficiente binomiale, 606 
Collections Framework di Java, 220 
Collezione di incidenza, 527 
Collisione, 334 
Collisioni (tabelle hash), gestione, 339 
- concatenazione separata, 339 
- hash doppio, 342 
- indirizzamento aperto, 340 
- linear probing, 341 
- quadratic probing, 342 
Combinazioni, 606 
Comparatore/i, 287 
- come tipo di dato astratto, 288 
Composition pattern, 287 
Compound object, 14 
Compressione di testi, 506 
- algoritmo di codifica di Huffman, 508 
- metodo greedy, 508 
Concatenamento di costruttori, 59 
Concatenazione, 7 
- separata, 339 
Contatore di programma, 584 
Conteggio della frequenza di parole, 347 
continue, istruzione, 28 
Controesempio, 156 
Conversione con ampliamento, 74 
Conversione con restringimento, 75 
Corpo, 12 
Costruttore/i, 14,60,62 
- chiamata, 15 
- definizione, 15 
CRC card, 42 
CreditCard, classe, 36 
Crittografia, 96 
Cross edge, 542,546,548 
Cursore (nodo), 112 
DAG, v. Directed acyclic graph 
Database dei voli, 367 
De Morgan, legge di, 157 
Debugging, 46 
Decifratura, 96 
Decorator pattern, 535 
Decoratore, schema, 535 
- posizione decorabile, 535 
Decorazioni, 535 
Decrease-and-conquer, 475 
Delimitatori, 34 
Depth-first search (DFS), 530 
- in loco, 589 
Deque, 187 
Design pattern, 54 
DFS, v. Depth-first search 
Diagramma di ereditarietà di classe, 56 
Diametro di un albero binario, 280 
Dichiarazione di metodi, 12 
Digrafo, 520 
Dijkstra, algoritmo di, 556 
- confronto delle implementazioni, 562 
- duplice implementazione, 561 
- programmazione in Java, 562 
- tempo di esecuzione, 560 
Diminuisci-e-conquista, 475 
Dimostrazione, tecniche, 156 
- con esempi, 156 
- per assurdo, 157 
- per contrapposizione, 157 
- per induzione, 158 
- per invarianza rispetto a un ciclo, 158 
Directed acyclic graph (DAG), 551 
Dischi (memoria), 591 



Discovery edge, 531,542,546,548 Disegno di un righello con un approccio 
ricorsivo, 119 Distanza di revisione tra due stringhe, 515 

Distanza tra due nodi (albero binario), 280 
Divide-and-conquer, 437 Dividi-e-conquista, 437,449 Dizionario, 348 
- analisi di un dizionario basato su lista, 351 
- come tipo di dato astratto, 349 - confronto tra le implementazioni, 356 - entry consapevoli della posizione, 364 
- implementazione mediante tabella hash, 352 
- implementazione mediante lista non ordinata, 350 
- interfaccia Java, 366 - non ordianto, 349 
- ordinato, 349,365 - ricerca binaria, 354 - tabelle di ricerca ordinata, 352 DNA, confronto di sequenze, 509 Doppio nero, problema del, 421,423 Doppio rosso a un nodo, 417 
Dot, 7 
Double-ended queue, 187 Double hashing, 342 do-whlle, cicli, 26 Down-heap bubbling, 307 Dynamic binding, 57 Dynamic dispatch, 57 
Eccezioni, 66 - cattura, 68 - lancio, 66 Edge (albero), 237 Edge list, 525 Edit distance, 515 Elaborazione di testi, 485-517 
- algoritmi di pattern matching, 

v. Pattern matching, algoritmi 
- compressione di testi, v. Compressione di testi - operazioni su stringhe, v. Stringhe, operazioni 
- test di somiglianza, v. Test di somiglianza del testo 
- trie, v. Trie Elenchi di occorrenze, 506 Enigma della somma, 129 Entry, 286,287,329,348 
- arbitraria, 349 - consapevole della posizione, 318,364 
- posizione, 318 Enum, 11 
Equazione ricorsiva, 448 - e merge-sort, 448 Eredità multipla, 222 Ereditarietà, 55 
- di classe, diagramma di, 56 
- in Java, 58,60 - multipla, 72 
- singola, 59 Espansione binomiale, 606 Esplorazione lineare, 341 Esplorazione quadratica, 342 Esponenziale/i, 140 
- regole, 140 Espressioni, 17 Estensione (classi), 58 Eulero, cammino di, v. Cammino 

di Eulero Euristica, 226 

Euristica character-jump, 490 Euristica looking-glass, 490 Euristica move-to-front, 226 
- compromessi, 227 - implementazione Java, 227 Euristica path compression, 473 Euristica union-by-size, 473 Evento/i, 609 
- indipendenti, 609 - mutuamente indipendenti, 609 extends, clausola, 78 
Fattore di bilanciamento di un nodo, 278, 392 
Fattore di carico, 340 Fattore di scala, 339 Fattori di carico (tabelle hash), 343 
Fattoriale di un numero, 117 
- definizione ricorsiva, 118 Favorite list, 224 
- possibili utilizzi, 230 FavoriteList, classe, 224 Fibonacci, numeri di, v. Numeri 

di Fibonacci Fibonacci, progressione di, 
v. Progressione di Fibonacci FIFO, v. First-in, first-out Figlio (albero), 235 

- destro (albero), 250 
- sinistro (albero), 250 File agenda, 350 
File invertito, 506 final, metodo, 13 final, modificatore di classe, 3 final, variabile d'istanza, 10 Find (operazione), 469 Fine di una coda, 181 Fine di una lista, 102 Firma, 8 
First-fit, algoritmo, 588 First-in, first-out (FIFO), 181,593 Floor, funzione, 142 Floyd-Warshall, algoritmo di, 549 Flusso di controllo, 23 
- cicli, 25 - istruzione if, 23 
- istruzione switch, 24 - istruzioni esplicite, 27 Foglie (albero), 237 for, cicli, 25 
Foresta (grafi), 523 Formazione di bolle verso il basso, 307 Formazione di bolle verso l'alto, 307 Forward edge, 546,548 Forza bruta (algoritmo), 485,488 
- prestazioni, 488 Frammentazione (memoria), 587 
- esterna, 587 
- interna, 587 Fratelli (albero), 237 Free list, 587 Funzione, 14 Funzione ceiling, 142 Funzione costante, 135 Funzione cubica, 139 Funzione di Ackermann, 473 Funzione di Ackermann inversa, 474 Funzione esponenziale, 140 Funzione fallimento, 493 
- costruzione, 495 Funzione fattoriale, 117,606 
- definizione ricorsiva, 118 - implementazione ricorsiva, 118 Funzione floor, 142 
Funzione lineare, 137 Funzione logaritmica, 135,605 

Funzione log-star, 473 Funzione n log n, 137 Funzione quadratica, 137 
- e cicli innestati, 137 Funzione torre-di-due, 473 Funzioni di compressione, 337 
- metodo di divisione, 338 - metodo MAD, 339 Funzioni hash, 334 Funzioni polinomiali, 139 Fusione, 441 
- di due array ordinati, 442 
- di due liste ordinate, 442 - tempo di esecuzione, 442 Fusione generica, 467 
- come esempio del template method pattern, 468 
- prestazioni, 467 Fusione multi-way, 600 
Garbage collection, 170,588 Gauss Karl, 138 
Generatori di numeri pseudocasuali, 357 Giochi posizionali, 97 Gioco del tris, 99 Gioco delle torri di Hanoi, 132 Gioco «papera, papera, oca», 112 
- simulazione con una linked list circolare, 114 
Grafo/i, 519-581 - attraversamento, v. Attraversamento dei grafi 
- biconnesso, 578 
- bipartito, 579 - come tipo di dato astratto, 524 - connesso, 523 
- denso, 534 - lati, v. Lati di un grafo - lista delle adiacenze, v. Lista delle adiacenze 
- lista di lati, v. Lista di lati - matrice delle adiacenze, v. Matrice delle adiacenze 
- misto, 520 
- non orientato, 520 - non orientato completo, 575 
- orientati, v. Grafo/i orientato/i - percorsi minimi di un grafo pesato, 

v. Percorsi minimi di un grafo pesato 
- pesato, 554 - semplici, 522 
- sparso, 534 - vertici, v. Vertici di un grafo Grafo/i orientato/i, 520,544 
- aciclici, 545,551 - aciclico compatto, 576 - attraversamento, 546 
- chiusura transitiva, 545,548 
- denso, 549 - fortemente connesso, 545 
- ordinamento topologico, 551,552 
- raggiungibilità, 545 - trattamento dei lati orientati, 544 Greedy, metodo, 485,508 Gruppo di misura, 456 
Hash, tabelle, v. Tabelle hash Hash doppio, 342 Head (lista), 102 Header, 106 Heap, 297 
- altezza, 299 
- costruzione dal basso verso l'alto (bottom-up),313 
- costruzione ricorsiva bottom-up, 314 - implementazione in loco dell'ordinamento, 312 



- implementazione Java, 309 
- ordinamento (heap-sort), 310 - proprietà, 298 Heap-sort, 310,465 Horner, metodo di, 164 
Huffman, algoritmo di codifica di, 508 
IDE, v. Integrated development 

environment Identificatore, 3 if, istruzione, 23 
Incapsulamento (progettazione), 53 Indice invertito, 506 Indirizzamento aperto, 340 Indirizzo, 7 Induzione, 158 Inizio di una coda, 181 Inizio di una lista, 102 Insertion-sort, 91,296,465 Insieme, 466 
- applicazioni, 466 - come tipo di dato astratto, 466 - implementazione, 467 - implementazione di una partizione basata su albero, 471 
- partizioni con operazioni di union e find, 469 
Insieme massimale indipendente, 577 Insiemi di massimi, 368 instanceof, operatore, 76 Integrated development environment 

(IDE), 42 Interfaccia/e, 53,70,169 
- ereditarietà multipla, 72 - realizzazione, 70 Interface, 70 
Intersezione di insiemi, 466 
Invarianti di ciclo, 159 Istruzioni esplicite di flusso di controllo, 27 - istruzione break, 28 - istruzione continue, 28 
- istruzione return, 27 Iteratore/i,213 - ciclo for-each di Java, 216 
- come tipo di dato astratto, 213 
- di posizione, 217 - implementazione, 216 
- in Java, 214,218 
Javadoc, 43 JVM, v. Macchina virtuale Java 
KMP, v. Algoritmo di Knuth-Morris-Pratt Knuth-Morris-Pratt (KMP), algoritmo di, 
- funzione fallimento, 493 - funzione fallimento, costruzione, 495 
- prestazioni, 495 Kruskal, algoritmo di, 566 
- tempo di esecuzione, 566 
Lancio delle eccezioni, 66 Last-in-first-out (LIFO), 167 Lati di un albero, 531,546,548 - all'indietro, 531,546,548 - di incrocio, 546,548 
- di scoperta, 531,548 - in avanti, 546,548 
- non dell'albero, 546,548 Lati di un grafo, 519 
- destinazione, 521 - entranti, 521 
- multipli, 521 - non orientati, 519 
- orientati, 519 - origine, 520 - paralleli, 521 

- uscenti, 521 LCA, v. Lowest common ancestor LCS, v. Più lunga sottosequenza comune Least recently used (LRU), 594 Legame dinamico, 57 Legge di De Morgan, 157 Letterali, 17 
L'Hospital, regola di, 611 Life-critical applications, 52 LIFO, v. Last-in-first-out Limiti di Chernoff, 480,610 Linear probing, 341 Linee di cache, 592 Link, 102 Link hopping, 102 LinkedBinaryTree, classe, 255 
- prestazioni, 262 LinkedLlst, classe, 218,221 
- prestazioni, 221 Linked list circolari, 112 
- e il gioco «papera, papera, oca», 112 - ordinamento, 116 Linked list doppio, 105 - implementazione, 110 
- inserimento di un elemento intermedio, 107 - rimozione di un elemento intermedio, 109 
Linked list semplici, 101,102 - implementazione, 102 
- inserimento di un elemento, 102 
- rimozione di un elemento, 105 Linking out, 109 
List, interfaccia, 219 Lista/e, 197 
- classe LinkedList, 218,221 - come tipo di dato astratto, 220 - in Java, 218 - interfaccia List, 219 
- libera, 587 - rango di un elemento di una lista, 197 Lista ad array, v. Array list, 197 
Lista delle adiacenze (grafi), 527 - prestazioni, 527 Lista di lati (grafi), 525 
- oggetti lato, 525 - oggetti vertice, 525 - prestazioni, 525 - visualizzazione, 525 Live object, 588 
Livello di numerazione dei nodi, 263 Load factor, 340 
Località dei riferimenti, 224,592 - spaziale, 592 - temporale, 592 Logaritmo/i, 136,605 
- naturale, 605 - regole, 136 Log file, 350 Log-star, funzione, 473 Looking-glass (euristica), 490 Lowest common ancestor (LCA), 280 LRU, v. Least recently used, 594 Lunghezza di percorso (albero), 281 
- esterno, 281 - interno, 281 
Macchina virtuale Java (JVM), 583 MAD, metodo, 339 main, metodo, 15 Map, interfaccia, 331 Mappa, 329 
- come tipo di dato astratto, 330 - implementazione basata su una lista, 332 
- interfaccia Java, 331 

Mark-sweep, algoritmo di, 588 Master, metodo, 611 Matrice, 97 
Matrice delle adiacenze, 528 - prestazioni, 529 Mediana, 474 
Medie dei precedenti, 153 Memoria, 583-603 
- algoritmi di allocazione, 587 - algoritmi di caching, 593 - algoritmi per il rimpiazzamento della pagina, 593 
- allocazione dinamica, 586 - cache, 590,591,593 
- cache, gestione, 591 - cache pienamente associativa, 593 
- caching, 592 - dischi, 591 
- esterna, 590 - garbage collection, 588 
- gerarchia delle memorie, 590 - gestione, 583 
- heap, 587 - interna, 590 - ordinamento nella memoria esterna, 599 - principale, 590 
- ricerca esterna, 595 
- virtuale, 592 Memorie associative, 330 Merge, classe, 468,469 Mergeable heap, 434 Merge-sort, 437,465 
- albero di, 438 - dividi-e-conquista, 437 
- ed equazioni ricorsive, 448 - fusione di sequenze ordinate, 441 - implementazione non ricorsiva dell'algoritmo basato su array, 446 
- implementazione ricorsiva dell'algoritmo basato su lista, 445 
- tempo di esecuzione, 443 Merge-sort multi-way, 599 Metodi di accesso, 36 Metodi di aggiornamento, 37 Metodi di azione, 37 Metodo/i, 2,12,51 
- dichiarazione, 12 
- modificatori, 13 - parametri, 14 - tipi restituiti, 14 Metodo della forza bruta, 485 Metodo di divisione, 338 Metodo di Horner, 164 Metodo greedy, 485,508,564 
- per trovare percorsi minimi, 556 Metodo MAD, 339 
Metodo main, 15 
Metodo master, 611 Minimum spanning tree (MST), 562 - algoritmo di Kruskal, 566 
- algoritmo di Prim-Jarnik, 569 - definizione del problema, 563 Mixin, 72,73 
Modello del template method, v. Template method, modello Modificatori di classe, 3 Modificatori di metodo, 13 Modificatori di variabile, 10 Modularità (progettazione), 53 Modulo, operatore, 96,606 MST, v. Minimum spanning tree 
Natural join, 233 new, operatore, 5,7,31 Next-fit, algoritmo, 588 



Node list, 204 - come tipo di dato astratto, 206 - implementazione mediante liste doppiamente linkate, 208 - metodi di aggiornamento per le liste, 
206 - operazioni basate sui nodi, 205 

- posizione in una lista, 205 
NodeStack, classe, 175 Nodi, 102 - fittizi, 106 Nodo antenato, 237 Nodo bilanciato, 387 Nodo discendente, 237 Nodo esterno, 237 Nodo finale, 106 Nodo iniziale, 106 Nodo interno, 237 Nodo ridondante, 501 Nodo sbilanciato, 387 Nontree edges, 546,548 Notazione postfissa, 193 Nucleo della memoria, 590 nuli, oggetto, 7 Number, classe, 74 
Numerazione dei livelli dei nodi, 249 Numeri di Fibonacci, 127 - calcolo mediante ricorsione binaria, 127 - calcolo mediante ricorsione lineare, 128 - v. anche Progressione di Finobacci Numeri pseudocasuali, 94,357 Numero armonico, 165,608 
Oggetto/i, 1,5,51 - attivi, 588 
- composto, 14 - creazione, 56 - numerici, 6 O-grande, notazione, 147 - caratterizzazione dei tempi di esecuzione, 148 
- impiego, 152 - proprietà, 148 Omega-grande, notazione, 150 Operatore/i, 17 
- aritmetici, 18 - bit a bit, 19 - concatenazione di stringhe, 20 - decremento, 18 - di assegnazione, 18 - di assegnazione operazionale, 19 - incremento, 18 - logici, 19 - precedenza, 20 Operatore modulo, 96,606 Operatore punto, 7 Operazioni primitive, 145 
- calcolo del numero, 145 - caso medio, 145 - caso peggiore, 145 Ordinamenti, limite inferiore, 459 Ordinamento, confronto tra algoritmi, 464 - bucket-sort, 466 - heap-sort, 465 - insertion-sort, 465 - merge-sort, 465 - radix-sort, 466 - quick-sort, 465 Ordinamento a radice, v. Radix-sort Ordinamento a secchi, v. Bucket-sort Ordinamento di un array, 91 - metodi Java, 93 - per inserimento, 91 Ordinamento per fusione, v. Merge-sort Ordinamento veloce, v. Quick sort Organizzazione gerarchica (software), 54 

Overflow, 201 - a un nodo, 410 Overloading, 57 Overriding, 59 
Pacchetti, 38 Padre (albero), 235 Pagine (memoria), 592 «Papera, papera, oca», gioco, 112 Paradosso del compleanno, 48 Parametri di un metodo, 14 Parametri formali, 78 Parametri reali, 78 Parole di memoria, 583 
- indirizzo, 583 Partizione di insiemi, 469 - come tipo di dato astratto, 469 - con operazioni di union e find, 469 - implementazione basata su albero, 471 - prestazioni dell'implementazione mediante sequenza, 470 Path (albero), 237 Path compression (euristica), 473 Patricia trie, 500 Pattern adattatore, 198 Pattern matching, algoritmi, 488 
- algoritmo di Boyer-Moore, 489 - algoritmo di Knuth-Morris-Pratt, 492 - forza bruta, 488 Percorsi minimi di un grafo pesato, 555 - algoritmo di Dijkstra, 556 Percorso (albero), 237 Percorso (grafo), 522 
- orientato, 522 - semplice, 522 Peso del lato di un grafo, 554 Phased favorite list, 234 Più lunga sottosequenza comune (LCS), 509 Plaintext, 96 Pointer hopping, 102 Polimorfismo, 57 Portabilità (software), 52 Posizione decorabile, 535 Posizione in una lista, 205 Prefix matching, 497 Prim-Jarnik, algoritmo di, 569 PriorityQueue, classe, 291 private, metodo, 13 private, variabile d'istanza, 10 Probabilità condizionata, 609 Problema a singola sorgente, 556 Problema del commesso viaggiatore, 556 Problema della più lunga sottosequenza comune (LCS), 509 
- algoritmo, 511 - applicazione della programmazione dinamica, 510 
- prestazioni dell'algoritmo, 512 Problema di Josephus, 186 - risoluzione mediante una coda, 187 Procedura, 14 - di rilassamento, 557 Profondità di un albero, 241 Progettazione orientata a oggetti, 51-83 - casting, 74 - classi astratte, 73 - eccezioni, 66 - ereditarietà, 55,58 - interfacce, 70 - obiettivi, 51 - polimorfismo, 57 - princìpi, 52 - schema di progetto, 54 - tipi generici, 78 Programma Java, stesura, 40 

- codificaci - debugging, 46 - progetto, 40 - pseudocodifica, 40 - testing, 45 Programmazione dinamica, 485,510 Progressione aritmetica, 60 - classe per la, 60 Progressione di Fibonacci, 64,607 - classe per la, 64 - w. anche Numeri di Fibonacci Progressione geometrica, 60 - classe per la, 63 Proprietà di bilanciamento dell'altezza, 385 protected, metodo, 13 protected, variabile d'istanza, 10 Prototipo, 12 Prune-and-search, 475 Pseudocodice, 41 public, metodo, 13 public, modificatore di classe, 3 public, variabile d'istanza, 9,10 Puntatore, 102 
Punteggi record di un videogioco, memorizzazione, 85 Push, 202 
Quadra tic probing, 342 Quick sort, 449,465 - descrizione ad alto livello, 449 - esecuzione su array e liste, 450 - in loco, 456 - probabilistico, 455 - tempo di esecuzione, 454 
Radice (albero), 235 Radix-sort, 463,466 Raffinamento, 59 Raggruppamento secondario, 342 Ramo (albero), 237 Random, strategia, 594 Rango di un elemento di una lista, 197 RBTree, classe, 426 Regola di L'Hospital, 611 Regole degli esponenziali, 140 Regole dei logaritmi, 136 Rehashing, 347 Relazione d'ordine totale, 286 Relazione ricorsiva, 448 Rete dei voli, 521 return, istruzione, 14,27 Ricerca binaria, 354 Ricolorazione di un nodo, 419,423 Ricorsione, 116,585 - analisi di algoritmi ricorsivi mediante tracce di ricorsione, 123 - binaria, 126 - calcolo dei numeri di Fibonacci mediante ricorsione binaria, 127 - calcolo dei numeri di Fibonacci mediante ricorsione lineare, 128 - di coda, 125 - disegno di un righello, 119 - funzione fattoriale, 117 - inversione degli elementi di un array, 124 - lineare, 122 - multipla, 128 - somma degli elementi di un array, 122 Riduzione-e-ricerca, 475 Riferimenti fuori dai limiti, 30 Riferimento, 7,10,56 
Riflessione di un albero binario, 279 Rilassamento dei lati (grafo pesato), 556 Ripetizione della funzione hash, 343 



Ristrutturazione della terna, 388,417 Riusabilità (software), 52 Robustezza (software), 51 Root object, 588 Rotazione (albero), 388 
- doppia, 388 
- singola, 388 
Salto di link, 102 Salto di puntatore, 102 Scanner, classe, 34 Scheduler round robin, 186 Schema di composizione, 287 Schema di progetto (software), 54 Scope, 10 
Secondary clustering, 342 Selection-sort, 296 Selezione, 474 
- diminuisci-e-conquista, 475 - riduzione-e-ricerca, 474 
- veloce probabilistica, 475 Seme, 94,357 Sentinella, 106,330 Sequenza, 197,222 
- come tipo di dato astratto, 222 
- eredità multipla, 222 - implementazione mediante array, 223 Sezione aurea, 607 
Sgancio, 109 Shift, 339 
Signature, 8,12,58 Single-source, 556 Skip list, 356 
- altezza, 357 
- analisi dej tempo di ricerca, 363 - cancellazione, 360 - inserimento, 359 
- limiti di altezza, 362 - manutenzione del livello più alto, 362 - occupazione di spazio di memoria, 364 
- ricerca, 358 Smistamento dinamico, 57 Somma geometrica, 608 Somma telescopica, 607 Sommatoria, 139,607 
- esponenziale lineare, 608 Somme geometriche, 141 SortedMap, interfaccia, 366 Sostituzione, 59 Sottoalbero destro, 250 Sottoalbero radicato, 237 Sottoalbero sinistro, 250 Sottoclasse, 56 Sottografo, 523 
- ricoprente, 523 Sottosequenza, 509 
- problema della più lunga sottosequenza comune (LCS), 509 Sottostringa, 485,509 
- propria, 486 Sottrazione di insiemi, 466 Sovraccarico, 57 Sovrapposizione di metodi, 59 Spanning tree, 523,563 Spazio campione, 608 Spazio di probabilità, 609 Specializzazione (classi), 58 Splay trees, 395 
Splaying, 395,396 
- analisi contabile, 401 - invariante cyber-dollaro, 401 Split su un nodo, 410 
Stack, 167 
- come tipo di dato astratto, 167 - controllo dei tag in un documento HTML, 178 

- controllo delle parentesi, 177 - degli operandi, 585 
- dei metodi Java, 583 - implementazione basata su array, 169 
- implementazione mediante linked list, 174 
- interfaccia Java, 168 - inversione di un array mediante uno stack, 175 
- Java, 583 static, metodo, 13 
statlc, variabile d'istanza, 10 Statistiche di ordine, 474 Stop word, 500 Strategia Random, 594 String, classe, 486 Stringa, 6,486 
- di testo, 488 - immutabile, 486 
- modello, 488 - mutabile, 486 
- nulla, 486 - palindroma, 515 - parentesizzata, 246 StringBuffer, classe, 487 Stringhe, operazioni su, 485 
- classe String, 486 
- classe String Buffer, 487 - elaborazione di testi, 485 Strong typing, 70,74 
Struttura collegata di albero binario, 255 
- implementazione Java, 255 Struttura collegata per alberi generici, 240 Struttura dati, 143 
Struttura dati primaria (dizionario), 407 Struttura dati secondaria (dizionario), 407 Stub, 46 Stubbing, 46 
Suddivisione di un piano, 281 - problema della compressione, 281 super, parola riservata, 59 Superclasse, 55 
swltch, istruzione, 24 
Tabella di ricerca ordinata, 353 Tabelle hash, 333 
- bucket array, 333 - codici hash, v. Codici hash 
- collisioni, v. Collisioni, gestione - conteggio della frequenza di parole, 347 - fattori di carico, 343 - funzioni di compressione, v. Funzioni di compressione 
- funzioni hash, 334 
- implementazione Java, 343 - ripetizione della funzione hash, 343 Tag HTML, 178 
- controllo, 178 Tail (lista), 102 TDA, v. Tipo di dato astratto Template method, modello, 270 
- implementazione in Java, 272 
- per DFS, 539 Template method pattern, 468 Tempo speso a un nodo, 443 Termini indice, 506 Test, classe, 37 
Test di somiglianza del testo, 509 - problema della più lunga sottosequenza comune (LCS), 509 
- programmazione dinamica, 510 Testa di una lista, 102 
Testi, elaborazione, v. Elaborazione 

di testi Testing, 45 - bottom-up, 46 

- top-down, 46 Testo cifrato, 96 Testo comprensibile, 96 Therac-25,52 
Theta-grande, notazione, 150 this, parola riservata, 59,62 Throwables, 68 throws, clausola, 67 Tipizzazione forte, 70,74 Tipo/i, 2,9 
- di base, 4,9 - di dato astratto (TDA), 53 
- di riferimento, 9 - enumerativi, 11 - generici, 78 
- primitivi, 4 - restituiti (metodo), 14 Token, 34,178 Torre-di-due, funzione, 473 Torri di Hanoi, gioco delle, 132 Tour di Eulero, v. Cammino di Eulero Tracce di ricorsione, 118,123 
- analisi di algoritmi ricorsivi mediante, 123 
Traccia di controllo, 350 Trailer, 106 
Trasferimento da disco, 595 Tree edge, 531,546,548 Trie, 496 
- compressi, 500 
- standard, 498 
- suffissi, 502 Tris, gioco del, 99 tiy-catch, blocco, 68 
Ultimo nodo di un albero, 299 Unboxing, 22 Underflow a un nodo, 414 Union (operazione), 469 Union-by-size (euristica), 473 Unione di insiemi, 466 Up-heap bubbling, 307 
Valore atteso, 609 
Variabile casuale, 609 - indicatrice, 609 Variabili casuali indipendenti, 610 Variabili d'istanza, 2,9,51 Variabili di tipo, 78 Velocità di incremento (funzioni 

più importanti), 141 Vertici di un grafo, 519 - adiacenti, 521 
- grado, 521 - grado entrante, 521 
- grado uscente, 521 - terminali, 520 Vettore, 197 
- di bit, 479 
Videogioco, memorizzazione 

dei punteggi record, 85 
Visibilità, 10 
Visita in ampiezza (grafi), 541 
Visita in profondità (grafi), 530 - implementazione, 534 void, tipo restituito, 14 
Web crawler, 505 Web search engine, 505 while, cicli, 25 Word matching, 499 Worst-fit, algoritmo, 588 
Zig (estensione), 395,403 Zig-zag (estensione), 395,402 Zig-zig (estensione), 395,402 


