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PREFAZIONE ALLA PRIMA EDIZIONE

Sono trascorsi poco pin di sette lusiri dalla storica scoperta con la quale
il genio di Marconi ha consentito la piw brillante valorizzazione dei fonda-
mentali risultati teorici e sperimentali conseguiti da Hertz ¢ da Righi, dando
cosl inizio ad una vera e propria nuove éra nel campo scientifico e tecnico.

In tale breve periodo di tempo la scienza radiotecnica st ¢ andata svilup-
pando con ritmo rapidissimo, determimando il diffondersi di una vasta
mole di concelli, per la maggior parte assai delicati, e che certamente non
appartengono al novero di quelli la cui giusta essenza si lascia agevolmente
afferrare. Non sono mancati, é vero, numerosi tentativi di volgarizzazione,
e taluni anzi magistralmente condotti, per quanto é consentito do una ma-
teria che per se stessa mal si presta a sensibili semplificazioni. B certo
perdo (e Vesperienza della vita in ambienti culturali e didattici lo conferma
ogni giorno pit) che una non piccole moltitudine di persone, dotate di in-
nate attitudini specifiche e di congrua preparazione scientifica, & vivamente
desiderosa di allargare la cerchia delle nozioni apprese nei libri elementari,
e sopratutlo di precisarne la portata.

11 presente volume vuole appunto rivolgersi ad wna tale classe di lettori,
a quella classe cioé che comprende sostanzialmente gli Ingegneri (nmon spe-
cializzati) ed i Tecnici in generale, ¢ non esclude gli Studenti di Scuole
medie, segnatamente q-uelh dei nostri Istituti Tecnici Industriali (sezione
radiotecnica).

Chi vuole proficuamente accingersi alla lettura di questo libro deve avere
una certa familiarita coi principi di Elettrologia ¢ con la teoria e la tecnica
dei cirouiti elettrici a correnti alternate, almeno limitatamente o quelli di
tipo pm semplice, quali si sogliono considerare nella ordinaria Elettrotecnica.
Tuttavia, la necessitd di allargare il campo di tali nozioni alle pit complesse
combinazioni che si incontrano nella teonica radio ha consigliato di racco-
gliere le nozioni stesse in una prima Parte, dedicando poi la seconda alla
Radiotecnica propriamente detta, o meglio a quella parte di essa che riguarda
le radiocomunicazioni di carattere telegrafico e telefonico. E, per rendere poi
il volume piw accessibile agli Studenti di Istituti Teenici, ho creduto oppor-
tuno raccogliere in una Appendice finale quei richiami e complementi di
caratiere matematico che esulano dal contenuto dei programmi di inscgna-
mento delle Scuole secondarie, ma che somo da ritenersi necessari per chi
vuole raggiungere un rapido orientamento senza essere costretto al continuo
sforzo di « girare attorno » in modo pit o meno artificioso alle difficolta di
indole matematica.



Vit PREFAZIONE

Per quanto é possibile, ho cercato di sfruttare i metodi con ¢ quali si
sogliono esaminare le questioni dell’ Eletiroteonica ordinaria, ritenendo che
¢id faciliti al lettore la comprensione intima dei fatli pin salienti e fon-
damentali, in quanto gli viene consentito di inquadrarli in un campo a lui
gid noto. Per non rendere troppo ingombrante il volume ed evitare al tempo
stesso le sempre dannose digressioniy, ho indicalo, ovungue cid apperiva
utile, © richiami ai miei « Elementi di BElettrotecnica generale » im corso di
pubblicazione presso la Casa Editrice Zanichelli.

Allo scopo di rendere pits piana e proficua la lettura, ho cercato di ridurre
al minimo gli sviluppi di caratiere matematico. Di alcuni per altro non si
pud fare @ meno, ¢ per essi, dovunque possibile, ho evitato di esporre i pro-
lissi « passaggi», limitandomi all’indicazione di quelli che involgono qual-
che artificio non facilmente indovinabile. E invero mia opiwione che i pas-
saggi sono imulili per chi Ui sa fare, ¢ per confro non giovano ad insegnare
matematica a chi non la sa, mentre certamente, sia per gli uni che per gl
altri, essi servono spesso a far perdere il filo del ragionamento fisico e tecnico.

Le direttive che mi hanno guidato, e che pin sopra ho esposto nelle loro
linee principali, fanno si che il libro polra apparire non scevro di lacune.
Al qual proposito tengo a precisare che volutamente mi sono astenuto dal-
Ventrare in talune questioni, segnatamente quelle per le quali la Scienza non
si é ancora definitivamente pronunciata, intendendo che questo volume, me-
diante una esposizione discrelamente piana e, per quanto possibile, rigorosa,
dei cardini di una scienza la cui precisa comprensione presenta non lievi
difficolia concettuali, debba essenzialmente servire a preparare la mente dello
studioso, mettendolo in grado di offrontare successivamente con profitto la
lettura di trattati speciali e di memorie originali.

L’opera vuole pertanto essere considerata di caratiere essenzialmente di-
dattico. Per quanto specialmente riguarda la sua ulilizzazione presso gl
Istituti Tecnici Industriali, ¢ doveroso dichiarare che essa contiene ben
pin di quanto i programmi strettamente richiedono. Cido perd non dovrebbe
nuocere, perché ogni Docente potra assai facilmente valutare quali siano le
questioni che conviene trattare a fondo, ¢ quali quelle su cui é lecito dare
soltanto un cenno, se non anche sorvolare del tutto. Inoltre, dato tale carattere
del libro, mi sono ritenuto dispensato dal corredarlo di indicazioni biblio-
grafiche.

Desidero qui esprimere la mia viva riconoscenza agli ingg. Edmondo
Fiegna ¢ Mario Mariani, che mi hanno efficacemente coadiuvato nella
revisione dei calcoli ¢ delle bozze. Un ringraziemento assai sentito voglio
poi indirizzare olla Casa Zawichelli che, fedele alle sue tradizioni, ha
signorilmente curato Uedizione in ogni particolare.

CESARE RIMINI

Bologna, dicembre 1934.



PREFAZIONE ALLA SECONDA EDIZIONE

Il largo consenso che ha onorato la prima edizione dei miei « Elements
di Radiotecnica generale ». ha dimostrato che la mia fatica non era stata
vana. L’accoglienza che, superando ogni pit rosea previsione, il libro ha
avuto specialmente negli strati culturalmente pin elevati, mi ha fraitanio
convinto della opportunita che in esso venissero trattate piv diffusamente e
con maggiore profondita talune questioni di cavattere fondamentale. Se-
guendo tale ordine di idee, ho completamente rielaborato i capitoli riguardanti
gli elementi cireuitali, i circuiti a costanti concentrate e distribuite, i tubi
eletironici, la propagazione delle onde elettromagnetiche, le antenne, e ri-
toccato alocuni altri. Naturalmente, ¢io mi ha costretto @ far ricorso a mezzi
analitici non del tutto elementari; d’altra parte é logico ritenere che il lettore
desideroso di raggiungere una seria preparazione tn materia non pud essere
sprovvisto di adeguata preparazione matematica. In relazione a tali amplia-
‘menti, ho radicalmente modificato U Appendice che chiude il volume, riassu-
mendo in essa molte nozioni di carattere matematico e fisico-matematico, in
quella misura che mi é parsa strettamente necessaria per evitare al lettore il
disturbo di ricercarle in altre opere.

11 titolo del libro vuole in qualche modo ricordare che il suo contenuto mira
soltanto ad esporre i principi scientifici che governano le svariate applica-
zioni della tecnica radio; pertanto gli accenni di caratiere tecnico contenuti
neglt ultimi capitoli non vogliono avere altro scopo che quello di fornire
concreti esempt di impostazione delle pin essenziali questioni pratiche.

CESARE RiMinNI

Bologna, novembre 1938.



AVVERTENZA

Per effetto di deprecabili (e, ad onor del vero, da ogni onesto italiano
deprecate) disposizioni legislative, fu a suo tempo impedita la pubblica-
zione del presente volume, ed ulteriori ritardi furono poi causati dalle
gravi difficoltd dell’immediato dopoguerra.

Molti anni sono cosi trascorsi dall’epoca (1938) in cui il manoscritto
& stato elaborato, ma, dato il carattere generale degli argomenti in esso
trattati, ritengo che gli studiosi dell’appassionante disciplina non lo
troveranno del tutto inutile.

Nella speranza che essi vogliano riserbargli quel favore con cui hanno
accolto la precedent¢ edizione, compio il grato dovere di rinnovare il
mio pilt cordiale ringraziamento alla Casa Editrice, che in un momento
singolarmente difficile ha posto ogni cura per una decorosa presenta-
zione del volume.

C. R.

Bologna, febbraio 1948.
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CAPITOLO PRIMO

RICHIAMI DI ELETTROMAGNETISMO
E DI ELETTROSTATICA

~

1. - Energia magnetica. — Come & noto dagli Elementi di Elettro-
tecnica (El, V, 8), la energia di un campo magnetico & localizzata in

tutto lo spazio, ed il suo importo & di E—I;—; dv joule per ogni elemento di

volume dv(me) eircostante ad un punto P in cui l'intensitd del campo H
(amp./m) e I’induzione B (Wb/m?) abbiano la stessa direzione, il che in
pratica sempre si verifica quando B & l'induzione prodotta dal campo H.

Ma per maggiore generalitd vogliamo ora qui considerare una espres-

sione dello stesso tipo, in cui B possa eventual- ~
). . H, ~~o
mente rappresentare 1’induzione prodotta da un X -

(22 { T3

altro campo. A tale considerazione si & neces- P >
sariamente condotti quando ad es. si studii — \ i
come vogliamo ora qui fare — la energia ma- H, .
gnetica pertinente ad un sistema di pili correnti.
Per es., nel caso di due correnti ¢, e 4,, si ha che, detti H, e H, i campi
parziali dovuti a ciascuna di esse (fig. 1), in ogni punto P dello spazio
8i avrd il campo risultante H componendo vettorialmente H, con H,,
cosicché risulta: ’

Fig. 1

H?=H!4 H:+ 2H,H,co8a,
essendo a l’angolo formato dalle direzioni di H, ed H,. La induzione B
in P sara a,nalogamente data da:
B? = (uH)* = B} + B} + 2B,B,cos a,

essendo B, = uH,, B, = uH,; le induzioni pertinenti ad H, ed H,.
Ne segue che, per calcolare l’energia complessiva, dovremo fare la
somma, (integrale) di termini come: :

HB H?
-—2— dv = U §‘d’v,
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cio¢ valutare i quattro integrali (estesi all’intero spazio):
H,B H? B
Bo=[Ttao=[uDar, By=[TPray_ [, 2 4y,
H,B
E12=/ 12 2 4 —/” lzﬂgcosadw,

H,B
E21=f zlcosath;:f,qusz

Essi corrispondono rispettivamente alle energie proprie E,, ed E,,
dei campi delle due correnti ¢, ed 7,, ed alla cosi detta energia mutua
dei due campi stessi, misurata da:

2E12 = 2K, =FH,, + —E21 .
Si ha quindi che l’energia totale vale:
E =E, + By -+ 2E,,,

cioé ugunaglia la somma delle energie proprie e della energia mutua.

Il semplice esame delle espressioni scritte
mogtra:

19) che I’energia propria si oftiene
dalla mutua supponendo che i due campi
a questa interessati vengano a coincidere
(e dividendo il risultato per 2);

20) che nella definizione di energia
mutua i due campi entrano simmetrica-
mente, poiché, come sopra & stato osser-
vato, si ha E,, = F,,.

Potremo quindi limitare le nostre con-
siderazioni alle espressioni del tipo energia
mutua (*).

Innanzi tutto facciamo vedere che alla espressione

lezB” cos a dv

cos adv.

Fig. 2

pud darsi un aspetto assai semplice ed espressivo, eseguendo effettiva-
mente 1’integrazione indicata, mediante opportuno raggruppamento degli
elementi di volume dv.

A tale scopo, prendiamo a considerare un tubo del vettore B, (fig. 2),
lungo il quale, come & noto, il flusso attraverso qualunque sezione ha un
valore costante, che indicheremo con @,. Se scomponiamo il tubo stesso

(1) Si osservi che, mentre l'energia propria é sempre positiva, I'energia mutua pud
anche essere negativa.
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in tronchi assimilabili a prismi retti di base s (in generale variabile da
punto a punto dell’asse del tubo) e altezza dl, tenuto presente che Bgs
vale costantemente ¢,, la parte del nostro integrale che si riferisce a
tale tubo wvale:

Y—z}fgﬁﬂlcosadl.

Ora, 'integrale (Jb H, cos adl equivale alla circuitazione (App., B, 2) del

vettore H,lungo 'intero asse; e, poiché questo & necessariamente una curva
chiusa, il risultato dell’operazione & 4 4, o 0 secondo che tale curva &

L

Fig. 3

concatenata (in un senso o nell’altro) con la corrente ¢; oppure no (cfr.
ElL, V, 12).

Ne segue che la intera E,, corrispondera al prodotto di % per il
flusso @,, dell’induzione B, (0 numero di linee generate da 7,) che si
concatena con la corrente ¢;, numero da intendersi positivo o negativo
secondo che la direzione prevalente delle linee costituenti @,, corrisponde
ad un flusso concorde o discorde con la corrente ¢, (cioé concorde o di-
scorde col flusso proprio della corrente 4,). Naturalmente, neli’effettuare
tale computo, ogni tubo magnetico deve computarsi tante volte quanto
é il numero dei suoi coneatenamenti con 4,. Per es., nel caso della fig. 3,
se la linea ! rappresenta un flusso elementare g,, il contributo all’energia

.1 .
mutua ad essa dovuto sarebbe di — 5 G125 per una linea come I,, lo

. 1
stesso contributo sarebbe -5 2,205,

Partendo da E,,, si troverebbe che la stessa energia dianzi caicolata

¢ misurata anche da

1.
?’Lz(pzu

essendo @,; valutato in modo analogo relativamente all’induzione B; ed
alla corrente i,.
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Per tali energie, che riescono senz’altro misurate in joule, essendo i
flussi misurati in weber (1 weber = 10°® gauss-cm?), si avrd in definitiva:

1 . 1. 1 . 1 .
88) Eu:—z"hqjua Ezs=_2‘@z(paz; Ey =E21="2— @14)12:? 19D 21,

avendo indicato con @D,,, D,, i flussi delle induzioni B, e B, attraverso
i circuiti 7 e 2 rispettivamente; e per l’energia totale E 1’espressione:

B = 5 [0 Pu + Bua) + ia(Pr + Baa)] = = (00, + D),

dove @, e @, rappresentano i flussi totali (dovuti cioé sia ad 4, che ad
1) concatenati rispettivamente col circuito 1 e col circuito 2.
In generale per « circuiti con le correnti 4,, 4s,..., 4,, 8i ha:

@ B =3B+ et ... +iB),

ed al secondo membro si puo dare la forma di somma di un gruppo di

n termini del tipo ?1,1@11 rappresentanti le energie proprie dei campi

magnetici dovuti alle singole correnti, con un gruppo di altri n(n_z—_l_)

termini del tipo:
1

—5'(1;'¢n + is¢sr) == ’ir@ra = is¢ar '

corrispondenti alle energie mutue degli stessi campi considerati due a due.

2. - Coefficienti di induzione propria ¢ mutua. — Come & noto (El.,
V, 27), si definisce il coefficiente d’induzione propria (o induttanza) L, di
un circuito come I quale rapporto del flusso @,, alla corrente 4,:
3) r, =%,

Y
e tale coefficiente risulta misurato in henry (o ohm-sec) per @,, in weber
ed 4; in amp. Ed analogamente per definire il coefficiente di induzione
mutua (0 mutua induttanza) M di due circuiti I e 2 si assume il rapporto:
4) =22 che & anche =¢i.ﬂ,
Ty (21

giacche, come si rileva dalle precedenti considerazioni, & 4,D,, = 1,D,;.

Di tali coefficienti si possono anche dare definizioni equivalenti, con-
siderando le f. e. m. indotte dalle variazioni dei flussi che entrano nelle
definizioni precedenti.
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Infatti, pel coefficiente di induzione propria IL; del circuito 1, pel

quale, come sopra, si ha:
Dy = 0L,

risulta che, variando ¢, di d4, nel tempo dt, 1a £. e. m. indotta ¢, (: —

ao 11)

dt
d . .
& in valore assoluto uguale ad Ll_d_ztl’ da cui discende la ben nota defi-

nizione contenuta nella formola:
(5) ' L, =

&
diy’
di

come pel coefficiente di induzione mutua la analoga:

} & & .
(6) = -—;l—;—: oppure M = —d—;—i ,
dt dat
- d "
essendo &, =——d—%’—", £ay = — ?;t“ le f. e. m. indotte nei circuiti 1 e 2

per una variazione di,, rispettivamente di,, della corrente i,, rispett. ;.
Introducendo poi le (3) e (4) nella (1) 8i deducono per i coefficienti
L,, L;, M le definizioni:

_2E,,

2E 2E,,
(7) Ll'—‘ "’i ’ = ==

ig Uyly

L,=

cioé I'induttanza propria (henry) viene a corrispondere al doppio del rap-
porto dell’energia magnetica propria (joule) al quadrato della corrente
(amp.) e l'induttanza mutua al rapporto dell’energia mutua al prodotto
delle due correnti interessate.

Facendo uso dei coefficienti di induzione, la espressione della energia
di un sistema di due correnti si scrive:

2E = Ly} + 2Miyi, + L.t .
Generalmente, per »n correnti, si avra:
2F = Mid + Mogiz + ... + 2M 1piy8s + 2M giyin + ...,

avendo indicato con M,, = M,, il coefficiente di induzione mutua dei
due circuiti r ed s, e, per simmetria, con M,, il coefficiente d’induzione
propria (o di autoinduzione) L, del cireunito 7.

Tale espressione pud intendersi dedotta dalla (2) introducendo per
i flussi totali @,, @,,..., D, i loro valori in funzione delle correnti i,
Tgy. oo Iy, ClOB:

¢1 = M11’i1‘|‘ M12’52+ B Mlniny

(8) ¢2=M217:1+M22’i2+...—l—-Mz,.i,,,

(pn:Mnlil_F -ani'z‘l" .o+ Mrm'in-
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Le definizioni (3), (4), (8), (6) e (7) suggeriscono altrettanti mezzi di
procedere alla effettiva determinazione dei coefficienti L ed M. Ma quel
che & particolarmente interessante si & che da alcune di esse, segnata-
mente dalle (7), si possono, almeno in via teoriea, e limitatamente a
casi particolarmente semplici, trarre delle formole atte al calcolo degli L
ed M in funzione degli elementi geometrici dei circuiti, analoghe a quelle
che fanno ad es. conoscere le resistenze dei conduttori filiformi, o le ca-
pacitd dei condensatori di forme geometriche semplici.

A cid perveniamo mediante la seguente osservazione fondamentale.
La espressione

2E,, = '51‘1512

dell’energia mutua coincide con quella del lavoro meccanico che si deve
spendere (o che si puod produrre, secondo il segno di @,,) per annullare
D,, menire le correnti i, ¢ iy rimangono costanti.

Si pud dunque pensare di pervenire alla espressione di 2F,; valu-
tando direttamente tale lavoro.

Congideriamo dapprima il caso di due conduttori di lunghezze I, e
I, (m) infinitesime — e che quindi si possono considerare rettilinei — e
sedi di correnti 7, ed 7, (amp.). Naturalmente, per quanto noi qui con-
sideriamo i soli tratti I, ed I,, si dovrd pensare che essi facciano parte
di circuiti completi.

Tuttavia, anche in questo caso semplice, la valutazione che ci inte-
ressa non puo essere fatta in modo rigoroso per via elementare. Pertanto
¢i limiteremo qui ad asserire che il risultato eui si perviene & dato dal-
Pespressione:

R A .
ﬁz i4hs 17“ cos & (joule) (3),

(*) Di questa formola, di cui verrd date in seguito (App., C, 2) una dimostrazione
completa, vogliamo qui, limitatamente al caso particolare in cui i due elementi I; ed
1, sono complanari, dare una giustificazione elementare, cui perveniamo ammettendo
che, per Pannullamento di @,,, 'allontanamento indefinito dei due ségmenti ; ed I, debba
effettuarsi mediante traslazione in senso normale ad uno di essi.

Sla.no 01 ed O, le origini dei due segmenti infinitesimi I; ed [, e poniamo 0,0, = r,
(ll, r) =0, (lllz) = &, essendo I para].lela ad I, (vedi fig. a pag. seg.).

Il campo H (amp./m) prodotto in O, dall’elemento I, percorso dalla correnteé ¢; (amp.).
vale (ElL, V, 11):

I %sen6
4 2

quindi la corrispondente induzione B & data in weber/m? da:

1,4, sen 0

B=u 4r2

e la direzione & normale al piano del disegno.
L’azione magnetoelettrica f esercitata da I, su l, & quindi diretta, nel piano del di-
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dove r (m) rappresenta la distanza fra gli elementi 7, ed I,.
Da essa si deduce che

rappresenta la misura in henry del « coefficiente di mutua induzione dei
due elementi rettilinei infinitesimi 7, ed I, ». Naturalmente, questa & una
locuzione abbreviata per esprimere che la mutua induttanza di due ecir-
cuiti si calcola eseguendo la sommazione doppia (integrale doppio) di
espressioni come quella scritta, dove I, successivamente assume i valori
pertinenti ai vari tratti elementari costituenti il primo ecircuito, ed ana-
logamente 1, pel secondo, cioé é:

o B

Iy L,

segno, normalmente ad /, ed il suo valore in joule/m & espresso da (El., V, 18):

, wlly i 998en 0
=Bl i, = 121277
f 2 4772
Vogliamo ora valutare il lavoro occorrente per spostare I, di un tratto ds in dire-
zione normale ad I,, ciod per portare Porigine di I, da 0, in O;. All'uopo bastera, molti-
phca.re ds per la componente di f secondo ds, con
che si ottiene:

wlilyiyigsen @ coss
472

ds (joule) .

Ora, il segmento 0,07 corrisponde al valore di
r riferito alla posizione I; di I,, ciod ad » 4 dr,
essendo dr la variazione di r per effetto dello
spostamento predetto. Se da O, abbassiamo la
normale 0,0; ad 0,0;, si ha sensibilmente
dr=040;, e quindi dal triangolo rettangolo
02020; si deduce dr = ds sen 6. Ne segue in definitiva, per il lavoro predetto, il valore:

A, dr
yllvzzltzcossm.

dr 1 . N . .
Siccome & — — = d|{-—), tale espressione pud seriversi:
7 r

\

[T 1
3Rt Ll cossd(7>.

Integrando, si deduce che il lavoro ocecorrente per portare il secondo elemento dalla
distanza r, alla distanza r,, sempreche, ben inteso, durante il moto non variino le cor-
renti, vale:

1

W 1
Ezlizlllz(z——a>coss.

Supponendo #; = 7, 7, oo, si ha la formola del testo.
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essendo il secondo membro un integrale doppio curvilineo, esteso alle
linee L,, L, di corrente, il cui integrando & funzione delle coppie di
punti dei due circuiti.

Questa & la cosi detta formola di Neumann.

Ricordando la definizione (6) del coefficiente di m. i., 8i pud asserire
che, se nel tempo df la corrente ¢, varia di di,, la tensione indotta ai capi
di I, vale: - ’

— l———‘l;f;s ¢ %’tl (volt) .

Al solito, con cio deve intendersi che la d. d. p. ai eapi di I, per una
variazione di, della corrente ¢, in un circuito 7 di cui 7, & un generico
tronco (infinitesimo), si ottiehe facendo la somma (integrale) di tutte le
d. d. p. analoghe a quella scritta, valutate per i singoli tronchi predetti.

3. - Caleolo di induttanze. — La calcolazione delle mutue induttanze
per questa via pud essere condotta a termine in non molti easi relativi
a foerme geometriche semplici dei circuiti interessati, come ora mostre-
remo. Comunque i principi esposti nel n. prec. sono indispensabili per
formarsi una precisa nozione del significato di mutua induttanza.

Per I'induttanza propria, basterd supporre che i due circuiti coinci-
dano, e dimezzare il risultato. Senonché qui si presenta una difficoltd
pel fatto che infiniti elementi dell’integrale da considerarsi divengono
infinitamente grandi, in quanto il denominatore r si annulla ogni qual
volta capita di considerare una coppia costituita da due elementi di, e
dl, coincidenti. Tale difficoltd & perd soltanto apparente, perché essa di-
pende dall’avere implicitamente considerato circuiti aventi forma di fili
di sezione nulla (infinitesima), nel qual caso occorre ritenere infinitesima
anche la corrente in essi circolante (altrimenti si avrebbe 1’assurdo figico
di una densgitd di corrente infinita), cosicché in certo qual modo si ha
una specie di compensazione fra l'infinitamente piccolo del numeratore
con quello del denominatore.

Tuttavia ’eliminazione effettiva di tale difficoltd non riesce agevole
per il fatto che a priori non & nota la distribuzione della corrente nei vari
filetti in cui ciascun conduttore puod considerarsi suddiviso (cfr. in pro-
posito i nn. 2 e segg. del Cap. seg.). Si potrd in ogni caso partire da una
determinata ipotesi sulla legge della distribuzione, ma bisognera poi non
dimenticare che i valori di L e di M cosi trovati sono da intendersi validi
subordinatamente all’avveramento della supposta legge.

La pit semplice ipotesi che pud farsi & quella di ritenere la corrente
distribuita uniformemente nella sezione del conduttore, il che, come si
vedrd nel Cap. seg., non pud avvenire se non nel easo di correnti con-
tinue (o almeno, in pratica, assai lentamente variabili). Cid equivale a
ritenere ogni conduttore, che convoglia una certa corrente ¢, composto



[1, 3] RICHIAMI DI ELETTROMAGNETISMO E DI ELETTROSTATICA 11

dall’aggregazione (in parallelo) di » conduttori elementari di sezione =
volte minore e ciascuno convogliante una corrente e far poi tendere

n allinfinito. Se di ciascuna coppia 7, s di tali conduttori (filiformi) si
sa calcolare I'induttanza mutua M,,, e se di una tale M,, si sa calcolare
il limite M,, = M,, per r coincidente con s, si avrd, per I’energia magne-
tica F pertinente al dato conduttore percorso dalla corrente ¢:

Ez—iilim My+Mis+ oo M+ Moy Mg+ - A My ...

2 nsw nA

da cui, per I'induttanza L del conduttore stesso, discende il valore

__aa_z__ lim My+ ... +M1n+M21+ o+ My 4.

g n—>w n? !
mentre per la mutua induttanza di due conduttori si avrd similmente:
M i lim '% N
m—>w MN

n—»0

dove M,, & Vinduttanza mutua fra I’elemento ™ del primo conduttore
e I’smo del secondo, essendo i due conduttori suddivisi 1’'uno in m, Paltro
in n elementi.

B chiaro che, qualora si potesse ritenere nota la effettiva distribu-
zione della corrente totale nei vari filetti, analogo procedimento consen-
tirebbe di definire I'induttanza propria L (risp. mutua M) corrispondente
alla distribuzione stessa. Basterebbe, in luogo della media aritmetica,
considerare la media ponderata, avendo attribuito a ciascun filetto un
coefficiente di peso proporzionale alla densitd della corrente in esso. Si
mette cosi in evidenza quanto asserito, che cioé tale L (risp. M) varierd
al variare della legge di distribuzione.

Per vedere come si possono condurre i caleoli nei casi conecreti, co-
minciamo col calcolare la mutua induttanza di due fili (infinitamente
sotitili) paralleli, situati come i lati opposti di un rettangolo di dimen-
sioni ! (lunghezza dei fili) e d (distanza fra i fili). Essendo per ogni coppia
di elementi ¢ = 0, si avrd senz’altro:

y P dxdy
9 _M=—‘ :———__'
© 4n0/()/«/d2+ @—y)?

essendo x, y ascisse contate da O, O’ (fig. 4). Si trova cosi:

I+4/(0—yp+d—y

[4
/]
a=E 1 L Yy =
47‘[ Tyt verae
TEa e /
=,£—T32Hog\—/———%—j;—2(\/lz+d2——d)5,
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che, per d piceolo in confronto ad !, pud semplificarsi in
£ f1og 2
M© in Zl(log a —1).

Secondo quanto & stato sopra detto in generale, questa formola potra
utilizzarsi per calcolare la induttanza L di un conduttore rettilineo di
lunghezza I, ponendo tale L

— Lo i , IM,,
0 i uguale al lim o ,essendo
E i\ M,, l]a mutua induttanza,
e —————— -l ———————— = come sopra calcolata, fra una
i coppia di fili elementari pa-
e Y — iyl ralleli, ed » il numero delle
5, — coppie considerate. Siccome
Fig. 4 nella precedente espressione

di M l'unico elemento che
varia al variare della coppia @& la distanza d, che figura in modo addi-
tivo sotto il segno di logaritmo, si avrd senz’altro:

_ 2 o100 2L )
L= 4ﬂ21(logdm——1 ,

dove con d,, si é indicata la media gedmem'ca delle distanze relative alle
varie coppie, ciod quella lunghezza il cui logaritmo & la media aritmetica
dei logaritmi delle varie distanze d;, vale a dire definita da:

logd, +logd, 4+ ...+ logd,
nz

logd,, = lim
1
oppure d, = lim (d,d, ... ds)".

La formola generale cosi trovata da luogo a diverse formole parti-
colari, a seconda della forma della sezione del conduttore. Essa pud an-
che prestarsi allo studio del valore di L per diverse leggi di distribuzione
di corrente, quando con d,, si intenda una conveniente media geometrica
ponderata, secondo quanto precedentemente spiegato.

Per distribuzione uniforme, il Calcolo dimostra che, nel caso di se-
zione circolare di raggio 7, si ha

1
logd,, = logr——

4

e quindi
£ oor(10g2t _ 3,
L=H2l(logr —_ 4),

per una sezione rettangolare di lati @ e b si trova

d, = 0,223(a + b),
e cosi via.
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Nel caso di sezione circolare di raggio r, qualora si ritenga la corrente
localizzata alla superficie esterna, con distribuzione uniforme su di essa
(il che, come vedremo nel Cap. seg., corrisponde prossimamente al caso
di conduttori percorsi da correnti ad altissima frequenza), si trova d,, = r,
quindi:

N [ 21
L= E2l(log7—— 1).

Basta questo esempio per mettere in evidenza il fatto precedente-
mente indicato, che cioé l’'induttanza non puod, a rigore, ritenersi un
parametro caratteristico del conduttore, ma essenzialmente dipendente
dalla legge di distribuzione della corrente (la quale legge alla sua volta
¢ in generale legata a quella della variazione nel tempo della corrente
stessa). B perd interessante osservare che, nel caso precedentemente trat-
tato, la differenza fra i due valori di L & tanto meno notevole quanto
pit grande & la lunghezza I del conduttore in confronto alle sue dimen-
sioni trasversali. Per es., nel caso di conduttore a sezione circolare, per
%l = 1000, essendo log—i—l =3-2,30= 6,9, la differenza relativa fra le
due induttanze calcolate I'una per distribuzione uniforme nella sezione,
Paltra per localizzazione superficiale, & g—:——ig
secondo caso & nullo il contributo fornito ad L dalle parti interne del
conduttore, si puo dire che nel caso della distribuzione uniforme (cor-
rente continua), solo il 49, dell’energia magnetica & localizzata entro il
conduttore, ed il rimanente 969, & distribuito nello spazio circostante.

Con procedimenti del tutto analoghi a quelli indieati, si pud condurre
il calcolo della induttanza di un circuito rettangolare, di un quadrato,
di un cerchio. Nell’ipotesi di conduttori a sezione circolare di raggio r
e di distribuzione superficiale della corrente, si trova:

, cioé del 49%,. Siccome nel

pel quadrato di perimetro I: I =ﬁt 21 (log %—l— 2,853);

pel cerchio di perimetro I: L =Z‘uj—t 21 (10g%£—2,45).

4, - Induttanza di cireuiti incompleti. - Induttanze parziali. — Un’al-
tra importante osservazione relativa ai risultati conseguibili eon la for-
mola di Neumann, & quella che scaturisce dalle considerazioni seguenti,
che occorre aver bene presenti per non cadere in equivoci nella interpre-
tazione dei risultati stessi.

Quando si serive ad es. una formola come la (9) e si dichiara che essa
da il valore della mutua induttanza di due fili, a tale locuzione bisogna
attribuire soltanto questo significato, che se M’ & la somma delle mutue
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induttanze di tutte le altre coppie di tronchi ricavabili dai due circuiti
di cui i due fili fanno parte, la mutua induttanza dei due circuiti vale
M + M’. E quando, con procedimenti del tipo di quelli indicati nel n.
prec., si riesce a calcolare la induttanza di un tratto di circuito — come
ad es. sopra si e fatto per un tronco di econduttore rettilineo — & da te-
nere ben presente che codesta induttanza non & tale che sommata con le
analoghe degli altri tronchi costituenti con esso un circuito chiuso dia
la induttanza di questo; in altri termini, la induttanza non gode della
proprietd additiva.

Invero, per piu circuiti connessi in serie e percorsi quindi dalla stessa
corrente ¢, abbiamo veduto che si ha in generale per la energia magnetica
P’espressione:

;2
E:%'(Ll‘f‘l;z"‘ coo +2My, + 2M 5 + ced)y

e quindi per il coefficiente d’a.i.:
L=L,+L+ ... +2M,;, + 2M;;+ ...

(e nmon L=L,+ L,+ ...).

In definitiva, anche quando, come nei casi considerati, si riesce a
dare una definizione — necessariamente convenzionale — della L delle
gingole parti di circuito, servendosi della formola di Neumann, non si
pud dire che la L dell’intero circuito sia la somma di quelle relative
alle varie parti.

Siccome perd avremo in sgeguito da considerare anche correnti circo-
lanti in circuiti metallicamente non chiusi, per questi la induttanza L

non potra intendersi calcolata se non col procedimento indicato prece-
y 3
dentemente, il che val quanto dire che il prodotto di tale L per —;— rap-

presenta effettivamente ’energia magnetica associata al conduttore quando
esso & percorso dalla corrente ¢. Un cospicuo esempio & offerto dagli ordi-
nari cireuiti, 1a cui continuitd metallica sia interrotta mediante 1’inger-
zione di un condensatore. In tal caso, cioé quando si ha a che fare con
un circuito quasi chiuso, ’'induttanza non pud caleolarsi che coi proce-
dimenti indicati; essa pero, come facilmente si comprende, corrisponde
con grandissima approssimazione a quella che si potrebbe calcolare rite-
nendo il circuito completamente chiuso (mediante la soppressione del
condensatore), ed & per questo che nelle trattazioni elementari ci si rife-
risce tacitamente a questa. Ma, a rigore, ci si dovrebbe invece riferire
a quella.

Indipendentemente da ¢id si puo, anche per un circuito chiuso, me-
diante opportune convenzioni, pensare a delle L parziali definite in modo
tale che la loro somma coincida con la L dell’intero cireuito, e precisa-
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mente a ¢id si pud pervenire pensando alla definizione di L come rap-
porto del flugso alla corrente.

Invero, se al contorno di un circuito chiuso immaginiamo appoggiata
una superficie, e dividiamo questa a b
in striscie (fig. 5), possiamo inten-
dere che il flusso attraversante una
striscia come abed, diviso per la
corrente, dia la misura dell’indut-
tanza del tratto di circuito costituito
dalla coppia di tronchi ab e cd.
Come si vede, una tale definizione
& perd legata, sia alla superficie
scelta, sia alla suddivisione ese-
guita su di essa, sia infine al fatto
che si debbono necessariamente
considerare contemporaneamente due tronchi, percorsi dalla stessa cor-
rente, ma in sensi opposti.

1 1
: 1
'
: i
H 1
\ |
!
} i
i
i 1
t t
]
i i
] |
1 1
' i
' 4
i 1
¢
H t

5. - Induttanza di una linea a due fili paralleli, — Nel caso partico-
lare di un ecircuito costituito da una linea, o coppia di fili, che suppo-
niamo paralleli ed infinitamente lunghi, appare naturale di fare la con-
venzione che la divisione in striscie si effettui con rette normali ai fili
(fig. 6) e si arriva per tale via a definire una ben determinata «indut-
tanza per unitd di lunghezza » della linea, ehe indicheremo eon I, di cui
ci proponiamo di calcolare il valore.

All’'nopo, occorre premettere che,
per ovvie ragioni di simmetria, il
campo prodotto da una corrente ci-
lindrica rettilinea indefinita, distri-
buita in modo simmetrico rigspetto al
centro della sezione (cioé con densita
dipendente soltanto dalla distanza dal
centro) coincide, nei punti esterni al conduttore, con quello che si
avrebbe qualora la corrente fosse concentrata nell’asse ().

I
- e
S -——-—,.-4-.-.-‘,‘1
oo e e e -1
r-q—--—-—‘i
)--- e e e i it

Fig. 6

(1) Cid pud stabilirsi e precisarsi come segue.
Abbiasi una corrente rettilinea indefinita ¢ distribuita uniformemente in un conduttore
avente sezione a forma di corona circolare di raggio r e di spessore infinitesimo, talché ogni
. i df . . . .
arco df convogli una corrente 5w e calcoliamo il campo magnetico da esso generato in
n

un punto qualunque P distante R dall’asse (v. fig. a pag. 17). Il campo dH prodotto dal-
1df
4n2p
il relativo vettore — come gli altri che qui avremo a considerare — giace nel piano del

I’elemento df posto in M vale ed & diretto normalmente al segmento PM = g, Siccome

1df
disegno, potremo rappresentarlo con un numero complesso avente Ez—@ per modulo ed
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Supponiamo ora che la corrente sia localizzata alla superficie dei due
conduttori, il che, come pill sopra accennato, si verifica sensibilmente nel
caso di correnti ad altissima frequenza. Ed osserviamo che le linee di
flusso che c¢i interessano sono tutte quelle che, essendo originate dalle

correnti circolanti nell’uno o nel-

' N : l’altro filo, attraversano il solo trat-

| ' to, di lunghezza corrispondente alla

. % _‘¥ ) S % ~ distanza D fra gli assi dei fili (fig. 7),
A compreso fra i centri delle sezioni

fem—-a - >|-\c -==D-g0——~ = di questi, in quanto che, nei tratti
fe-==-=/~t5-D ------ -l esterni a tale segmento, non pos-

sono capitare che o linee gia con-
giderate nel tratto D, oppure altre
che corrispondono a flussi a due a due opposti.

Riferendoci ad un tronco di lunghezza unitaria, cominciamo con 1’0s-
servare che il flugso attraversante la sezione dx posta alla distanza
da O (r < # < D) e dovuto alla corrente ¢ nel conduttore O, vale

pi
27z dr,

il cui argomento, riferito alla direzione fondamentale 1?(3, vale o - —121 , essendo o = M%,

ciod col complesso

i 7("+ 2)

df = 22
47:9

Il segmento PM, vettorialmente considerato, rappresenta ovviamente il numero
complesso R -} refé, di cui ¢ ed « sono il modulo e I’'argomento, per cui (cfr. App., 4, 2)

si ha:
/ R . B A redd B+ rei®
Q= V (R + rei®) (R 4 re—178) , elo= ¥ jre—

Sostituendo questi valori nella precedente, questa diviene

dF = i jdo i d(ef®) i d(Rei® + 1)

47 B 4+ r¢771®  4n2 Ref6 - r d4n®R  Reid +r °

ciod

- i .
= —— 9
dH 4and log (Ref? + r) .

11 campo totale H corcato corrisponde. evidentemente all’integrale di questa espres-
sione calcolato facendo percorrere ad M Panello traccia della corrente. Ora, poicheé il
logaritmo di un numero complesso Aef¢ vale log 4 + jop, si riconosce subito che linte-

grale cercato equivale al prodotto dij per la variazione che, lungo il cammino di

1
4a22R
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perché %{;} & I'intensitd del campo in tale punto. Ne segue che quella
parte di flusso che ci interessa e che & dovuta al conduttore O vale

D
2ﬂ$ dz .
A questa occorre aggiungere l'altra parte, dovuta al conduttore O,

che evidentemente & uguale alla precedente. Pertanto il flusso totale @
é misurato da

.
2

D
dx
Jr

Quindi il valore del cercato coefficiente d’a. i. per unita di lunghezza é:

q I‘.

D
(10) o i=fe - @m),

essendo p misurato, al solito, in henry/m (u = pu, = 1,256 - 10~¢ per I’aria).
Qualora la corrente fosse invece uniformemente ripartita nella sezione,
al valore dato dalla (10) occorrerebbe aggiungere il contributo dovuto

integrazione, subisce I'argomento di Rej? 4 », o, il che fa lo stesso, quello del numero
complesso

L(Reia—}-r) =re:’9+ﬁ
R ‘ R’

il quale ¢ manifestamente rappresentabile mediante lo stesso punto M, riferito perd
. . r® .o .
ad una origine P’ distante ¥l da O, e quindi interna od esterna al cerchio traccia della

corrente secondo che P & esterno od interno al
cerchio stesso. D’altra parte, la- variazione di
quell’argomento vale 2x o 0 secondo che P’ ¢&
interno o esterno, quindi si conclude che il

cercato campo H vale

oppure 0

.1

! 2nR

secondo che P & esterno o interno all’anello. Nel primo caso il campo stesso ha la gran-

dezza 5%3 e, a causa del fattore §, & diretto normalmente a 13_6, quindi coineide con
x

quello che si avrebbe qualora la corrente fosse concentrata nell’asse dell’anello.

Se la sezione & foggiata a corona circolare di spessore finito, e la densitd della cor-
rente ¢ funzione finita della sola distanza dall’asse, decomponendo in anelli elementari
di spessore infinitesimo, si conclude che il campo magnetico in un punto a distanza k
dalPasse coincide con quello che nello stesso punto produrrebbe una corrente rettilinea
concentrata nell’asse e di intensita corrispondente a quella che fluisce nell’interno del

cilindro di raggio R. In particolare, nei punti interni alla corona il campo magnetico
& nullo.

RiMmiINI - Radiotecnica, 2
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alle linee di flusso aventi raggio < r, tenendo poi conto del fatto che
ciasecuna di esse si concatena soltanto con una parte della corrente totale
fluente nel rispettivo conduttore. Si trova allora, per 'induttanza, la se-
guente espressione (1)

e

essendo u, = ‘uﬂ la permeabilitd relativa del materiale costituente i con-
0
duttori.
Per una linea costituita da due conduttori cilindrici coassiali (per es.
un cavo), di raggi r, (interno) ed r, (esterno), con un caleolo del tutto ana-

logo si trova che, nell’ipotesi di corrente localizzata alla superficie dei
due conduttori, I'induttanza per unitd di lunghezza vale

12) l== ——log— (H/m),

essendo u la permeabilitd del mezzo interposto fra i due conduttori.

6. - Campi elettrostatici. - Coetticienti di capacitd. — Abbiansi » con-
duttori 1, 2, ..., m, isolati ed immersi in un mezzo dielettrico. Indi-
chiamo con % 4 1 un ulteriore conduttore che tutti li avvolge, per es.
una sfera 8 di raggio grandissimo (infinito).

(1) 11 relativo calcolo & il seguente: in ogni punto A alla distanza 2z dal centro il

campo vale (cfr. nota a pag. 15):
2
h=—,
2nx

essendo ¢ la corrente convogliata dalla porzione di conduttore interna ad A (tratteg.
2

giata in figura), cioé ¢ = I —:;—, dove con I si & indicata la corrente totale. Si ha dunque

71=-—I——

2 72

L’energia magnetica localizzata nella porzione tubolare di
conduttore compresa fra i raggi * ed x 4 dz & misurata dal
semiprodotto di h per p'h e pel volume 1-2xx dx della por-
zione, cioé da

w'I? 23dx
4ar

Integrando da 0 ad 7, si ottiene per la totale energia magnetica E localizzata nel con-

I . 28 i’
duttore il valore !116_ . Il contributo ad L ad essa dovuto vale ST ciod —“—m e pertanto
x
il contributo totale per i due fili della conduttura & misurato da -ff; = ”;7‘
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Se portiamo tali conduttori alle tensioni V,, V,, ..., V,, misurate
in volt rispetto ad S, si creerd nello spazio un campo elettrico le cui
linee (di spostamento) congiungeranno in vario modo i conduttori, e cor-
relativamente si avranno cosi delle cariche elettriche @, @, ..., Q.
(coulomb) su ciaseuno di essi, oltre ad una carica @ su 8, il cui valore
& necessariamente

="‘”(Ql+Qs+ '-'+Qn)7

giacché ogni linea di spostamento non puo avere principio o fine che
sopra qualcuno dei conduttori considerati, per cui tanti saranno i prin-
cipi (cariche positive) quante le fini (cariche negative) (El., IIT, 2).

B chiaro che, date le V, le @ risultano univocamente determinate; si
pud cioé dire che le @ sono funzioni delle V. E poi quasi intuitivo, e ad
ogni modo pud rigorosamente dimostrarsi, che, se ai sistemi di tensioni

’ ’ ,
Vis Vag ooy Vs Vi Vo ool Vo
corrispondono le cariche

Qi @z ---, Q. Qlly Qzy -y Qny

al gistema di tensioni

Vi+ Vi, Vo Ve oot , Vo + ¥V,
corrisponderd il sistema di' cariche

Qi+ @1, @+ Qs ..., @t Q.

Da ¢io, con procedimento che qui non interessa esporre, si pud de-
durre che le relazioni fra le V e le @ sono necessariamente del tipo:

Q1 =0nVi+ CpVo+ ... + CVa,
(13) Qz = 021V1 + 022V". + . + 0211Vn,

A Qn = 0n1V1 + OnZVE + s + CnnVny .

ciod le cariche @ sono funzioni lineari ed omogenee dei potenziali V (o
meglio, delle tensioni fra i singoli econduttori 1, 2, ..., n, e la sfera 8).

E si dimostra altresi che l’energia elettrostatica B del sistema che,
come & noto (El., ITI, 11), & misurata dall’integrale cubico esteso al-

Y’intero spazio:
FD
E =f—2—dv=%fslf’2d'v

(dove F rappresenta il campo e D = ¢F lo spostamento), vale:

1
B=5 @Vit .t @V = 5 CuVit oo+ (Cut C)ViVart ...
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Supponendo nulle tutte le ¥V all’infuori di una, si vede subito che le

espressioni
1

1 1
_2_ C'11V§1 1 o 022V§27 ey _2" C,,,,V:
misurano le energie proprie E,,, E,;, ..., E,, dei campi parziali F,,
Fyy ..., F, dovuti a ciascuno dei conduttori 1, 2, ..., » (in unione,

ben inteso, alla sfera S), mentre un’espressione come
C.V,V,

misura la energia mutua F,, dei campi r"° ed s™°, cioé 'integrale:
E, = f F,D, cos a,,dv = [ eF,F, cos a,, dv = stD, COS Ay dv = H,, ,

dove a,, & I’angolo formato fra i due campi parziali ¥, ed F, (o fra i
corrispondenti spostamenti, o fra uno dei due campi e lo spostamento
dovuto all’altro).

Poiche, come si & visto, & E,, = E,,, ne segue:

Cra = Car .

Le n_(n_2i_1_) costanti

0117 0227 AR Oﬂﬂ’ 012’ 013, 023’ AR | 0”—1;1&

costituiscono i cosi detti coefficienti di capacita del sistema dei dati n con-
duttori; e precisamente le prime, con indici uguali, si chiamano capacita
proprie, le seconde, con indici disuguali, capacitd mutue della coppia di
conduttori il cui numero d’ordine corrisponde agli indici della C,, con-
siderata.
Di tali coefficienti & facile dare una definizione in base alle (13), e

precisamente si ha che:

la capacitd propria di un conduttore, ad es. 1, é il rapporto fra la
sua carica ed il suo potenziale (ben inteso, rispetto ad 8), quando tutti
gli altri condutiori esistenti siano al potenziale dit 8. Infatti, basta sup-
porre V, =V, = ... =V, =0, per dedurre dalla prima delle (12) che
la corrispondente carica @,, che indicheremo con @, vale @; = C,,V;
[
Vl 2.

la capacitd mutua di due conduttori ¢ il rapporto fra la carica assunta
do uno di essi ed il potenziale (rispetto ad S) dell’altro, quando tutti i con-
duttori esistenti, escluso questo ullimo, siano al potenziale di 8.

Infatti, ponendo nelle (13):
Vi=Vy= .. =V, =V,y=...=V,=0,
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oppure :
Vi=Veo=...=V_ ,=Vqy=...=V,=0,

si ricava, nel primo easo Q; = C,V,, nel secondo Q, = C,V..
Dei coefficienti di capacitd si pud anche dare una definizione ener-
getica, e precisamente:
la capacita propria é il rapporto fra il doppio dell’energia elettrosta-
tica propria ed il quadrato della tensione (rispetto ad 8);
la capacita mutua di due conduttori é il rapporto fra Uenergia mutua
der campi ad essi associati quando ai condullori stesst venganmo atiribuite
certe tensioni (rispetto ad 8) ed il prodotto delle tensioni stesse,
Infine, si osservi che, dalle

Q; = CIIVI’ Qa = CarVr ’ Q; = OrsVs y
si deduce:
aQ: C av, de@, av, d@,

av,
a=Cn @ a=Cmo ar

ar

=C

cio®, indicando con 47, i;, ¢, le correnti (di spostamento) che equival-
gono alle variazioni di campo conseguenti alle variazioni dV,, dV,, dV,,
delle tengioni V,, V,, V,, intese positive se uscenti dal conduttore 1,
rigpettivamente s, r (verso il dielettrico) e quindi entranti nel condut-
tore sotto forma di correnti di conduzione a mezzo delle connessioni con-
duttive esterne:

av, .,

av,
@ =

av, Y av,
i =—0,, ar -

—_CNTt’ r

@1 = Cu

Pertanto i coefficienti di capacitd propria e mutua possono definirsi
come rapporti fra correnti di spostamento e velocitd di variazione della ten-
sione, in modo perfettamente analogo a quello che consente la defini-
zione dei coefficienti di induzione propria e mutua mediante le tensioni
indotte per variazione di corrente.

E precisamente, intendendo sempre che le tensioni siano riferite ad
8, si ha che, salvo il segno:

il coefficiente di capacitd propria di un conduttore & il rapporto
fra la corrente di spostamento e la velocitd di variazione della tensione,
quando le tensioni di tutti gli altri conduttori non variano. Il coefficiente
di eapacitd mutua di un conduttore rispetto ad un altro & il rapporto fra
la corrente di spostamento relativa ad uno di essi, dovuta ad una varia-
zione di tensione dell’altro, e la velocitd di questa variazione, ferme re-
stando le tensioni di tutti gli altri conduttori, compreso il primo.

E necessario osservare che in queste definizioni interviene sempre il
conduttore (ausiliario) 8, giacché non puo parlarsi di tensioni, e quindi
di campi elettrici, se non per una coppia di conduttori.

Non & perd a credere che tale conduttore ausiliario §, la cui consi-
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derazione pud dare l'impressione di asimmetria nelle precedentl defini-
zioni, sia indispensabile.

Togliere ad S la funzione che gli abbiamo assegnato, equlvale sostan-
zialmente a considerare un sistema isolato di » + 1 — anziché n — con-
duttori. Cosi facendo, non puo pil parlarsi di capacitd proprie, ma sol-
tanto di capacitd mutue.

In tal caso le formole fondamentali subiscono qualche lieve modifi-
cazione formale.. Se chiamiamo ancora = il numero totale dei conduttori,
si avranno ancora % relazioni fondamentali come le (13), ma con la con-
dizione supplementare:

(14) i+ @+ ...+ 9.=0,

mentre per V,, V,, ..., V, dovranno intendersi le tensioni fra ciascun
conduttore ed un altro qualunque, il cui potenziale sia assunto per ori-
gine. Per es. tale potrebbe essere uno dei conduttori del sistema stesso.

Dovendo le relazioni fornire un medesimo sistema di valori delle @
anche se si alterano tutte le ¥V di una costante qualunque, ne segue che
dovra aversi:

Co+Cat ... +C=0 (r=1,2,...,n),

mentre, dovendo la (13) essere verificata per qualsivoglia sistema di va-
lori delle V, basta supporre che le V siano tutte nulle all’infuori delle
s™* per concludere che é:

CrotCot+ .. + 0 =0 (s=1,2,...,n).

Del resto, queste relazioni coincidono con le precedenti, a causa delle
Csr = Cra-

Pertanto dalle relazioni fondamentali converrdy eliminare le C,, ad
indici uguali, sostituendo in loro vece la somma

—(Olr+ 02r+ e + Cr—l,r+ 0r+1,r+ s + On,r) .

Serivendo poi 0,, in luogo di — O,,, si perviene alle formole seguenti:

Ql = 012V12 -+ 013V13 + ... + Clnvl‘n ’
(15) Qz = 021V21 ~+ 023V23 + v + Canvzn )

Qn - Onlvnl + anvnz + O'nSVna + + Oﬂ,n-IVnm—l7

dove con V,, =—V, = V,— V, & rappresentata la tensione esistente
fra il conduttore r ed il conduttore s, valutata positivamente se r & po-
gitivo rispetto ad s.

Le definizioni delle capacitd mutue, come agevolmente si verifica, eol-
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limano perfettamente con quelle date dianzi, in quanto che in esse il con-
duttore S non figurava con funzioni diverse da quelle di ogni altro, ma
evidentemente non puod piu parlarsi di eapacitd proprie, perché quelle
che dianzi si erano cosi chiamate, non erano sostanzialmente che le ca-
pacitd mutue rispetto ad 8.

Le (15) sono identiche a quelle cui Cre

si perverrebbe qualora si avesse un -

N . e 1 . . Y
sistema di 7_»(_7%_) condensatori di ca- Csq
pacitd M4 C{N‘

1

0127 0137 Ty Crs, L] 2 b 3
Cos

Fig. 8

colleganti a due a due in tutti i modi
possibili un sistema di. » econduttori
(veggasi, pel caso n = 4, la fig. 8), e, questi essendo portati alle ten-
gioni Vy, V4, ..., V, (misurate rispetto ad un conduttore arbitrario),
si volesse calcolare la carica complessiva che viene ad aversi su ciascuno
dei conduttori stessi, nell’ipotesi che il campo di ciascun condensatore
non influisca su quello dell’altro.

(n—1)

Un siffatto sistema di — 5 condensatori pud dunque ben consi-

derarsi elettrostaticamente equivalente al sistema degli » conduttori dati.

7. - Casi particolari di n = 2 ed # = 3. — Nel caso di » = 2, posﬁo
V=V, O =0, =0, @,=—@, =@, le formole (14) si riducono
semplicemente alla:

Q =CV.

1l gsistema & pertanto definito da un unico coefficiente di capacita C,
cui pud allora senza ambiguitd attribuirsi il nome di capacitd del si-
stema, e che risulta corrispondere al rapporto fra la carica che ciascuno
dei due conduttori assume (naturalmente, con opposti segni) e la ten-
sione esistente fra i due conduttori.

Tale capacitd C coincide con quella che fu definita negli elementi di
Elettrostatica.

Per le applicazioni che ci interessano, & particolarmente importante
il caso n == 3.

Per tre conduttori, il sistema (15) si riduce al seguente:

Ql = 012V12 + CISVIS ’
(16) Qz‘ = 021V21 -+ Czavzs [
L Qa = 031V31 + Cszv:;z .
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dove le capacitdh mutue si riducono a tre distinte (3 = —g—"2i1—)) , pre-
cisamente le \

0232082’ ‘ 0312013,‘ 012=021'

Conformemente a quanto sopra veduto in generale, fra le tre cariche
@1, @s, @ sussiste la relazione

Q1+92+Q3=0

conseguenza immediata delle precedenti e della ovvia relazione
v Vas+ Var+ Vyp =0
esistente fra le tre differenze di potenziale
Vi = — Vi, Va=—"Viy, Vie=—Vy.

In ‘questo caso giova introdurre tre grandezze C,, C,, C; definite da:

1 g 0, = 01 + Oy
? Oz = Cn + 023
03 = 031 + 032,

G, Cis cui talvolta si da il nome di capacity proprie

del sistema. :

1] significato fisico di esse & assai semplice, dap-

poiché per es. per C,, si ha che questa equivale

2 C 3 alla capacith (nel senso ordinario) del conden-

23 satore ottenuto connettendo in parallelo Cy, e Cyy;

pertanto, con riferimento allo schema equivalente

(fig. 9), essa pud definirsi eome rapporto fra la carica del conduttore

1 e la tensione fra esso e gli altri due quando questi siano allo stesso
potenziale (punti 2 e 3 cortocircuitati).

Ne segue che, una volta determinate tali capacitd C,, C,, Cs, il che

pud pensarsi fatto mediante gli ordinari metodi di misura (!), riescono

note le capacity C,;, C4y, Cq,. Invero, dalle precedenti, risolvendo, si ha:

Fig. 9

R R SRy A
\ 23 — 2 ’
| c,—C C
\031=_1%3,
¢ C,—C
’012=L22__3.

(1) Prescindiamo qui dalla difficoltd di tener conto dell’influenza dei conduttori di
connessione.
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8. - Capacita di una linea a due fili. — Per certe applicazioni, inte-
ressa saper calcolare la capacitd del condensatore formato da un tratto
di linea a due fili rettilinei, a sezione circolare, paralleli, infinitamente
lunghi. I1 valore ¢ di tale capacitd per ogni unitd di lunghezza pud cal-
colarsi agevolmente come segue. ) i

Prima di tutto si osservi che m< ........... D 4:}‘
I’intensita F, del campo elettrico - (1P T--—
dovuto ad uno dei due condut- A 2r :
tori in un punto alla distanza x { __________________ T -
dal centro della sezione (fig. 10), _ L '
vale: 1 l §

S 54 S — e e e T
9 j |
T

17 Qe s} | TSRS S P +0/

dx
Infatti, se @ & la carica sop-

portata dal conduttore per ogni

unitd di lunghezza, sara per definizione @ il flusso dello spostamento ¢F
attraverso una qualunque superficie attorniante il conduttore stesso. Sie-
come poi, nel punto generico P, il campo F, &, per ovvie ragioni di sim-
metria, diretto secondo OP, converrd scegliere per tale superficie il cilin-
dro di asse O e passante per P, in quanto che esso & in ogni suo punto
normale ad F,. Siccome la sua area vale 2zx -1, si ha dunque:

Q = ¢F, 2nx

Fig. 10

donde la precedente.

Per l’intensitd F, del campo dovuto all’altro conduttore si ha ana-
logamente:
F Q

= 2me(D—ux)’
essendo D la distanza fra gli assi dei due conduttori, e le direzioni di F, ed
F, sono ovviamente concordanti per i punti P situati nel piano dei due fili.
Cido posto, per calcolare la d.d.p., V fra i due conduttori basterd
sommare gli integrali / Fdr e f F,dx calcolati entrambi da » a D, se,

come avviene nel caso statico, o in quello di correnti ad altissima fre-
quenza, si possono considerare le cariche localizzate alla superficie dei
conduttori. Si ha cioé:
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Essa risulta cosi espressa in F/m se cosi & espresso ¢ (s =8,86-1012
wl—(—):’ T l’aria)
= 36x P° :
Per es. per una linea aerea della lunghezza di I km, la corrispondente
capacitdh C vale circa:
l

¢ = ———— microfarad.
36 log 3

Similmente, per un cavo cilindrico coassiale, si trova:

¢ = 2mel farad ,

essendo I (m) la lunghezza, r,, r, i raggi dei due conduttori.

9. - Principio delle immagini. — Consideriamo un sigtema isolato co-
stituito da # 4 1 conduttori 1, 2, ..., n, n 4 I, I'ultimo dei quali,
n + 1, sia un piano indefinito s. Su ciascuno di essi il potenziale & co-
stante e percio le linee del campo elettrico si staccano da ognuno in
direzione normale alla rispettiva superficie; in particolare quindi quel-
le che si appoggiano al
piano x lo incontreranno
normalmente.

Per fissare le idee, pos-
siamo supporre che i primi
n conduttori abbiano ca-
riche positive, cosicche
necessariamente il piano
risulterd caricato negati-
vamente, cioé le linee del
campo avranno le loro ori-
gini su quelli, ed i loro
termini su x, come indi-
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Fig. 11

cato nella parte superiore della fig. 11.

Congideriamo ora un sistema di n conduttori 1, 2'...,, n’ costi-
tuenti 'immagine speculare di 1, 2, ..., »n rispetto a z, e caricati oppo-
stamente a questi. L’insieme di 1’, 2%, ..., »’ ¢ @ & del tutto analogo
al sistema dianzi considerato, e pertanto il piano sz si troverd caricato
positivamente, dal lato opposto dal precedente, e con distribuzione di

arica identica alla precedente.



[1, 9] RICHIAMI DI ELETTROMAGNETISMO E DI ELETTROSTATICA 27

Ne segue che le linee del campo pertinenti al sistema 1/, 2/, ..., n/,
7 costituiranno la immagine speculare di quelle del sistema 1, 2, ..., n,
7, ma, nei riguardi del senso, le porzioni situate dalle due opposte parti
di 7z saranno disposte come continuazione le une delle altre (fig. 11).

Se facciamo coesistere i due sistemi, il piano z non cessa di essere
una superficie equipotenziale, ma esso si trova nelle particolare condi-
zione di sopportare carica nulla in ogni sua parte, comunque piceola;
dunque non si altera elettricamente il sistema se lo si sopprime addirit-
tura. Si perviene cosi ad un nuovo sistema costituito dai 2n conduttori
1,2 ...,m I, 2,..., n, con carica complessiva nulla, e che, per il
modo come & stato ottenuto, & senza dubbio possibile. Esso ha in comune
con quello da cui siamo partiti la distribuzione del campo e delle cari-
che in tutta la parte che sta da uno dei lati del piano 7. -

Inversamente, se si parte da un sistema di 2n conduttori costituito
da due gruppi 1, 2, ..., »n; I'y 2/, ..., n’ simmetrici rispetto ad un
piano 7 e con cariche ordinatamente opposte, si vede subito, invertendo
i ragionamenti precedenti, che se interessa esaminare quel che accade da
una sola parte del piano di simmetria, basta congiderare una sola delle
due metd del sistema dato — la 1, 2, ..., n oppure la 1°, 2, ..., n’ —,
ed aggiungere un conduttore piano indefinito = sopportante un’oppor-
tuna carica complessivamente uguale ed opposta alla somma di quelle
esistenti sui conduttori situati nella metd considerata.

E questo il pit semplice caso di applicazione dell’importante prin-
cipio delle immagini enunciato da Lord Kelvin, e che pud formularsi
come segue,

Se nello spazio situato da una parte di un piano conduttore indefi-
nito si ha un campo elettrico contenente una distribuzione qualunque di
cariche, si avra, nello stesso spazio, lo stesso campo, sopprimendo il piano
conduttore e sostituendogli una distribuzione di cariche ubicate simme-
tricamente alle date rispetto al piano, ma aventi segni rispettivamente
opposti. Inversamente, se un campo elettrico & tale che, rispetto ad un
certo piano, la sua distribuzione sia simmetrica con inversione di senso,
la parte del campo che interessa lo spazio situato da una delle due parti
del piano puod ottenersi anche pensando soppresse tutte le cariche egistenti
dall’altra parte, e immaginando che il piano stesso sia costituito da un
conduttore. Tale conduttore dovra necessariamente sopportare una
carica complessiva uguale alla somma di quelle che in tal guisa si sono
Soppresse.

Una applicazione semplicissima di questo principio puo farsi al calcolo
della capacitd C del condensatore costituito da un filo rettilineo f teso
parallelamente, alla distanza k, ad un piano conduttore .

Se si considera il sistema costituito dal filo f e dalla sua immagine f~
rispetto al piano, ritenendo i due fili ecaricati in senso opposto, si ha un
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sistema elettrico, di cui la parte svolgentesi dal lato del piano = che con-
tiene f & identica a quella che si ha nel caso dato.

Pertanto si puo concludere che I’energia elettrostatica di questo & la
meta di quella del sistema (f, ). Detta allora V la d. d. p. fra f e =, sard
2V quella fra f ed f, e quindi Penergia del sistema (f, /) vale:

K @V)
2

= 2KV,

essendo K la capacitd del condensatore (f, f).

2
Scrivendo che questa energia & doppia di quella, ov: del sistema

2 ’
(f, =), si ottiene:
¢ = 2K,

dopo di che, richiamando un precedente risultato (n. 8), si ha senz’altro
che la C vale:
’ 2me

log g

per ogni unitd di lunghezza del filo f.

10. - Prineipio di dualitd elettrica. — Se esaminiamo le leggi fonda-
mentali della Elettrologia, possiamo facilmente constatare che esse pos-
sono accoppiarsi in modo tale da ottenere per ogni coppia identici enun-
ciati salvo lo scambio di alcune parole.

Per es., consideriamo la legge di Ohm e scriviamola sotto la duplice
forma:

1
dove g = - La prima di queste corrisponde alla proposizione: «la ten-

sione ai ecapi di una resistenza r percorsa da corrente ¢ equivale al pro.
dotto di r per i»; la seconda all’altra: «la corrente che circola in una
conduttanza g a cui sia applicata una tensione e, equivale al prodotto
di g per e».

Disponendo #n serie — cioé a paritd di corrente attraverso esse —
alcune r, si ottiene I’equivalente di una unica R uguale alla somma
delle singole r. E correlativamente, disponendo in parallelo — e cioé a
paritd di femnsione ai loro capi — alcune g, si ottiene l’equivalente di
una G unica uguale alla somma delle singole g.

Analogamente si conclude per le relazioni fra le cariche e le tensioni
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nel caso dei condensatori, in quanto che esse sono governate da formole
dello stesso tipo delle precedenti:

1
=—C_°Q’ Q=CE,

dove la @ tiene il posto della corrente (dalla quale differisce per un divi-

1 .
sore « tempo ») e la C, rispettivamente T’ della conduttanza g, rispet-

tivamente resistenza r.

Accanto alla prima legge di Kirchhoff, che esprime la nullitd della
somma delle correnti in rami costituenti una stella (cioé connessi ad un
nodo), si ha la seconda, che esprime la nullitd della somma delle tensioni
(computando fra queste le controtensioni ohmiche) in rami costituenti
un poligono (maglia chiusa).

Accanto alla legge fondamentale dell’induzione magnetica:

di
e=—LGg
si ha l’altra:
. de
i=—0%

e 8i osserva che entrambe si lageiano raccogliere sotto un unico enun-
ciato purché si scambi e con ¢, ed L con C.
Analogamente le formole:

® = Li (opp. = Mi),
o pill generalmente le:
‘ D, =M+ Myt + ... + Mypt,,
{ ¢n = Mnlil + aniz + o + Mnnin 3
sono formalmente identiche con le:

Ql = Cuvl (OPP Qs = Cerr) ’
rispettivamente :

Ql = 011V1 + 012V2+ cee Cann,
L Qu = CaVit CuVat oo + OV,
qualora si mutino L (o M) in O, ed ¢ in V, ¢ quindi @ (amperesecondi)
in @ (voltsecondi).
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guenti nozioni:

tensione corrente

resistenza (reattanza, impe- conduttanza (suscettanza,
denza) ammettenza)

gerie parallelo

connessione a stella (piut
rami concorrenti ad wun
nodo)

capacita (propria, mutua)
flusso magnetico (voltsec)

a vuoto (morsetti aperti,
corrente erogata nulla)

connessione a poligono (piu
rami disposti a formare
una maglia chiusa)

induttanza (propria, mutua)
carica elettrica (ampsec)

cortocircuito (morsetti chiu-
8i, tensione nulla fra gli

Riassumendo, si pud dire che, se si dispongono in due colonne le se-

stessi)
e viceversa,

da ogni proposizione o formola involgente alcuni fra gli elementi seritti,
se ne pud trarre un’altra, formalmente identica, fra gli elementi che, nel
quadro precedente, sono situati nella stessa linea dei primi, ma nella
opposta colonna, in quanto che, se per dimostrare la prima si debbono
applicare alcune delle leggi fondamentali richiamate, la dimostrazione
della seconda potra farsi applicando allo stesso modo quelle leggi fonda-
mentali che dalle precedenti si deducono effettuando gli scambi indicati.
- In cid consiste quello che si potrebbe chiamare un principio di dualitd
o di correlazione, constatato il quale, si possono ritenere senz’altro dimo-
strate certe proposizioni, quando siano state dimostrate le rispettive duali.
B da osservare che gli elementi non aventi carattere elettrico, come
ad es. il tempo, ’energia, la potenza, debbono intendersi avere per cor-
rispondenti, o duali, sé stessi; e viceversa. Ad es., come la espressione Li?
rappresenta una energia, altrettanto avviene della sua duale Cv?; espres-
sioni come ei, LC, che per dualith si trasformano in sé stesse, misurano
la prima una potenza, la seconda il quadrato di un tempo, cioé gran-
dezze non aventi carattere elettrico, e quindi autoduali.

11. - Trastormazione di una stella di impedenze (o di capacitda, o di
induttanze) nel triangolo equivalente, e viceversa. — Una interessante
applicazione del principio esposto nel n. prec. & quella che pud farsi alla
trasformazione di un sistema di tre impedenze () a triangolo in una stella
e viceversa.

(1) Sottinteso, con riferimento ad un regime sinusoidale di pulsazione ben deter-
minata e fissa.
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Cominciamo col determinare le tre impedenze Z,, Z,, Z; (*) a stella
equivalenti ad un dato sistema Z,, Z,, Z, di impedenze a triangolo.
All’uopo, scrivendo che fra i morsetti 2 e 3 (fig. 12) I'impedenza &

Fig. 12

in un caso Z, + Z;, nell’altro la Z, in parallelo con le Z, e Z, fra loro
disposte in serie, cioé con I'impedenza

ZoZo+Z) I
Za+ Zb+ Zc—za+ Zb+ Zc’

8i ha la prima delle tre relazioni:

___ Zcza+zozb _ Z,,Zc—l- ZcZ,,
Z2+Z3—Za+zb+zc’ Z3+Z1—Za+zb+zcv Z]+Z2:Za+zb+z69

da cui agevolmente si ricava:

S 7 7 7 P 7 S
l—za+zb+zc’ Z—Za+zb+zc, S—Za+zb+zc.

Cio premesso, se si vogliono ottenere le formole pel passaggio inverso,
non & necessario risolvere queste ultime, ma basta osservare che il cor-
rispondente problema & duale del primo, per cui si possono senz’altro
scrivere formole identiche, purché al posto degli elementi del triangolo
si pongano i duali di quelli della stella. Possiamo dunque asserire che le
formole cercate sono:

V/ VA

Y2Y3 Y3Y1 Y1Y2

Yaz—'_—'a =V LV L v =Y Vv LV *
LIL4 Y P LY TY YTV, IYL Y.

(}) Faremo costantemente uso dei caratteri grassetti per indicare numeri complessi
(impedenze, ammettenze, tensioni e correnti sinusoidali, ecc.), riservando i corrispon-
denti caratteri ordinari ai relativi moduli.
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In particolare, per passare da un sistema di tre condensatori a stella
Cyy 0,5, O, all’equivalente sistema C,, C,, O, a triangolo, si avranno
le formole:

C, = CyCy C 0,0, 0,0,

C,+C,+C T C+0C+0C T Ci+ O+ Gy

con le inverse (ottenibili scambiando @, b, ¢ con 1, 2, 3, e le C con le %) :

_ Cboc + CcCa + anb . Cch + Ccoa + Ouob

C

Cl Oa L] Cz Cb '
Cboc + CcCa + CaOb
03 = Cc ’

ed analogamente pel passaggio da un sistema di tre induttanze da trian-
golo a stella si avranno le seguenti formole:

L - LbLo L . LcLa L . LaLb .
l_Lu+Lb+Lc’ 2—L(5+Lb+Lc, s——La+Lb+Lc,
L. = L,L, 4 LsLl + Lle I, = Lst + LsI/l + LIL‘.!

a — b —
1 ’ L, '

7 _DsLs+ L:Ly + LL,
e = I/3 .

12. - Trasformazione di un sistema a tensione costante con due im-
pedenze in serie in uno a corrente costante con due ammettenze in pa-
rallelo. — Come secondo esempio di applicazione della legge di dualita,

Fig. 13 a) Fig. 13 b)

consideriamo un sistema (fig. 13 ¢)) formato da un generatore di f. e. m.
alternativa costante E in serie con due impedenze, di cui una, la Z,,
potry per es. pensarsi rappresentare I’impedenza interna del generatore,
V’altra, la Z,, una impedenza di carico.

Se indichiamo con I la corrente ¢ con V la tensione ai capi di Z,, si
ha notoriamente la relazione:

(17) E=214YV.
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Dividendo tutti i termini di questa per Z, otteniamo:

a8) IL=YV+I,
dove I, = -;i rappresenta la corrente di corto circuito, cioé quella che si
£

t

avrebbe nell’ipotesi Z, = 0, ed Y, = —%— ¢ la «ammettenza interna » del

generatore. ,

La (17) ovviamente esprime che ai capi del carico Z, & disponibile una
tensione V corrispondente alla differenza fra E e la caduta Z,I attraverso
Z;. La (18) esprime invece che la corrente di corto circuito del sistema
& decomponibile in due parti, ’'una delle quali, la Y,;V, coincide con quella
che circolerebbe in una ammettenza Y; alimentata da V, e l'altra é pre-
cisamente la stessa I che compare nella (17). Siccome poi questa si puo
rappresentare con Y,V, se ne conclude che la corrente in Z, e 1a tensione
ai capi di Z, possono pensarsi determinate sia dalla (17), secondo la
quale Z, e Z,; sono alimentate in serie dalla tensione E, sia dalla (18),
secondo la quale le medesime impedenze Z, e Z; sono alimentate in
parallelo dalla corrente 1, (fig. 13 b).

E questa una interessante trasformazione di un sistema con due im-
pedenze in serie in un altro nel quale le stesse impedenze sono in paral-
lelo. Devesi perd notare che la equivalenza dei due sistemi & limitata
soltanto a quanto riguarda il ramo Z,.

B poi degno di nota che i due sistemi qui esaminati sono 1'uno duale
dell’altro, corrispondendosi la tensione a vuoto E del primo e la corrente
di corto circuito I, del secondo, la disposizione Z,, Z, in serie alla Y,,
Y. in parallelo, 1a tensione V (disponibile ai eapi di Z,) alla corrente I
(disponibile nel ramo Y,).

RiMINI - Radiotecnica. 3






CAPITOLO SECONDO

ELEMENTI DEI CIRCUITI ELETTRICI
(RESISTENZA - INDUTTANZA - CAPACITA)

1. - Resistenza. - Densitd di corrente. — In Elettrotecnica si defini-
gce la resistenza di un conduttore come rapporto fra la tensione ai capi
e la corrente convogliata, perché in generale (beninteso, in assenza di
f. e. m. inserita) tale rapporto & praticamente costante.

Se si tratta di un conduttore filiferme, di sezione ‘costante, ed omo-

geneo, la resistenza R stessa & misurata da una espressione del tipo:
l
R = e I

dove ! & la lunghezza, s la sezione e g la resistivitd del materiale di cui
il conduttore & formato.

Ordinariamente o si esprime in uQ-m, onde avere dalla precedente
la misura di R in ohm quando ! ed s siano misurati rispettivamente in
metri e in mm?2. Usando invece per ! ed s unitdh corrispondenti, per es.
c¢m e cm? oppure m e m? o deve esprimersi in ohm-cm, risp. ohm-m.

Per il rame a 0°C si ha ad es. ¢ = 0,016 uQ-m. * ,

Il passaggio di una corrente ¢ (amp.) attraverso un conduttore di resi-
stenza R determina uno svolgimento di calore nella misura definita dalla
potenza Ri? watt (effetto Joule), per cui la resistenza pud anche definirsi
come rapporto fra la potenza trasformata in calore ed il quadrato della
corrente. K

Tutte queste definizioni sono perfettamente equivalenti finche, il con-
duttore filiforme essendo omogeneo, & omogenea anche la distribuzione,
nella sua sezione, della densitd di corrente, definita, nell’intorno di un
punto P della sezione stessa, come limite del rapporto fra la corrente
che fluisce attraverso una piccola area attorniante P e I'area stessa.

Tale densitd di corrente pud in generale variare da punto a punto di.
una determinata sezione (anche quando, come qui per semplicitd sup-
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porremo, i moti elettronici costituenti la corrente avvengono parallela-
mente all’asse del conduttore), cosicchs, detto u il suo valore nel punto P,
la corrente convogliata da una areola infinitesima do (normale ai filetti
di corrente) attorno a P vale udo, a meno di infinitesimi superiori a da.

Ma, se la densitd » non & costante nella sezione di passaggio, le tre
definizioni sopra indicate non collimano se non si fanno intervenire par-
ticolari convenzioni.

Per fissare le idee, supponiamo che la sezione S sia divisibile in =
parti 8,, 8., ..., 8,, in ciascuna delle gquali si abbiano valori costanti,
ma non fra loro uguali, %, %s, ..., u,, della densitd. Si potrd pensare
il conduttore complessivo costituito da pill conduttori connessi in paral-
lelo, per ciascuno dei quali sono applicabili indifferentemente le tre defi-
nizioni precedenti. Il fatto ehe i conduttori elementari sono in parallelo,
eonsente senz’altro di parlare di wne d. d. p. e applicata agli estremi; ed
allora, per ognuno di essi si avrd che la intensitd di corrente & legata
alla rispettiva resistenza da relazioni come le:

@) Ryy=¢, Ryy=¢, ..., Ry,=c¢,

per cui la resistenza complessiva, definita come rapporto di e alla cor-
rente totale ¢, + i, + ... + in, rigulta ovviamente data da:

1 1 1 o1
(2) TE‘='—;+E+...+E.

In particolare, la densitd media w & misurata da

3) S Sl Y bR ol _ WSyt 48+ .. 4 S,
S+ 8,4+ ... + 8, Sl+82+'-'+8n ’

ciosé dalla media ponderata delle singole densith, ciascuna affetta da un
coefficiente di peso uguale alla corrispondente sezione ().

Ora, & importante notare che la resistenza definita dalla (2) corri-
sponde anche al rapporto fra la potenza dissipata per effetto Joule ed
il quadrato della corrente totale. Invero, nel conduttore elementare rv°,
si ha per la corrispondente potenza Joule w,:

, &
| w, = R4} = 5
Sommando le varie potenze, onde ottenere la potenza totale W, si
avri:

‘1 1 o
W =w, + ...+w,,=e=(1—2—1+ ...+E)=R—=Rla,

(1) Nel caso di corrente alternata, nelle (1) occorrerebbe riferirsi alle componenti
attive (rispetto alla tensione e) delle singole correnti, ed una relazione come la (2) non
‘potrebbe piut scriversi.
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essendo R definita dalla (2). Se ne conclude che tale R uguaglia il rap-
porto l}:—, come si era asserito.

La resistenza cosi definita verrd chiamata apparente o equivalente:
essa manifestamente non costituisce un attributo intrinseco del condut-
tore, in quanto che il suo valore & legato alla particolare legge di distri-
buzione della densitd, la quale a sua volta pud dipendere da fatti estra-
nei al conduttore stesso, come meglio vedremo nei prossimi nn,

Nel caso di correnti alternate, occorrerd sempre riferirsi alla potenza
media, ed al valore efficace della corrente totale.

Queste considerazioni dimostrano che, nel caso pili generale, la sola
definizione cui sempre si pud ricorrere per la resistenza & quella di tipo
energetico. .

Sotto questo aspetto anzi, come meglio vedremo in seguito, assai
spesso, da un punto di vista puramente formale, si identificano con re-
gistenze tutte le parti dei circuiti elettrici che, essendo sedi di f.e.m.
contrarie alle correnti, danno luogo ad wuscite di potenza dal circuito
stesso; e 8i definisce come resistenza equivalente (sottinteso: energetica-
mente) il rapporto della potenza uscente al quadrato della corrente, pen-
sando cosi Puscita energetica effettiva sostituita con una manifestazione
Joule ad essa quantitativamente uguale.

Vogliamo qui in generale osservare che, quando la distribuzione della
densitd di corrente, nella sezione di un conduttore cilindrico omogeneo,
non & uniforme, la entitd dell’effetto Joule & sempre superiore a quella
che si avrebbe, a paritd di corrente convogliata, qualora la distribuzione
fosse uniforme: cioé la resistenza apparente & superiore a quella che si
potrebbe chiamare la resistenza effettiva.

Difatti, detta » la media fra le densitd «,, #,, ..., %,, e indicando
eon g, g, ..., %, gli scarti da tale media, cioé ponendo:
Uy =% - Uy, g =UF B3, ..., Uy=714Fu,,

dalla (3) si ha:

S = w81+ ..o+ 4,80 = 81w+ u) + ... + 8(u+ u) =
=u(8;+ 8,4+ ... + 8,)+ Sy + Sauz 4 ... + S, =
= uS + Syui + Sauz + ... + Suu,,
quindi: .
Sy + Squs + ... + S, =0,
dopo di che, all’espressione della potenza Joule che, a meno del fattore
ol, vale:

R H q

¢ —+ +...+ =Slu§+82u§+...+snuﬁ,
8, "8,

Al
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8i pud dare l’aspetto:

Sa(e + %)+ Saw - w3} 4 oo = w8+ Syt o)+ 20(Sag + .- ) -
+ (Syus® + Sauzt 4 ...) = w8 4 (8yu2 + Saust+ ...).

11 primo termine del secondo membro misura la stessa potenza nel-
Iipotesi di distribuzione uniforme; e poiché il secondo & somma di ter-
mini essenzialmente positivi, risulta evidente che il minimo valore del-
I'intera espressione & rappresentato dal suo primo termine; non solo, ma
risulta anche che affinché tale minimo si verifichi occorre che sia:

U, =wp = ... =up =0,

con che & dimostrato lasserto. -

2. « Effetto pellicolare. — La disuniforme ripartizione della corrente
in un conduttore cilindrico omogeneo si verifica in particolare quando ai
capi di esso sia applicata una d. d. p. alternata, e la cosa si comprende
agevolmente pensando che, in generale, in presenza di correnti e di ten-
gioni variabili, occorre, in relazioni come le (1), mettere in conto anche
le f. e. m. dovute alla a.i. dei singoli filetti di corrente, per il che occorre
conoscere la digtribuzione dell’induzione magnetica B dovuta al campo
prodotto dalla corrente, e ¢id non soltanto nello spazio esterno al con-
duttore, ma anche in quello occupato dal conduttore stesso.

Un tale studio, che verra fatto in dettaglio nei nn. segg. limitatamente
al caso di una ¢ alternativa sinusoidale di una data pulsazione w, nell’ipo-
tesi che il conduttore considerato abbia sezione circolare di raggio 7, e
o sia ad asse rettilineo indefinito, conduce in

generale a conclusioni alquanto complesse:
la densitd della corrente varia da punto a
T punto, pur congervando lo stesso valore, per
ovvie ragioni di simmetria, per tutti i punti
_situati su ogni circonferenza concentrica col
z contorno della sezione del conduttore. In
altre parole, vedremo che la densitdh pre-
detta & funzione della distanza y (fig. 14)
del punto considerato dalla periferia; pilt pre-
cisamente, col crescere di y, cioé col pas-
sare da strati periferici a strati via via pil
interni, la densitd stessa # va diminuendo e la corrente convogliata
va via via modificando la sua fase. In brevi parole, pu¢ dirsi che tale
densitd & un numero complesso u di cui tanto il modulo che l’argo-
mento sono delle funzioni di y.

Di ¢id & facile rendersi grossolanamente conto pensando che il flusso,

o numero di linee magnetiche, che va a concatenarsi coi filetti pit pros-

Fig. 14



[1I, 3] ELEMENTI DEI CIRCUITI ELETTRICI 39

Y

gimi al centro, & maggiore di quello corrispondente ai filetti periferici
(fig. 15), in quanto che per ognuno di questi esso si commisura alle sole
linee che, attorniando il conduttore, hanno raggio > r,, mentre, per uno
strato posto, ad es., a distanza y dalla periferia, occorre tener conto an-
che di quelle linee ! che si svolgono nella corona compresa fra i cerchi
di raggi r, ed r,—y, ciascuna
delle quali poi corrisponde al
flusso dovuto alla sola parte
della corrente totale che scorre
nella porzione del conduttore
situata all’interno della linea
stessa. In definitiva si ha che,
procedendo verso ’interno, au-
menta l'induttanza degli strati
a parith di resistenza ohmica,
onde I'impedenza varia, e per-
tanto si ha a che fare con un
sistema di (infiniti) filetti in
parallelo aventi, a paritdh di se-
zione e quindi di resistenza
ohmieca, impedenze diverse. Precisamente, procedendo dalla periferia verso
il centro, si avrd aumento della reattanza e dell’impedenza e percid
riduzione della densitd di corrente e ritardo progressivo di fase.

La corrente tende dunque a localizzarsi nella sezione in modo non
uniforme, e precisamente a disertare le regioni centrali addensandosi nelle
periferiche, il che giustifica la denominazione di « effetto di pelle » (ingl.
skin-effect) che ordinariamente si d& a questo fenomeno. :

3. - Relazioni quantitative. - Caso generale. — Lo studio quantitativo
della distribuziene della densitd di corrente, per il caso di una tensione
alternativa sinusoidale applicata ai capi di un conduttore ad asse retti-
lineo indefinito di sezione circolare, il cui raggio indicheremo come sopra
con 7,, pud condursi al modo seguente.

Innanzi tutto si osservi che, per evidenti ragioni di simmetria, 1a den-
sitd di corrente u sard la stessa per tutti i punti della sezione situati-su
tina medesima circonferenza concentrica al cerchio che delimita la se-
zione stessa; essa cioé sard funzione soltanto del raggio r di tale circon-
ferenza. Congideriamo un tronco di lunghezza unitaria del conduttore e
suddividiamo la sezione in anelli infinitesimi, il generico dei quali sara
quello compreso fra i raggi r ed r + dr ed avrd quindi un’area misurata
da 2mrdr. Se con @ si indica il flusso magnetico concatenato con tale
anello, e con g, al solito, la resistivitd del metallo costituente il condut-
tore, sard 2mrdru. la corrente convogliata dall’anello, la cui resistenza
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ohmica vale 2}—3%, , per cui si avrd la relazione fondamentale

essendo E la tensione ai capi del tronco considerato.

Se con I (funzione di r) si indica la corrente convogliata entro il cer-
chio di raggio generico r, si avra:

r
: d
I=2n 0/ radr , e quindi —d—:- = Znra .

La corrente I, convogliata dall’intero conduttore corrisponde al valore
di I per r =r,, ciod si ha: '
Y
I, =2n [ rudr .
0
Per quanto riguarda ®, richiamiamo (v. nota a pag. 15) che il campo
magnetico elementare prodotto dalla corrente rettilinea indefinita fluente
in un conduttore a sezione anulare coincide, per ogni punto esterno, con
quello che si avrebbe se la corrente fosse concentrata nell’asse, mentre
per ogni punto interno all’anello é zero. Da ci0 segue che a comporre
il @ che compare nella (4) interverranno soltanto le linee magnetiche
esterne a tale anello. Da queste linee separiamo quelle il cui percorso &
esterno all’intero conduttore e quindi interessano ugualmente tutti gli

anelli elementari, e indichiamo con e la f. e. m. ad esse dovuta. Il flusso
L5

rimanente sard a rappresentarsi con / uHdr, dove u & la permeabilitd

. r
del metallo costituente il conduttore ed H il campo magnetico alterna-
tivo dovuto alla corrente convogliata dalla porzione di conduttore interna

al raggio r. Si avrd dunque:
et

gu—l—jw/qur:E—}—e,

r

da cui, derivando rispetto ad r:

da

0 gy = JouH.
D’altra parte, il valore di H alla distanza generica » dal centro &:
r
I 1
H = 2_—_.‘7'”‘ = 7 0[ radr .

quindi la precedente diviene:

r

du . U L WU
5 ko S/l BN At
(%) . r&=Js I=j 0/’rudr.
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Derivando rispetto ad » e ponendo

_1/% _1/e
(6) ) a6 = wou _.l’nf,u’
essendo f = %—c la frequenza, si ottiene la seguente equazione differen-

ziale cui soddisfa u:
du 1 du :
drr " Ty dr 2" =0,
alla quale, assumendo per nuova variabile
LT ——
T = (1—])—al—=\/——-237,
si pud dare la forma tipica

dzu 1 du
(7 d—w’+wda:+u'0

(della cosi detta equazione di Bessel d’ordine zero). .

Le sole soluzioni di questa equazione regolari anche per # = 0 sono
date dal prodotto di una costante arbitraria complessa per la serie (fun-
zione cilindrica o di Besse] a’ ordine zero):

2 axt Pl m( 1) a%n
o) =l—Git o s g et 503 (n‘)Z g ()

Si avrd dunque in definitiva:
LT
w=aJ, [a—j—|,

dove A rappresenta una conveniente costante (in generale complessa),
o meglio, mettendo in evidenza il valore u, della densitd nello strato
esterno (r = r,) del conduttore:

Jo[a—p) ]
ra -2

La grandezza o definita dalla (6) & ovviamente omogenea con una
lunghezza: ad essa, per una ragione che vedremo fra poco, si di il nome

(8) u=u

(1) Se un integrale u della (7) & regolare per # = 0, deve essere u’(0) = 0, quindi
00
(sviluppo di Mae-Laurin) u = a, + 2 a,2". Sostituendo nel primo membro di (7) ed an-

nullando i coefficienti delle successive potenze di z, si trova n%e2 + a,_, = 0 per ogni
n> 1, da cui segue la formola del testo.
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di penetrazione. Giova rendersi conto del suo ordine di grandezza per i
casi che maggiormente interessano la pratica. La (6) ne da il valore in
metri quando g sia espresso in Q-m, f in Hz e x in H/m. Esprimendo
invece g in xQ-m, fin kHz, x in pH/m, sard da .porre yLy, - 47w - 107,
essendo u, la permeabilitd relativa-(u, = 1 per l'aria) e sostituire 10%f
ad f. Si ottiene cosi: '

1 4/ V@
=— |/—m = 16 mm .
é 207 V,urf .urf
2,02

AQ es., per il rame a 0°C (o = 0,016, y, =1), risulta ¢ = —= mm,
quindi: V'f

per f = 0,042; 0,050; 01; 1 ; 10 ; 100 ; 1000 kHz
rispett. ¢ = 9,8 ; 9 5 6,45 2,02, 0,64, 0,20; 0,064 mm

Per un ferro avente ¢ = 0,12, u, = 1000 si avrebbero valori
10 . .
——10—0 . %%199 « 11,5 volte minori; per ’acqua marina (p = 108,
\ —
108
4r =1), quei numeri si moltiplicherebbero per Vm = 7900.
’
Della funzione J, e delle sue componenti reale ed immaginaria sono
state costruite tabelle che consentono in ogni caso la esatta valutazione
della legge di distribuzione della densitd di corrente in conduttori circo-

lari come quello considerato.

4. - Soluzioni approssimate. — Per le applicazioni pratiche, & di par-
ticolare interesse il vedere come Ja formola fondamentale (8) possa sem-
plificarsi nei casi estremi, cioé per r, molto inferiore o molto superiore
ad a.

Per r abbastanza piccolo in confronto ad @, caso questo che ordina-
riamente si verifica alle basse frequenze industriali (in cui, come §i vede
dalla tabella sopra riportata, la penetrazione risulta, per il rame, dell’or-
dine del cm) od anche alle alte frequenze purcheé si tratti di fili di dia-
metro molto piccolo, 1a (8) si pud semplificare sostituendo ad J, lo svi-
luppo in serie arrestato al secondo termine. Con ¢id, ricordando che
(1 —j)® vale — 2§, ’espressione di u si riduce sensibilmente a

72 .
14755 2 2\
2a2 LT LT
“Q“I—ﬁﬁ“l(lﬂ‘z?s)(l—ﬂz‘;?) ’
14755,

il cui modulo vale

4_7-:

r
w1+ SRR
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Si vede dunque che, nel passaggio dalla periferia agli strati piu in-
terni del conduttore, si verifica una progressiva diminuzione della den-
8itd (modulo); inoltre, procedendo verso l'interno si ha un ritardo pro-
gressivo di fase il cui importo angolare ¢ alla distanza r dal centro wvale:

ri—re

gL 9a?

Per valutare la resistenza apparente R, caleoliamo la potenza P dis-
sipata per effetto Joule e dividiamola pel quadrato del valore efficace
della corrente totale I, convogliata.

Si ha evidentemente:

7y

I = 2:/:[ urdr = 2mu, / (1 -|-_7 2a2 )rdr = mu,r: (1 4a2> ®,
0

il quadrato del cui modulo é:

,r4
I = mouirt (1 4 162»‘) .

D’altra parte si ha:

[

1
P =2mp [uﬂrdr = pulmr? (1 + 15 Zi) ;

quindi, a meno di t'ermini di ordine superiore rispetto a quelli seritti,
risulta

P / i e 1
R= i (1 + 12a4> (1 — 164t ) o (1 1 a4)
cui giova dare l’aspetto

1
R = R(1—|—48 a‘)

avendo indicato con R, la resistenza che lo stesso conduttore presenta
quando sia percorso da corrente continua, cioé con densitd di corrente
uguale in tutti i punti della sezione.

Quando invece r sia notevolmente maggiore di a, cioé quando si ab-
bia a che fare con valori di @ molto piccoli e si limiti I’'indagine a strati
sufficientemente distanti dal centro, si puo pervenire ad una interessante
soluzione approssimata del problema che ci occupa, atta a fornire una
chiara e completa idea dell’andamento quantitativo del fenomeno.

(1) Questa espressione fornisce senz’altro il valore efficace di I; qualora u sia pure
riferito al valore efficace.
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A tale soluzione arriviamo approssimando senz’altro ’equazione dif-
ferenziale (7) che governa il problema stesso. All’'uopo osserviamo che,
essendo identicamente

1 dur/a)  de

_Gu ldu_ u
. Ve der T der T oz oda T 4x®’
la (6) pud scriversi: i
d*(u /)

T dxt + uw/z (1 + 4:1:2) =0.

L’approssimazione indicata consiste nel trascurare — P rispetto all’unité,

il che @& lecito ogni qualvolta sia abbastanza grande il modulo di 4«2,

8r?
ciog 2 Questo & quanto si verifica appunto quando si vogliano cono-

scere i valori di u in strati sufficientemente lontani dal centro, ancorché
a distanza, dalla periferia, notevole rispetto ad «. In particolare tale
approssimazione sard lecita per un conduttore anulare di raggio interno
abbastanza grande rispetto ad a. In ogni caso il giudizio sull’attendibi-
litd del risultato puo sempre farsi a priori appena noto il valore di a;
cosi, per valori di @ dell’ordine di 1 cm, I’approssimazione sary accetta-

al
bile per frequenze di 10° Hz cirea con fili di rame =0 005) per fre-

872
quenze anche inferiori con fili di ferro, e cosi via.

Ridotta la (7) alla forma semplice

@ (;;2/90) uy/z =0,

se ne deduce subito (App., 4, 9):
u4/z = Ae”® + Beiz,
dove A e B sono costanti arbitrarie, in generale complesse. Sostituendo

ad « il suo valore (1 —3j) iy avry la espressione di u in funzione di r:

ST —+) T
u=A — B —
Ve TR
avendo conglobato in A, B il fattore V_—j
Per valori di r sufficientemente grandl il secondo termine, il cui mo-

B
dulo vale ———, & trascurabile rispetto al primo, e pertanto potra
e/
approssimativamente ritenersi:

r
e+

AT

n =
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A questa, introducendo il valore w, di u per r = r,, 8i pud dare la forma

e—'(1+f)1a— v
un=u ==,
/
=

(41

che si presta al calcolo della densitd u alla profonditd y = r, — r misu-
rata dalla periferia. Per profonditd y picecole rispetto ad r,, ancorche
y

dell’ordine di multipli elevati di a, si potra trascurare . in confronto
1

dell'nnitd e scrivere semplicemente:
(9) : u= ule‘(l“)% .

Questa relazione mostra che, procedendo dalla periferia, si incontrano
densitd via via decrescenti con legge geometrica, ciod in guisa che
alle profonditd @, 2e, 3a, ... la densith viene ad assumere valori
e, ¢2, €%, ... volte piu piccoli di quelli che ha alla superficie. E contempo-
raneamente le correnti che percorrono i successivi anelli concentrici si
trovano progressivamente sfasate; pill precisamente il ritardo di fase, a
partire dalla periferia, importa un radiante per ogni spessore a.

8i vede dunque che, come s’era asserito alla fine nel n. 2, la corrente
tende a concentrarsi verso gli strati periferici, e ¢i0 in misura tanto piu
notevole quanto minore & a, la cui dipendenza dalla frequenza, dalla re-
gistivitd e dalla permeabilitd & definita dalla (6).

Nei casi in cui @ risulta molto piecolo rispetto ad r,, gli strati interni
praticamente non partecipano alla conduzione, con che dall’esame pre-
ventivo del valore di a si pud effettivamente giudicare dei limiti entro
i quali il superiore procedimento & a ritenersi applicabile.

Ad es., nel caso di conduttori di elevata resistivitd, la lunghezza a
assume valori relativamente grandi, e pertanto il procedimento indicato
non potra applicarsi se non a conduttori di raggio molto grande. In par-
ticolare la formola (9) si presta allo studio della penetrazione delle cor-
renti ad alta frequenza entro I’acqua del mare. Per questa, con f = 30 kHz,
8i ha per a il valore di m 2,89, ragguardevole, & vero, in senso assoluto,
ma tuttavia trascurabile in confronto al raggio del conduttore (raggio
terrestre) (!). La profonditd y alla quale la densitd di corrente si trova
ad es. ridotta ad 1/100 del suo valore in superficie, si calcola mediante

la % = log 100 e si trova cosi ¥y = 4,6 - 2,89 = 13,30 m. Con maggiori
valori della frequenza si avrebbero maggiori valori di @ e quindi, a pari
profondith, maggiore attenuazione, _E questa la ragione per cui, per le

(1) Appunto perché questa grandezza & trascurabile in confronto al raggio terrestre,
¢ lecito ritenere valida la legge esponenziale anche fino a notevoli profondita.
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trasmissioni radiotelegrafiche destinate ad essere ricevute da sottoma-
rini in immersione, si adoperano frequenze relativamente basse (onde
lunghe).

In ogni caso, la soluzione (9), che ha carattere approssimato per con-
duttori cilindrici di raggio finito, acquista carattere rigoroso nel caso di
un mezzo conduttore limitato da un piano indefinito: questo viene a
sostituire la superficie esterna di raggio r», e gli strati di profondity y
non.sono altro che i piani alla distanza y da quello.

b. - Resistenza apparente. - Penetrazione. — Quanto alla valutazione
dell’aumento di resistenza dovuto alla ineguale ripartizione della cor-
rente, essa pud sempre farsi, come gid vedemmo nel caso trattato al n.
prec., calcolando il rapporto fra la potenza relativa all’effetto Joule ed
il quadrato della corrente, od anche, in modo pill semplice e particolar-
mente espressivo, considerando la resistenza apparente come il rapporto
fra la componente attiva della tensione applicata e la corrente totale,
cosi come la reattanza apparente pud considerarsi equivalere al rap-
porto fra la componente reattiva della stessa tensione e la corrente totale.

Per arrivare allo scopo seguendo questo punto di vista, basterd® spe-
cificare la equazione fondamentale (4) per r = r,. Se con L, indichiamo
Yinduttanza parziale calcolata in base al flusso esterno al conduttore, si
ha, col solito significato di u, ed I,:

- E = gu, + joLlI, .
D’altra parte, se R ed L indicano la resistenza e induttanza apparenti,
8i avrd pure, per la definizione stessa-di tali parametri:
E = RI, + jowLl,,
che, confrontata con la precedente, fornisce la importante relazione:
. u,
(10) R+jol—L)=eT.
Ora, per calcolare il secondo membro, bisogna procurarsi il valore di
I,, il quale alla sua volta pud calcolarsi mediante l'integrale
I '
1, = 2xn [rudr,
/
o piu rapidamente mediante la (B) che, specificando per r = r;, puo seri-
versi, tenuto conto della (6):

Y/r=r,

. du
I, = — jma? (r E_)
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Queste formole sono valide in ogni caso. Quando si tratti di condut-
tore cilindrico rettilineo, il calcolo della resistenza apparente riesce al-
quanto laborioso in quanto richiede 1'uso della funzione J, di Bessel e
della sua derivata. Il risultato cui si perviene & sintetizzato nel diagramma

kY
a
0?2 3 4 5 678910 20 30 40 50607080
E
B ap
20
/f
pd B
10 / Ee
9 // 1,25
8 :
: ) [
7 {120
5 ,//
4 / ]
D F 11
3 /]
7
V4 I
" J ’
2 /] y
7
7 4 1,05
4
1 ] 1

03 04 05060708091 r, 2

Fig. 16

disegnato in fig. 16, ove per ascisse sono assunti i valori di 71,1— e per ordi-
2

~ nate quelli del rapporto R R, =R o .
. du .
Nel caso particolare in cui vale la (9), la Zl% 8i deduce comodamente

derivando la (9) stessa, dopo di che, specificando per r = r,, si trova:

dua T
(PG, =a+h2u,
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per cui, in definitiva:
B+ jo(L—L,) = e +j)

“2nra
ciog
— ol —IL) =2
E = o(L—L,) T 2nre”
Ora, data la piccolezza dl'— , il secondo membro misura sensibilmente

la resistenza di una corona cn‘colare di raggio 7, e di spessore a; si pud
quindi concludere che la resistenza del conduttore coincide con quella
che esso presenterebbe ove la corrente fosse distribuita in modo uniforme
in una tale sezione ridotta (e ad altrettanto ammonta ’aumento di reat-
tanza). Per questa ragione alla grandezza a si da il nome di penetrazione.
Da quanto precede si conclude senz’altro che il rapporto fra la resi-
stenza R e la resistenza R, che il medesimo conduttore presenterebbe
per corrente continua, uguaglia il rapporto inverso delle sezioni utili
interessate in regime di distribuzione uniforme della densitd, ciod
7r?  2nr,a = ry ; 2a; 8i ha dunque: '

R:R,=r1,:2a (3.

6. - Caso del conduttore a nastro. — La formola (9), per valori suffi-
cientemente piccoli di a, puo essere sfruttata anche nel caso di un con-
duttore foggiato a nastro quando la larghezza I sia abbastanza grande
in confronto allo spessore 2s
(fig. 17). In tal caso si potra
asgimilare il nastro ad un si-
stema di due striscie, ciascuna
di spessore s, fra loro, per
- cosi dire, saldate, e trattare
—_—— da —-—— - ciascuna delle due striscie co-

Fig. 17 me un conduttore cilindrico

di raggio infinito. In tali con-

dizioni, ritenendo, come & naturale, che la densitd u abbia il medesimo
valore sulle due superfici terminali, il valore generico della densitd stessa
alla quota x misurata a partire dalla superficie mediana, risulterd rap-
presentato da una espressione del tipo: »

e R e g e

u = Ae—(H-i)’-Tx + Ag—(l+f)‘i:‘ .

(*) Questa formola, dovuta a Lord Rayleigh, risente ovviamente delle approssima-
zioni introdotte nel calcolo. Per avere una idea dell’errore di -cui & affetta, si supponga
ad esempio r = 1 mm, f = 10 kHz, cios (cfr. pag. 42) a = 0,64 pel rame. Si avrebbe
R = 1,8 R,, laddove il calcolo esatto eseguito con la funzione di Bessel (vedi diagramma
di fig. 16) darebbe R = 8,03 R,.
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essendo A wuna conveniente costante complessa; oppure, ponendo
A" = Ae(+)g, dall’altra

u = Aoty 4 Ale~(+05 = 2A’ch [(1 +J) 7:—} ’

per cui, detta u, la densitd alle superficie terminali (cioé per ¢ = 0),
8i puo scrivere: ’
4 e
ch [(1 + 9)7]
n=1u—F2:

oh|+i)o]

Per calcolare la resistenza apparente potremmo servirci della for-
mola (10), previa valutazione della corrente totale I,.
Ponendo per semplicitd I = 1, si ha:

a0+
S afa 2]

8
11=20fuds

dopo di che, in conformita alla predetta formola (10), si avra la resistenza
caleolando la parte reale del numero complesso

.8
T cjafarig]
LT 2a .81
‘ | + )|
Moltiplicando numeratore e denominatore per il coniugato del deno-

minatore, oppure facendo uso delle formole (27”) di App., A4, 3, si trova
agevolmente per la resistenza cercata il valore

28 28

h 2% ek

R ¢ ® o T sen—
R, a 2 ’
¢ ach—i—eos§
o a

dove R, =2% rappresenta la resistenza dello stesso nastro in corrente

continua (1),

. N 2s . 2s 2s
Si osservera che per = sufficientemente grande, essendo sh i & ¢h —

a
2s 2s e s 28 28
e sen —-, o8 - trascurabili in confronto a sh o ch i il secondo mem-

(1) Il lettore potra, a titolo di esercizio, verificare che al medesimo valore di R si
perviene facendo il rapporto fra la potenza corrispondente all’effetto Joule, misurata

8
da ¢ / widx ed il quadrato del modulo della corrente totale I,.
-8

RIMINI - Radiotecnica. 4
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. . . s . s .
bro equivale approssimativamente ad o 2 cloe al rapporto fra la sezione

dell’intera striscia e quella di un doppio strato di spessore a; si ritrova
cioe lo stesso risultato dianzi trovato nel easo di un eonduttore circolare
di raggio molto grande rispetto alla penetrazione.

%. - Osservazioni tecniche. — La tendenza della corrente ad adden-
sarsi alla superficie dei conduttori percorsi da correnti ad elevata fre-
quenza, mette in luce la convenienza di usare, in tali casi, conduttori
aventi, a paritd di sezione, grande superficie. Cosi saranno da preferirsi
i conduttori cavi a quelli pieni, le
sezioni rettangolari ad elevato rap-
porto dei lati (nastri) alle circolari,
e cosi via.

In particolare, dovendo convo-
gliare correnti intense. converri ri-
partirle in molti fili sottili anziché
usare un conduttore unico (il che
giova anche per facilitare lo smalti-
- mento del calore Joule). Invero, nelle
applicazioni radiotecniche, si usano
i cosi detti conduttori « compound »,
composti cioé di un gran numero di
conduttori molto sottili — per cia-
scuno dei gquali Deffetto di pelle sia
quasi trascurabile — riuniti a for-
mare un unico fascio (fig. 18). Tale fascio costituisce in generale un com-
plesso a carattere tubolare, anziché massiceio, cosicchd la sezione del con-
duttore si presenta a forma di corona circolare, la cui parte interna viene
poi riempita di canapa od altro materiale inerte. Occorre naturalmente che
i conduttori elementari siano fra loro isolati ed & utile poi che vengano
trasposti in modo che ciascuno di essi, lungo una determinata lunghezza
agsiale, venga ad occupare tutte le posizioni possibili nella sezione utile
del conduttore complessivo; diversamente si troverebbe, pel rapporto

R ‘ Lo
B! lo stesso valore che compete al conduttore tubolare massiccio.
¢

8. » Caso dei conduttori avvolti a bobine. — Quanto precede vale per
conduttori di sezione circolare, rettilinei o quasi.

Nel caso di fili avvolti a spirale (bobine), a motivo della reazione ma-
gnetica fra le spire vicine, si ha un ulteriore addensamento della corrente
nella parte della sezione del eonduttore che corrisponde all’interno della
bobina (fig. 19). La resistenza apparente risulta percid maggiore di quella
che si avrebbe se lo stesso conduttore fosse teso rettilineamente.
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Infine, un’altra causa di disuniformitd nella ripartizione della cor-
rente nella sezione risiede nel fatto che, nella massa del conduttore, si
ha produzione di correnti parassite.

Per il calcolo dell’aumento di resistenza apparente delle bobine, sono
state proposte da taluni Autori formole acconce. :

Per es., il Cohen, per bobine ad un solo strato di filo formato con
materiale non magnetico, e con le spire estremamente avvicinate, ha

Fig. 19

suggerito la seguente formola (*) pel rapporto 1%3' fra la resistenza appa-

rente R a frequenza f (kHz) e la resistenza R, in corrente continua:

R
7 =1+ 049mas |/%,

dove 7 & il numero di spire per c¢m, d il diametro del filo in cm, o, al so-
lito, la resistivitd in uQ-m.
Il Mesny, per un filo avvolto ad elica, ha proposto la seguente for-

mola:

R p—1

7 =1+ @)=,
dove, rappresentando con R,, R, le resistenze in alta frequenza ed in
corrente continua caleolate per filo teso rettilineamente, p indica il rap-

: R
porto —R—l e ¢ & un numero variabile, funzione del rapporto « fra il passo

dell’a,vvoclgimento ed il diametro del filo, i cui valori sono dati dalla
tabella seguente.

a 1 1,5 2 j 3 ’ 4 5 6 7 8 9 ed oltre

1,28 | L,L19 | L,12 | 1,07 11,03 1,00

(1) Tale formola fu dedotta pel caso di. filo a sezione quadrata, ma & sufficiente-
mente approssimata anche per filo a sezione circolare.
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Nel caso delle bobine & ancora da rilevarsi che la capacitd distribuita
fra le spire, e fra queste rispetto ai corpi circostanti (segnatamente i so-
stegni delle bobine stesse), determina — come vedremo in un prossimo
Capitolo — una variazione dell’intensitd della corrente da punto a punto,
per cui la valutazione di quella che si chiama corrente convogliata non
puod farsi se non con speciali econvenzioni.

9. - Induttanze. - Variometri. — Altri elementi assai importanti nella
costituzione dei circuiti usati nelle applicazioni r.t. sono le induttanze,

F

0,04

0,03 =

0,02 . i

0,01

0,008
0,007
0,006 7
0,005

0,004 - 7

0,003 ;

e =
0.002 A '

0001 ]
0009

00008
007
00008}/
00005 A
0,000¢
oot 002 003 005 o,a; a1 02 03 G¢g506 €3 1 2 3 4 s %

Fig. 20

consistenti in tratti di circuiti in cui si localizzano opportunamente degli
elevati valori del coefficiente d’a. i., tali quindi che in essi si puo imma-
gazzinare energia magnetica.

Tali organi vengono in generale costituiti eon bobine, le quali sono
dispositivi derivati dal classico solenoide, e consistenti in circuiti formati
da pil spire connesse in serie.

Il caleolo dell’induttanza di un tale sistema si presenta particolar-
mente semplice nel ¢aso in cui I'avvolgimento & cosi conformato da assi-
curare che il campo magnetico sia confinato in una regione ben determi-
nata, come ad es., nel caso tipico (ideale) di un avvolgimento ben ser-
rato attorno ad un toro (anello) di materiale di permeabilitd costante.
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Questo caso & gid stato studiato negli Elementi (El., V, 27), ove si & tro-
vato che il valore dell’induttanza L & dato, in uH, da:

Sn2
L= [t

essendo 8 V’area di ogni spira in m? ed ! 1a lunghezza assiale del toro
in m, u la permeabilitd in ,uH/n) (1 = 4. 10‘1 per l’aria).
La stessa formola &

4
valida per un solenoide 06 07 08 09 10D
rettilineo di lunghezza
grandissima (infinita), 4 Vi
e, se le gpire sono cir- . /
colari di raggio a, essa ,; L/
pud seriversi: i
3,94 na? y4 4
L= Mr 1 k ’ )4 _ ar
. o4 ; / L+ o
essendo k un coefficien- ol a1
te dipendente dal rap- P 2
a 03
porto - e che tende A = o4
a 03 / // 0,5
all’unita per ¥ 0. 7 06
07
¥ questa, nella sua / 08
forma piu semplice, la j/ a9
formola di N agaoka. o2 4 :‘,’
Per l'uso pratico, // 12
conviene porre F = 13
. a 4
= 0,03947 k, e dare o7 1,5
16
alla precedente 1’a- / 17
spetto / ; 18
19
L = u,Fn?a , 0 1 -20
o1 02 03 o4 95 d 06
dove u. & la permea- ) , b
bilitd relativa (u, = 1 Fig. 21

-

per D’aria) ed « & espresso in cm. Per avere il valore di L in uH, si
debbono attribuire ad F i valori indicati nel diagramma di fig. 20.
Per es: per una bobina lunga 5 em formata con 50 spire di 10 em di
raggio, essendo u, = 1 (aria), si avrebbe
@

7= 2, F =10,0291 quindi L = 0,0291-502-10 = 728 yH.

Questa formola & esatta nel caso che il filo abbia sezione rettangolare
¢ le spire contigue siane ad immediato contatto. Nel caso di filo a sezione
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—_

eircolare con distanza fra le spire superiore al diametro del filo, occorre
applicare un termine di correzione T scrivendo:

L = y,(Fn*a—T) con T = 0,01256an (4 4 B),

dove A dipende dal rapporto % fra il diametro d del filo e la distanza

B e
ot
]
030 7
pd
/
y
- 9.2 4
4
//
020 y
/
/
/A
a5 7
/
o,10 /
7
/
/
0,05 /
/
[
[} 2 3 4 5¢ 910 20 3 40506070809300 200 m:oasoam m"mll
Fig. 22

D fra due fili contigui, ¢ B dal numero % delle Spire per unita di lun-
ghezza. I valori di A e B sono deducibili dai diagrammi disegnati nelle
figg. 21 e 22,

Per il calcolo dell'induttanza di bobine ad uno o pilt strati con fili
molto vicini, pud servire la seguente formula empirica:

0,0394 u,.0*n2CD ] .
Lz’l+S+R (L in pyH per a, I, 8, R in cm),

o_ B+ 68+ R 14R>

5+ B8+ 0,7k’ 00+ 57138)

avendo i simboli il significato indicato in fig. 23,

D = 0,5 Log (1
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Per le bobine piatte ad un solo strato, pud ancora servire la formola
di Nagaoka, purché per & si intenda il raggio medio della bobina e con
! la dimensione. radiale
dello strato.

Per il sistema costi-
tuito da due bobine per-
corse in serie dalla stessa a
corrente, 1’induttanza 1L J_l
si calcola mediante quelle — .} .. . . . |
L; e L, delle due bobine
e con la loro induttanza
mutua M con la formola:

L=0L,+ L +2M,

dove M &daintendersi po-
sitivo o negativo secondo
che i flussi prodotti dalle due bobine sono concordanti o discordanti.

Siccome il valore di M dipende dalla posizione reciproca delle due
bobine, si comprende come, rendendo 1’'una di esse mobile rispetto all’al-
tra, si possa, in generale, realizzare una mutua induttanza variabile, e in
particolare, connettendo in serie le due bobine, una induttanza comples-
siva variabile fra:

L,+L,+2M e L,+L,—2M.

Fig. 23

A tale proposito é utile osservare che M puo risultare rigorosamente
nullo, quando si tratti di due spire piane di forma regolare (ad es. ret-
tangoli, cerchi) situate in piani normali, una delle quali sia in un piano

, che & di simmetria per laltra.

¢ Per es., nel caso dei due rettangoli ABCD
A B_A’ e A'B'C'D’ (fig. 24), la cosa & facilmente ve-
rificabile, osservando che, per la formola di
Neumann, le mutue induttanze parziali di
ogni lato del secondo rettangolo rispetto ad
D' AB e CD sono tutte nulle perché per esse
D C & cose = 0, e cosi pure avviene per quelle
B’ . di AD e BC rispetto a ciascuno deilati 4'C’,
Fig. 24 B’D’, mentre le mutue induttanze di AD
rispetto ad A’B’ e ¢'D’ hanno, per ragioni

di simmetria, valori opposti, e cosi dicasi per BC.

Alla stessa conclusione si perviene per altre forme regolari di spire,
scomponendo in elementi infinitesimi, per 1 quali si possa apphcare un
ragionamento gsimile al precedente.

Analogamente, almeno in via approssimata, risulta nulla la mutua
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induttanza di due ordinarie bobine a spire parallele quando i piani delle
spire delle bobine stesse siano fra loro normali.

Con due tali bobine, disposte in serie, si realizza un comodo e pra-
tico variometro, ciod un dispositivo a induttanza variabile, quando 'una
di esse sia girevole attorno ad un asse, come indicato in fig. 25. Altro
tipo di induttanza variabile & quello raffigurato nella fig. 26.

o

Fig. 25 Fig. 26

B utile notare che se una bobina avvolta su un toro ad asse circo-
lare, oppure rettilinea, ma di lunghezza abbastanza elevata rispetto al
raggio delle spire, viene divisa in due parti comprendenti », ed n, spire,
8i ha (efr. El, V, 27):

Ly=A4n}, L, = An:, M = Anm,
[ S
((essendo A=uyu AT) ,
sempreché, ben inteso, a ciascuna delle due parti si possa ancora appli-
care la formola teorica indicata. Le precedenti, confrontate con la
L = A(n; 4 n,)?,
mettono in luce in modo assai semplice la relazione:
L=L,+L,4 2M.
Nelle ipotesi indicate, si avrebbe anzi L = (z/L; -+ /L, e quindi

I

M?* = L,L, In generale invece, come & noto, si ha:
M < L,L, (Y,

(1) Cid pud facilmente verificarsi pensando che, qualunque siano i, e i,, 'espressione
Lyi¢ + 2Migiy + Lyid
dell’energia complessiva -del campo magnetico delle due correnti ¢, ¢, deve avere valore
positivo o nullo, quindi tale deve risultare:

(2] () o

Ora, dall’Algebra & noto che affinché un trinomio a coefficienti estremi positivi sia
costantemente non negativo, & necessario che sia non positivo il suo discriminante,
cioé M2— L,L, < 0.
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ed il rapporto fra il primo ed il secondo membro misura il quadrato di
quello che si chiama fatiore di accoppiamento dei due circuiti.

10. - Alcune regole pel calcolo di mutue induttanze. — Diamo qui i
valori della mutua induttanza M di due circuiti nei casi piu semplici.

Per due spire circolari coassiali nell’aria (fig. 27)
si ha (valori in uH) o
(11) M = F+/Aa,
dove a, A sono i raggi delle due spire misurati in
cm, e, essendo D la distanza (in cm) fra i centri,
F rappresenta una funzione del rapporto fra i
segmenti r; ed r, indicati in figura:
a\:  D*
7y (1—:(> T aE
7y - / a\2 D!
(1 -+ z‘) + Az

rappresentata dal diagramma di fig. 28.

F 0,950 095¢ 0973 0962 0955 0970 094 0578 0382 0985 O

e

i

A

!

|
e

03 CN
225

»
11
|t

»
LA

a.1 a2 L2 4 a5 038 o7

Fig, 28

08

09

kbt

000006
0,00005

0,0000¢
0,00003

0.00002

0,00001

0000001

0.0600001

Per due bobine coassiali con avvolgimento a sezione rettangolare di

n;, M, Spire rispettivamente, si pud ritenere:
M =nm,M,,
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essendo M, il valore (calcolato con la formola (11)) della mutua indut-
tanza fra due spire circolari coassiali passanti per i centri delle sezioni
rette degli avvolgimenti (indicati con un punto nero nella fig. 29). Questa
formola & applicabile con buona approssimazione anche ge le sezioni rette
sono di dimensioni notevoli, purché le due bobine siano abbastanza lon-
tane. Se invece esse sone piuttosto vicine, e le dimensioni della sezione
retta dell’avvolgimento di ciascuna sono relativamente grandi, eonverra
ritenere ciascun avvolgimento suddiviso in due o pilt porzioni uguali e
valutare la mutua induttanza totale M come somma di quelld relativa
a ciascuna coppia formata con una porzione del primo avvolgimento e
una del secondo. Cosi, se il primo avvolgimente viene diviso in tre parti

et
Wﬁ o
|
! > e
l H A
4|l 2 Mi
L] a |
i ! 1 a1 -t i
| — 7 : i
! /, |
Ny :
)% t
‘ g =
QR
p— 1t —]
. Fig. 29 Fig. 30
1, 2, 3 di —33 spire ciascuna ed il secondo in due parti 4, 5, di 7’ spire

ciascuna, si avra:

' n
M =—;Ll'?,2 (My+ Moo+ May + My + My -+ M),

essendo M., ..., M, da calcolarsi con la (11) in relazione alle spire
mediane delle coppie 1, 4; ... ; 3, 5. ‘

Per es., per gli avvolgimenti di fig. 30, converrd operare la suddivi-
sione in due parti in un certo senso per il primo, in senso normale per il
secondo, talché i valori di a per le due parti del primo avvolgimento
Saranno di 19,25 e 20,75 cm, e quelli di D relativi ad un elemento del
primo avvolgimento ed ai due del secondo saranno di 9 e 11 cm.

Per due bobine cilindriche coassiali non concentriche, nell’aria, i cui
avvolgimenti siano fatti con conduttore a sezione rettangolare e con le spire
a contatto si trova

a 24,

M = 0,00245 @, — 2, (s, + koKy + kK5 + .. .),
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con

2 (x x
by =21, R L
12 1 /x @
k3=“*’(4ﬁ*3)’ KF?(TE“*&)’
5 Iz e\ A (w, 2 x x2
k5=“‘l(7*107ﬁ+47«)’ Ks="§27§(4ﬁ—3)—7§<4ﬁ—3)§’

il significato dei simboli essendo visibile in fig. 31 e le dimensioni lineari
essendo valutate in cm per ottenere M in pH. Questa formola, arrestata

— 2l —=
1 -~ . ¥
I N ! a

—

ai termini scritti, d& risultati sufficientemente approssimati per bobine

“eorte. Nel caso di bobine lunghe, si procederd come nel caso precedente,

1 Iy
| T
LI

previa suddivisione di ogni bobina in parti convenientemente corte.

|
|
—_—t ¥ L
i
[
|

Fig. 32

Infine, per due bobine coassiali concentriche di lunghezza 2! (interna)
e 2m (esterna), di raggi rispettivi ¢, 4 (I, m, @, A in cm), si ha
0,01974a* N, N, A”a*( b?
; 1+ 53— ),
dove b e ¢ rappresentano rispettivamente il minore ed il maggiore dei
due numeri [ ed m, e g in ogni caso vale 4/A2 4 ¢* (vedi figg. 32 a), b),
nella prima delle quali 8 b = I, ¢ = m, nella seconda invece b =m, ¢ = ).

M"HZ
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11. - Induttanze con ferro. - Effetto pellicolare magnetico. — Per ele-
vare il valore dell’induttanza di una bobina, si puo, se la frequenza di
lavoro non & molto grande, ricorrere a nuclei di ferro, mettendo cosi in
ginoco valori di g ben superiori a quello dell’aria (o in generalé dei ma-
teriali non magnetici). Se pero la frequenza supera alcuni kHz, il van-
taggio si va rapidamente riducendo, sia per le dissipazioni isteretiche,
sia perche, a meno che non si tratti di nuclei fatti con materiale magne-
tico molto suddiviso, con ragionamenti analoghi a quelli accennati al n. 2,
si pud dimostrare che il flusso tende a localizzarsi nelle parti periferiche
del nucleo, disertando le parti centrali. Si ha cioé un effetto pellicolare
magnelico, in conseguenza del quale il nucleo si comporta come se fosse
ridotto ad una piccola parte anulare esterna, o, ¢id che & lo stesso, come
se, essendo tutto attivo con un valore uniforme dell’induzione, la per-
meabilitd fosse diminuita.

Tale fenomeno dipende dalla reazione magnetica delle correnti in-
dotte (correnti di Foucault) nella massa del nucleo, la quale si manifesta
come un effetto di schermo, opponendosi per cosi dire alla penetrazione
delle linee magnetiche nel nucleo stesso. L’entita quantitativa di tale
feiomeno puo essere studiata,in regime alternativo di una data pulsa-
zione w, con procedimento del tutto analogo a quello di cui nel n. 3 ci
siamo serviti per lo studio della distribuzione della densitd di corrente.

All’uopo, si consideri un tronco cilindrico a sezione circolare di rag-
gio r; e di lunghezza unitaria costituito di materiale avente permeabi-
lith u, e si supponga che ai suoi capi sia applicata una certa tensione
magnetica F (il nucleo sia cioé concatenato con F amperespire). Se & &
il flusso magnetico convogliato dalla porzione del conduttore interna al
cerchio di raggio r generico, sard — jod la f. e. m. indotta nell’anello
elementare compreso fra i raggi » ed r 4 dr. Questo anello costituisce
un circuito elettrico di lunghezza 2nr, di sezione 1 - dr e quindi di resi-

2 . . ‘s .
stenza dlf se o & la resistivitd. Indicando con u la densitd superficiale

della corrente in esso (diretta in ogni punto tangenzialmente alla circon-
ferenza di raggio ), sard u -1 -dr l’intensitdh della corrente e pertanto
8i avra:

— jod = 2mpru.

Quanto a @, esso sard misurato dall’integrale u / v H2nrdr, dove H indica
-
I’intensita del campo magnetico alla distanza » dal centro della sezione.

Dalla precedente, dopo avere sostituito a @ tale suo valore ed avere
derivato i due membri rispetto ad r, si ricava:

\ _d(ru)
—jouHr =p ar




[11, 11} ELEMENTI DEI CIRCUITI ELETTRICI 61

cioé:
opg_du
H= dr + r-

D’altra parte, la corona cilindrica compresa fra i raggi r ed r -+ dr
costituisce un tronco di tubo del vettore H, di lunghezza unitaria, col
quale & concatenata, oltre la f. m. m. F, anche tutta la corrente fluente
nella parte di nucleo compresa fra i raggi r ed r,, quindi si ha:

48

(12) H-1= [udr{F,

r

da cui %g = — . Sostituendo questo valore di u nella precedente e in-

troducendo la penetrazione « definita dalla (6), si ottiene, posto al solito
7
a¢H 1 dH :
A Ty g TH=0.
Ragionando come al n. 4, si conclude che, per sufficientemente grande,
si puo ritenere la funzione B = yH rappresentata dalla espressione:

B = Ble—(H—]’)%“

dove B, & il valore di B per r = r;, ed y = r,—r & la profonditd misu-
rata a partire dalla periferia.

Cosi, nel caso di un nastro di spessore abbastanza piccolo in confronto
della larghezza, si avra sensibilmente, alla distanza z dal piano mediano:

o |0 + )<

B =B, PR
ch [(1 + 7 7]
e cosi via. ‘

Anche qui, come nell’analogo caso dell’effetto pellicolare elettrico, si
potrd parlare di una rilultanza apparente, da definirsi come rapporto fra
P’energia localizzata nel nucleo ed il quadrato del valore efficace del flusso
totale convogliato dal nucleo stesso, e tale rapporto risulta anche uguale
a quello fra la «componente attiva» della f. m.m. «applicata » ed il
flusso totale, ciod alla parte reale & del rapporto complesso & 4 j8 fra
la f. m. m. applicata F ed il flusso totale &,.

Tale rapporto sard in generale complesso, perche, a causa delle dis-
sipazioni energetiche dovute alle correnti di Foucault, la f. m.m. non
sard in fase col flusso totale, e pertanto si decomporra in una parte in
fase, o « componente attiva », uguale al prodotto del flusso per la rilut-
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tanza propriamente detta, ed il cui prodotto per la f.e. m. E generata
dalle variazioni del flusso misura la potenza reattiva corrispondente al
mantenimento del eampo magnetico alternativo, ed una in quadratura,
il cui prodotto per la f. e. m. E corrisponde alla potenza attiva dissipata
nel nucleo per effetto delle correnti di Foucault (1).

Avendo presente la (12), dalla quale, specificando per r = r;, si ha

F=H, = %, si perviene alla relazione:

B,

&R+ §8 = .
+ i,

E interessante notare la perfetta analogia con la (10) (alla densitd
di corrente, al flusso, alla permeabilith corrispondono ordinatamente la
densitd, il flusso, la conducibilitd). Anzi 'identitd formale di questa con
la (10) consente di asserire senz’altro che i valori gid segnalati per il rap-
porto R . R, nei vari casi considerati ai nn. 4, 5, 6, valgono per il rap-
porto fra la riluttanza apparente & in regime alternativo e la riluttanza
R, «in regime costante » (flusei eccitati da correnti continue). In parti-
colare, per un nucleo nastriforme, caso particolarmente importante in
pratica (lamiere), si avra:

28 2s
_‘gPL s sh— 4 sen e
e @ ch—gf — cos %

8 . -
che, per - abbastanza grande, si confonde sensibilmente con
KRR, =8.a.

Il nucleo nastriforme si comporta dunque come se l’'induzione fosse
costante, ma la sezione utile si fosse ridotta a due strati superficiali cia-
scuno di spessore a, oppure anche — il che fa lo stesso — tutto lo spes-
gore fosse sede di flusso con distribuzione uniforme, ma la permeabilita

. a
fosse ridotta da u a pu—.

Se invece, come si pratica da taluni Autori, si vuol chiamare rilut-
tanza apparente il rapporto fra i valori massimi (o gli efficaci) della
f.m. m. e del flusso totale, senza cioé¢ tener conto dello sfasamento esi-
gtente fra le due grandezze, sard da prendersi in considerazione il modulo
(anziché la parte reale) del rapporto fra i complessi F e @,, cioe 4/&e + St

(1) A proposito di riluttanza complessa, come indice della presenza di dissipazioni,
veggasi El., VIII, 29,
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In particolare, nel caso del nucleo nastriforme, tenendo presente che &

’ 2aB x
1 .
i =_[s Bdz = 1—_,_71311(1 +39) 4
si avra:
F B, 1+ [ . s]
— = —L = = Tleth{1 —
(pl M@l 2a'//¢ c ( +J) a L

il cui modulo (App., 4, 3) vale

2 2

ch——g——f— cos—i

—_— 1 o a
Vit 8= o e
\/2(1“ ch —— cos —

a a

Secondo tale concetto, la permeabilith apparente u’ verrebbe misu-

rata da
/chgﬁ—cosﬁ
, a a a
Ln —MS«\/§ 9’

28
ch - -+ €08~

a
che, per s> a, & sensibilmente uguale a u ——=.
y D ) g “ s \/§

12. - Circuito equivalente ad una bobina. - Fattore di potenza. — Una
bobina corrisponde in generale ad un circuito comprendente in serie

r L r L '
W TT50 MWW T000
R
L A — Ji
: 1]
Fig. 33 a) Fig. 33 b)

una induttanza ed una resistenza, per la quale deve assumersi la sua re-
sistenza apparente, in relazione alle condizioni di servizio cui la bobina
stessa & adibita.

B inoltre da osservarsi che le inevitabili imperfezioni dei dielettrici
posti fra le spire sono ulteriore causa di dissipazioni che si traducono in
variazioni, malamente precisabili, della resistenza apparente stessa.

- Pil precisamente, una bobina, oltre al presentare una certa resistenza
da econsiderarsi in serie con la sua induttanza, presenta anche una resi-
stenza in derivazione, vale a dire si comporta conformemente allo schema
disegnato a fig. 33 a), o meglio secondo quello di fig. 33 b), dove & indi-
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]

cato, in parallelo con I'induttanza L, un condensatore C che tiene conto
della capacity distribuita (v. n. seg.) fra le spire e fra queste ed i corpi
circostanti.

Ne discende che, operando con corrente di una certa frequenza -2%,
Pimpedenza della bobina riesce diversa da quella che si otterrebbe qua-
lora per resistenza si assumesse la sua resistenza ohmica (sia pure modi-
ficata per tenere conto dell’effetto pellicolare) e per induttanza la sua
induttanza effettiva, quale pud calcolarsi secondo le norme che furono
indicate nei nn. prec. ‘

Esaminiamo partitamente gli effetti della C e della R poste in deri-
vazione,

Cominceremo dalla prima, avvertendo che il considerare la sola C,
anziché il sistema (C, R), equivale a ritenere trascurabile 'influenza del
ramo R. In tali condizioni, e limitandoci al caso — il pit importante per
le applicazioni — in cui la 7 & piccola in confronto alla reattanza Lw della
bobina, si ha che la presenza di C determina una apparente modificazione
di L; cioé che la bobina presenta una indullanza apparente L, == L.

Ii valore di tale L, si lascia facilmente esprimere in funzione di L e

di C. Basta uguagliare ad le la suscettanza effettiva del sistema, cioé
@

serivere (trascurando r):
1 1

T = I~ @

per ricavare:
L

La T1—LCw?"

Questa espressione mette in evidenza 1’esistenza di una pulsazione per
la quale il valore di L, diviene infinitamente grande (praticamente: gran-

N

dissimo); essa & quella per la quale é verificata la relazione:
LOw? =1,

e si chiama la pulsazione fondamentale della bobina, come la corrispon-
dente lunghezza d’onda (1) si chiama lunghezza d’onda fondamentale.

(1) Per lunghezze d’onda corrispondente ad una data pulsazione w si intende lo
. . . . . 2n .
spazio che pud venir percorso, durante un periodo, cio¢ nel tempo - da un mobile

animato dalla velocitd di propagazione dei fatti elettromagnetici. Tale velocita, nello
spazio vuoto, & misurata da 3 - 108 m/sec, quindi la relazione fra la frequenza f (kHz)
e la corrispondente lunghezza d’onda 1 (metri) risulta:

A = 300000 .

v 1
La lunghezza d’onda corrispondente ad una pulsazione o = \/ =5 ciod ad una
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Per es. per una bobina avente L=150 uH e per la quale sia C=10 yuF,
la lunghezza d’onda fondamentale A sarebbe di:

18854/150 - 10 L 73 m .

In generale, le bobine vengono usate per frequenze discretamente lon-
tane — e precisamente minori — dalla fondamentale. In tali condizioni,
il prodotto LCw? risulta molto piccolo in confronto dell’unitd, ed allora
all’espressione precedente di L, pud darsi la forma:

L. 2 L1+ LCw®) (Y,
equivalente alla

L, LL (1 -+ 3,583 1'31_20) R
dove C & espressa in yuF, L in yH, A in metri.

Se alla induttanza effettiva si sostituisce la apparente, ¢id0 equivale
all’aver tenuto conto di C, e pertanto lo schema b) diviene esattamente
sostituibile con lo schema @), mediante il quale possiamo agevolmente
valutare il « fattore di potenza » della bobina, cioé il coseno dell’angolo
di sfasamento tra la corrente totale assorbita e la tensione applicata.

Tale fattore cos ¢, variabile ovviamente con la frequenza, si calcola,
come & noto, facendo il rapporto della conduttanza alla ammettenza.
Questo calecolo pud perd semplificarsi, considerando che, in generale, alle
frequenze che si considerano in r.t., ’angolo ¢ & molto prossimo a 90°,
e pertanto si pud senza errore sensibile sostituire al cos ¢ la cotg ¢ (3),
il che equivale a ritenere il fattore di potenza misurato dal rapporto fra

frequenza —L__—_ kHz, & data in metri da:
27 +/ LC
00000
A= 3

f

dove L e C debbono esprimersi in henry e farad rispettivamente. Esprimendoli invece
in uH e uF, si ha:

=3-1082x% /LC = 1885 - 10 »/ L C(r) »

A = 1885 v/ Lun Cyr .

(1) In generale, se & & piccolo in confronto all’unitd, si ha sensibilmente 1 + ¢ ©

I—sg’
- (?) Infatti si ha:

cotg @ = cos @

1 3
= — coslp) % — - COR2 @ — —= cost
P cos @ (1 — cos?ep) cosq:»(l—i— 2cos¢p Scos q>+...),

e quindi, quando cos? ¢ si possa trascurare in confronto dell’unita:

cos @ L cotg @ .

RiMINI - Radiotecnica. 5
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la conduttanza e la suscettanza; cosicche, essendo la prima

r
=rnFiw TR R L pt R‘

e la seconda:

e Lo 1
T4 LT Lo’

si ha:

cos<p</)L + R

Da questa formola si conclude che, mentre alle basse frequenze il fat-
tore di potenza (e conseguentemente la dissipazione d’energia) & influen-
zato essenzialmente da r e pochissimo da R, 'opposto avviene per fre-
quenze elevate,

13. - Capacita parassite delle
bobine. — Conviene rendersi con-
to delle cause influenti sulla ca-
pacitd C di cui si & fatto cenno
nel n, prec.

Per una bobina ad un solo
strato, avremo linee di campo
‘ elettrico fra ogni coppia di con-
duttori a diversa tensione e le intensitd di tali campi saranno tanto
maggiori quanto maggiori saranno queste tensioni e minori le distanze.

Fig. 34 a) Fig. 34 1)

Fig. 35 Fig. 36

Cosi ad es., Veffetto capacitivo della bobina a) di fig. 34 sard molto
minore di quello della bobina b).
Per una bobina a due strati (fig. 35), se supponiamo che la con-
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nessione elettrica fra gli stessi
sia fatta dal lato destro, & chiaro
che fra le coppie di conduttori che
vengono a trovarsi attigui si
avranno d.d.p. tanto pit impor-
tanti quanto pilila coppia si trova
vicina all’estremits sinistra, ed in

relazione ad esse la distribuzione T T

del campo elettrico assumerd un
aspetto analogo a quello indicato

in figura. Se gli strati sono pin’ Fig. 37

Inizio avvolgimento

2456
1:3:8;

/

0 0 0 0 0 0 0 O 0 OrOIIHDY

o

] © © 0 0 0 06 0 00 0 O

di due e le connessioni sono alternativamente a
destra e a sinistra, la disposizione stessa assume
I’aspetto della fig. 36.

Alle capacitd cosi considerate sono da aggiungersi

~quelle fra i conduttori ed i corpi circostanti, come

schematicamente indicato in fig. 35.
In molte applicazioni conviene ridurre quanto
pii & possibile gli effetti A
delle predette capacity, e lo ©
Scopo puod raggiungersi con
disposizioni atte ad evitare
che conduttori a tensioni na
molto diverse si trovino vi-

cini. Per es., per le bobine B T

A o % 4
a pil strati, sard da prefe- g

rirsi un avvolgimento ese-
guito come indicato in fig. 37,
oppure disposizioni come
quelle cosi dette a fondo ds
paniere, nido d’ape, ecc.;
gquest’ultima ad es. essendo
costituita avvolgendo un filo
a zig-zag su un cilindro, come schematicamente &
indicato nella fig. 38, che rappresenta lo sviluppo in
un piano del cilindro stesso. '

Nelle applicazioni radiotecniche, ove sono spesso
in giuoco frequénze dell’ordine di quelle per le quali,
a causa delle capacitd parassite, le induttanze appa-

renti divengono infinitamente grandi, occorre cercare di evitare l’'uso
di bobine appese, ciod connesse al rimanente del circuito per una sola
loro parte AB (fig. 39). Invero, se si pensa che la parte BC non utiliz-
zata, anziché essere un circuito aperto, & sostanzialmente chiusa
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sulla corrispondente capacitd parassita (tratteggiata in figura), si com-
prende che tale parte BC costituisce un circuito che per una certa fre-
quenza pud presentare reattanza nulla; e siccome in esso, per effetto
della mutua induzione rispetto ad AB, vengono ad agire delle f.e. m.,
queste potrebbero trovarsi ad operare su impedenza piccolissima, talché
nel corrispondente circuito si verrebbe ad avere una corrente elevata e
quindi una sensibile dissipazione di potenza, cui debbono sopperire i
generatori che alimentano 43B.

14. - Circuito equivalente ad un condensatore reale. - Angolo di per-
dita. — Un terzo elemento, non meno importante delle induttanze, per
la costituzione dei circuiti r.t., & costituito dai condensatori, organi nei
quali si pud immagazzinare energla elettrostatica.

Anche per essi, come per le induttanze, si fa luogo a considerare una
resistenza in serie e una in derivazione, in conseguenza delle quali la
corrente assorbita, in regime alternativo, non & esattamente in quadra-
tura con la tensione applicata; cioé essi presentano un fattore di
potenza cos ¢ diverso da zero, 0, come si dice, un certo angolo di perdita.
Invero, si chiama angolo «di perdita» il complemento dell’angolo ¢, in
quanto che I’essere diverso da 90° I’angolo di fase fra la tensione appli-
cata e la corrente assorbita é ovviamente indice di dissipazione energetica.

R Lo schema equivalente ad un con-
densatore reale puo ritenersi quello

P enersi quel

della fig. 40 dove la r in gserie sim-
boleggia la resistenza dei conduttori
metallici costituenti le armature, ivi
compresa quella dovuta alla imper-
fezione dei contatti, mentre la resi-
stenza R disposta in parallelo col con-
densatore corrisponde sia al fatto che
il dielettrico interposto fra le armature non & mai perfetto, e quindi
consente il passaggio di correnti di conduzione — dette correnti di
dispersione —, sia al fatto che la polarizzazione del dielettrico, in pre-
senza di eccitazione alternativa, segue sempre con un certo ritardo la
tensione eccitatrice, per un fenomeno di isteresi dieletirica, analogo all’iste-
resi magnetica, e che al pari di questa produce riscaldamento del dielet-
trico stesso, e conseguente dissipazione di potenza cui la tensione appli-
cata provvede a mezzo di una componente della corrente in fase con essa.

Con un calcolo del tutto analogo a quello dianzi eseguito per le bo-
bine, si trova che, con approssimazioni analoghe, il fattore di potenza
di un condensatore reale & dato da:

Fig. 40

1
cos«pgcotypfgrcw—{—m.
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Invero si ha, per 'impedenza equivalente al sistema disegnato:

R
gy Ve _ B E—jRC0
Z=r+ 1T ="t 11RO~ "T1T B0’
R+
jCw

ovvero, potendosi in generale trascurare I'unitd in confronto del nu-
mero R2:C%w?:
1 J
Lar+ pow — G
quindi:
1 1
ctg«p;ﬂ Cw(? -+ W) = rCo + R0w"

Come si vede, in questo caso & la resistenza in serie r quella che ha
importanza preponderante alle elevate frequenze, mentre alle basge fre-
quenze prevale 'effetto della resistenza in derivazione R.

15. - Condensatori a eapacitd variabile. — Nelle applicazioni r. t.
accade assai spesso di dovere disporre di condensatori la cui capacitd
possa variare entro limiti relativamente larghi. Essi vengono costruiti
con una delle armature mobile rispetto all’altra, in guisa da far variare
P’area delle superficie affacciate. In pratica non si tratta di due sole arma-
ture, ma di due serie di armature, connesse secondo lo schema della
fig. 41, in guisa da formare un sistema di »— 1 condensatori in paral-

+
«+l++$++l+
h HT+ +l1l++|¥+
L++m++u++mw

Fig. 41

lelo, se n & il numero totale delle armature (fisse e mobili), il dielettrico
essendo ovviamente 1’aria.
Se 8 & l’area, espressa in cm? delle superficie affacciate, e si pone:

8,86 - 108
b=""3

essendo d (cm) la distanza fra due armature vicine, la capacitd del com-
plesgo & misurata in uF da (EL, III, 5):

C=n—1)k8.
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La variabilita di § & in generale ottenuta facendo uno dei sistemi
di armature girevole attorno ad un asse, e foggiando il profilo delle arma-
ture stesse in guisa che la capacita risulti una predeterminata funzione
dell’angolo a che definisce Ia posizione del sistema mobile rispetto al
fisso, diciamo in generale C = f(a).
Se p & il raggio vettore (funzione opportuna di a) del profilo corri-
spondente si avra:

o

. .
S =~§‘ /(Qz—-'rz)da.

0

avendo r il significato
indicato in fig. 42, e
pertanto si avra:

a¢  (n—1)k
da” 2

(92¥r2) .

Il primo membro

essendo una funzione

Fig. 42 . nota di a (precisamente

: = f{a)), questa rela-

zione & atta a definire ¢ in funzione di e, cioé la equazione in coor:
dinate polari (¢, a) del profilo cercato.

Per es., se si vuole che la variazione di C sia proporzionale a quella
dell’angolo o, sard da porre f(a) = Aa -+ B, quindi f'(a) = cost., da cui
segue subito che anche g deve essere costante. Si perviene cioé ad un
profilo circolare, come era a priori evidente,

Cosi si puod chiedere che al variare di a vari linearmente la frequenza,
oppure invece la lunghezza d’onda (sottinteso: di risonanza del sistema
costituito dalla capacitdh ¢ e da una induttanza fissa); allora sard da
porre rigpettivamente:

1 o
\7=é=Aa+B,
oppure:
A/C=Aa+ B,

essendo 4, B, A’, B’ delle costanti. Con semplice calcolo si verifica che
nel primo caso si otterrd pel profilo una equazione del tipo:

Q—V(Ha+K)s+N

nel gsecondo, una del tipo:

e =vHa-+ K';
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e la determinazione delle costanti M, N, H, K, H’, K’ si fary in base
al valore della cosi detta capacitdh residua (valore della capacitd per
a = 0) e della capacitd corrispondente al valore massimo meccanica-
mente consentito all’angolo a. Determinate tali costanti, le formole pre-
cedenti possono senz’altro utilizzarsi per effettuare il tracciamento effet-
tivo del profilo per punti.

Un altro tipo di variazione richiesto in certi casi & quello cosi detto
logaritmico, definito dalla legge:

fla) = Cqe,
cui corrisponde per p un’espressione del tipo:
o =+/Her + K  (H, K cost.).
Esso & caratterizzato dal fatto che risulta indipendente da o il rap-
porto -%q, ciog¢ si ha che ad un medesimo spostamento angolare (picco-

lisgsimo) dell’armatura mobile corrisponde, per qualunque valore di a,
una medesima wvariazione relativa della capacita. Infatti da € = Cgee

segue:
dC = Cye*da = Cda,

quindi %Q = da, cioé costante, se-tale & da.
A titolo di esempio, proponiamoci di costruire un condensatore a
capacitd variabile, del tipo a variazione lineare di frequenza, atto ad
annullare la reattanza del sistema costituito da esso e da una indut-
tanza di 20 uH, per le frequenze comprese fra 3000 kHz ¢ 1500 kHz,
Esprimendo C in uF, le frequenze f in kHz, e 'induttanza L in uH,

8i avri:
10°

0= 42 Lf?
eon f = Aa + B, quindi:

ac 2-10°4
da  4ntL(Aa -+ B)*°

e poi:

10°4
~ALm—1k@daF Bp T

Tenendo conto delle condizioni
f=3000 per a=0, f=1500 per a=m,
si ha subito:

8,86 - 10—®

Q=V con k= a

4 18003000 1500

— —, B =300,
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dopo di che, supponendo r =1 em, d = 0,075 em, » = 19, si ha Uespres-
sione esplicita di p:.
114,1
0 = f : a 3 + 1 ?
(s—152)
T

dove a & espresso in radianti; oppure, introducendo la corrispondente

. . . 180
misura a® in gradi {a® = ¢

0= V (31i4.,‘11_°)” i
120
Facendo successi\}amen‘oe:
a® = 00, 180, 360, 540, 720, 900, 1080, 1260, 144°, 1620, 1809,
si ottengono i valori:
o = 2,29; 2,44; 2,61; 2,81; 3,05; 3,32; 3,65; 4,05; 4,53; 5,14; 5,90 cm,

coi quali & stato tracciato il profilo disegnato in grandezza naturale in
fig. 43.

30: 1’080 1_/260

Fig. 43

In pratica, per tener conto delle inevitabili capacitd parassite, occorre
diminuire i valori di p corrispondenti ai pili piecoli valori di a, per modo
che il profilo si modifica secondo una curva del tipo di quella disegnata
a tratti,

16. - Condensatori fissi. - Condensatori elettrolitici. — Per la costru-
zione di condensatori di capacity fissa, si usano generalmente dielettrici
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solidi onde potere, anche se la costante dielettrica non & molto elevata,
realizzare piccoli spessori e conseguentemente piccolo volume per un dato
valore della capacita.

Per basse tensioni, lo scopo si raggiunge bene usando per dielettrico
un gottilissimo foglio di carta impregnata di paraffina, sulle due facce del
quale sono fissati due fogli di stagnola. Un tale complesso viene poi arro-
tolato, ed opportuni accorgimenti consentono di ridurre al minimo le
dissipazioni nonché effette di induttanza, che le armature necessaria-
mente presentano, e del quale occorre preoccuparsi quando il conden-
satore & destinato a funzionare con tensioni variabili ad elevata frequenza.
Oltre la carta, si usano anche altri dielettrici, come la mica, 1’ebanite, il
vetro, la bakelite, ecc.

Quando la tensione di servizio & elevata, bisogna ricorrere a dispo-
sizione in serie di un numero adeguato di elementi, o — il che equivale
— a relativamente notevoli spessori di dielettrico. In ogni caso la ca-
pacitd, a paritdh di superficie delle armature, diminuisce. Ma, per lo piu,
con 'aumentare della tensione decresce il valore richiesto per la eapa-
eitd, in quanto che, a paritd di tipo di servizio e di frequenza, si richiede
in generale una ben determinata potenza reattiva, ciod un determinato
valore del prodotto CwV? dove C & la capacitd, V la tensione. Cosi,
operando con w= 5000, se si dispone di elementi da 2 muF adatti per
500 volt, cioé capaci di una potenza reattiva di 2 -10-*- 5000 - 5002 =
= 2,8 VA, e si vuole costituire un sistema capace di 2500 VA, oceorre-
ranno sempre 1000 di tali elementi, indipendentemente — ben intese,
entro certi limiti — dalla tensione. Invero, se tale potenza & richiesta a
8500 V, la capacitd occorrente sarebbe di 2uF, al che si perviene dispo-
nendo i 1000 elementi in parallelo. Se invece si dovesse operare a 5000 V,
la capacitd .si riduce a 20 muF, ma occorre raggruppare i dati elementi
a 10 a 10 in serie, al fine di realizzare gruppi capaci di resistere a 5000
volt. Cosi facendo, la capacitd di ogni gruppo si riduce a 0,2 muF; e per-
tanto bisognera disporre di 20 ;0,2 = 100 di tali gruppi, e in complesso
quindi di 100 - 10 = 1000 elementi, come dianzi.

In molte applicazioni radiotecniche si presenta la necessita di disporre
di elevati valori di capacitd in econdensatori destinati ad essere sottoposti
a tensioni relativamente modeste, ed in tali casi possono utilmente ser-
vire i cosi detti condensatori elettrolitici. Questi vengono costituiti immer-
gendo una coppia di lastre d’alluminio in una opportuna soluzione salina
(per lo pit borato ammonico). Quando ad un tale sistema venga appli-
cata una tensione continua, sulla lamina positiva si forma una sottilis-
sima pellicola d’ossido che isola la lamina stessa dalla soluzione; la cor-
rente praticamente s’annulla ed il sistema pud funzionare come un vero
e proprio condensatore.

Con tensioni dell’ordine di 20 — 30 volt si possono ottenere spessori
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di 10~ em (= 10—2 micron); spessori maggiori (ma tuttavia dell’ordine
di 10—* ecm == un micron) si hanno se la tensione di formazione & spinta
fino a circa 300 — 400 volt. L’apparecchio deve poi essere usato con
tensioni non molto maggiori di quelle che hanno servito alla sua forma-
zione. Come facilmente si comprende, la estrema piccolezza dello spes-
sore del dielettrico fa si che possano raggiungersi valori agsai elevati di
capacitd pur con modesta superficie d’armature. Invero, anche ritenendo
la costante dielettrica della pellicola uguale a quella dell’aria, la super-
ficie occorrente per la capacitd di un uF, supposto lo spessore di 10-¢ ¢m,
sarebbe di soli:

108

8,86

-10-% = 11,3 cm? .

Allo scopo di assicurare la pronta ricostituzione dello strato d’ossido
che eventualmente .si distruggesse, tali condensatori vengono usati in
quei casi in cui la tensione applicata, ancorché variabile, non muta se-
gno, cioé ha carattere pulsante. o

B tuttavia da notare che questi tipi di condensatori, insieme al gran-
dissimo vantaggio della notevole capacitd per unité di volume, presen-
tano per eontro ’inconveniente di perdite non trascurabili, dovute essen-
zialmente alla registenza dell’elettrolito, e cid limita alquanto il campo
delle loro possibili applicazioni.

Oggigiorno si costruiscono anche condensatori elettrolitici detti a secco,
i quali non differiscono dai precedenti se non in ¢io, che la coppia di fogli
d’alluminio, uno dei quali reca la pellicola d’0ssido, & arrotolata previa
introduzione di un sottile velo imbevuto di soluzione elettrolitica, od
altri equivalenti dispositivi. Si realizzano cosi apparecchi assai compatti:
per condensatori adatti per 300 volt, si arriva ad occupare soltanto 10 em?
per ogni uF di capacita.



CAPITOLO TERZO
COMPLEMENTI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI ELETTRICI

A) Circuiti semplici a costanti concentrate.

1. - Searica e carica di un condensatore attraverso una resistenza. —
Consideriamo un circuito comprendente un condensatore di capacity C ed
una registenza R, e proponiamoci di studiare quel che in esso avviene
dopo che il condensatore sia stato caricato con una d. d.p. V,.

Il condensatore tende ovviamente a scaricarsi, e pertanto nel circuito
prende origine una corrente la cui intensitd ¢ andra in generale variando
col tempo ¢, come pure andrd variando la d. d. p. v ai capi del conden-
gatore, ciod ¢ e v saranno funzioni del tempo ¢. ‘

Pin generalmente, potremo supporre
(fig. 44) che nel circuito sia intercalata una
sede di f.e. m. E, che potrd essere costante I_J\ij_
oppure variabile col tempo, ed in tale caso, E
anche se il condensatore non fosse stato =
preventivamente caricato, esso tenderd a I
caricarsi in uno o in altro senso in guisa da Fig. 44
geguire le vicende della f. e. m. E.

In ogni caso, per un istante generico qualunque, potremo, in virta
della legge di Ohm, asserire che la tensione » ai eapi di C, intesa positiva
se I'armatura positiva & quella connessa col morsetto positivo della sor-
gente E, uguaglia la differenza fra F e la caduta di tensione R: dovuta
alla resistenza, cioé:

@) E=Ri+v,

da cui, moltiplicando per C, si deduce:
‘ CE = CRi + q,

essendo g la carica esistente nello stesso istante sulle armature del con-
densatore.
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La corrente (intesa positiva se diretta, nel circuito, verso I’'armatura
positiva del condensatore, cioé in senso cospirante con E) & legata a ¢
dalla relazione:

. dq dv
(2) =5 = C T

Supponiamo dapprima che, come sopra, sia ¥ = 0, ciod non esista
f. e. m. applicata; ossia studiamo la scarica, attraverso la resistenza K,
del condensatore, che supporremo sia stato con opportuni mezzi caricato
ad una d.d.p. V, per modo che al tempo ¢t =0 gia v = V,.

In tale ipotesi, sostituendo (2) in (1), questa diviene:

dv
(3) U+RCTE=O’

da cui (App., 4, 9) si ricava:
‘
v = Ae RO,

essendo A una costante, il cui valore si precisa subito essere V,, pen-
sando che pert =0é0v =V,
All’espressione precedente daremo dunque la forma:

t
v="Vee T,

dove v= RC & una grandezza che risulta espressa in secondi se R e €
sono espresse in ohm e farad rispettivamente (2). ‘

Essa 8i chiama la costante di tempo del eircuito,

Per trovarne il significato, osserviamo che se si attribuiseono al tempo
valori in progressione aritmetica di ragione A, i corrispondenti valori di »:

Vo Vo
Vo, % R
e e T

3
costituiscono una progressione geometrica di ragione ¢ *. In particolare,
per h =1, i termini della corrispondente progressione geometrica val-

Vo V Sl . . .
gono 7" , 7: ..., quindi si pud dire che la costante di tempo misura
il tempo occorrente affinché Ia tensione ai capi del condensatore si riduca

1 1
nel rapporto - = 2’—7@— .

Per es., per R = 1MQ = 10°Q, C = 10-°F, si avrebbe v = 10 sec.
In tali condizioni, ove si disponga di appropriati mezzi per constatare i

amp-sec  sec

(%) Si ricordi infatti che farad = =
volt ohm
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successivi valori della tengione, sarebbe assai agevole seguirne le varia-
zioni nel tempo.

La curva che rappresenta tale variazione ha l’agpetto indicato nella
fig. 45; le ordinate tendono rapidamente a zero, senza mai raggiungere

Fig. 45

tale valore. Cio significa che la scarica completa non pud aversi che in
un tempo infinito. Tuttavia, in generale, in capo ad un tempo non molto
lungo, la tensione residua raggiunge wvalori trascurabili.

Ad es., per caleolare il tempo occorrente affinché la tensione si riduca

1 T . R
ad " del suo valore iniziale, basta risolvere ’equazione:

e

Hl@h

== -l- = 'n"'l N
n
da cui, prendendo i Log (in base 10) dei due membri:

Log n
Log ¢

t=1 = 2,30t Logmn.
Cosi, nel caso precedente, posto n = 1000, siavrebbet = 2,30 -10-3 = 69
sec.

L’andamento della carica alle armature del condensatore & ovviamente
identico a quello della tensione, in quanto che quella & proporzionale a
questa; si ha quindi:

L
T

q9= Qoe— 3

dove @, = OV, & la carica iniziale.
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dq

Per la corrente 4, occorre, secondo la (2), ealcolare @t Si trova cosi:
¢ t
(4) z'=—-%e ?=—%—e_7.

La corrente & dunque sempre negativa (cioé contraria a quella che sarebbe
stata capace di caricare il condensatore nel supposto senso positivo) e
decrescente in valore assoluto, secondo la solita legge, a partire dal suo

14 o .
valore iniziale% = i" , come indicato nella fig. 45.

Se nel circuito ¢ invece inserita una sede di f. e. m. costante E, 1'equa-
zione che governa il fenomeno ¢ la:

dv
(5) E=’o+RC;ﬁ.

Una soluzione particolare di questa equazione & v = E, dunque (App.,

4, 9) la soluzione pilt generale si avrd aggiungendo a tale soluzione la
t
pitl generale soluzione della (3), ciod una espressione del tipo Ae EC,

Siccome poi per ¢ = 0 deve aversi » = 0 (condensatore inizialmente scarico),
8i conclude subito che deve essere A = — F; quindi la funzione cercata,
che rappresenta I’andamento della tensione ai capi del condensatore, & la:

i
v=E1l—e 7).

11 corrispondente diagramma si costruisce agevolmente sottraendo dalla
retta v = E le ordinate della curva precedente. Si ricavano conclusioni

 —

Py
Fig. 46

identiche alle precedenti riguardo alle differenze fra la tensione effettiva
e la finale (che viene raggiunta solo per ¢ = oo (1)). Per la corrente si
deducono gli stessi valori di dianzi, ma mutati di segno (fig. 46).

(! Qui, e analogamente nel seguito, una scrittura come ¢ = oo non significa che
a t si attribuisce il valore infinito (il che non avrebbe matematicamente alcun senso),
ma che si considera il limite per ¢ tendente- all’infinito.



[II1, 1] COMPLEMENTI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI ELETTRICI 79

Sono questi i fenomeni che si verificano nel periodo che precede la
carica di un condensatore a f. e. m. costante.

Se poi E & variabile col tempo, per esempio con legge sinusoidale
(B = E,, sen wt), 'andamento della v si ottiene sommando i valori perti-
nenti alle variazioni di tipo esponenziale or ora studiate con quelli perti-
nenti allo stato di regime, quello cioé che si avrebbe trascurando quelle
variazioni (1). Quest’ultimo, come & noto dall’Elettrotecnica, corrisponde

E b
: . . CcoZ
(dove Z=R— —O]z—)), si tratta ciod di valori variabili sinusoidalmente

ad una legge alternativa rappresentabile col numero complesso —

colla stessa pulsazione w di E, con un ritardo, rispetto ad E, di 90° —

— arctg %‘,’ L’andamento di una tale » & mostrato nella fig. 47, dove

Fig. 47

con linee a tratti sono rappresentate la sinusoide e la curva esponenziale,
mentre 1a linea a tratto pieno rappresenta la variazione della tensione .

Dal punto di vista energetico, i fenomeni di cui il circuito & sede nel
primo dei casi considerati si possono sintetizzare dicendo che l’energia
conferita al condensatore con la carieca iniziale va gradatamente dissi-
pandosi attraverso la resistenza e trasformandosn in calore per effetto

Joule. Si puo pertanto asserire che & —- G'V., =R / i2dt, essendo l’inte-
grale esteso da t =0 a ¢t = oo (2).

(%) Cid equivale ad aggiungere all'integrale generale della (3) un integrale partico-
lare della (5).

(%) Cid pud del resto agevolmente verificarsi eseguendo effettivamente l’mtegrazmne
dopo avere introdotto al posto di ¢ il suo valore dato dalla (4).
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2. - Fenomeni transitori all’apertura e chiusura di un ecircuito con
induttanza e resistenza. — In modo perfettamente analogo si pud pro-
cedere allo studio del comportamento di un sistema comprendente una
induttanza L in serie con una resistenza R, quando si supponga che esso
venga chiuso su se stesso in un istante
R 1 l;  precedentemente al quale in L eircolava
W una corrente I,, come potrebbe, ad es.,

. K™y pensarsi approssimativamente realizzato
MlM'L T con un dispositivo come quello indicato
Fig. 48

in fig. 48 mediante una rapida manovra
da M ad N del commutatore K.

La corrente andrd variando col tempo, partendo dal valore I, per

t = 0, secondo la legge che si ottiene scrivendo che in ogni istante la

di

f. e. m. indotta — L @

uguaglia il prodotto Ri, cios:
di .
L P + Ri= 0.

B istruttivo osservare che a questa equazione si pud pervenire, quasi
senza ragionamento, considerando che, se si indica con g la conduttanza
T il sistema attuale puod intendersi costituito da tale g in parallelo con
la induttanza L. Esso dungue & esattamente il sistema duale (I, 10) del
precedente, e pertanto si pud senz’altro asserire che l’equazione che lo
governa si ottiene dalla (3) mutando », R, C in i, g, L rispettivamente,
¢iod:

i
Lg*m*-'—i:(),

coincidente ovviamente con la precedente.
Procedendo come dianzi, si trova:

-t
T

(6) ' ’i = Ioe ’

. L
dove la costante di tempo T vale in questo caso Lg, cioé = L’andamento

della corrente in funzione del tempo & dello stesso tipo di quello prece-

dentemente constatato per la tensione ai capi del condensatore; e cioé

continuamente decrescente col tempo, avendogi valori in progressione geo-
3

metrica di ragione ¢ © per valori del tempo procedenti in progressione

aritmetica di ragione k. In particolare, la costante di tempo misura il

tempo occorrente affinché la corrente si riduca da un valore qualunque

I
Iad—é—.
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11 caso ora studiato non & che un caso particolare di quello che si ha
quando nel circuito sia presente una sede di f. e. m. E, costante o varia-
bile col tempo.

Ragionando come nel n. prec., si conclude che il valore della corrente
in un istante qualunque corrisponde alla somma di quella pertinente allo
stato di regime e di quella, detta transitoria, data dalla formola prece-
dente. Siccome perd generalmente si assume come genso positivo della
corrente quello cospirante con la f. e. m. E, la corrente transitoria dovra
farsi precedere dal segno meno.

Per E costante, si ottiene cosi:

(7) ' I =%(1—e“7i‘),

E
da cui 8i vede che la corrente non raggiunge il suo valore finale 7 (cor-

rispondente . alla legge di Ohm) se non in tempo infinito (praticamente
invece 8i tratta di tempo brevissimo, se, come d’ordinario accade, 7 &
piccola). E questo lo stato di cose che si verifica in un circuito alla sua

chiusura. La parte transitoria della corrente, che, salvo il segno, coincide
t

con la corrente I,¢ © che si trova nel caso (6), costituisce la cosi detta
extracorrente di chiusura, che si sottrae dalla corrente finale ritardando
cosi lo stabilirsi di questa. _

Quando la resistenza R & costituita dallo spazio in cui si fa avvenire
I’apertura di un circuito — spazio che, se sufficientemente piceolo, diviene
generalmente conduttivo per effetto di ionizzazione — o comunque puo
pensarsi far parte del circuito, comprendente I’induttanza, in cui la (6)
puo effettivamente circolare, questa corrente transitoria prende il nome
di extracorrente di apertura. Si puo osservare che, comunque, all’inizio
del fenomeno, si ha conferimento di energia al sistema sotto forma ma-
gnetica localizzata nell’induttanza I, e tale energia -va gradatamente
convertendosi in calore per effetto Joule. Pertanto si pud asserire che

1 . .
& 5 LI =R f 1*dt, essendo l'integrale esteso da 0 a ooc.

Infine, per E variabile, per eé. sinugoidalmente (¥ = FE, sen wt), si
avrebbe che la corrente effettiva I si ottiene sottraendo la (6) dalla cor-
o . E.,
rente di regime, rappresentabile col numero complesso RFjlo:
3. = Searica di un condensatore attraverso una resistenza e una indut-
tanza. — Se un circuito comprende resistenza, induttanza e capacitd in

serie, I’equazione che ne governa il funzionamento, in assenza di d. d. p.
impressa, cioé ’equazione che definisce 'andamento della scarica di un

RimiNI - Radiotecnica. 6
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condensatore di capacitd C attraverso una resistenza R ed una indut-
tanza L, & la seguente:

di .
Ldt —Ri =w,

in quanto essa esprime che in ogni istante la tensione v alle armature
del condensatore corrisponde alla differenza frala f. e. m. — L —% indotta
dalle variazioni della corrente e la caduta di tensione R: dovuta alla
resigtenza ohmica.

Siccome poi, detta ¢ (funzione del tempo) la carica su ciascuna delle
armature del condensatore, si ha, come al n. 1:

dq

g =0C0v e quindi @=Tt= }H()’

la precedente, moltiplicando ogni termine per C, diviene:

(8) dtz"l_RO +q=0'
La piu generale funzione soddisfacente a tale equazione & (App., 4, 9):
g = Aent |- Bent |

dove A e B sono due costanti, ed a,, a, sono le radici dell’equazione di
secondo grado in a (equazione caratteristica):

LCa* 4+ RCa+1=0.

Quando a,, a, sono reali, i loro valorj sono:

a, ) 2LC

=—%1Vzla(%§—1%

&) —RCOLA/B0—4L0 _ ]/
- 4L

dove
T
(9) \ R=2|%

¢ la cosi detta resistenza critica, che in tale caso & superata dalla resi-
stenza R del circuito.

(*) 8i ricordi che la ¢ cosi definita (n. 1) risulta positiva se cospirante con v, quindi

per corrente di carica dovra intendersi la — C d—lz; , la quale pertanto riesce positiva
quando v decresce.
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Nel caso in cui, per essere B < R., le radici a, ed a, sono complesse,
alla funzione ¢ si pud invece dare l’aspetto (App., 4, 9):

q = e~%(4 cos wt -+ B sen wt),
essendo

R 1 R 1 9/ RZ( - 1)
a=g7, 0= m—m=\7ﬁV1—(E> equ1nd1w2+a2=L—0,

mentre A, B sono due costanti, cui se ne possono sempre sostituire altre
due, M e ¢, ad esse legate dalle relazioni:
Msenp=A4, Mcosep =B (3,
talché alla precedente potra darsi I'aspetto:
g = Mesen {wt + ).

La determinazione delle costanti M e ¢ si effettua agevolmente co-
noscendo la carica @, = CV, conferita inizialmente al condensatore. Do-
vrd infatti aversi:

g=Q,, 1=0 per t=20;
e siccome dalla precedente segue:

é=%%—=Me-a‘§——asén (wt 4 @) + w cos (wt + tp)f,

si deduce subito:

Hing = gy =" [snp= e =av/IT,

. __J___EVE)
R = et 2 VT

In definitiva, le espressioni esplicite di ¢ ed ¢ sono:

(10) a=- 3"1;—0 et sen (@t + 9),
’ y — ;Q_o_ —ot —— Vo —ad
(10" —t=_70° senwt—a—)l—;e sen wt .

(2) Baste assumere per M e @ le coordinate polari del punto le cui coordinate car-
tesiane ortogonali sono B ed 4, cioé:

A B

M=+4/A24 B%, gon@ = ———"—, CO8(Q == mem——— .,
vate Tyt
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Quanto alla tensione v ai capi del condensatore, avendosi ad ogni
istante ¢ = Cv, sard:

(10") v = - \/ e—“‘ sen (wt + @) .

B facile vedere che la intensitd ¢ della corrente soddisfa alla stessa
equazione (8) cui soddisfano » e ¢, cioé si ha:

da ai .
OW—FRGW—I—%:O;

di d%

basta all’uopo derivare la (8) rispetto al tempo e scrivere i, 711_’ (_l%
dq d¥q dyq
al posto di i TR

Nel caso R > R,, la scarica del condensatore attraverso la data indut-
tanza L e la data resistenza R si compie secondo una legge che conferisce
al fenomeno i medesimi caratteri che si avevano nel caso studiato al n. 1,
giacché, essendo evidentemente a; < 0, a, < 0, ambo i termini dell’espres-
gione di ¢ sono decrescenti indefinitamente col tempo con legge esponen-
ziale, ciod la scarica ha, come si suol dire, carattere aperiodico.

Cio & quanto si verifica quando la resistenza R del circuito & supe-
riore a quella che abbiamo chiamato critica, il eui valore & fornito dalla (9).
E si dimostra facilmente, valendosi della formola (41) di App., 4, 9, che
lo stesso carattere si conserva anche nel caso R = R..

Per le applicazioni che ci interessano, & di gran lunga pih impor-
tante il caso R < R,. Il corrispondente andamento di v, come si legge
nella (10”), sarebbe geometricamente rappresentabile con una sinusoide
di pulsazione w, se non vi fosse il fattore esponenziale e—*. La presenza
di questo opera nel senso di diminuire continuamente I’'ampiezza della
predetta sinusoide con legge di tipo esponenziale, eon una « costante di

. La pulsazione si serba pero costante, ed uguale a:

VT

2L
tempo » di valore N3

w
ma il tempo

T =2; = 274/LC -
Vl—( )

non sta qui ad indicare la durata del periodo, perche la » non & ora fun-
zione periodica del tempo; esso misura perd sempre il doppio dell’inter-
vallo fra due sueccessivi annullamenti della ».

Per E convenientemente piccola in confronto ad R,, tale pulsazione
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differisce poco dal valore w, = per il quale il sistema (L, C) pre-

L
VIO
senta, in regime alternativo permanente, reattanza nulla, cioé dalla cosi
detta pulsazione di risonanza del sistema (L, C).

Per es, per R=1Q, L = 10 H, C = 10—"F, si avrebbe:

]/L K 1 - R)” 1 R 799
R, =2 -6'=20, —R:=§6, qllllldll/l—(Rc Ql—?Fﬁ:go—o,

ed w differisce da wo,= 10° per 2%(—) di tale valore.

La scarica del condensatore in tale caso si compie con andamento
oscillatorio e per tale motivo un eircuito siffatto viene generalmente chia-
mato un circuito oscillante. Si tratta perd di oscillazioni smorzate, a causa
dell’azione continnamente deprimente del fattore esponenziale e—*f, La

R - .
grandezza a = T, che compare all’esponente moltiplicata per il tempo ¢,

e che misura l'inversa di un tempo, viene talvolta chiamata fattore di
smorzamento, ed il suo prodotto per la durata T del periodo corrispon-
dente alla pulsazione w prende il nome di decremenio logaritmico o sem-
plicemente decremento.

Indicandolo eon d, si ha la seguente importante relazione:

Introducendo la w,, si ha per R, la espressione:

2

Rc=2Lwo='6‘aT,
0

S

quindi, pel rapporto

avendo indicato con

il cosi detto coefficiente di risonanza del circuito, del quale fra poce (n. 7)
vedremo il concreto significato.

Intanto osserviamo qui che fra tale coefficiente ¢ ed il decremento §
intercedono le sempliei relazioni:

-Vt - GTA R
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.. R .
facilmente verificabili ricordando che per definizione & § = —2—%1, e quindi:

R \2
PRI EEE TR 22 T S T
8§ ~ T RaIC  E U ART Tt TV E T

Quando, come spesso accade nelle applicazioni, ¢ & sufficientemente

1, X . o
grande da potersi trascurare -+ in confronto di &%, si ha sensibilmente:

é

IS

T
€

Nel caso del precedente esempio si avrebbe & = 10, % =41/99,756 =
= 9,988, '

Per comprendere il significato fisico del decremento, occorre studiare
dettagliatamente il fenomeno rappresentato dalla (10) o dalla equiva-
lente (107).

Da queste ultime si deduce che ’andamento della tensione ai capi del

condensatore & rappresentato da una curva come quella della fig. 49

(disegnata nell’ipotesi di ¢ = 105, w = 2 - 10%, ¢ = arctg %— w —g— ), che
--1\

f
|
|
Yo
{

Fig. 49

pud assimilarsi ad una specie di sinusoide la quale, anziché fra due rette
parallele, & iscritta fra due curve esponenziali simmetriche.

Il contemporaneo andamento della corrente & definito dalla equazione
(10°). 11 relativo diagrammsa (non disegnato in figura) & del tutto ana-
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logo a quello della tensione, e presenta rispetto a quest’ultimo una specie
di « sfasamento », il eui valore angolare, come gi rileva dalle relazioni (10),

(16) & ¢ — arctg ﬁa’—

. . . R
Qualora 8i potesse ritenere del tutto trascurabile la grandezza 5T

sy . , - 2L .
ciod infinitameénte grande la «costante di tempo » T le due curve si

ridurrebbero a due effettive sinusoidi e tale sfasamento risulterebbe di
900, come puo agevolmente comprendersi pensando che, in tale caso,
tutto si svolge come se il circuito fosse alimentato da una tensione (infi-
nitamente piccola) di pulsazione w.

Questa osservazione conduce anzi a concludere come il circuito che
gtiamo studiando potrebbe divenire sede di corrente alternata permanente
(cioé sinusoidale di ampiezza costante), anche in assenza di d. d. p. im-
pressa, qualora l’effetto della resistenza potesse essere annullato, o, cid
che & lo stesso, opportunamente compensato. Si avrebbe allora una cor-
rente alternata la cui pulsazione risulta determinata unicamente dalle

costanti circuitali, ed il cui valore w, = pud quindi essere scelto

1
VIO
comungue grande disponendo opportunamente di L e di C.

I appunto per questa via che in pratica si realizzano correnti alter-
native di altissima frequenza, quali appunto, come vedremo in seguito,
gono richiegte nei processi r. t.

La pulsazione w, chiamasi la pulsazione propriea del circuito.

4. - Esame energetico dei fenomeni descritti nel n. pree. — Il feno-
meno della scarica di un condensatore in un circuito comprendente indut-
tanza e resistenza si accompagna con manifestazioni energetiche che pos-
sono agevolmente illustrarsi nel modo seguente.

Supponiamo dapprima nulla la resistenza R. Per la earica inizialmente
conferita al condensatore, questo tende a scaricarsi, ed effettivamente la
gcarica 8i inizia con una corrente, che va aumentando d’intensitd mano
mano che diminuisce la sua velocitd di variazione (in quanto che alle
rapide variazioni si oppone l'induttanza), e cid fino a che il condensa-
tore non si sia scaricato. Ma in tale momento la eorrente non pué annul-
larsi, perche la f.e. m. d’a.i. tende a continuarla, con che il condensa-
tore si carica in senso opposto al precedente; tale carica perd contrasta
Veffetto di quella f. e. m. fino ad annullare la corrente, mentre il conden-
satore ha cosi assunto una carica opposta alla iniziale. Da questo mo-
mento la vicenda si ripete con lo stesso ritmo, ma in senso contrario,
e cosi via. ‘

Dalla equazione (10), facendo R == 0, si deduce che il fenomeno ha
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carattere alternativo con pulsazione w, = Del resto, che tale

1
VIC’
debba essere il ritmo puo dedursi anche senza ricorrere alla (10), pen-
sando che, in tali condizioni, il circuito deve divenire sede di corrente
alternata diversa da zero, con d. d. p. impressa nulla. Ora, cid manifesta-
mente non puo verificarsi se non quando sia nulla 'impedenza, ciog, nel
caso attuale, la reattanza, cioé quando sia Lw — C}_—w = 0, il che appunto
equivale a dire che & w = ——1:, ciod w = w,. ’
VIO

Dal punto di vista energetico, il fenomeno comporta un periodico
scambio di energia fra il campo elettrico in ¢ ed il campo magnetico
in L, essendo massimo il primo quando il seecondo & nullo (condensatore
al massimo di carieca, corrente nulla) e viceversa (condensatore scarico,
corrente massima), ¢ non differisce formalmente dal caso meccanico di
un pendolo (od altro analogo sistema oscillante) senza attrito. :

Se la resistenza E non & nulla, ma & sufficientemente piccola, il feno-
meno conserva lo stesso carattere oscillatorio; senonche, durante ogni
oscillazione, viene dissipata parte dell’energia inizialmente conferita al
condensatore, per modo che 'energia magnetica che trovasi immagazzi-
nata in L quando il condensatore é scarico & minore di quella che questa
aveva al precedente massimo di carica, e successivamente l'energia di
carica al prossimo massimo di earica (in senso opposto) & ancora minore,
e cosi via. Il fenomeno, analogamente a quel che avviene in un pendolo
a piccolo attrito, non cessa di avere il carattere oscillatorio, ma va smor-
zandosi mediante trasformazione graduale in calore di tutta 1’energia
iniziale, pur permanendo il fatto degli secambi periodici di energia fra
Le C.

Se poi R supera quel valore che abbiamo denominato resistenza cri-
tica, le dissipazioni raggiungono fino dalla prima oscillazione valori tali
che, raggiunto P'annullamento della carica, si & esaurita tutta l’energia
iniziale, ed allora il fenomeno si spegne senza che si possano essere veri-
ficati scambi d’energia fra L e C; analogamente a quel che si verifiche-
rebbe in un pendolo a forte attrito.

b. - Significato del decremento. — Ad un primo significato del decre-
mento perveniamo calcolando il rapporto fra 1’energia dissipata durante
una mezza oscillazione — corrispondente all’intervallo fra due succes-
sivi massimi di carieca in senso opposto — e quella che, nello stesso in-
tervallo di tempo, viene scambiata fra la L e la C. Si trova invero che
tale rapporto & uguale al decremento 4.

Ci limiteremo a dimostrarlo nell’ipotesi approssimata in cui si possa
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T

ritenere trascurabile 1’effetto dello smorzamento durante il tempo -;— ).

Con tale semplificazione le oscillazioni della corrente e della tensione
vengono ad assumere carattere sinusoidale, e pertanto, detto I, il valore

massimo della corrente durante quel tempo, si ha che I’energia scambiata
2

fra Le C va.le%. Quanto all’energia che nel frattempo si dissipa in R,
3
essa si otterrd moltiplicando R pel quadrato % del valore efficace della

. T . .
corrente e per il tempo 5 = % , onde segue che il rapporto di questa

. B . .
energia a quella vale 5%, cioé precisamente 6, c. d.d. Cosi, del decre-

mento § si viene ad avere una importante definizione energetica.

Un altro notevole significato spetta al decremento — ed & anzi que-
sto che ne giustifica la denominazione — 'in quanto che uno sguardo
alla (10”) mostra come la funzione » vada variando fra una successione
di massimi e di minimi. La distanza nel tempo fra questi & uguale a quella
che interced e fra due successivi annullamenti della derivata%%, cioe della
corrente ¢ = C %%; essa quindi vale —g Ne segue che il rapporto fra due
massimi (0o due minimi) suceessivi vale €%, e pertanto é pud definirsi
come logaritmo (naturale) del rapporto fra due massimi successivi della
tensione, od anche fra due massimi successivi della carica, od anche della
corrente. Esso da quindi una precisa nozione della rapiditd con cui tali
grandezze decrescono, onde il nome di decremento.

Il decremento risulta proporzionale alla resistenza ed alla radice qua-
drata della capacitd, ed inversamente proporzionale alla radice quadrata
dell’induttanza, del che ci si pud rendere ragione quando si pensi che
esso sostanzialmente dipende dall’entitad della dissipazione durante una
oscillazione, e quindi, mentre ovviamente cresce con la resistenza, cresce
pure con la eapacitd, in quanto da questa ultima dipende la carica del
condensatore e di conseguenza l'intensitd media della corrente; 1'indut-
tanza invece, in quanto tende a deprimere la rapiditd della searica e
della carica, cioé l’intensitd della corrente, determina una minorazione
della dissipazione stessa.

Come nei cagi trattati ai nn. preee., noto il decremento, & facile cal-
colare il tempo necessario affinché la tensione (o la corrente) si riducano
ad una predeterminata frazione del valore iniziale (rispettivamente del
valore eorrispondente al primo massimo).

(1) Avvertiamo che la cosa pud rigorosamente dimostrarsi anche temendo conto
dello smorzamento.
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Per es., per un circuito avente R =0,1Q, L = 10°H, ¢ = 103 F,
si avrebbe:

o =107, 6@::1&:}/% = 0,0314 .

Se la tensione applicata all’inizio fosse di 40 000 = 4 -10*V, il primo
massimo di corrente sarebbe approssimativamente (ritenendo sinusoi-
dale senza smorzamento l’andamento della prima oscillazione):

I, = CwV, = 4000 amp. ,

e tale valore si riduce alla sua centomillesima parte, cioé a 0,04 amp.,
dopo un numero di oscillazioni n dato da:
5

T0,43 £370,

nd Log ¢ = Log 100000, n = 0,0314 0,43

. 2
ciod dopo 370 g © 2,310~ sec.

6. - Carica 'di un condensatore attraverso resistenza e induttanza. —
Nel caso in cui nel eircuito sia presente una sede di f. e. m. costante E,
con procedimento identico a quello usato al n. 1, si vede subito che la
tensione ai capi del condensatore tende, al solito, a raggiungere il valore
E attraverso una serie infinita di oscillazioni del tipo (10”), cioé la legge

S
3 (VA=
E
!
i

Fig. 50

di variazione di » & rappresentabile con un diagramma che si svolge at-
torno alla retta v = E cosi come il precedente si svolge attorno alla retta
v = 0. Esso perd comincia con v = 0 per ¢ = 0, e pertanto 1’ampiezza
della prima oscillazione vale E, quindi la massima tensione ai capi del
condensatore puod raggiungere valori prossimi a 2E. In fig. 50 un tale



{111, 7] COMPLEMENTI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI ELETTRICI 91

diagramma & stato tracciato nell’ipotesi R = 1Q, L =4-10*°H, C =
=25-10—¢F. o :

Qualora la f. e. m. applicata fosse variabile, per es. alternativa sinu-
goidale E,sen ¢, di pulsazione 2 qualunque (in generale diversa da ),
§i avrebbe uno stato di cose corrispondente alla sovrapposizione di quello
pertinente al regime, quale si studia in Elettrotecnica, e di queéllo rap-
presentato da una legge del tipo studiato nei nn. prece. Il relativo anda-
mento del fenomeno & illu-
strato in fig. 51, che si rife-
risce ad un circuito avente

R =25Q, L =10—H,

C = 10-°F

(e quindi w = 0,984 - 10°) cui
viene applicata una d. d. p. di
pulsazione £ = 2x - 125 000;
le linee a tratti rappresentano
i diagrammi corrispondenti
allo stato di regime ed a
quello transitorio, e con linea
continua é indicato quello de-
gli effettivi valori di » (somma
dei due precedenti). I inte-
ressante rilevare che 1’anda-
mento della v comporta anche
dei massimi maggiori della
ampiezza della d.d.p. impressa, il che & in relazione con un fatto di
cui avremo occagione di parlare successivamente (n. 18).

Fig. 51

7. « Regime forzato. - Coefficiente di risonanza. - Coefficiente di sovra-
tensione, - Selettivitd. — Quando un circuito come quello studiato nei
nn. prece., costituito cioé da resistenza R, induttanza L e capacity C in
gerie, & alimentato da una d. d. p. alternata, in esso, dopo il periodo tran-
sitorio di cui sopra, praticamente breve, si stabilisce, come & noto, una
corrente alternata permanente avente la stessa pulsazione w della d. d. p.
impressa, da non confondersi, bene inteso, con la pulsazione di cui ci
siamo occupati nei nn. precc. In tal caso cios il circuito diviene sede di
oscillazioni che si chiamano forzate, laddove il regime precedentemente
esaminato si chiama libero.

In tali condizioni, le grandezze da noi denominate decremento e resi-
stenza critica, e che indicammo con 4 ed R,, perdono il significato che
Ioro abbiamo precedentemente attribuito. Invece acquista notevole im-
portanza il coefficiente di risonanza &, di cui al n. 3 abbiamo veduto le
relazioni con quelle.
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Come sappiamo dall’Elettrotecnica, la corrente che si stabilisce nel
circuito stesso per una d. d. p. applicata di valore (massimo o efficace) E,
e di pulsazione w qualunque, ha per valore (massimo o efficace rigpett.):

E 1
—_— —- p-J— 2 2 —_— — —
I_Z con Z:=R*+ X2, X = Lo o

Per i nostri fini, & utile considerare le variazioni di I al variare di w,
ferma restando E, oltre, ben inteso, gli elementi strutturali R, L, C del
circuito.

Per w = 0 Vimpedenza Z é infinitamente grande, e quindi ¢ I = 0,
poi, col crescere di w, I aumenta fino ad un valor massimo (: Ta—) cor-
rispondente al minimo di Z, che ovviamente vale R, e si verifica per w

\% del circuito; poi, per w > w,,
I torna a decrescere e tende a 0 per w — co.

Quando & w = w,, 8i dice che il circuito & in risonanze con la pulsa-
zione impressa, con la quale locuzione si vuole asserire che in tali con-
dizioni la redttanza s’annulla, e pertanto la corrente assume il suo mas-
simo valore ed & in fase con la d. d. p. applicata.

In tal caso la tensione ai capi dell’induttanza, uguale a quella ai capl
del condensatore, vale:

uguale alla pulsazione propria w, =

ed il suo rapporto alla tensione impressa F, o, ¢id che & lo stesso, alla
tensione ai capi della resistenza, corrisponde al coefficiente di risonanza ¢:

Lo, 1

(11) R~ Owk = °¢

Per questa ragione a tale rapporto si d& talvolta il nome di coefficiente
di sovratensione (1).

Se ¢ & abbastanza grande, la tensione ¢E & la massima realizzabile,
al variare di w, ai capi di L o di C. Infatti, la tensione ai eapi di L vale
in generale:

Lok LEw LE

Lol = =
| 7 Vet o) VE ()

b

(1) Se si opers con pulsazione diversa da w,, si pud ancora parlare di sovraten-
sione ai capi di L e di C; ma le due non sarebbero uguali. Pertanto il rapporto definito
dalla (11) dovrebbe denominarsi coefficiente di sovratensione «alla risonanza ».



[111, 7] COMPLEMENTI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI ELETTRICI 93

ed il suo massimo si verifica per quel valore di @ che rende minimo il
denominatore, cioé:
L

@
2, 2 _— —
Ry + L +02 2090,
1
dove si & posto ¢ = prep

Annullando la derivata rispetto ad x, si trova:

w:LC(l—I—?—g cioée w =

2 Wy
2L ) ’ - 1
f1—5=
e siccome il secondo membro, per & sufficientemente grande, differisce
poco da w,, resta provato l’asserto.

E cosi, per la tensione ai eapi di C, che in generale vale:

VR2 (Zo— 61(;)2 .

8i trova analogamente che essa diviene massima per

Vl 82 ?

e pertanto si conclude come precedentemente.

Come si vede dalla (11) moltiplicando numeratore ¢ denominatore
per I2, il coefliciente di risonanza ¢ corrisponde al rapporto fra la potenza
reattiva pertinente, alla pulsazione w,, a ciascuno dei due elementi reat-
tivi del circuito, e la potenza attiva, o, ¢id che & lo stesso, si ha:

e=1tgop,

essendo @ I’angolo dell’impedenza costituita, alla pulsazione w,, da ognuno.
dei due sistemi L, R ¢ O, R.

Oppure ancora, si pud definire ¢ come rapporto fra la impedenze carai-
teristica del sistema (L, () e la resistenza R, intendendo per impedenza

caratterigtica il valore di ciascuna delle reattanze Lw,, O’iw., alla pul-
sazione di risonanza, il qual valore poi coincide con la media geometrica
VLw ‘/—— dei valori assoluti delle reattanze offerte da L e da
C per una pulsazione qualunque (*).

(1) Confrontando con la (9), si deduce che quella che abbiamo definito resistenza
critice R, non & che il doppio della impedenza caratteristica.
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Ad un altro importante significato fisico di ¢ (ed & precisamente quello
che giustifica il nome di coefficiente di risonanza) si perviene considerando
pit da vicino la legge di variazione della corrente I (o dell’impedenza Z,
che ad essa & inversamente proporzionale) al variare della pulsazione cw.

11 corrispondente diagramma che, come abbiamo veduto, presenta un
magssimo I, in corrispondenza di w, ed ha ordinata nulla per v = 0 ed
@ = oo, non & simmetrico rispetto alla ordinata massima (vedi fig. 52 a),
che si riferisce ad un sistema avente R = 50Q, L = 40mH, C = 1uF e
quindi w, = 5000). In altri termini, i due valori di w pei quali alla I
spettano valori uguali (necessariamente << I ..) non hanno w, per media
aritmetica ().

Si pud invece agevolmente dimostrare che w, & la loro media geome-

. . . 1
trica. Innanzi tutto osserviamo che una reattanza come la Lw—bz) ha

valori di segno contrario per due pulsazioni di cui 1’una & minore, 1’altra
maggiore di w, (?). Cid premesso, se w, ed w, sono due pulsazioni tali che
sia w,w, = wi, e Z,, Z, le corrispondenti impedenze, si verifica subito
che & Z, = Z,, o, ci0o che & lo stesso, che i valori delle corrispondenti
reattanze X, e X, sono uguali in valore assoluto e, in virth dell’osser-
vazione precedente, di segno contrario. Infatti da

1 1
X1=Lw1—66_0:, X2=Lw2_0—a)2’
8i deduce:
1 (1 1 1
X, + X, = L{w, + (,02)—_0- (_60—1 + E) = (o + wZ)( _Cw1wa>,

e l’ultimo fattore, per essere LCw,w, = LCw? = 1, & nullo,

8i pud dungque dire che, se si costruisce un diagramma analogo al
precedente, assumendo per ascisse log w anziché w, la curva corrispon-
dente (fig. 52 b)), riesce simmetrica rispetto alla ordinata relativa alla
pulsazione w,. '

Cid premesso, proponiamoci di ricercare i valori di w pei quali la cor-
rente I assume un valore » volte minore di I,,,, cioé di risolvere ’equa-
zione (in w):

12) Z =nR.

(1) Nelle ordinarie applicazioni r.t. perd, avendo in generale a considerare pulsa-
zioni ® per le quali la differenza @ — @, & molto piccola rispetto ad w, (dell’ordine
di alcuni millesimi, o tutt’al pii dei centesimi di w,), il diagramma, cosi limitato,
risulta sensibilmente simmetrice rispetto all’ordinate w,.

1
(2) Infatti, i due termini Lw e ~ G che compongono la reattanza stessa sono
(]

entrambi crescenti con @ e quindi tale & la loro somma: ne segue che, essendo X = 0
per @ = @, si avra X < 0 per @ < wy ed X > 0 per o > a,.
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La conoscenza di tali valori di w per un dato n ci consentird di giu-
dicare del grado di acuita della curva descritta — che si chiama curva di
risonanza —, in quanto & atta a darci la precisa nozione di quanto oc-
corre allontanarsi dalla pulsazione w, per realizzare una data riduzione
della corrente rispetto ad I

max*

Talé nozione corrisponde alla valutazione quantitativa di quella che
8i chiama la selettivitd del circuito, da intendersi nel modo seguente. Poi-
ch® per w = w, la corrente ha il suo massimo valore, si pud dire che il
circuito favorisce la pulsazione w, piut di ogni altra. Scostando w da w,,
la corrente decresce, e gi dice che il circuito & pill 0 meno selettivo a se-
conda che minors o maggiore & lo scarto da w, necessario per realizzare
una certa e predeterminata riduzione della corrente, a paritd, ben inteso,
di tensione. .

Per misura della selettivitd si assumerd appunto I’inverso del valore
relativo di tale scarto, ciod il rapporto di w, ad esso, calcolato per un
determinato coefficiente di riduzione.

In altri termini, si tratta di valutare ’inverso del rapporto g——;ﬂ"

essendo o una delle pulsazioni soddisfacenti alla (12). ’

Per semplicith, ci limiteremo al caso in cui w — w, & sufficientemente
piceolo rispetto ad w,, talché tale differenza si possa assimilare al diffe-
renziale de calcolato in corrispondenza di w = w,. In tali limiti di ap-
prossimazione, i due valori di @ — w, che ci interessano risultano uguali
e di segno contrario (1).

’

(1) In generale, quando la differenza fra due numeri z; e %, & piceols in confronto
a ciascuno di essi, per modo che si possano trascurare le potenze di -2 % 172
Zy L
superiori alla prima, nonche i prodotti di tali rapporti, si pud dimostrare che qualun-
que loro media coincide con la loro media aritmetica .
Posto 2, = #, + a4, con che si avrd 2, = z,— a, si ha per es. per la media geome-
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Differenziando rispetto ad w la:

2= R+ (lo—g),

dove per chiarezza si & apposto I'indice w a Z, per metter in evidenza
la pulsazione alla quale essa si riferisce, si ha:

. 1
quindi ’impedenza corrispondente ad w 4 dw vale:
Z j (L + —l—) d
wtJ Co) 4@ -

In particolare, se la pulsazione w di partenza & la w,, ricordando ché
¢ Zy, = R ed LOwi = 1, questa ultima espressione equivale a

. 1 ) : . dow
Scrivendo che, secondo la (12), il quadrato del medulo di questo
numero complesso vale #*R?, si deduce:
dw )
n—1) R = 4L2wo< w0

da cui:

(13) do V R \/nz——l

W, n—1 2Lw, 2

thenendo A/n*—1 L n, il che pud approssimativamente farsi appena
% supera poche unita, si ha per la cercata espressione della selettivitd s
(inverso del rapporto predetto):

5= 0.

trica m:

m = \/c&:lxz._'\/a:o-—a2 ——xol/l——(-—)zg Zq .

Cosi per la media armonica M, si avrebbe:
2 __ o2 2
M = Mz%_l):%(l_f_)@%,
x

e analogamente per qualunque .altra.

() Ovviamente, tale valutazione della selettivitd non ha carattere assoluto, in
quanto che & strettemente legata al valore (arbitrario) scelto per n.
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Per es. per un circuito con R = 5Q, L = 2-10~*H, ( = 8 - 10-1F,
@We w4 } £_.£
27 = /

cui, facendo ad es. » = 10 8i avrebbe s = 20. Cid s1gmﬁca che occorre-

si avrebbe w, = 2,5 - 10¢ (eioé fo= = 100; per

rebbe scostarsi di circa _)0 di 400 kHz (vale a dire di 20 kHz in piu o

in meno} dalla frequenza f,, per ridurre la corrente ad —=, ferma re-

10’
stando la tensione,

La formola (13) suggerisce un metodo per misurare il coefficiente di
risonanza, deducendolo da misure di frequenze. Invero, note le frequenze

max

f. = fo + df, f» = fo—df corrispondenti ad una corrente uguale ad -

_ S af . V?
dalla (13), posto n =4/ 2, tenuto presente che & P 81 ha:
0 0
fl—fz_i P fl"f‘fz
R Ty Al

Infine, da quanto precede si deduce che ¢ & un indice dell’acutezza
della curva di risonanza, e da cid appunto deriva la’ denominazione di
coefficiente di risonanza.

8. - Diagramma universale di risonanza. — Nel n. prec. abbiamo os-
servato che se, anziché riferirsi alla pulsazione w, ci si riferisce al suo
logaritmo, la curva di risonanza, cioé il diagramma della funzione
(14) I —_ RI]]\RK

B 1 \2
R2 ( Lo — —-'—)
‘ + Cow

assume un aspetto simmetrico rispetto all’ordinata pertinente alla pul-

. .o 1
sazione di risonanza w, = \sz_ .

Questo & un modo di conferire alla curva un aspetto simmetrico, ma
evidentemente non & il solo. 8i perviene ad es. a risultato analogo assu-
mendo per ascissa il rapporto:

(15) | ,ZZI__E@__L:(E“) @ )

equivalente alla tangente dell’angolo ¢ che misura il ritardo della cor-
rente rispetto alla tensione applicata (!). Se poi per ordinata si assume

(!} Si ha ciod ritardo per x > 0, anticipo per x < 0.

RIMINI - Radiotecnica. 7
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il rapporto

_ B
Y=1_ =7

ma:

la curva di risonanza diventa quella la cui equazione &

1
16 = =
1o V14 a2
" o 1
e che, a causa dell’identita cos ¢ = \/1 T t 2 —-——, coincide col diagramma

che da la variazione del coseno in funzmne della tangente. Una tale
curva essendo ovviamente la stessa per qualsivoglia eircuito, potrd chia-
marsi curva wniversale di risonanza. Essa & disegnata in fig. b3.

1
/ ”\
/ 06 \ \
// i \*‘\r
e
4 g4 \ N
/‘71 e S
02 2P
-4 | =3 | 2 | 0 | -1 2 T3t

5w 55 207
ritardo «— | = anticipo

Fig. 53

Per I'uso pratico di tale diagramma, cioé per la determirazione del
valore di y corrispondente ad un dato valore di w, occorre perd far uso
della, relazione (15) che permette di dedurre w in funzione di ¢ e di .
Da essa, detto o lo searto relativo della frequenza considerata rispetto
a quella di risonanza, cioé posto

W — W,
o = ——*&)T_ *) ’
si ha agevolmente

2
(17 xvas‘iwl ciod —2—[:0(14_0?_‘.1)

(1) Tale rapporto potrebbe chiamarsi «lo scorrimento» (efr. El, XIV, 3) della
pulsazione o rispetto alla w,.
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La relazione fra —J;— e ¢ & dunque rappresentata dall’iperbole di cui

questa & 'equazione. Il relativo diagramma & rappresentato in fig. 54.

Mediante 1'uso delle curve di figg. 53 ¢ 54 si possono agevolmente
apprezzare tutte le particolaritd esaminate nel num. pree. In particolare
si pud notare che la non simmetria della curva di fig. 54 rispetto all’or-
dinata ¢ = 0 accusa senz’altro il comportamento asimmetrico della cor-
rente rispetto alle pulsazioni sopra e sotto la risonanza.

X
€
0.6 ,0,06

0540051 A
/

N

0,410,04 / /

031003 ST

6\
// N\
020,02

01001

-07-06-05-04-3-02-07 | /0.7 02 03 04 05 06 07 08 49 ! o
-007-0,06-005-004-003-002-00” 001 002 03 074 805 006 007 008 009 01

|

/ '0,1 -0.0!
V7

5 -02|-002

pd

~-03'-003
Pig. 54

A titolo di esempio, per il circuito considerato nel n. prec., si vede
che per una riduzione della corrente ad 1/10, cioé per y = 0,1, si ha
£ = 10, cui, per ¢ = 100, corrisponde ¢ = 0,05.

E utile osservare che nella maggior parte dei problemi che ricorrono
nelle applicazioni pratiche si ha a che fare con valori assai piccoli di o,
talche, del diagramma di fig. 54, viene ad essere utilizzata la porzione
sitnata nelle immediate prossimitd dell’origine. Tale porzione coincide
sensibilmente con la retta di coefficiente angolare 2, cioe per tali valori
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di o, i1a relazione fra o ed o si riduce ad una semplice proporzionaliti:
(157 » xR 0.

In particolare, per scarti piccoli dalla risonanza, si ha simmetria rispetto
aoc=0.

Possiamo anche stabilire i limiti entro i quali & lecita tale approssi-
mazione. All’uopo osserviamo che ben di rado i valori dei parametri
circuitali R, I, C sono conosciuti con precisione superiore a quella che
consente di calcolare ¢ ed w, con errori inferiori all’ 19, e che, in calecoli
di tal genere, si assumono generalmente per i parametri stessi valori
costanti (valutati alla frequenza di risonanza), mentre, a causa dell’ef-
fetto pellicolare, i primi due sono essenzialmente variabili con la fre-
quenza. Accettando un errore relativo dell’19%, si vede subito che ¢
dovra non superare il 29, in valore assoluto ().

Cosi si puo in generale asserire che, entro i predetti limiti di appros-
simazione, il valore z della tangente dell’angolo di sfasamento si realizza
x
2e

. . 1
le pulsazioni alle quali lo sfasamento & - 45° sono le w, (1 -+ %) e ad

per uno scarto relativo dalla frequenza di risonanza. In particolare,

max

. — I
esse corrisponde il valore 4/2 del rapporto T » ecc.
Giova rilevare che la curva di fig. 53 presenta due punti di flesso.
. . . . 1 .
e precisamente in corrispondenza dei-valori |#] = :/—5 = 0,707, cui cor-

risponde ¥ = 0,816, e la derivata in tali punti vale 0,385 in valore’ asso-
luto (2). Quindi in vicinanza dei flessi [#] = 0,707 si pud approssimati-
vamente ritenere

y = 0,816 + 0,385(0,707 — |x|) = 1,088 — 0,385 |z|. ()

(1) Basta por mente all’identitdé (App., 4, 2)
1 « a? )
—— =2{l— =4 ——.. ]
1+3 P 2( 773 )
(2) Infatti, calcolando le prime due derivate y’ e y” del secondo membro di (16),
si ha: 3 s
2

3
y =—a(l4at) T, y'=—(L+2%) 4321+ 3,

dopo di che P'equazione y” = 0 porge
1
1+ 22 =322, dacui =4 —=,
‘ V2
ed i valori di y e ¥y’ per tali valort di « sono

2 1 (3% 2 .
y=Yz =086, v=F—=(5] T=F o= F osss.
3 ,\/ 2 2 3 \/ 3
(®) Si pud verificare che per 0,36 < x < 1,10 Perrore & inferiore all’1%,.
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9. - Variazione della corrente al variare di L o di ¢. — Finora ab-
biamo esaminato i} comportamento del circuito al variare della frequenza
della d. d. p. impressa.

Spesso pero, segnatamente nei circuiti riceventi r. t., accade che tale
frequenza & imposta, ed allora si presenta 1’opportunitd di realizzare il
massimo della corrente, oppure della tensione, in qualcuna delle parti del
circuito, mediante opportune variazioni degli elementi di questo.

Per lo piit 'elemento su cui si opera & la capacitd; meno spesso si
agisce sull’induttanza, anche perche, in generale, le variazioni di indut-
tanza si accompagnano con variazioni della resistenza (*).

1d31;LA E; E ,]
R

V4
[ 18 L C

| E=10%0lt
R=5008
61X L=0253mH

\ % =1000 kHz

12 AN

N

/ y

04
L
0 40 5060 80 100 200 200 puF
Fig. 55 )

Pertanto conviene esaminare come variano ghi elementi funzionali elet-
trici (correnti, tensioni) del circuito al variare della capacita, ferme re-
stando la tensione impressa E e la pulsazione ws.

Per quanto riguarda la corrente I, essa varierd da zero (per C = 0)
ad un massimo I_, raggiungibile per quel valore C, della capacitd pel
quale la data pulsazione w, soddisfa alla condizione:

1
—Coa)o:O"

La)o

.

cioé per (, = T Poi andra indefinitamente decrescendo per valori di
[}

(1) Non sempre perd; ché anzi si possono realizzare, ad es. coi variometri (II, 9),
delle induttanze variabili aventi resistenza costante.
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—_—

C superiori a questo e tendenti all’infinito, come indicato nella curva
indicata in fig. 55 (che si suol chiamare « curva di risonanza in funzione
della capacita »).

Anche qui si ha che, con ogni valore C, della capacitd > C,, si rea-
lizza un valore di I, necessariamente minore della I,,., che si pud pure
realizzare con un secondo valore C, << C,. Questi valori C, e C, sono tali
che C, ne & la media armonica. Infatti da

1 1
R

Lavg— ) o)
§i ricava:
1 1 2
—_— —_— 2
C’l+ v, = 2Lw} =T
Lo scarto dC da C, occorrente per realizzare la diminuzione di I da

max

1

a

max

si caleola imitando 1’analogo procedimento del n. prec., e

partende da:
ac
— 1 .
Z—}-dZ_Z—f—;ngo.
Si trova cosi:
¢ /nr—

00: £

Facendo n =4/ §, si deduce, con procedimento analogo a quello del
n. prec., che dette O, = Cy + dC, C; = C,—dC (*) le capacita occor-

nmax

renti per ridurre la corrente a 5 il coefficiente di risonanza ¢ é dato da:

]

_ 20, G+ 0,
ET0,—-C, C,—C,’

dalla qual formola si deduce un metodo per ridurre la misura di ¢ a mi-
sure di capacita.
La tensione V, ai capi del condensatore

B
Vv, = E =

| Caro V R+ (\Lw" o 5%0—0)2 R We V R C* (LC’wo ”wi‘,‘)z

sard massima per quel valore di C per cui é:

B Dof =,

(1) Occorre premettere il segno negativo al secondo membro, perché, essendo ,
pulsazione di risonanza del sistema L, C,, ne segue che con capacita C; > C, la reat-
tanza ¢ positiva, con C, < C,, negativa. .

(?) Cfr. nota a pag. 95.
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eioé, ricordando che si ha LCywi =1,

1 1 (RZ70+1‘>.:%0(1+—:61?‘)‘

C T,

Quando, come spesso accade, interessa render massima la tensione V ,
si procede alla regolazione di € fino a raggiungere tale valore, ma & bene
osservare che é inesatto dire che cio corrisponde ad « accordare » o « sin-
tonizzare » il eircuito sulla pulsazione w, impressa, perché il valore della
capacitd corrispondente alla risonanza & C, e non (. Ed & sempre ¢ < C,.

10. - Cireniti eon resistenza, induttanza e capaecita in parallelo. — Con-
siderazioni e deduzioni del tutto analoghe a quelle svolte nei nn. 3 e segg.
possono farsi per un sistema circuitale costituito con tre elementi g, C,
L in parallelo (fig. 56). ‘

Ma, a tal proposito, basta una osserva-
zione fondamentale per consentirci di enun-
ciare senz’altro, come faremo, i risultati,
senza darne la dimostrazione.

I’osservazione consiste semplicemente in L g
€i0, che un sistema di tre elementi g, C, L
in parallelo & duale (nel senso spiegato in I,
10) del sistema R, L, C in serie, e pertanto
si puo senz’altro asserire che tutto quanto é
stato detto nei nn. prece. & valido pel sistema
g, 0, L, quando si abbia cura di sostituire
ovunque ad ogni elemento il suo duale, quale risulta dalla nota tabella
(I, 10).

Per maggiore chiarezza vogliamo mettere effettivamente a confronto
una parte dei ragionamenti riguardanti i due casi, come segue:

Fig. 56

L’equazione c¢he governa il fun-
zionamento di un sistema circuitale
comprendente una resistenza R in
serie con una induttanza L ed una
capacitd C, si ottiene scrivendo che
in ogni istante & nulla la somma
i
dt
variazioni della corrente ¢, con la
f. e. m. — R¢ dovuta alla resistenza,
eon la tensione v ai capi di C, in-
tesa positiva se, considerata come
una f. e. m., tende a produrre cor-

della {. e. m. — I = generata dalle

I’equazione che governa il fun-
zionamento di un sistema circuitale
comprendente una conduttanza g in
parallelo con una capacita C ed una
induttanza L, si ottiene scrivendo
che in ogni istante é nulla la somma
delle tre correnti affluenti ai nodi,

. do
e cioé: la corrente — C o gene-

rata dalle variazioni della tensione
v al nodi, con la — gv del ramo
resistente, e con la corrente ¢ cir-
colante in L, intesa positiva se co-
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rente positiva, cioé:
di ,
L Frl +Ri+v=0.

Siccome poi, detta ¢ (funzione
del tempo) la carica (*) alle arma-
ture di C, si ha: .

g=10v,
e quindi (tenuto conto delle eonven-
zioni sui segni):
dq dv
@ = Ca

la preecedente puo seriversi:

=

dt2+RC +.’l:Oy

e sostituendo a ¢ la tensione v ai
capi di C, che ad essa é proporzio-
nale, si vede che anche tale v sod-
disfa alla stessa equazione, cioé
si ha:

dv
dt2+ROdt+U“0

ece. ece.
Nel caso in cui R & inferiore al-

la resistenza critica R, = 2 ‘/—C— ,

Pandamento di v & oscillatorio con
pulsazione:

w=%=wol/"1~<1%>2,

essendo wy, = , € COIL Smor-

\/C

zamento definito dalla costante di

R
tempo 5T ° dal decremento
BT E
oL = "Io’

spirante con la v ai nodi, cioé:
dv .
c T +gr+1=0.
Siccome poi, detto @ (funzione
del tempo) il flusso magnetico (1)
in L, si ha:
®=1Li,

e quindi (tenuto conto delle conven-
zioni sui segni):

49
=@ =L Et” d
la, precedente pud scriversi:

&P AP
I0q ol g+ @ =0,

e sostituendo a @ la corrente ¢ nel
ramo L, che ad essa & proporzio-
nale, si vede che anche tale ¢ sod-
disfa alla stessa equazione, cioé
si ha:

LC’W—{—ngt-*—z-—O

ece. ecc.
Nel caso in cui ¢ & inferioxe al-
L /¢
la conduttanza critica g, = 2 ]/ I
I’andamento di 7 & oscillatorio con
pulsazione:

w =2Tn =wovl/’ 1~(\—g—)2,

g

1
___, ¢ ¢on sSmor-
'\/ LC

zamento definito dalla costante di

essendo w, =

tempo %} o dal decremento
g g
20~ T 0w’

(!) ¢ e @ si intendono misurati in amperesec = coulomb e voltsec rispettivamente.
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legato al « coefficiente di risonanza » legato al « coefficiente di risonanza »

_ Loy 1 _Ow, _ 1
€= B T ECw, &€= g  gLw,
dalla relazione: dalla relazione:
5= e 5= e—1.
e cosl via. e cosi via.

Come si vede, per le grandezze che non hanno carattere elettrico, non
mutano le reciproche relazioni, mentre le loro definizioni cambiano, dal-
I'uno all’altro ecaso, secondo la legge generale di dualitd. Cosi la pulsa-
zione w,, che nel caso di sinistra & defipita dalla condizione di annulla-
mento della reattanza, nel caso di destra corrisponderd invece a quella
di annullamento della suscettanza.

Il lettore, potra, a titolo di utile esercizio, ripetere nel caso del
gistema in parallelo le considerazioni fisiche, energetiche, ecec., conte-
nute nei nn. prece., e lo studio del comportamento di un sistema ¢, C, L
alimentato da una data corrente alternativa di frequenza variabile, con-
siderazioni e studio che & assai utile aver presenti per le applicazioni,
nelle quali ricorrono molto pilt frequentemente i sistemi in parallelo che
quelli in serie. .

In particolare, si avra che il coefficiente di risonanza da una misura
della selettivitd del sistema, cioé della sua attitudine a presentare un
maggiore o minore scarto fra la ammettenza per la pulsazione di riso-
nanza w, e quella per pulsazione « diversa, cioé a determinare un piu
o meno sentito massimo di tensione ai capi, intorno alla pulsazione w,.
Precisamente, lo scarto relativo di frequenza occorrente per realizzare la

riduzione ad s della tensione ai capi, quando » sia abbastanza grande, é

n

= .
2e

1S

Al coefficiente di risonanza spetta il significato di coefficiente di sovra-
corrente nei rami L e C rispetto a quella del ramo g, in corrispondenza
della pulsazione w,, nonché quello di tg ¢, essendo ¢ l'angolo della am-
mettenza costituita, alla pulsazione w,, da ciascuno dei due sistemi g,
C e g, L; oppure ancora quello di rapporto della ammettenza caratteristica

/0
l’ L

Se L & variabile, ogni valore di ¢ < v,,, ai capi del sistema che pud
ottenersi con un L, > L,, pud anche ottenersi con un L, << L,, essendo
CLow? =1, e tali L,, L, hanno L, per media armonica, ecc.

B particolarmente interessante osservare che per un sistema siffatto

alla conduttanza g¢.
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si possono. costruire delle curve di risonanza, le quali non differiscono
minimamente da quelle considerate nei nn. precec., salvo il mutamento
dei simboli riferentisi a grandezze di carattere non elettrico. In partico-
lare, nella curva universale di fig. 53 occorrerd interpretare le ordinate
come rapporti fra la tensione alla pulsazione generica e quella relativa
alla risonanza, mentre nulla muta di quanto si riferisce alle grandezzc
ivi indicate con ¢, w,, o, x.

11. - Caratterizzazione di un c¢ircuito serie (o parallelo) mediante &, w,,
ed B (o g). — Prima di lasciare queste considerazioni generali, vogliamo
osservare che un sistema in serie, o in parallelo, il quale & sempre defi-
nito dai valori delle sue tre costanti circuitali R, L, C, rispettivamente
9, L, C, puo ritenersi altrettanto bene indentificato da tre numeri dai
quali sia possibile risalire alle costanti stesse.

Orbene, per due di questi si possono sempre assumere la pulsazione
w, ed il eoefficiente di risonanza &, ottenendosi cosi il vantaggio di avere
a che fare con elementi i quali, avendo carattere non eleftrico (w, misura
I’inversa di un tempo ed ¢ ¢ un numero), sono tali da adattarsi tanto
all’'uno quanto all’altro caso, salve, ben inteso, il diverso significato della
nozione di risonanza. Come terzo elemento, che deve necessariamente
avere carattere elettrico, puo assumersi ’elemento circuitale dissipativo,

cioé la R (rispettivamente g) oppure la resistenza caratteristica |‘~CT

/ " C
(rispettivamente la conduttanza ' —%)

Dati ¢, w, ed R, rispettivamente g, ¢ facile dedurre i valori di L e C.
E precisamente, nel caso del sistema in serie, si ha:

Re 1

W, ' T ewoR’

12. - Sistema costituito da capacita ¢ induttanza in parallelo, con resi-
stenze in serie in uno o in enframbi i rami. — In pratica, per le ragioni
gpiegate al Cap. II, non possono realizzarsi sistemi di costituzioni cor-
rispondenti a quelle tipiche considerate; perché non é possibile realiz-
zare induttanze o capacitd senza la presenza di resistenze. E se tutta-
via talvolta, specialmente se si opera con frequenze non molto elevate,
si puod, con discreta approssimazione, ritenere di aver a che fare con ca-

pacitd pure, altrettanto non puod pensarsi per le induttanze. Finché si
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tratta dello studio di circuiti con gli elementi R, L, C in serie, la relativa
trattazione non si scosta da quella generale dianzi esposta; soltanto viene
a mancare la posgibilith di pensare la L separata dalla R, ed altrettanto
potrebbe farsi anche per circuiti con elementi in parallelo. Se non che,
il fatto che la induttanza é necessariamente accompagnata da una resi-
stenza, fa si che occorre in generale ritenere i valori della conduttanza
g’ ed induttanza L', equivalenti ad una data induttanza effettiva — cioe
costituita da R, L in serie —, dipendenti essenzialmente dalla frequenza
con cui si opera, secondo le note formole:

/___,,_AR o I’_Iw_za_)g
g T R+ Lw?? T Lo )

Specialmente nelle applicazioni r.t., sistemi di tale tipo si presen-
tano con valori di R notevolmente inferiori ad Lw, essendo o la pul-
sazione di lavoro, e siccome questa & prossima — anzi spesso addirit-
' 1
VI
il sistema, considerato composto degli elementi R, L, C in serie, ha ele-
vato il coefficiente di risonanza

tura uguale — a quella definita da w, = cio equivale a dire che

Lralimentazione di un tale sistema potrd esser fatta direttamente, cioé
mediante applicazione ai nodi A e B di una
certa d. d. p. (alternativa) costante E, op-
pure, come indicato in fig. 57, mediante
Pinterposizione di una impedenza Z; (che
potrebbe p. es. essere l'impedenza interna
del generatore di f. e. m. E), nel qual caso
la tensione ai nodi stessi sarda E— Z,1,
essendo I la corrente nel ramo principale.

La suscettanza complessiva del sistema
pud risultare nulla, e precisamente cid si
verifica per la pulsazione w, definita da Fig. 57
1 R? 1 R2C 1 1

(150 = do(1-3).

18) 2o e e e
(&) el =g EC
Come si vede, essa, per ¢ sufficientemente elevato, coincide sensibilmente
con la pulsazione di risonanza tv, del sistema I, C.

In tali condizioni, il sistema dato si riduce ad equivalere ad una pura
resistenza, il cui valore R, &

L
R,,:_’Rz, :‘Ré‘z,
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quindi cresce rapidamente, a paritd di R, coll’aumentare dell’acutezza di
risonanza.

Ad es., per il circuito considerato al n. 7, in cui R = 5 Q, la dispo-
sizione di ¢ in parallelo con R, L adduce ad R, = 50 000 Q.

Se R fosse addirittura nulla, il sistema si ridurrebbe ad equivalere

-0
1 ¢ infinitamente grandg) : esso
IO

costituisce allora quello che si chiama un circuito d’arresto per tale pul-

sazione che, giova ripeterlo, & quella per la quale lo stesso sistema, con-

siderato in serie, presenta reattanza nulla.

In tale caso 8i realizza ovviamente il massimo valore della impedenza
fra A e B. Ma se R non & nulla, la pulsazione w, dianzi definita non &
quella cul corrisponde la massima impedenza fra A e B (e quindi la
massima tensione qualora sia assegnata la corrente di linea). Si potrebbe
perd facilmente dimostrare che tale pulsazione vale:

ad una pura reattanza, che per w, =

1 ¢/1,. 2 1 1 4/ i1 1
R e = / = e
\/LO}]/l_*_sz g2 \/Lg‘l_‘—az 284+"' &2
1

:ﬁ(‘lufgﬁ- ) ),

e quindi la sua differenza relativa rigpetto ad w, & dell’ordine della quarta
.1 . .
potenza di - Scostandosi, in un sensec o nell’altro, da tale pulsazione,

Pimpedenza decresce, e tanto pilt rapidamente quanto maggiore & e.
A identici risultati si perviene supponendo che la resistenza R sia
invece loealizzata nel ramo contenente la capacita.

(1) Infatti il valore (complessivo) dell'inversa di tale impedenza &:

: . Nz
S SN . Hv;-)_ AT
B +jLe B A1 4 5svVe & B 144V
2 1
con v = EE = o?LC. Trascurando il fattore costante —, si ha dunque da render mi-
[

o
nimo il modulo del complesso a terzo membro, il cui quadrato &

A—ap? + 5

1 &%
Annullando la derivata rispetto ad x, si trova equazione

1

2 2z 2
CrgTleg a0

L R
la cui radice positiva & ‘ 1 +-;2__§,
&
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Se, pilt generalmente, si suppone che ciascuno dei rami L e C con-
tenga in serie una resistenza, di rispettivi valori R,, R,, un tale sistema
(fig. 58) equivale ad una impedenza Z la cui espressione é:

(R, + jX ) (B, + jX,)
(B, +R)+J(X + X))’

avendo posto:

XIZLQ), .4Y2:—‘-—

7 =

1
Cw-

Moltiplicando i due termini della prece-
dente per il complesso coniugato del denominatore, si ottiene:

(R, + Ro)(RyBy— X, X,) + (X, + X)RX, + RX,)

(R + Raf + (X, + Ko +
(X, + X)X, X, — RiRy) + (R, + RJRAX, + RX,)
+J (&, + ol + (X, £ Xo)?

Fig. 58

7 =

Al numeratore del coefficiente di j (valore della reattanza) si puo
dare l’aspetto:

X1X23X1(1+-81?)—|~ (+ )g

dove si & posto:
: X, X,

g, = w5 gy = — 0 .
R’ R,

La pulsazione w, per la quale tale reattanza si annulla & prossima-
mente quella per cui & X; 4 X, = 0, cioé¢ quella definita da LCw] =1,
se, come qui vogliamo supporre, per tale pulsazione i rapporti &, &
sono sufficientemente grandi, talehé gli inversi dei loro quadrati si pos-
sano trascurare di fronte all’unith (1). Tali rapporti potranno cosi inten-
dersi rappresentare i « coefficienti di risonanza » dei due rami.

In tali condizioni, Z si riduce ad equivalere ad una pura resistenza,
il cui valore R, & dato dall’espressione:

. RZ—X1X2V) BE.S. L
°T "R, fR, = R +R _ CRFR)
cui pud ancora darsi la forma:
L
Ro == 'R—C = Rg? y

(1) In effetto, tali #; ed &, equivalgono alle tangenti degli argomenti delle impedenze
dei due rami, che, quando sono sufficientemente grandi, coincidono sensibilmente con
gli inversi degli «angoli di perdita» misurati in radianti, o, il che equivale, dei fattori
di potenza dei rami stessi.
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intendendo per R la resistenza totale R, -} R, e attribuendo (quindi) al
coefficiente di risonanza del sistema il valore ¢ fornito dalla relazione:

1

i 1
FRars

1
£a 7

e che corrisponde effettivamente al coefficiente di risonanza dell’intero
circuito considerato composto degli elementi R,, R,, L, C in serie, con-

. . L 1 WL
formemente alla formola di definizione ¢ = 2V

Si conclude pertanto che, quando &, ed &, siano convenientemente
elevati, le resistenze possono pensarsi raccolte in uno solo dei due rami.

13. - Resistenza e reattanza in serie equivalenti ai sistemi del n. prec. —
Dei sistemi qui considerati, che, sotto le riserve or ora enunciate, pos-
sono pensarsi costituiti da una reattanza pura in parallelo con una reat-
tanza di opposto segno e accompagnata da resistenza, conviene valutare
gli elementi dell’equivalente sistema serie, cioé calcolare i valori della
parte reale R, e del coefficiente d’immaginario X, della espressione cor-
rispondente alla impedenza Z.

Ritenendo la resistenza localizzata nel ramo induttivo, costituito da
R, L in gerie, basta scrivere:

L N SRR
R+ X, RF jLo 10

e risolvere rispetto ad R, ed X ,. Posto il secondo membro sotto 'equiva-
lente forma:

. 10
1 _1— R—*{—](Lw——m)
R+ jLo  j L R ’
Cw 0w
si ha
L jR
. C 7’ 0w
Ri+jXy =~ g,
R—i—](Lw—@)

da cui, moltiplicando numeratore e denominatore pel coniugato di que-
st’ultimo si ricava subito

L Ie R

R Gt 0 O
19) R,= — ROk X, =" — 1 e
Crr? er2+ (Lw-*@) } Rz+(Lw—-m—))
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In vista di future applicazioni, giova studiare come varia la X, al
variare di . Per lo scopo, posto per brevita: ’

20) a=1——
con che, conformemente alla (18), si ha

2 a

“r = Lo

introduciamo, in luogo della, pulsazione generica w, il parametro x ad
essa legato da

(1) o=

PR

eio¢ poniamo

(217 =014+ r docui w=w/1+x.

Se nella espressione di X , sostituiamo ad o ed R?iloro valori wey/ 1+
L
)

e —— L%w?, otteniamo, con facili passaggi:

(22) X, = —alw, T

- 1 ’
VI (e mfa)
espressione abbastanza conmoda pel calcolo effettivo dei valori di X, per
ogni dato x, ciodé per ogni data pulsazione. Si noti che alle pulsazioni
comprese fra 0 ed w, e fra o, ¢ oo corrispondono i valori di » fra —1 e
0, rispettivamente fra 0 e infinito.

La (22) mette chiaramente in evidenza che la reattanza X, si annulla
non solo, eome gia sapevamo, per » = 0 (cioé per w = w,), ma anche
per x = —1 (cioé per w = () ¢ per & — co cioé per w — oo (1), il che
del resto & fisicamente evidente se si pensa alla struttura del dato sistema
circuitale. La X, & inoltre sempre positiva per x < 0, cioé per pulsazioni
inferiori ad w,, e negativa per x > 0 {(w > w,). Tale reattanza passa
dunque dai valori positivi ai negativi in corrispondenza alla pulsazione
w,, ed & chiaro che essa raggiungeri un massimo per una conveniente
o < w, ed un minimo per una certa w > ..

Vogliamo qui calcolarc tali massimi e minimi nonché 1 valori delle
pulsazioni a cui esse si verificano.

(1) Per & molto grande, il denominatore della frazione vale sensibilmente a2z V,

L
quindi si ha X, 0 — P e pertanto lim X, = 0.
aV x 700
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Uguagliando a zero la derivata della frazione a secondo membro
della (22), si trova per x 'equazione:

—a2x® — a*(a* + a) + 3x(l—a) + 2(1L—a) = 0.

Siccome il primo membro di questa equazione di terzo grado presenta
variazione di segno agli estremi di ognuno degli intervalli (— oo, — 1),
(—1,0), (0,1), essa avrd tre radici reali di cui una << —1 cui non corri-
sponde alcuna pulsazione reale, e le altre due comprese tra —1 e 0, fra
0 ed 1 rispettivamente, e sono quelle cui corrispondono i masgimi e mi-
nimi cercati. Per mettere i valori di tali radici in relazione col coefficiente
di risonanza &, conviene cercare di soddisfare ’equazione stessa con una

. .1
serie procedente per le potenze di - cioé con

MWy

2+

My
e

X =My -+

e
T e

Con la effettiva sostituzione, e ricordando il valore (20) di a, si calcolano
successivamente i valori dei coefficienti my, m,, m,, m,, ... e cosi si
trova che il massimo ed il minimo si verificano per i seguenti valori di x:

1 1 11 .-
———8“+ -3?——@—]— ... (massimo),

1 1 5 -
7—{— _2?2+é;§+ ... {minimo),
talche, trascurando in prima approssimazione i termini in = in confronto
a quelli in —» 81 puo ritenere che la massima e minima reattanza si ve-
’
in 1 o '
rifichino per v = 4- — cioé per
1/ 1 / 1
o= |1t 2o (1L 5]
o ) 1+ Lol 5

I valori assoluti di tali massima e minima reattanza, negli stessi limiti
di approssimazione, coincidono, ed il loro comune valore é:

aLw,

T TF e+l )

&

.

1

. - 13\
che, sostituendo ad @ il suo valore, sviluppando in serie (1 -+ e ) 2 e

1\ . s ©s s s
( 1+ - ) e conservando, nel denominatore, i soli termini di minor grado
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1 aL Lw,
in P si riduce ad %8 2] 02’ , Sensgibilmente uguale alla meta del
valore della resistenza spettante alla pulsazione w, (*).

La variazione del valore di R, al variare della frequenza ¢ fornita
dalla, prima delle (19), che converra trasformare per farvi comparire, in
luogo di w, il rapporto x definito dalla (21). Con le solite sostituzioni

per w ed K2, un semplice calcolo conduce a

R
Tex(l fF2)—a(l +a)F+1°

E,

dalla quale si vede subito che per r =0 (w = w,) si ha B, = 1—a=

L 1 . L . ..
= Re? = ROy per @ = + —» clod per le pulsazioni di massima e minima

. .1 _
reattanza; la resistenza, trascurando le potenze di — superiori alla se-

2 .
conda, vale R; = %E,E—; essa uguaglia quindi il valore assoluto della reat-

tanza X,, e pertanto 1’angolo di sfasamento fra la corrente totale e la
tensione ai capi é di 4 45°, ¢ I'impedenza 4/ R? - X: riesce uguale alla

L
massima resistenza po divisa per NEICR

La fig. 59 (v. pag. seg.) mostra il diagramma di R, ed X, in fun-
zione della frequenza per un circuito rispondente ai seguenti dati:

R=127Q, L =253uH, C=100uuF, o, =27-10°, & =125,

14. — Sistemi circuitali derivabili dai preeedenti. — Nelle applicazioni
8i incontrano spesso circuiti analoghi a quelli considerati nei prece. nn. 11
e 12, in cui pero gli elementi reattivi sono diversamente localizzati; pre-
cisamente tali che, mentre un ramo contiene sola induttanza (capacita).
P’altro contiene capacitd con induttanza.

Lo studio di tali sistemi si fa agevolmente immaginandoli dedotti
da altri del tipo descritto nel n. 11, mediante divisione di uno dei due
rami in due parti, dello stesso tipo, disposte in serie, e supponendo che
una delle due parti venga poi portata nell’altro ramo. Potra cioé pen-
sarsi che l'induttanza I venga divisa in due induttanze L, -ed L, tali

L s de e
(1) Tale resistenza vale — = Logs con @, = quindi differisce da Lo.¢

1
CRr vIC’
pel fattore 1 — — che, nei limiti d’approssimazione in cul ¢i siamo posti, pud ritenersi
£2 ;

uguale all’unita.
(3) Si noti 'analogia di questi risultati con quelli relativi al caso dei circuiti ideali
in parallelo a tre rami, quali possono dedursi leggendo dualmente quelli esposti al n. 9.

RimINI - Radiotecnica. ]
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che sia L, + L, = L ('), oppure la capacitdh C in due capacity C,, C,
. .1 1 1 oo . .
talli che sia o + =0 (fig. 60, a) talché il ecircuito modificato si pre-
1 2 !
senterd come in fig. &), rispettivamente ¢), dove con 4, B sono indicati

i-capi del circuito stesso, mentre pel circuito originario tali eapi sono
M, N.

k&
780 |

160

140

120

100

80

60 B J

40

X,

20 e

AN

979 980 990 1000 1010 1020 1030 kHz
-20

-40 A A
-60

- l
w0 J

Fig. 59

Se, come al solito, riteniamo sufficientemente elevato il coefficiente
di risonanza ¢ del sistema costituito da tutti gli elementi in serie (cioé
R, L,, L., C nel primo caso, R, L, C,, C, nel secondo, essendo E il com-
plessivo valore delle registenze presenti nei due rami), si avrd che la pul-

(1) Cid equivale a supporre che sia nullo il coefficiente di mutua induzione M fra
le due parti L, ed L, in cui vien divisa P'induttanza. Successivamente (n. 27) vedremo
che, ove sia M =+ 0, i risultati si modificano soltanto in cid, che ad L,, L, bisogna pen-
sare sostituiti L, + M, L, + M.
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sazione di risonanza w, risulterd approssimativamente inalterata rispetto
al gistema di partenza contenente L,, L, in un ramo e C,, C, nell’altro,
ma la resistenza R, equivalente al complesso per w = w, varierd, e pre-
cisamente in modo proporzionale al quadrato della variazione interve-
nuta nella reattanza di ciasecun ramo. Diciamo «reattanza di ciascun

Lox g - . . 1
ramo » perché & chiaro che avendosi (approssimativamente) Lw, =

Cw,’
isultera he L. — 1 L (r ttivament 1 L ”1—)
risulterd anche L,w, = oo, Fa0r ispettivamente G, = L0~ G )

Per convincersene, basta pensare che la resistenza equivalente E, puo
rappresentarsi eon

(Lywy)® . . 1
— rigpettivamente RO’
b) I c)
A A
C] .L3 01 —— 02
s ¢ L '
B B
Fig. 60

e che le accennate modificazioni non alterano né la totale R, né la pul-
sazione w, (1).

Non bisogna perd credere che il coefficiente di risonanza del nuovo
sistema si possa considerare coincidente con quello del primitivo, in
quanto che con le accennate modificazioni si sono sostanzialmente co-
struiti due cireuniti, il primo dei quali equivale ad uno con una induttanza

. C L,+ L, ,
L, ed una capacita 1=L,00 = c I, e ’altro ad uno con una
s . i | C, Y
capacitd C, ed una induttanza L — Tt = L G f 0 entrambi i rami

(1) Si perviene allo stesso risultato se si considera la espressione 70 di R,. Biso-

gna allora pensare che, ad es., la prima delle accennate modificazioni equivalga ad avere

costituito un ramo con linduttanza L, e Paltro con la capacith C-—

5
L,0?
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presentano dunque, alla risonanza, induttanza e capacitd ridotte, rispetto
alle primitive, secondo il rapporto -EL;—} nel primo caso e < nel] secondo.
1
Tali riduzioni adducono ad una riduzione secondo lo stesso rapporto
dell’ effettivo coefficiente di risonanza (definito come al n. 10) e conse-
guentemente, essendo invariata la resistenza effettiva R, la resistenza
equivalente viene ridotta secondo il quadrato dello stesso rapporto, come
sopra si & veduto.

Se perd ad ¢ si conserva il significato di coeffi-
ciente di risonanza del sistema formato con tutts gli
elementi disposti in serie, si pud dire che il gistema
modificato, presenta, rispetto al primitivo, le stesse
curve di risonanza (cioé gli stessi diagrammi di resi-
stenza e reattanza in funzione della frequenza), salvo

i . L .
riduzione delle ordinate nel rapporto —L—l , rispet-

. C
tivamente c, -

Sistemi siffatti sono largamente usati nelle appli-
cazioni radiotecniche quando occorra alimentare un
circuito del tipo @) con una tensione inferiore a
quella effettivamente richiesta ai suoi capi, o vice-
Fig. 61 versa quando da un tale circuito occorra ricavare una

tensione minore di quella esistente ai suoi capi.
L
'L_l"

mente K e, poiche, a paritd di correnti nei rami, la potenza in ginoco

11 rapporto fra le tensioni M N ed AB corrisponde ad rispettiva-

& la stessa, il rapporto fra le correnti alimentatrici sara inverso di quello
fra le tensioni, onde resta confermato che la resistenza equivalente (rap-
porto fra tensione ai capi e corrente alimentatrice) varia secondo il qua-
drato dello stesso rapporto.

Tali sistemi, nel caso b), corrispondono, come agevolmente si com-
prende, agli ordinari autotrasformatori.

A titolo di esempio, si consideri il sistema di fig. 61 costituito da una
bobina di 200uH e da un gruppo di due condensatori in serie, e suppo-
niamo che per esso sia ¢ = 100, w, = 5 - 10%. La resistenza equivalente
R, migurata fra i terminali A e B si calcola agevolmente: essendo Lo =
= 10%Q, sardh R = IJEQ = 10Q, e quindi B, = 10¢ -100? = 10°Q. La capa-

citd complessiva del ramo capacitivo si calcola mediante la

C =gf1(;2 =0,2-10~F.
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Si voglia costituire il ramo stesso con due condensatori C,, C, in
serie in guisa tale che tra i terminali di C, il sistema presenti una resi-
stenza equivalente R, = 15000Q. Se con ¢’ si indica il coefficiente di riso-
nanza di tale sistema, dovrd risultare:

/ R,
R, = Re®, quindi & = | + = 38,73,
dopo di che, da
1 _ .
CioR &
1 1

si deduce subito C, = F = 516 puF. La capacita C, del

ewR ~ 1937 - 10
secondo condensatore si caleolera, in puF, mediante

1 1

1
5—067 = ‘541_67 -+- ‘?‘; y dOIlde Cz = 327 ‘u:/,LF .

Se aji terminali A ed M si applica ad es. una tensione di 1000 V,

16
_330_ = 2580 V, ed altrettanta sard
la tensione ai capi della bobina, in opposizione di fase rispetto a quella.

La corrente assorbita alimentando fra A ed M sard di 1—1—5(:)%) = 0,0666 A,

la tensione fra A e B sard di 1000 -

e la corrente in ciascun ramo sard ¢’ volte maggiore, cioé 0,0666 - 38,73 =
= 2,58 A.

Alimentando invece fra A e B, per ottenere le stesse condizioni di
funzionamento bisognera applicare 2580 volt, la- corrente assorbita sari

. 2580 . N L
di BT 0,0258 A e la corrente in ciascun ramo sard, come dianzi,

[

di 2,58 A. La potenza in ginoco & sempre quella che viene dissipata
nella resistenza effettiva R = 10Q percorsa da 2,58 A, cioé 10 - 2,582 =
= 66 watt. Nel primo caso essa viene fornita con una corrente di 0,066 A
a 1000 V, nel secondo caso con 90,0258 A a 2580 V (1000 - 0,066 —
= 0,0258 - 2580 = 66).

Riassumendo e generalizzando ancora, si pud asserire che se un si-
stema costituito da due rami in parallelo di impedenze R, + jX, R,—jX
{cioé tali che, per una data pulsazione w, sia nulla la somma delle reat-
tanze, vale a dire che, considerato come sistema serie, sia risonante ri-

R, B . .
spetto ad w,) e se i rapporti —X—l, —X—z sono abbastanza piceoli perchs il Joro

prodotto sia trascurabile rispetto all’unitd, il sistema stesso alla pulsa-
zione @, equivale ad una resistenza, il cui valore R, & sempre dato
dall’espressione

X

Re=p TR
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Cio si vede immediatamente calcolando llmpedenza complessiva il cui
modulo ovviamente &

REB,+ X2 Xt RiB,
R, T R, “R1+R2(1+ Sl

e quindi, nei posti limiti di approssimazione, equivale all’espressione
dianzi scritta.

15. - Selettivitd dei cireuiti precedenti. - Artifiei per modificarla. —
Anche nel caso congiderato nei nn. prece. si pud definire, in modo ana-
logo al caso di n. 7, la selettivith, come rapporto fra la frequenza corri-
spondente al massimo dell’impedenza — o minimo dell’ammettenza —
e lo scarto occorrente per realizzare un dafo aumento della ammettenza
stessa, per es. secondo il rapporto 1 ; n.

Se, per semplificare, supponiamo che ¢ sia sufficientemente grande,
si che la pulsazione di massima impedenza coincida sensibilmente con

/IO
sione dell’ammettenza, trascurare la conduttanza rispetto alla suscet-
tanza, si avrd, assimilando i differenziali alle variazioni:

= wy, © riteniamo che, per una o diversa, si possa, nella espres-

:%?, dej(C—!—Ei)%)dw*

Y,
da cui, per essere LCwj = 1:
Y, +4dY = CR + 2jCdw ,
il quadrato del cui modulo vale:
L2 24 -wo do ) § dw)l
(1+4 dwz)ulf' + — (_c;;)$ (1—!—482(600 {

2 2

. . C . .
Uguagliando tale espressione ad n*Y}; = n? = © risolvendo rispetto
d .

a _@’ si ottiene:
Wy

do y/m2—1

e 2¢ ’

donde, per la cercata selettivita, si deduce lo stesso valore

IS
3|y

trovato nei casi tipici dei circuiti in serie ed in parallelo.
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Del fatto che I'impedenza di un circuito in parallelo ad elevato coef-
ficiente & decresce rapidamente coll’allontanarsi dalla pulsazione di ri-
sonanza w,, si puod trarre partito per migliorare la selettivitd di un ecir-
cuito del tipo R, L, C in serie, mediante I’artificio di disporre in deriva-
zione su di esso un sistema del tipo in parallelo, avente un elevato coef-
ficiente di risonanza ¢, e regolato in guisa che la sua w, coincida con la
pulsazione di risonanza del primo. Invero, cosi facendo, si ha che, per
® = w,, il rapporto della impedenza del secondo sistema a quello del
primo rigulta grandissimo, mentre, scostandosi da w,, tale rapporto de-
eresce rapidamente; e pertanto, supposto tutto il gruppo alimentato ad
intensitd costante, oppure anche da un generatore a tensione costante,
ma attraverso una precedente impedenza (1) — che potra essere anch’essa
accordata sulla stessa pulsazione —, la corrente che percorre il primo
ramo risente delle variazioni di pulsazione in misura assai diversa di
quel che avverrebbe in assenza del secondo, il che appunto equivale a
dire che si & variata la selettivitd del primo ramo.

Consideriamo ad es. il se-
condo caso, e siano R,, L,, C,
gli elementi della prima impe-
denza, R,, L,, C,; quelli della
seconda, Ry, Ly, O, quelli della EA BLG I Cs
impedenza attraverso la quale T ?

il generatore alimenta il siste-
ma (fig. 62). Fig. 62

Ponendo:

1
m »

1 " . .
Xo = Lyw— Xllew——sz LOZR0+]XO7 Z1:R1+]X17

j 1

X, =Lyw, Zy,=R,+jX,= O :j()sw’

jX:x:"

1
92— by’
si ha per I'impedenza totale del circuito ’espressione:

. 1 1 1 1
ZO+ Z con T:z+ig+jX;

Dividendo la tensione E del generatore per tale Z, + Z si otterrd la
corrente totale; questa, moltiplicata per Z, dard la tensione ai capi di
Z,, e dividendo finalmente questa per Z, si avra la corrente nel ramo I.
Tale corrente equivale dunque al rapporto di E a:

2,71 + 2,) _ N 4,2, | 1,7,
7 =2+ Il =Lot Lit =+ S5,

(!) Se questa impedenza ¢ sufficientemente elevata, questo caso (I, 12) equivale
sensibilmente al precedente.
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mentre, nel caso in cui non esistessero i rami 2 e 3, la stessa corrente

. E
si calecolerebbe con Tt 7,

Dati 1 valori delle costanti eircuitali in guisa da soddisfare alle con-
dizioni indicate, cioé tali che per un certo valore di w si abbia X, = X, = 0,
1
by
determinato scarto da tale w, la riduzione della corrente nel ramo 7 &
agsai pilt notevole quando si suppongono presenti i rami 2 e 3 che non
nel caso in cui tali rami siamo esclusi.

Abbiasi ad esempio (valori in ohm, henry, farad):

Ro =25, Ly=25-10"5, Co=1,6-10" ;
R,=10, L, =1,6-10~, (, = 25101,

+ X; = 0, e piceolo valore di R, V%’, si pud verificare che, per un
2

Le reattanze delle impedenze Z, ¢ Z, si annullano cosi per la pulsazione
we = b - 10%; talché, considerando, insieme a questa, anche le w’ = 4 - 108,
o" = 6 - 108 si ha, con ovvio significato dei simboli:

(Zo + Zy)o = 357 (Zo + Z,) = 35—j416 y (%o + Z,)" =35 + 4339,

i eui moduli sono rispettivamente 35, 418, 341, onde, dette Iy, I’, I’ le
corrispondenti correnti, si hanno fra i moduli di esse i rapporti:

L8 1 I' 3B 1
I, T418< 11,9’ 1, 341 —97"

dai quali possiamo trarre una nozione della selettivitd del sistema.
In parallelo su Z; disponiamo ora un sistema Z,, X, con:

R,=001, L,=2-10", (C;=2-10"7,
e ricalcoliamo gli analoghi rapporti. All'uopo osserviamo che si ha:

7'-__}_ ._1__._—1____ . _EZ—]LQQ) )
Y = Z, "*‘an T Ry, + jLw + jCs0 = R T Lio® + jCw L
R . 1

I'ultimo passaggio giustificandosi con 1’osservare che, per le frequenze che
ci interessano, ¢ R} < Liw®.
Per le tre pulsazioni dianzi considerate, si trova:

Y, = 0,01, Y =¢,0156—30,450, Y' = 0,007 + j 0,366 .
Inoltre si ha:

(ZoZin)o = 250, (ZoZ,)" = — 20000 — j9562 , (Z,Z,)" = — 13197 + j7792.
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Moltiplicando questi numeri ordinatamente per i corrispondenti va-
lori di Y, dopo avere osservato che si pud sensibilmente ritenere
Y ©—j0,450, Y' 20,366, si trovano finalmente i tre seguenti va-
lori della espressione Z, + Z, + Z,Z,Y:

37,5 ; — 4268 -+ j 8584 : — 2817 — 44491,
i cui rigpettivi moduli sono:
L 37,5 ; 9386 ; 5310,

Ne segue che i nuovi valori dei rapporti fra i moduli delle eorrenti
SOno:
I 37,5 1 I’ 37,5 1
e Ay s R = .
I, — 9586 — 2b6° I, 5310 — 142"

«

Come si vede, 'aumento della selettivita & notevole.

B) Circuiti accoppiati a costanti eoncentrate.

16. - Sistema costituito da due circuiti. - Aecoppiamento. — Vogliamo
ora esaminare quel che accade quando, anziché R R
un solo circuito, se ne abbiano due, elettrica- y M y
mente distinti (fig. 63), ma capaci di influire |
I'uno sull’altro per via magnetica. Cio equivale L L,
a dire che per tali circuiti, oltre ai valori delle

resistenze, induttanze e capacitd, che indiche- i 13
remo con Ry, L,, C,; R,, L,, C,, si abbia a con- C, C,

siderare un coefficiente di induzione mutua M. Fig. 63

Supponiamo che in uno solo di essi, per es.

il primo, che chiameremo primario, sia inserita una sede di f. e. m.
alternata sinusoidale E (non indicata in figura) di una certa pulsazione
w, mentre l’altro, il secondario, & chiuso.

Prescindendo per ora dal periodo che precede lo stabilirsi del regime,
nei due circuiti si avranno due correnti I, e I,, entrambe alternate sinu-
soidali di pulsazione w, la cui determinazione riesce agevole se si riflette
che Vazione di ciascun circuito sull’altro si esplica mediante il sorgere,
in ciascuno di essi, di una f. e. m. dovuta alle variazioni del flusso pro-
vocato dalla corrente circolante nell’altro, e che ovviamente sard rappre-
sentabile mediante i numeri complessi — jMwl, pel primo, — jMwl,
pel secondo.

Scriviamo per ciascuno di essi I'equazione che esprime la legge di
Ohm, avendo cura di mettere in conto anche queste ultime f. e.m. Si
avra senz’altro:

(23) \ E—]:Mcol2 = Z,1,
) ' —jMoel, = Ll,,
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essendo

. o 1 . 1
Z, = R, +jX,, L, =R, + jX, (JX1:L10)—“@?O> X, = Lw— @2_(”)
le impedenze dei due circuiti.

Risolvendo le (23) rigpetto ad I, ed I, si ottiene:

E
PE —_ .
(24) L
_ jMoE
(25) L =~

dove si & posto:

I 7o Moo . e
(26) L =1+ g =1+ 5 (Be—jXy) = B+ X,
2 ldy
cioé:
, M2 , M2w?
(26) R1=R1+Z—§R2, X1=X1—‘Elz.

In vista di successivi sviluppi, conviene introdurre anche una im-
pedenza Z; definita analogamente alla Z; mediante la:

M2

(27) Z; = Ty +

cioé

, M2 , M2
R2:R2+ 72 R, Xszz‘— Vil
1 1

Moltiplicando la (26) per Z, e la (27) per Z,, e confrontando, si ha:

(28) 7.7, =77, + MNw*= 1,7,

cosicche alla espressione di I, puo anche darsi la forma:
: E. L

(25%) LL=— 7.7, °

La (24) dimostra che la corrente primaria I, puo calcolarsi come se il
circuito secondario non esistesse, ma la resistenza e la reattanza del pri-
mario, anziché essere R,, X,, fossero B; e X,. Si ha cio¢ che la presenza
del secondario determina un apparente aumento della resistenza, la quale

. . M2w?R L
si accresce di ~——ZT—2, ed una apparente variazione della reattanza, dal
2
A2,
cui primitivo valore X, viene a sottrarsi 2 (che pud essere posi-

Z:
tivo o negativo).
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In relazione alla apparente variazione dell’impedenza primaria varia
la corrente rispetto a quella che si avrebbe in assenza del secondario, e
varia pure la potenza erogata da E. Precisamente, moltiplicando scalar-
mente per I, 1a prima delle (23) e per 1, la seconda, e sommanrdo membro
a2 membro, dopo avere osservato che &

71, x I, =R}, Z,, x1,=R,I2,
JMol, X I, =j-jMol, X jI, (}) = — Mok, X jl, = —jMol, X 1,,
si trova che tale potenza vale:
E X 1) = R} + R,I;;
essa corrisponde cioé a tutta quella che, sotto forma di calore Joule, si
manifesta complessivamente nei due circuiti.

Si ha dunque trasmissione di energia dal primario al secondario, e tale
trasmissione si effettua a mezzo di quella parte del campo magnetico che
interessa ambo i eircuiti, cioé di quella alla quale si commisura il coeffi-
ciente d’induzione mutua M.

I1 sistema dei due circuiti qui considerati non & che una generaliz-
zazione di quello che costituisce un ordinario trasformatore; la grandezza
Mz2e? . . . . .
7§0~ (R,—jX,) che s’aggiunge alla impedenza primaria Z, corrisponde
a quella che, nella teoria dei trasformatori, si chiama la impedenza se-
condaria ridotta a primario (El.,, XIII, 6); ed il rapporto Tw che, per

2
la seconda delle (23), uguaglia il rapporto fra i moduli delle correnti se-
condaria e primaria, funge qui da «rapporto di trasformazione ».

Analogamente Z; equivale alla impedenza Z, del secondario aumen-
M2 2
tata del termine Zw_ corrispondente alla impedenza primaria ridotta
1

a secondario {%). Essa corrisponde all’impedenza apparente che, nell’ipo-

(1) Si osservi che il prodotto scalare di due vettori non muta ruotando i due fat-
tori di uno stesso angolo; in particolare quindi moltiplicandoli per §, in quanto tale
moltiplicazione equivale ad una rotazione di 90°,

(2) 11 corrispondente rapporto di trasformazione —— non & in generale il reciproco

1

del precedente. Cid perd si verifica approssimativamente nel caso degli ordinari trasfor-

matori, pei quali, intendendo per X,, X, le sole parti di tipo magnetico L;w, Lyv, ordi-
2

nariamente accade che i rapporti sono trascurabili in confronto dell’unita, ed

1 2
X2 X2
M2 Mo Mo

il rapporto ha praticamente valore unitario. Invero, in tal caso —, —
Lz, Zy" Zy

equi-

. M 4L, M {IL,
valgono sensibilmente a I 1 ﬁ e I, ‘/f; .

Per una pil razionale definizione del rapporto di trasformazione, veggasi il succes-
sivo n. 27.
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tesi di alimentazione del secondario, questo presenterebbe per effetto
della presenza del primario. Ed anzi, a senso della (25’), 1a corrente se-
condaria coincide con quella che si avrebbe in un ecircuito dotato di tale
impedenza Z;, ma alimentato, non dalla E agente nel primario, bensi
— iMw . . .
da questa moltiplicata pel rapporto ~‘7l—79 il cut modulo corrisponde
41
precisamente al rapporto di trasformazione da primario a secondario.
Infine, per la calcolazione diretta della corrente secondaria, pud con-
venire servirsi della stessa (25’), interpretata nel senso che I’espressione
7.7, 44, 1,7, + Mo

— iMoo —jMo —jMo

rappresenti, in certo qual modo, I'impedenza del secondario «rispetto
alla tensione applicata al primario ».

17. - Coppia di cireuiti non dissipativi senza d. d. p. applicata. — Ri-
servandoci di riprendere pitt tardi lo studio di un tale sistema, esami-
niamo ora quel che in esso puo verificarsi quando non vi sia alecuna d.
d. p. impressa.

Se, in primo luogo, riteniamo nulle (trascurabili) le resistenze pri-
maria e secondaria, le formole precedenti c¢i dicono che & possibile una
eircolazione di corrente alternata nel primario — e quindi anche nel
secondario, dappoiché la situazione di due circuiti essendo in tale caso
simmetrica, ciagscuno di essi puod considerarsi come primario —, ed una
tale corrente potrd essere diversa da zero soltanto se, oltre la resistenza,
& nulla anche la reattanza. Naturalmente occorre perd qui riferirsi non
alla reattanza effettiva, ma a quella apparente, cioé a quella grandezza
che abbiamo indicato con X; e la cui espressione, nel caso attuale, per
esgere R, = R, = 0, si riduce a:

, M3w?
X =X,— T, -
Dovra dunque aversi:
X, X, = M2»?,
ciog
( 1 1
(29) (Llw—@) (sz——o—@)zmw.

Questa & una equazione quadratica rispetto ad ®?, le cui radici sono
i quadrati delle possibili pulsazioni. Sviluppando il prodotto indicato a
primo membro e ponendo:

e 1,1 M
= I,00 YT I, L,
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cio¢ indicando con w, € w, le pulsazioni proprie dei due circuiti, e con k
quello che si chiama il loro fatlore (0 coefficiente) d’accoppiamento (1), essa
si trasforma in:
4 (1 1
— k2 BT . [ 2 —
N a )wngz (w§+ 2)(0 +1 ;O’

cioé

(1 — kot — (0] + v})o* + ojo; =0,
le cui radici sono:

0?] _ of + o T (0l — o0} + 1Bole}
o 2(1 — %2) ’

Le w’ ed " cosi determinate sono dunque le possibili pulsazioni della
supposta corrente alternata, la quale effettivamente potrd verificarsi
quando, ben inteso, il sistema sia stato inizialmente sottratto alla sua
condizione di riposo, ad es. mediante una carica attribuita al conden-
satore di uno dei due circuiti.

18. - Caso particolare dei circuiti isoeroni. - Pulsazioni di risonanza. -
Battimenti. — B particolarmente interessante per le applicazioni il caso
in cui i due circuiti, a sé considerati, siano, come si dice, isocroni, vale
a dire abbiamo la stessa pulsazione propria w,, ciod sia w, = w, = w,.
In tale caso le precedenti espressioni si riducono a: ’

(30) PV S . R
1+% V1%

Tali due pulsazioni sono tanto meno diverse 1’'una dall’altra quanto
piu piccolo & %, ciod, come si dice, quanto pih lasco & 'accoppiamento.
Quando k é sufficientemente piceolo in confronto all’unita, taleché (App., 4,

6) si possa ritenere 7%?72 =14+krLlF %, la differenza o' —w’
vale sensibilmente kw, e pertanto, per k — 0, le due pulsazioni tendono
a coincidere entrambe con w,, il che era facilmente prevedibile, riflet-
tendo che in tal caso i due circuiti non si influenzano reciprocamente.
Quando P'accoppiamento & molto streflo (cioé k molto prossimo al-
I’'unitd), le due pulsazioni differiscono moltissimo. Per k — 1, 'una tende

(*) Si ricordi che & sempre M2 < L,L, (II, 9, nota), quindi ¥* < 1. Il fattore d’ac-

coppiamento si considera sempre positivo, quindi il suo valore & | 2] , che, inver-
L
12 .
tendo ove occorra il senso positivo assunto su uno dei due circuiti, pud sempre ridursi

M
VL

(Y}
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a divenire infinitamente grande e pertanto la corrispondente oscillazione
o
V2

Da quanto precede risulta che correnti di pulsazioni w’ e «” possono
entrambe stabilirsi, ed in effetto esse si stabiliscono e pertanto coesistono
in ciascuno dei due cireuiti.

Se il gistema & stato attivato mediante una carica attribuita inizial-
mente al eondensatore C,, 'andamento della tensione ai capi di guesto
potra ad esempio risultare rappresentato da una espressione del tipo:

svanisce, mentre 1’altra s’avvicina ad

v, = V,ycos wt+ V,coswt,

e la corrispondente corrente ¢, si comporra di due parti, ciascuna in qua-
dratura anticipo sulla rispettiva tensione, cioé precisamente:

i, = — Cw'Visenwi— C,w"V,8en w’t.
La corrente i, si comporrd pure di due parti, ciascuna da determi-

narsi con la seconda delle (14), cioé moltiplicando per _ Mo la ecorri-
2
spondente parte di 4,.

Ora si ha:
Mo M M
X, 1 i\’
2 Li— G 1;2(1—;0#;)
quindi, ricordando le (21):
&Iﬁ) — ,:.y; p— z er P 4
X, %L, VI, per @ = -,
Ma) /-L—l ' ”
_ —__ /= er w = w” .
X, ~ /I, per @ =

Pertanto in definitiva si avra:

L,
=71V, Vﬁ (Ci0" sen w't — Cyw’ sen w't) .

Di qui si conclude agevolmente che la tensione v, ai capi del conden-
satore C; si comporrd anch’essa di due parti, delle quali la prima, quella
di pulsazione minore w’, & in fase, la seconda, di pulsazione maggiore w’,
in opposizione con la corrispondente parte di »,. Le relative ampiezze
si otterranno dividendo per C,w’, C.w" quelle delle rispettive correnti,
cioé si avra: A

v, = Vyc08 w't— V,e08 0't,
avendo posto:

N T 2R R TN
.Vz*‘lfllﬂ‘ L2 Cz “—‘VI]/C”
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I'nltimo passaggio giustificandosi per essere (,L, = C,L,, e quindi

L _ /0 ,
Iz =le |

I’andamento delle tensioni v, e v, si otterrd dunque facendo la somma
di due funzioni sinusoidali di diversa pulsazione w’ e w".

A tale scopo, si osservi che una grandezza A cos o't alternativa di
pulsazione w’, in virtu dell’identita

Acosw't = A cos)wt+ (0 —w)t],

puo considerarsi come avente la pulsazione o’ e la fase ¢ variabile linear-
mente col tempo secondo la legge ¢ = (w” — w’)t. Pertanto, una grandezza
come la A(cos o't + cos w't) corrisponde alla
proiezione su una retta della somma di due
vettori OM, MN di grandezza A e rotanti
entrambi con velocita angolare w’, il secondo
dei quali sia contemporaneamente animato di
moto rotatorio rispetto alla sua origine M, con
velocita 2 tale da compiere un intero giro in
un tempo T dato da (0’ — )T = 27, cioé

2
0= —;—,Z = w"— ', vale a dire con velocita

angolare uguale alla differenza delle pulsazioni
w' e ' (fig. 64).

La successione dei valori della grandezza in esame corrispondera quindi
alle ordinate di una specie di «sinusoide » di pulsazione w’ la cui am-
piezza vada variando come variano i segmenti NO mentre MN ruota

con velocita angolare £ intorno ad M. Siccome ovviamente &:
1

NOM = ——NMO’

5 (@ —w)t, ON =2MO cos NOM ,

tale ampiezza uguaglia il prodotto di 24 pel valore asgoluto di cos 2 : 1.
La corrispondente curva ha la forma della «) di fig. 65 dove la linea
ABCDEFQG..., ha un andamento periodico con pulsazione o’ —w’ = Q2 (2).
B questo un caso particolare del noto fenomeno dei battimenti, in virtia
del quale la coesistenza (somma) di due fatti di pulsazione w’ e o’ da
lnogo ad un fatto di pulsazione 2 = v’ — w'.

La curva rappresentativa di v, sara dunque del tipo a). Per v,, si avra
una curva perfettamente analoga, ma siccome la componente di pulsa-
zione " & per essa in opposizione di fase rispetto alla analoga della v,,
il corrispondente vettore MN occuperd la posizione MO quando per la

(}) Si osservi che, mentre cos a & funzione periodica di a con periodo 27, il suo va-
lIore assoluto ha invece periodo .
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prima & in MO’ e cosi via. Pertanto 1 massimi d’ampiezza di v, si veri-
ficheranno in corrispondenza dei minimi di o, e viceversa, come indi-
cato in fig. 65 b).

;ﬁ! c £ ¢ .

A Al AT A
”[\‘?\lﬂ n;/\ I\&'ﬂ [\\A’ﬂ

a
7 V8 )
’ N ’ \\
’ A 4
\ ’
/ \ ‘ . ‘ N / \
N . N ’ ‘\ A "
’ N 7 N ’ N \
. , . J
, ,

p N N A
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‘. ’
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¥, \ \ .
’ Y / A .
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A A ’ . «
VAl N \
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v ; . h AN , \ ’
\ 0 N ‘ \ .
AN AN \ \
.
4 Al ’ R . X ’
’ . X .
N . . . \
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Fig. 65

Che tale sia la forma del diagramma di v, puo anche intuitivamente
comprendersi pensando che, sommando le ordinate di due diagrammi

Awiwiwiwiwi
BYRVRVRVAY

I e o]
‘ !

Awiwiwiwi
VEVAVRVRVAVS

Fig. 66

sinusoidali come quelli indicati in fig. 66, di ugnale ampiezza ma di
periodo poco diverso, si ottiene una curva (non indicata in figura)
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la quale inizialmente corrisponde approssimativamente alla somma di
due sinusoidi in fase, e quindi ad un arco di sinusoide di ampiezza dop-
pia, poi, a causa del progressivo spostamento relativo degli zeri dei due
diagrammi, va deformandosi per corrispondere alla somma di due sinu-
soidi via via spostate di fase, talché ’ampiezza della loro somma & infe-
riore alla somma delle ampiezze, fino a che, quando le due sinusoidi sono
all’incirea in opposizione, la somma raggiunge ampiezza pressoché nulla,
per poi gradatamente riavvicinarsi all’ampiezza iniziale, ecc. Ed & anche
chiaro che la variazione graduale di ampiezza avviene con ritmo tanto pilt
lento quanto pili prossime sono le pulsazioni delle sinusoidi addende (1).

Fig. 67

Dal punto di vista fisico, si potrebbe dire che la tensione v, nel tratto
fra A e B (fig. 65 a)) va oscillando con andamento « smorzato » come se
le successive oscillazioni si accompagnassero con dissipazione di energia,
quantunque con legge di smorzamento diversa da quella descritta al n. 3.

Ma cid non &, perché cause di dissipazione non vi sono, essendo sup-
poste nulle le resistenze. Non vi sono, & vero, dissipazioni, nel senso
usuale della parola, ma v’ perd ugualmente uscita d’energia dal cireuito
primario, e pilt precisamente trasferimento d’energia al circuito seconda-
rio, nel quale infatti le oscillazioni di tensione vanno, nello stesso inter-
vallo di tempo, gradatamente aumentando. Poi la vicenda si inverte e
cosi via.

(1) Si confronti col comportamento descritto al n. 6 pel caso illustrato in fig. 51.

RimINi - Radiotecnica. 9
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19. - Circuiti accoppiati eon resistenza, in regimé libero. — Abbiamo
fin qui supposto che i due circuiti siano privi di resistenza. Qualora que-
sta invece vi sia e percio i decrementi 6, e J, dei due circuiti non siano
nulli, Pandamento delle cose & sostanzialmente analogo a quello sopra
descritto; la sola differenza sta in ¢io, che al periodico scambio di energia
fra i due circuiti si accompagna anche una uscita effettiva, cui consegue
una degradazione delle ampiezze, cioé il diagramma inviluppante, anziché
fra due rette parallele all’asse dei tempi, & invece iscritto fra due curve
del tipo esponenziale (fig. 67), e precisamente tali da corrispondere ad
un decremento che, se i due circuiti hanno pulsazioni proprie uguali e
decrementi 8,, J, piccoli, si dimostra essere sensibil-

\

—

/\\,v, mente uguale alla media di §, e &,.
' Con ragionamento analogo a quello esposto ai nn.
ﬂ‘\ 1, 2, 3 e che fa capo al teorema generale (App., 4, 9)
U’i sulle equazioni differenziali lineari non omogenee, si

; verifica che, nel periodo (transitorio) che precede lo
/ stabilirsi del regime, in un sistema come quello consi-
/ derato al n. 16 si ha sovrapposizione dello stato di re-
gime ad uno stato di cose del tipo or ora esaminato.

Fig. 68

Per le applicazioni r. t., ei importa rilevare che 1’andamento del feno-
meno implica sempre la presenza di due frequenze di oscillazione in en-
trambi i circuiti, il che pud in molti casi essere indesiderabile.

Per ovviare a ¢i0, non vi sarebbe che fare avvicinare k allo zero, ma
evidentemente, cosi facendo, verrebbe frustrato tutto il processo, la cui
esgenza risiede nella possibilitd di trasferire energia dall’uno dei due cir-
cuiti all’altro. .

Per ottenere la soppressione della doppia oscillazione nel secondario,
pur congservando il vantaggio di un accoppiamento stretto, si ricorre
all’artificio (realizzabile con mezzi che apprenderemo in seguito) di pro-
vocare la estinzione del processo primario dopo la prima semioscillazione
delle ampiezze (fig. 68). In tale momento & massima la v,; d’altra parte,
a partire da tale istante il secondario non & piu a considerarsi accoppiato
al primario, perché questo viene sostanzialmente ad aprirsi; ne segue che
il secondario va a comportarsi come un circuito isolato cui sia stata appli-
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cata una eccitazione corrispondente al massimo raggiunto da v,; in esso
prende allora origine un processo oscillatorio smorzato, la cui pulsazione
ed il cui smorzamento dipendono unicamente dalle costanti circuitali del
secondario stesso.

In cio consiste la cosi detta eccitazione per urto di quest’ultimo.

20. - Regolazione della corrente secondaria. — Riprendendo lo studio
della coppia di circuiti magneticamente accoppiati quando uno di essi
sia alimentato da una d. d. p. alternativa E, vogliamo ora esaminare da
quali elementi dipende la intensitd della corrente secondaria e come si
possa quindi influire su di essa.

Tale questione riveste grandissima importanza nelle pratiche appli-
cazioni radiotecniche, ove si presenta spesso l'opportunitd di disporre,
ai eapi di un elemento determinato del circuito secondario (per lo piu
un condensatore), della massima tensione compatibile con gli altri dati
della questione, per il che evidentemente & necessario che nel circuito
secondario stesso circoli 1a massima corrente, con che sard massima anche
la potenza. '

Siecome gli elementi su cui generalmente si opera per regolare i cir-
cuiti sono quelli di carattere reattivo, andiamo a studiare come la cor-
rente I, dipenda dalle due reattanze X,, X, e dalla induttanza mutua M.

Dalla (25), che scriveremo per disteso sotto la forma:

(zlJr—Zzﬂ)z2 1Ly + Mo
ciod:
. — jMoE — jMoE

2T By F X )Ry + jX,) F Mo = a + jb + Mrw?’
dove per brevitd si & posto:
o =RR—X,X,, b=R,X,+ R, X,, (e quindi Z2Z2 = a2 -+ b?),
si deduce che il quadrato I? del modulo di I, vale:

M2p2E? e
(31) I; = Mt ) T gl =
bB
@S

E2

= VAN A .
Wi + Mi0® + 20
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Questa espressione dipende dalle tre variabili X,, X,, M della que-
stione. Per studiare le condizioni di massimo, esamineremo separata-
mente 'influenza di ciascuna delle tre variabili, Cominciando da M, sup-
porremo allora fissati X, e X,, e quindi a, b, Z, ¢ Z,. Il denominatore
dell’ultima frazione varia con M e precisamente, poiche, a parte il ter-
mine 2a che & indipendente da M, esso consta della somma di due ter-
mini il eui prodotto (= Z}Z2) non dipende da M, raggiunge un minimo
quando tali termini sono uguali, cioé per

(32) Meo® = 7,7, .

Pertanto si ha che, al variare di Mw da 0 a \/Z,Z,, la I, cresce, poi,
per wM > +/Z,Z,, decresce.

In vista di successive deduzioni, occorre osservare che il prodotto Z,Z,
& necessariamente > R,R, perché ¢ Z, > R,, Z, > R,.

Concludiamo intanto che, per dati valori di X, e X,, ove si possa far

V22,
ot

Vediamo ora come varia I, al variare di X,, supponendo invece dato M.

All’uopo basta osservare che, in virtu della (23), il massimo di I, si
avrd per il minimo del modulo di Z,Z,, cioé, dato che Z, non dipende
dagli elementi del circuito I, per il minimo del modulo di Z;. Ora, ricor-
dando che, secondo la (24), é&:

variare M, converrd sceglierlo il pilt vicino possibile a

M2w? Mz2ep?
=B+ 2R, +j(x.—-2%x,),
1 1+ 7 2+ 1 Z: 3
8i vede subito che la parte reale di Z, non ¢ influenzata dagli elementi
variabili del circuito I, per cui il minimo cercato corrisponders al minimo
valore assoluto del coefficiente di j, cioé a quella condizione circuitale
per cui tale coefficiente si annulla. Tale condizione & dunqgue la:

M2w2
(33) Xl == _ZT X2 . N
2
In modo analogo, partendo dalla espressione (23°) di I, si deduce che
se invece si ritengono variabili gli elementi L,, O, del circuito 2, la con-

dizione di massimo per I, & la:

M2

(34) X, = Z X,.
Posgiamo pertanto concludere che il pilt elevato valore di I, potrd
ottenersi soddisfacendo contemporaneamente alle (32), (33), (34). Ora alle

due ultime 8i puod soddisfare con valori non nulli di X,, X, soltanto quando
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sia Z,Z, = M?w? (1), ed in tal caso da esse, dividendo membro & merabro,
si deduce:

Xi_ 4

Xz Z%

da cui, pensando che & Z? = R? -+ X}, Z2 = R} 4+ X%, discende:

x_®mo_. X _R
X E, cioé X, ~ R, ®.

Qualora invece sia Z,Z, = M2w?, non si puo soddisfare contempora-
neamente alle (33) e (34) se non assumendo:

X, =X,=0,

cioé accordando i due circuiti sulla pulsazione della tensione applicata E.
Questa & dunque la condizione di massima corrente secondaria ogni
qualvolta non sia possibile soddisfare alla (32). Tenendo presente quanto
sopra & stato rilevato, che ciog il prodotto Z,Z, non pud essere inferiore
ad R,R,, si conclude che questa & la soluzione del nostro problema fin-
ché ¢ oM < R,R,.
Se invece ¢ oM > R,R,, il massimo di I, si verifica per

oM =A/ZZ,, X,:X,=R,:Ry;

per realizzarlo occorre dunque che i due cireuiti vengano, per cosi dire,
ugualmente disaccordati rispetto alla pulsazione w, intendendo con cid
dire che, alla pulsazione w, le loro impedenze siano simili (cioé abbiano
il medesimo argomento), o se si vuole, che i due circuiti abbiano, separa-
tamente considerati, il medesimo « fattore di potenza ».

~

Tl massimo valore di I, in tale caso & sempre (3)

. __E
2 max T 2'\/.-13_1_12_2

(*) In generale, due equazioni lineari omogenee
ax+by=0, az+by=20

sono soddisfatte soltanto da z = y = 0 se & ab’ $ a’b; mentre, per ab’ = a’b, le due
equazioni sono equivalenti e pertanto ogni coppia di numeri %, y soddisfacenti I'una
di esse soddisfa anche l’altra.

. X R . .
(3) La soluzione J_Zl = _fl non pud essere accettata perche, in virtu delle (33) e
2

2
(34), X, e X, debbono avere lo stesso segno.
(%) Infatti, il denominatore dell’'ultimo membro della (31) vale in tal caso 2M2%w2 |-
X, X
+ 20 = 22,7, R,R,—2X,X, = 4R, R,, come subito si riconosce ponendo m = _l?l = f-g
1 2
e quindi Z, = R, VI+ m?, Z,= R, V1 + m?, X, X, = R,R;m*.
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ed il minimo valore di M per cui esso & raggiungibile é3-/—R1R”, e corri-
W

sponde a quello che si chiama l’accoppz'aménto eritico. Introducendo il
coefficiente d’accoppiamento k ed i coefficienti di risonanza
L 1 Lyw 1

“=F ~RCw' " R = Elw
dei due circuiti (), la relazione che definisce ’accoppiamento critico as-
sume l’agpetto notevole:
k2ges = 1.

Per accoppiamenti ipocritici, cioé inferiori a quello eritico, la realiz-
zazione del masgsimo di I, esige sempre, come si & visto, che i due cir-
cuiti siano separatamente accordati sulla pulsazione impressa, ma il mas-
gimo stesso riesce tanto pilt piccolo quanto minore & M, cioé il coeffi-
ciente di accoppiamento k.

Infatti, essendo in tal caso Z, = R,, Z, = R,, dalla prima espressione

di I, fornita dalla (29) si deduce:

E
I Smax _Rl_l.e2 ’
—— + M
Mo + Mo
il cui denominatore, per w:M? < R,R,, supera 2 4/R,R..

B opportuno notare che nei casi ipercritici (w*M? > R,R,), una volta
che i due circuiti siano regolati per il massimo di I,, le differenze fra le
loro pulsazioni proprie e quelle di eccitazione, qualora siano sufficiente-
mente piccole, risultano inversamente proporzionali ai rispettivi coeffi-
cienti di risonanza (?). In particolare, i due circuiti non potranno essere
isocroni se non quando abbiano ugnale coefficiente di risonanza.

21. - Potenza corrispondente all’accoppiamento critico. — L’accoppia-
mento critico corrisponde anche alla condizione di massima potenza ero-
gabile nel secondario per una data tensione agente sul primario.

Dallo studio compiuto nel n. prec. si deduce che, per dati valori di
R, ed R,, 'accoppiamento critico & il minimo che consente di realizzare
il massimo di corrente e quindi di potenza secondaria; e, in considera-
zione di cio, gli accoppiamenti ipocritici vengono anche talvolta chiamati

(1) Poichs, nel caso qui esaminato, i circuiti sono accordati sulla pulsazione w della
E, i coefficienti di risonanza &, &, possono esprimersi con le formole indicate nel testo,
dove w rappresenta appunto quella pulsazione.

(2) Si ricordi che il rapporto =z di un circuito, per pulsazioni prossime a quella di
_ (.00 ©w— (00

. ®
risonanza, vale (n. 8) 2& W 2s .
®y ® co
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insufficienti, tale insufficienza essendo appunto intesa con riguardo alla
possibilitd di consentire la massima erogazione energetica nel secondario
per una data tensione applicata al primario.

Nei casi ipocritici, quantunque non si possa raggiungere nel secon-
dario la massima potenza compatibile con la data tensione ed i dati va-

lori di R, ed R, (in quanto che, per un dato R,, tal massimo si ha quando
20,2

la impedenza equivalente alla presenza del secondario, cioé Z—w, ugua-
2

glia R,), si vede agevolmente che, se gli elementi reattivi del primario
e del secondario sono suscettibili di modificazione, converrd regolarli ai
valori nulli di X, ed X,, ciod in guisa che ciascuno dei due circuiti sia
risonante per la pulsazione « di funzionamento.
Cio puo vedersi considerando la espressione

I — M2w2E?

T et oY B
il cui prodotto per R, d& la potenza secondaria. Siccome &

a + M2w?® = R,R,— X, X, + M?w? <2R,R,— X, X, ;
b® = R{X; 4 RiX;] 4+ 2R.R. X, X,,
il denominatore vale meno di
4RIR: + X3iX;—2R,\R. X\ X, + RiX] + R}X] =
= 4RIR} + X1X: + (R.X,— R X,),

e pertanto il massimo valore di R,I2 per dati valori di R, ed R, si avra
per tali X, ed X, che annullino i numeri non negativi X3X? e (R, X,—
— R,X,)%. La prima condizione porta all’annullamento di X; (o di X,),
dopo di che l'altra conduce ad X, = 0 (risp. X, = 0).

22. - Caso di primario e secondario accordati. - Filtri di banda. — Poi-
ché nelle applicazioni si presenta spesso il caso dell’accoppiamento ma-
gnetico di due circuiti regolati entrambi alla risonanza su una certa pul-
sazione w,, vogliamo qui studiare come variano in tal caso le correnti
secondaria e primaria al variare della pulsazione w della tensione appli-
cata in uno di essi, ferma restando la sua ampiezza.

Al solito indicheremo con ¢ lo scarto relativo di « dalla w,, cioé por-
remo

0 —
Wy

¢ = e quindi w = w1 + o),

e, poiché ci limiteremo a valori di ¢ opportunamente piccoli, potremo
ritenere, secondo la (15%):

X, =2R¢&0, X, =2Rsu0,
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essendo &, ¢, 1 coefficienti di risonanza dei due circuiti, ed X,, X, le loro
reattanze valutate alla pulsazione w. Introducendo poi il coefficiente d’ac-
coppiamento k, potremo porre

M2w? = R,R,k%,8,(1 + 0)2.
Con tali posizioni, la (31) si scrive:

kA/e6B (14 2je,0)(1 4 2jes0) + Kreres(l + o)
jVERRL 1+o ’

per cui lo studio delle variazioni di I, si riduce a quello del modulo del
numero cemplesso a secondo membro. Siccome i numeri ¢, ed &, sono
per lo pilt dell’ordine delle centinaia, non trascureremo il secondo ter-
mine dei binomi 1 -+ 2je,0, 1 + 2j&,0, mentre potremo sostituire 'unitdy
a 14 o e al suo quadrato. Con tale semplificazione, il modulo del se-
condo membro pud ritenersi sensibilmente uguale a

(35) (1 + k2ei85 — 4£,8,0%)2 4 4(e, + &,)%0%.

T facile vedere che questa espressione ammette in generale dei mas-
simi e dei minimi nelle vicinanzé del valore ¢ = 0 corrispondente alla
risonanza. Infatti, uguagliando a zero la derivata rispetto a o, si ha P'equa-
zione di terzo grado

(36) o (g1 + &)

26,6, (1 — de,840% 4 k2e48,) = 0,

che & sempre soddisfatta da ¢ = 0 (cioé per w = w,) ed inoltre dai numeri

1 (€1 + &)?

= — 2 L\ &)

37) R Tl LR Yo

cui corrispondono due pulsazioni reali ugualmente distanti da w, ogni
qualvolta sia positivo il numero che compare sotto il radicale (t). Se,
per semplificare, supponiamo che i coefficienti di risonanza non siano
molto diversi, si potrd ritenere

(&1 + 82)?

w 2
28,8, ©2 0,

(1) E utile osservare che il minimo valore di % soddisfacente a tale condizione non
& mai inferiore a quello corrispondente all’accoppiamento critico perch®, qualunque siano

(81 + 32)2

g, ed £, & sempre
£182

> 2 (infatti (g, + €,)2— 4&,65 = (&;—&,)% non & mai ne-

gativo).

(%) Per es. per & < 1,15z, (0 & < 1,15¢,) ’espressione a primo membro risulta
<202 1 2 2 1 P! P

,02,
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e quindi

on L + vV ke, — 1.

2\/8182
Se & ke, > 1, cioé se Vaccoppiamento supera quello critico, questi
valori di o sono reali e, come si pud verificare, ad essi corrispondono
due massimi della corrente I,, mentre a ¢ = 0 corrisponde un minimo.
Diminuendo %, i! valore di |o,| si riduce e pertanto le pulsazioni
di massimo si avvicinano a quella di minimo, finche, per kige, =1, i
due masgimi coincidono col minimo in ¢ = 0, ed altrettanto avviene
per ke, <1, cioé per accoppiamenti ipocritici.

mfolag,_g;_?ﬂ[}]‘jg [\’“”'”’ f‘z”'”;\k(:o]los

 =C, = 21 k=005
50\ R,=R,=102

a2 L NN

< LN

YA\ AN

Cw ALY NN
04/// A

47 49 ) 51 52 107 ®sec™1
pulsazione
Fig. 69

In particolare, per &, = ¢, = ¢, la precedente si riduce rigorosamente a
i - .
(37%) omzj:z—a\/kae‘“'——l,

che, non appena ke raggiunge il valore di poche unité, equivale sensibil-
mente a o, = *5e ¢i0 sta ad indicare che le pulsazioni di massima

I, corrispondono prossimamente a quelle che abbiamo indicato con w’,
" al n. 18 (}). La fig. 69 mostra I’andamento della curva di I, in fun-
zione di w (detta curva di risonanza) per la coppia di circuiti le cui costanti
sono indicate nella figura stessa e per diversi valori di % non inferiori
all’accoppiamento critico, il quale, per essere & = ¢, = 100, & quello de-
finito da k = 0,01.

Do

vI1F

(1) Infatti, per ¢ = i—’zi, 81 ha o = mo(l j;-;i)%)

&
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La curva di risonanza di sistemi circuitali ad accoppiamento ipereri-
tico accusa dunque un andamento relativamente poco variabile nell’in-
tervallo fra i due massimi e variazione piuttosto rapida a sinistra del
primo e a destra del secondo, il che corrisponde ad un’attitudine del si-
stema a favorire tutta la « gamma » di frequenze compresa fra i due mas-
simi, presentando cosi una certa selettivity rispetto ad una gamma anzi-
ché rispetto ad una sola frequenza, il che & particolarmente utile special-
mente nelle applicazioni alla radiotelefonia.

A tali dispositivi si d& percid il nome di filtri di banda; e la larghezza
della gamma o banda favorita corrisponde prossimamente a kew,.

La nostra indagine puo completarsi esaminando 1’andamento della
corrente primaria. Nel modo pill breve vi si arriva ricordando che il mo-
dulo di tale ecorrente si ottiene da quello della secondaria moltiplicando

Z,
quest’ultimo per T © pertanto, con le semplificazioni adottate, il qua-

drato del modulo I, & inversamente proporzionale al rapporto fra la
espressione (35) e il modulo di 1 4 Zje.0, cioé si ha
14 4&do

(1 + Kerey — 4£,8:0%) + (e, + &,)°0*’
dove A indica un fattore indipendente da o. Nel caso di &, & poco diversi,
potremo ritenere (s, - £,)2 L 4¢,¢,5, con che si avra:

14 4ey0
(1 + kPeie, — 4£1850%)% + 16646407

Uguagliando a zero la derivata rispetto a o, si trova che i massimi
e minimi di I, si verificano per o = 0 e per

ALL =

ALf =

G'__.

( =+ V—— 22+ 2te] + (Weses -+ 1)2)
2 \/ 8489
quando questi ultimi valori siano reali. In tale caso a questi corrispon-
dono effettivamente due massimi, mentre per ¢ = 0 si ha un minimo;
quando invece la quantitd entro parentesi & negativa, si ha soltanto un
magsimo, e questo per o = 0.

Ad es. per & = & = ¢, la condizione affinché vi siano due massimi
si riduce a

4k2e? 4~ ket > 1,

- . 0,48 . .
che & soddisfatta da k%*? >+/5—2, cioé da k > —’—8- In particolare si
ha che, all’accoppiamento critico (k%2 = 1), mentre la curva di I, pre-
senta un solo massimo, quella di I, ne presenta due simmetricamente
disposti rispetto alla pulsazione w,, cui corrisponde un minimo, e la loro

V/5—1 0,61
2¢ =+ 5

distanza relativa da w, ¢ misurata da 0 = - ——5—
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23. - Curva di risonanza dei filtri di banda. — Per rendersi meglio
conto dell’andamento della corrente secondaria in un sistema come quello
che stiamo esaminando, usato come filtro di banda, conviene innanzi
tutto esaminare il caso che chiameremo pseudocritico, in cui coincidono
le pulsazioni ¢, definite dalle (37) (o 37’), cioé quello in cui si ha

(61 1 &2)°

(38) k28182 + 1 = 28182

In tal caso, I’espressione (35), cui & inversamente proporzionale il qua-
drato di I,, si puo scrivere: '

2
(59) (2o st + sles + e,
avendo indicato con
2g,8,
£ = ——
&+ &

la media armonica dei due coefficienti di risonanza s, ed &,

2
Il minimo dell’espressione (39), corrispondente a o = @, & (SL_L-—S"%

talcheé pel rapporto g = 8i ha:

IZmax
(40) 0* = (1— 26%7)? + 4e%* = 1 + 4e%0®,

mentre, per U'analogo rapporto, che indicheremo con g’, nel caso di un
circuito semplice di coefficiente di risonanza ¢, si avrebbe (formola (16)
in cui si ponga x L 2¢0):

ot =1 4 4e%2.

Il confronto delle espressioni di g e p’ mostra che la curva di riso-
nanza del sistema attuale & molto pit appiattita di quella relativa al
circuito semplice di coefficiente di risonanza & finché ¢ & abbastanza pie-
eolo, mentre, per valori di ¢ sufficientemente elevati, essa presenta di-

~

scesa assai piu rapida di quella. Pil precisamente, finché & ot << o%?

. 1 : . .
ciod |o| < Y la curva attuale si mantiene tutta al di sopra dell’altra

mentre, per |o| > Y la diminuzione delle ordinate ¢ notevolmente pin

sentita nella prima che nella seconda.

Pero, per un esatto apprezzamento di tale risultato, bisogna tener
presente che il numero ¢ & la media armonica di ¢, ed ¢;, e pertanto, se
&, £, sono poco differenti fra loro, ¢ differisce poco da entrambe, mentre,
per &, & molto diversi, ¢ & invece vicino al doppio del minore.

La semilarghezza ow, della banda entro la quale la diminuzione rela-
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tiva della corrente, rispetto al massimo, ha valori minori di un prefis-
sato (piceolo) numero f, si determinerd mediante la

0 =A/1 -+ 4etc* L 1 -} 2¢%g*

da cui, per o =1 + 8, si deduce

1

e

Abbiansi ad es. due circuiti caratiervizzati da & = 50, &, = 300 e
quindi ¢ = 86. L’accoppiamento pseudocritico risulta per essi definito,
conformemente alla (38), da k = 0,014. Se ci si propone di realizzare
correnti secondarie differenti non pit del 59 dalla massima, sard da

1
- — [ ]
porre 8 = 0.95 1 = 0,05, con che si ha

2

1 04—
6 = 551/ 0,025 = 0,00462 ;

1a larghezza della banda cosi delimitata risulterd di 20w, = 0,0092 w,.
Si osserverd che per lo stesso scarto di frequenza la riduzione relativa
della corrente rigpetto al massimo, sarebbe, pel eircuito di risonanza
meno acuta (¢, = 50) supposto eccitato direttamente:

A1+ (2-50-0,00462)F —1 = 6,11,

cioé pilt che doppia di quella ottenuta col sistema dei due cireuiti
accoppiati.

Si vede dunque com>, mediante 'artificio dell’accoppiamento, si pos-
sano ottenere sensibili modificazioni nella forma della curva di risonanza
del secondario in confronto a quella che potrebbe aversi con alimenta-
zione diretta. Cosi, in generale, da un secondario a selettivitd molto
(oppure poeo) acuta, accoppiandolo ad un primario a basso (rispettiva-
mente elevato) coefficiente di risonanza potrd ottenersi un sistema che
presenta scarsa selettivitd per una certa banda, e per contro selettivita
assai sentita fuori della banda stessa.

Per agsicurare un piu deciso effetto filtrante, converra utilizzare va-
lori di k superiori a quello fornito dalla (38). In tal caso la curva di I,
presenterd due massimi (pei valori (37) di ¢) ed un minimo (per ¢ = 0).
Un criterio per la scelta di % potrd allora aversi prefissando il rapporto
m(<< 1) fra il minimo ed il massimo di p.

I facile calcolare il valore che dovra assegnarsi alla espressione

¥y = kPeg, + 1
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per realizzare un dato valore di m. Sostituendo in (35) il valore di o for-
nito dalla (36), si ha, pel minimo di g*:
(&1 1+ &) (&1 -+ &)*

£182 4eiel O’

mentre il massimo (per ¢ = 0) vale y2. Essendo &, come sopra, la media
armonieca di &,, €,;, poniamo _
pate
ey

Siccome all’accoppiamento pseudocritico ¢ § =1, nel caso che qui ci

oceupa dovra essere f < 1. Uguagliando ad m il rapporto fra il minimo
ed il massimo di p, si ha per § l'equazione:

Br—28 +m =0,

delle cui soluzioni dovremo scegliere quella che & minore dell’unit, ciod
1— 4/1—m2. Dunque il valore m del rapporto fra la minima e la mas-
sima corrente si realizza per

&+ &,
k*ege 1= L
e e — 4/1—m?)
: . 1,38 .
In particolare, per & =¢&, =¢, 8i trova k = —5 Pper m = 0,95,
k= 1’—38 per m = 0,9, ece.

24. - Coefficiente apparente di risonanza. - Coefficiente di trasferi-
mento. — In generale, quando i due circuiti primario e secondario sono
separatamente accordati sulla pulsazione impressa, avendosi X, = X, = 0,
la prima delle (26’) si riduce a

, M2w?
(267) By =R+ —5—, .
2

che, introducendo i coefficienti di risonanza &, ¢, dei due circuiti sepa-
ratamente congiderati, ed osservando che é:

M2w? = k*LwL.w = R R k¢, ,
8i pud scrivere:
R, = R,(1 + k?e8,) .

Essa mostra che la presenza del secondario accordato deterrnina una
modificazione del coefficiente di risonanza del primario, il cui valore da
& passa ad

’ &
8T T ke, !

che potrd cosi chiamarsi coefficiente apparente di risonanza.
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La grandezza k?e.¢e; & strettamente legata al cosi detto coefficiente di
trasferimento energetico, per il quale intendiamo il rapporto % fra la po-
tenza trasmessa al secondario e quella assorbita dal primario, ciog, in
sostanza, il rendimento del sistema trasformatorico costituito dalla cop-
pia di cireuiti, quando si consideri come potenza utile tutta quella che
§i manifesta nel secondario.

Essendo R,I? la potenza dissipata nel primario ed R;I? quella erogata
dal generatore, la potenza trasferita al secondario equivale alla differenza
(R;— R,)I%, dal che segue per 7 il valore:

_R{—R,  Kegy 1
1="R, —l—l—kzalez—l_}_i
. ke,

Come si vede, il coefficiente n & tanto pilt prossimo all’unitd quanto
maggiori sono i coefficienti di risonanza dei due circuiti ed il loro coeffi-
ciente d’accoppiamento.

Dalla precedente si ricavano agevolmente le relazioni:

. 1
(41) k28182 = l_z-—’n 5 1 —I— k28162 = T—:ﬁ B

Pultima delle quali permette di calcolare il rapporto di riduzione del
coefficiente di risonanza, noto che sia il coefficiente di trasferimento 7.
& & &
52107 20°

Per un dato valore della tensione applicata al primario, la potenza
gsecondaria varia, al variare della resistenza secondaria, con la stessa
legge parabolica (v. El., IV, 9) che si verifica in un circuito avente una
resistenza fissa R, in serie con una R — R, variabile; in particolare essa
¢ massima per R, — R, = E,, cioé per k?,¢, = 1, nel qual caso il rendi-
mento vale 0,5, cioé soltanto meta della potenza erogata dal generatore
viene trasfenta al secondario.

Talvolta si presenta il caso di un primario aperiodico, cioé costltmto
da una resistenza accompagnata soltanto dall’induttanza a mezzo della
quale si effettua I’accoppiamento con un secondario, essendo questo in-
vece costituito da un circuito accordato su una certa pulsazione w.

Interessa particolarmente in talune applicazioni radiotecniche {(ampli-
ficazione in ricezione) il caso in cui la resistenza R, del primario (resi-
stenza interna di un tubo elettronico) & molto elevata in confronto alla
sua reattanza L,w. I1 calecolo della corrente secondaria puod allora con-
dursi abbastanza comodamente appoggiandosi alla (25°), secondo la quale,
come gia si & osservato, il secondario si comporta come un ecircuito ali-

Ad es. per n = 0,8; 0,9; 0,95 si avrebbe rispettivamente ¢; =
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Yo po M2 5 o dotato di impe-
Z] 'Rl

mentato da una tensione di modulo

denza

la cui costituzione risulta cosi essere uguale a quella della impedenza

. . Mw? . . .

effettiva Z, salvo 'aumento di i che incide sulla sola resistenza. Si
1

pud quindi concludere che I'accoppiamento ha I’effetto di ridurre il coef-
ficiente di risonanza del secondario nel rapporto

M2?
(R, + —Rr) B
Per esempio, con un secondario avente L, = 200 yH, C; = 200 uyuF,
R, =125 Q, e quindi w, = 5 - 105, accoppiato con k = 0,8 ad un pri-
mario avente B, = 10000 Q, L, = 50 uH, si avrebbe

Mew®  KL,Lgo*  ©,8%- 200 - 50 - 52

A S 1L =169

pertanto Peffetto dell’accoppiamento si concreta in una riduzione del
coefficiente di risonanza che dall’originario valore ¢ = 80 scende 2
80-12,5 35

12,6 +16 ~ °

25. - Rendimento dei filtri di banda. — Nel caso dei filtri realizzati
mediante circuiti accoppiati, possiamo dimostrare che, quando questi
hanno coefficienti di risonanza sensibilmente diversi, si consegue, insieme
al desiderato effetto filtrante, anche il non lieve vantaggio di conseptire
il trasferimento di potenza dall’uno all’altro in buone condizioni di ren-
dimento. Invero, da quanto si & veduto, risulta che ’andamento della
curva di I, non dipende che dalla media armonica dei due coefficienti
di risonanza; in particolare esso & indipendente dal coefficiente d’accop-
piamento k. Siccome, d’altra parte, con valori di ¢, ¢, abbastanza lon-
tani l'uno dall’altro, il valore di k corrispondente al caso pseudocritico
puo risultare sensibilmente maggiore di quello pertinente al caso critico,
segue che il prodotto k?e,¢, pud raggiungere valori anche sensibilmente
maggiori dell’'unitd, e ¢id appunto consente di realizzare rendimenti mag-
giori del valore 0,5 spettante al caso critico.

Possiamo anzi precisare la cosa, determinando senz’altro qual valore
£

L affinchs il rendimento di trasmissione ri-

deve attribuirsi al rapporto p
2
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sulti uguale ad un dato numero n < 1. Invero, se nella (38) si sostituisce

a k?g.e, il valore 1_1177 fornito dalla prima delle (41), si ottiene
1o &1 _ & f_z)
T—y =73 +5; con @ = o (oppure e

La minore delle due radici di questa equazione reciproca, cioé
1 —
v = m(’?—\/%-—l)

fornisce il cercato rapporto fra il minore ed il maggiore dei due coef-
ficienti &;, &,. Scelti opportunamente questi, il corrispondente valore di
k si determinerd poi mediante la

kee(1—n) =1n.

Cosi, per un rendimento 5 = 0,8, si avrd o = 0,1275, quindi, fissati
ad es. & = 25,5, &, = 200, 8i dovrd poi assumere k = 0,028,

26. - Rami in parallelo aceoppiati magneticamente. — Vogliamo ora
completare lo studio della prima delle trasformazioni indicate al n. 14
esaminando il caso di due impedenze in paral-
lelo contenenti delle induttanze L,, L, fra loro
magneticamente accoppiate mediante una mu-
tua induttanza M. In tal caso, assunti, come
generalmente si suole, i sensi positivi delle
correnti I, e I, come indicato in fig. 70, si
potranno serivere relazioni analoghe alle (23) del
n. 16, alle quali ci converrd ora dare la forma

E = Z;I, + j(Ii— M)ol; + joM(1, 4 IL,)
E = Z)I; + j(L:— M)wl, + joM(L, + L), -

per mettere in evidenza la corrente I, J-1,
affluente al sistema, di cui con E si & indicata
la tensione ai capi.

Ricavando I, dalla prima, I, dalla seconda

e sommando, si perviene alla relazione

E . 1
e At 1 1 '

7 LM T T+ §(T— Mo

secondo 1a quale il sistema disegnato equivale a quello di fig. 71 che da

Fig. 70
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esso differisce in quanto nei due rami figurano le induttanze L,— M,

L,— M in luogo delle L,, L,, ed in serie con I’arco doppio figura 'indut-

tanza M, essendo le tre induttanze L,— M, L,— M, M da ritenersi
prive di reciproca influenza magnetica.

Un caso particolarmente importante in pra-

tica & quello che gi ottiene da un sistema del

JjoM tipo ab indicato in fig. 72, spostando la presa dal

punto a ad un punto intermedio ¢ dell’ (unica)

bobina. Se, come appare naturale di fare, si

assumono i due sensi positivi in modo che siano

L~ LM concordi lungo la bobina, nelle precedenti si

- dovranno mutare i segni ad I, e ad M ed il

valore M che cosi figura nelle formole risulta

positivo. Gia sappiamo che se il sistema di par-

7, Z, tenza & risonante per una certa pulsazione w ed

i rapporti %I di ciascun ramo sono sufficiente-

mente elevati, esso, alla pulsazione w, equivale
2032
w 1

AR Ora, richiamando quanto

alla resistenza

Fig. 11 fu veduto al n. 14, siamo in grado di asserire

che, alla stessa pulsazione, il sistema fra b e ¢ equivale pure ad una re-
sistenza R,, e precisamente, trascurando al solito termini dell’ordine del

. I .
quadrato di T, + Do’ si ha:

_ Ly + Myer
Rz - R ]

sempreché si possa trascurare il contributo che
all’impedenza totale Z da la reattanza joM
che, secondo le precedenti considerazioni, va
ad aggiungersi in serie col sistema stesso. Ora

cid & effettivamente lecito, come si puo rico-
noscere osservando che si ha

. joo M
ZLjoM + R, = R,,(l +‘7~%—) —
- __.J_w_]@;_) — ( . 4 Fig. 72
_Ro(1+(L1_|_M)gw2 —‘Re]+.7 8), 18
dove a = A s & certamente << 1 (perché, come si & osservato, M &
positivo) ed ¢ = (El—‘%———m)— rappresenta il coefficiente di risonanza del

RimiINt « Radiotecnica. : 10
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gistema be. II modulo di Z vale
. .
zoR(1+55),
cioé sengibilmente E,, nei soliti limiti d’approssimazione (%).

27. - Trasformazione dei sistemi precedenti. — Se si esamina attenta-
mente il funzionamento del sistema di due ecircuiti accoppiati che ha
formato 'oggetto del nostro precedente studio, si comprende che !'in-
tima essenza dei fenomeni in esso riscontrati riposa nel particolare com-
portamento dell’energia magnetica.

In un circuito semplice, che sia sede di corrente alternata, quell’e-
nergia viene alternativamente fornita dal generatore e ad esso restituita,
in guisa che questo scambio interessa necessariamente l’unico circuito
presente, Invece, nel caso di una coppia di circuiti, pur non venendo
meno tale carattere fondamentale, quell’energia & altresi impegnata in
fluttuazioni fra i due circuiti; essa anzi costituisee il tramite per il quale
I'uno dei circuiti riesce ad alimentare l’altro.

Lasciandosi guidare da tali considerazioni, si comprende come si possa
realizzare una analoga situazione in una coppia di circuiti per la quale,
anche con mezzi diversi, le cose siano disposte in guisa che una parte
dell’energia magnetica complessiva interessi contemporaneamente i due
circuiti. :

Una tale disposizione potrebbe es-
| sere quella rappresentata in fig. 73; si
1 tratta in sostanza di un unico circuito
| con una induttanza L derivata fra due
: punti 4 e B di esso. Sopprimendo la
! branca di destra oppure quella di sini-
b stra si vengono ad avere due circuiti,

B che chiameremo I e 2, di ciascuno dei

Fig. 73 quali fa parte la induttanza L. Se i
campi magnetici in L,, L,, L non hanno linee comuni, ciod se sono
nulle (trascurabili) le m.1i. fra L,, L,, ed L, si pud dire che il primo
di essi ha induttanza complessiva L + L,, laltro L -~ L,.

Orbene, si puod agevolmente dimostrare che il comportamento di tale
sistema & in tutto e per tutto identico a quello di due circuiti come 7 e 2,
pensati senza parti comuni, ed aventi un coefficiente di induzione mutua
precisamente uguale ad L. Infatti, se con 4, ed ¢, si indicano i valori
istantanei delle correnti nelle due branche (intege positive nel senso indi-

—_— A P S

i
'
i
!
I
'
i

b

(1) Con cido & dimostrato quanto era stato asserito a pag. 114 nota.
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cato dalle frecce di fig. 73) in un qualunque regime elettrico in cui il si-
stema venga a trovarsi, sard 4, | ¢, il valore nello stesso istante della
corrente nella branca comune, ed allora gli effetti induttivi nei due ecir-
cuiti si concretano nel sorgere di due f.e.m. i cui valori sono rispetti-
vamente:

aiy + 1) di, Aty - 7,)

di,
gLV e L — L=,
cioé: '
_“(L+L1)dt'—Ldt © —(L+L2) dt—Ldt’

quindi identiche a quelle che si avrebbero in due circuiti separati di
induttanze L, + L ed L, -+ L e magneticamente legati da una mutua
induttanza L.

Pertanto il sistema circuitale della fig. 73 puo pensarsi equivalente
ad uno di quelli del tipo studiato nei nn. precc., e per esso si potrebbero
ripetere tutte le considerazioni ed i calcoli allora fatti, sostituendo al
fattore d’accoppiamento il rapporto

L
VLt DNL, + I) »
fra la induttanza comune e la media geometrica delle induttanze totali
dei due cireuiti 7 e 2.

Tale rapporto, in regime di corrente alternata di qualunque pulsa-
zione o, equivale a quello

(42) _ k=

X
VX + X)X + X,)

fra la reattanza comune X = Lw e la media geometrica delle reattanze
induttive singole X + X, = (L + L))o, X + X, = (L + L,)w dei due
circuiti.

B per questa ragione che ad una disposizione come quella della fig. 73
8i d& ancora il nome di accoppiamento fra i due circuiti 7 e 2 (mentre
una tale denominazione dovrebbe propriamente riservarsi soltanto alle
disposizioni del tipo di fig. 63).

Nel num. successivo avremo occasione di ritornare su circuiti siffatti;
qui vogliamo subito rilevare una circostanza fondamentale, che cioé que-
ste considerazioni sono invertibili; vale a dire che ad un sistema come
quello di fig. 63 pud sempre sostituirsene uno, ad esso equivalente, del
tipo di fig. 73.

Interessa pertanto procurarsi le espressioni effettive degli elementi di
tale sistema equivalente, note che siano quelle del dato sistema di due
circuiti ad accoppiamento magnetico, che qui semplificheremo, come alla.

(43)
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fig. 74, allo scopo di mettere in evidenza la sola parte che interessa
I’'accoppiamento, vale a dire le due induttanze L, ed L, e la mutua in-
M , duttanza M.
¢ Per lo scopo cui ora tendiamo ci torna
Z, comodo assumere come Senso positivo, nel
L, L, Z, se(.zondarlo, I'opposto di quello assunto nel
primario, intendendo con ¢i0 significare
che correnti positive nei due circuiti ten-
dono a produrre flussi opposti in ogni eir-
cuito magnetico concatenato con entrambi.
Con tale convenzione, le relazioni fondamentali assumeranno ’aspetto:

E,= 7,1, — jMol,
0 =27Z,], - jMol,.

Alla trasformazione accennata perveniamo immediatamente se osser-
viamo che queste relazioni possono scriversi identicamente:

E, =(Z,—jMo)l, + jMol,—1,)
0 =(Z,—jMw)l, — jMo,—1,),

nelle quali, per cosi dire, si legge che il dato sistema & equivalente a quello
disegnato in fig. 75, dove I,, in virtli della convenzione fatta sui segni,
& qui da ritenersi corrente uscente dal ramo destro.

11 circuito di fig. 75 & senza dubbio equivalente a quello dei due dati
circuiti accoppiati e presenta anche il non lieve vantaggio di mettere in
evidenza rami in cui cireolano le effeltive correnti I, ed I, dei circuiti
dati, ma esso non pud in generale ritenersi realizzabile fisicamente con
elementi (del tipo L o () indipendenti dalla frequenza.

Infatti, immaginiamo, per maggiore chiarezza che, dalle Z, e Z,,
impedenze complessive del primario e del secondario, si separino dal
resto le reattanze jL,w, jL,w relative alle induttanze di accoppiamento,
gerivendo:

Fig. 74

Z,=2Z,+jlLw, Zy=17Z;,+4 jLw.

Ora, siccome szsupera, .il pro- Z—jMw
dotto L,L,, potrd avvenire che
una delle due differenze

L,—M, Li—M

risulti negativa, e pertanto la
corrispondente reattanza, p. es.
jo(L,— M), non potrebbe ma-
terialmente costituirsi se non
mediante I'uso di condensatori. Ma allora, poiché la reattanza di un
condensatore varia in modo inversamente proporzionale alla frequenza,

Z,-jMw

Fig. 75
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mentre quelle di j(L, — M)w, j(L,— M)w variano invece proporzional-
mente alla frequenza, la capacitd del condensatore dovrebbe necessaria-
mente modificarsi ad ogni mo-
dificazione della frequenza, il
che val quanto dire che non si
pud addivenire alla realizzazio-
ne di una struttura equivalente
alla data in ogni condizione di
funzionamento.

Questo inconveniente puod
essere superato fondandosi su
una seconda, pur semplicissima, Fig. 76
osservazione, che cioé le equa-
zioni fondamentali sopra scritte
non mutano se si moltiplica M
per un qualunque numero u,
purché contemporaneamente si

I
muti I, in —qf e Z, in wZ, (e
quindi ogni elemento del tipo
. C
Ry, Ly e C; in w2R,, u?L,, ',ﬁ)
Cio porta di conseguenza che
se nel circuito 2 sono contenute delle sedi di f.e.m. E,, queste do-
vranno intendersi sostituite con #E, (}). Analogamente, si potrebbero
invece lagciare inalterati gli elementi elettrici del eircuito 2 e modificare
.. . . . 1
quelli del circuito 1 sostituendo ad E,, Z,, I,, rispettivamente uE,, uzzl,—d‘— .
Si pud dunque asserire che, per qualunque valore di u, il eircuito di

Z; Li-uM ulLly—~uM u?Z,
WL

Fig. -77

Fig. 78

fig. 77 (o quello che se ne deduce scambiando gli indici 1, 2) & equiva-
lente a quello di fig. 76.

(1') Cid riesce evidente se si pensa che la corrente deve risultare divisa per u, men-
tre I'impedenza viene moltiplicata per u2.
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Se ora a quest’ultimo si applica la trasformazione suggerita dalla
prima osservazione (ed illustrata in fig. 71), si puo anche concludere
che il sistema di fig. 77 & equivalente a quello di fig. 78 (0 a quello
che se ne deduce scambiando gli indiei 1, 2).

In particolare si osservi che le induttanze nei due rami lonpgitudinali
valgono:

Ly—uM, w:L,—uM.

Orbene, & importante rilevare che si puo sempre scegliere # in guisa
che esse risultino ambedue positive, il che, come s8i & detto, & essenziale

L,
z; (1-k)L, (1-kJ)L, L, “2

a) .

L,
b) L,

z;

(1-k) L, (1-k)L, V4

Fig. 79 -

al fine di realizzare un sistema circuitale di costituzione indipendente
dalla frequenza. All'uopo basterd prendere per # un numero positivo
tale che risulti tanto L,> «M quanto L, > M, cioé un numero com-
preso fra % e %{
2
In particolare si potrd prendere u = V%—i . Cosi facendo si ottiene
un risultato particolarmente notevole, che cioé le due induttanze longi-
tudinali risultano uguali ed il loro comune valore, come facilmente si
verifica, & (1 —k)L,, essendo k il coefficiente d’aecoppiamento. La in-
duttanza del ramo centrale vale kL,, e con ¢id si perviene al sistema di
fig. 79 a), in cui sono messe in evidenza le modificazioni apportate agli
elementi elettrici (correnti, tensioni, impedenze) del secondario. In medo
perfettamente analogo si potrebbe invece pervenire al sistema equiva-
lente di fig. 79 b).
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A titolo di esercizio, il lettore potra verificare che, posto ad es. E, = 0
nel primo caso, E, = 0 nel secondo, le impedenze che i sistemi di figg. 79 a), b)
presentano fra i morsetti di E;, risp. E, valgono ordinatamente

M2w2 M2 2
Zl + ‘-Z': ’ Zz + 5 ’

cio¢ si identificano con. le espressioni (26) e (27).

B evidente 'analogia di questo procedimento con quello che conduce
al noto circuito equivalente ad un trasformatore (El., XIII, 6). Si pud
pertanto concludere che il considerato sistema di due circuiti accoppiati
si comporta come un trasformatore la cui induttanza di eccitazione &
k+/L,L,, le cui induttanze di dispersione sono L,(1 —Fk) ed L,(1 — k),
e il cui quadrato del rapporto di trasformazione uguaglia il rapporto fra
le induttanze L, ed L, Cosi gli elementi come Z,u? dianzi considerati
non sono che gli elementi di secondario ridotti a primario (1).

Se scriviamo l’espressione effettiva di Z,:

Z = R+j(Lo— ),

mettendone cioé in evidenza gli elementi costitutivi B, L, C considerati
disposti in serie, si vede che la riduzione a primario di ciascuno di essi
comporta per la resistenza e l'induttanza una moltiplicazione per wu?

mentre per la capacitd il corrispondente fattore & % Da cid consegue

- 11/ .
che le espressioni come LC ed ¥ V% attraverso tale trasformazione
non 8i alterano; e lo stesso avviene per tutte quelle che, come Li2, Cv?;

L, U oo - Lo .
R, 5 hanno, al pari di esse, un gignificato non elettrico, intendendosi

con cid che il loro valore & esprimibile in unitd indipendenti dalle unita
elettriche. Invero le prime due corrispondono, I'una al quadrato di un
tempo, l'altra ad un numero (coefficiente di risonanza), le seconde ri-
spettivamente ad energie e a potenze,

B particolarmente interessante il caso ideale (limite) in cui & k¥ =1
e la induttanza intermedia L & infinitamente grande. In tale ipotesi, il
ramo L puo, per ogni valore finito della frequenza di funzionamento,
sopprimersi, e 8i pud concludere che tutto si svolge come se gli elementi

del secondario, debitamente ridotti a primario <con u? = Hm —f‘-), esclusi
2

(1) Tale equivalenza & stata cosi dimostrata con riferimento ad una pulsazione deter-
minata ®, ma siccome il risultato cui siamo pervenuti & da questa indipendente, si pud
concludere che essa sussiste sempre.
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quelli facenti parte del sistema accoppiante, fossero inseriti nel primario.
Se, pur essendo L = oo, k fosse diverso dall’'unitd, tale conclusione si
modificherebbe soltanto nel senso che il primario, oltre agli elementi ef-
fettivi del secondario estranei al sistema accoppiante, conterrebbe in
serie anche una induttanza 2(1 — k)L,.

7 A
1 In casi di questo genere si pud asse-
— rire che l’accoppiamento trasferisce al
L primario tutti quei caratteri del secon-

dario aventi significati ed espressioni
indipendenti dal rapporto u, come in
particolare abbiamo constatato avvenire

. . 1
per la pulsazione di risonanza ——— ed

VIO

) . . 1 V?f
il coefficiente di risonanza R

Come & stato sopra osservato, la
trasformazione illustrata dalla fig. cor-
risponde a quella che conduce al noto circuito equivalente degli ordi-
nari trasformatori.

Si potrebbe ora chiedere se si possa pervenire ad una analoga trasfor-
mazione nel caso di connessione di tipo autotrasformatorico, cioé se si
possa, per un tale tipo, pervenire ad un circuito equivalente atto a met-
tere in diretta evidenza l'influenza del grado & d’accoppiamento e quindi
I'importanza relativa del coefficiente di dispersione 1 —k; e di rendere,
per cosi dire, fra loro paragonabili gli elementi elettrici in giuoco nei cir-
cuiti primario e secondario, sfruttando la utile e feconda nozione di ele-
menti dell’un circuito ridotti all’altro.

Ci limiteremo, per semplicitdh, al caso dell’accoppiamento perfetto,
ciod L, L, = M? e quindi L = (\/L, + A/L,)

Le equazioni che governano il funzionamento del sistema autotrasfor-
matorico disegnato in fig. 80, sono

E=7%]I+jLol,—jMol,— 1) —jLwl,— ) + jMol,
0 = jLyw(d,—I,) — jMwl, — Z,1,,

Fig. 80

cioe ( .
) E = Z1, + jLol, — j(L, + M)ol,
 jLywly, — §(Ly 4+ M)wl, = Z{1,,
avendo indicato con L = L, 4+ L, + 2M l'induttanza totale fra A e B.
Si osservi che le equazioni (44) rimangono inalterate se si mutano
) Iz’ Z;’ L2+-Mv Lz
rispettivamente in

W, w4+ M), vy,
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lasciando inalterato L. Tali modificazioni esigono ovviamente che anche
L, venga modificato, e precisamente, se si indicano con L;, L;, M’ i
nuovi valori di L,, L,, M, essi dovranno soddisfare alle relazioni

L+ L+ 2M' = L, + L, + 2], ik
Z; V],
——

L+ M = uwl,+ M), L, = wL,.

Si potrebbe verificare che a queste in
generale riesce possibile soddisfare. Per il
nostro scopo c¢i basta esaminare il caso

I,
particolare in cui ad w venga attribuito { E . £8
Is §7 1,

il valore szi . Dalla terza segue allora
2

L, = L e dalla seconda

L _
L+ M = L_,(L’+M)’ Fig. 81

che, sostituendo 4/L,L, ad M e ricordando che & v/L; + /L, =4/,
fornisce .
L+M =1L,

dopo di che, confrontando con la prima, si ha
Li+M =0.

11 dato circuito & dunque equivalente a quello di fig. 81, il quale dif-
ferisce dal dato in cio, che la derivazione destinata ad alimentare il se-
condario ¢ fatta sulla intera L, anziché su una parte di essa, cosicché
il secondario stesso viene a trovarsi alimentato dalla stessa tensione
agente nel primario (diminuita, ben inteso, della parte assorbita dalla
impedenza Z;, estranea al sistema autotrasformatorico). Gli elementi
del secondario debbono contemporaneamente essere ridotti a primario
secondo una legge del tutto simile a quella seguita nel caso trasformato-

rico, cio¢ alla corrente effettiva si sostituisce il suo prodotto per V% ,
alle impedenze come Z; i loro prodotti per % (e pertanto le R, le L' e le
C’ si sostituiscono con % R',’ % L, I% C’), e (quindi) alle eventuali f.e.m.
esistentivnel secondario i loro prodotti per V%

28. - Generalizzazione dei sistemi precedenti. — La equivalenza dei

sistemi del tipo di fig. 73 con quelli studiati al n. 16 consente di con-
cludere senz’altro che, supponendo i rami I e 2 completati con capacita
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0, e C,, e ritenendo nulli (traseurabili) gli elementi dissipativi (resi-
stenze), le pulsazioni w per le quali un tal sistema pud divenire sede
di corrente alternata, in assenza di f. e. m. impresse nei rami, sono

quelle per le quali & soddisfatta la

G, relazione (corrispondente alla (29)):

r G
" ’ " 1@, = X2,
1 cC o | dove si & posto:

1
T $1=(L1+L)w—aa)=X1+X,
o —0 1
Fig. 82 wgz(Lz—}—L)w—@ =X,+ X,
1 1

essendo X, = Lyow — T’ X, = Lw— G’ X = Lo le reattanze totali

dei tre rami derivati fra i due punti A e B.
La precedente, sostituendo ad x,, x, questi loro valori, si scrive:

X, + X)X, + X) = Xz,

che, sviluppando il prodotto indicato, si trasforma in
| 1.1 1
X T X, =+ b 0,

cio¢ nella condizione di annullamento della suscettanza totale fra A e B.

Cosi le pulsazioni w di cui trattasi appaiono quelle di risonanza del
sistema delle tre branche connesse in parallelo fra i punti A e B, essendo
tali branche costituite 'una da una sola induttanza, e ciascuna delle altre
due da induttanza e capacitd in serie. :

Pilt generalmente si potrebbero esaminare sistemi comprendenti, in
parallelo fra due punti A e B, pil di due branche del tipo delle 7 e 2 pre-
cedenti, in aggiunta eventualmente ad una branca contenente una pura
induttanza; e si trova, per le pulsazioni w alle quali il sistema pud fun-
zionare a corrente alternata senza d. d.p. impressa, una equazione del
tipo: '

1 1 1
Y_*—Z_}—Xa_}- . =0,

la quale & in generale soddisfatta da » valori di w?, se # & il numero delle
branche del tipo (L, C).

Le congiderazioni precedenti suggeriscono di esteridere ulteriormente
la nozione di accoppiamento al caso in cui, in uno schema come quello
di fig. 73, 1a branca comune sia costituita da una capacitd C anziché da
una induttanza L (fig. 82). :
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In tal caso si potrd, per analogia col caso precedente, definire come

fattore di accoppiamento il rapporto fra la reattanza O’I_w della branca

comune e la media geometrica

Vi + o) (o + o)

delle reattanze totali dello stesso segno (cioé capacitive) dei due circuiti
1 e 2, intesi chiusi ciascuno sulla C.
Tale rapporto k vale, come facilmente si

I, ¢z
verifica: \,.WI__‘}_IW%UH
(45) k= V0,0 WT TQ\

AV(Cy+ 0)C, + €y -

Anche per un tale sistema si potrebbero Fig. 83
ripetere deduzioni e calcoli analoghi a quelli
svolti nei preec. nn. 17 e 18. Vi & solo da osservare che nelle rela-
zioni allora trovate occorre sostituire ad ogni pulsazione la sua in-

versa, e cid perché le reattanze capacitive contengono il fattore w allo
stesso modo come le magnetiche contengono il fattore % Ad es., in par-

ticolare si ha che se i circuiti 7 e 2 hanno resistenze trascurabili e ven-
gono chiusi su due induttanze L, ed L, tali che i sistemi L,, 0y, C; L,,
0,, C, separatamente considerati, sono isocroni di pulsazione w,, cioé

C, 1
se & L, 010 _f 0= =L, c, _’f} = ot il sistema complessivo presenta reat-

tanza nulla per due pulsazioni i cu1 valori 80n0 w, 4/1—k ed we4/1 + &,
essendo k dato dalla precedente espressione.

Sono particolarmente interessanti quelle disposizioni di circuiti che si
ottengono trasformando le precedenti per dualith.

Limitandoei al caso di assenza di registenze, & chiaro che la disposi-
zione corrispondente alla fig. 73 (cui siano aggiunti due condensatori in
serie alle induttanze L,, L,) & quella rappresentata nello schema di fig, 83.
Essa (qualora si pensino cortocircuitati i morsetti d’entrata e quelli di
uscita) si riduce ad un sistema di tre reattanze in serie, due delle quali
sono costituite da sistemi (L, C)in parallelo e la terza & una pura capacita.
A quelli che nel cago precedente si chiamavano i due circuiti 7 e 2 cor-
rispondono qui i circuiti che risultano dalla soppressione di (L., C,),
rispettivamente (L,, C,): essi pertanto sono costituiti dalla capacitd C
in serie col gruppo (L,, C,) rispettivamente (L,, C,), il che val quanto
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dire che, ad es., il circuito I ¢ formato dall’induttanza L, in serie con
la capacity C, + C.
Pel coefficiente d’accoppiamento % si ha ’espressione
Cc
k=
V(€ + O)(C, + €y’

che si ottiene dalla (42) sostituendo le C alle L, ed in questo caso le pul-

Wy

=, qua-
V1itk
lora i due circuiti singoli, come sopra definiti, siano isocroni di pulsa-
zione w,, cioé si abbia:

sazioni di risonanza del sistema corrispondono ancora ad

0,
g0

Pit generalmente si potrebbe esaminare il caso di un sistema eom-
prendente » > 2 gruppi (L, C) tipo parallelo, fra loro connessi in serie
con o senza una capacitdh C aggiunta in serie, e si troverebbe che esso
presenta n pulsazioni di risonanza. :

Infine, si potrebbero considerare sistemi analoghi a quelli di fig. 83 b)
in cui I’elemento accoppiante sia del tipo L anziché del tipo C. Esso non
sarebbe che il duale di quello rappresentato dalla fig. 82, e tanto ci auto-
rizza a scrivere senz’altro l'espressione del relativo coefficiente d’accop-
piamento sotto la forma (analoga alla (45)):

b — VILL,
V@ + INL, + L)

Come si vede, questi sistemi circuitali, alla cui considerazione siamo
stati tratti dall’analogia fra il tipo di fig. 73 con quello di due circuiti
accoppiati induttivamente, non sono che connessioni in serie o in paral-
lelo di sistemi di reattanze costituite da coppie di elementi L, C, rispet-
tivamente in parallelo o in serie.

La presenza in qualche ramo (o in tutti), di elementi dissipativi, fa
8i che non esistano pin pulsazioni per le quali la impedenza, rispettiva-
mente ammettenza, siano nulle; ma soltanto si puo annullare, con con-
venienti valori di w, la reattanza, rispettivamente la suscettanza, realiz-
zandosi cosi quello stato di cose che ancora si potrad convenzionalmente
denominare di «risonanza »,

Le curve che mostrano come, al variare di w, varia la tensione ai capi
per una data corrente alimentatrice, nei casi in parallelo, o la corrente
assorbita per una data tensione impressa nei casi in serie, presentano in
generale tanti massimi quanti sono i sistemi serie (L, C) connessi in
parallelo, rispettivamente i sistemi parallelo (L, C) connessi in serie.

C,0 1

Lo ro~w




[1I1, 28] COMPLEMENTI ALLA TEORIA DEI CIRCUITI ELETTRICI 157

E pertanto ognuno dei sistemi descritti pud essere utilizzato per la
effettiva costituzione di opportuni «filtri di banda », quando le costanti
cireunitali siano scelte in guisa tale che i massimi siano poco diversi 'uno
dall’altro ed i minimi fra essi interposti siano poco diversi dai massimi.

In particolare vengono spesso a tale scopo impiegati sistemi del tipo
di fig. 83.

Si incontrano talvolta sistemi del tipo di fiz. 84 ), in cui ’elemento
accoppiante ha carattere misto, cioé si compone di una capacitd e di una
induttanza, per es. fra loro in parallelo. Per un tale sistema non puo, a

L

L c =] c

Fig. 84 a) Fig. 84 b) Fig. 84 ¢)

rigore, parlarsi di fattore d’accoppiamento percheé, se si andasse a ten-
tarne la definizione imitando le precedenti, si troverebbe per esso un
numero essenzialmente variabile con la pulsazione. Essi presentano un
notevole interesse pratico quando il campo di frequenze con cui si deve
operare ¢ molto esteso, in quanto che, alle frequenze piu elevate, poten-
dosi trascurare Peffetto di L (fig. 84 b)), il gruppo funziona come uno
del tipo di fig. 82, mentre 'opposto accade per le frequenze piut basse
(fig. 84 ¢)), ed il sistema allora si comporta come uno del tipo di fig. 73.






CAPITOLO QUARTO
RETI DI IMPEDENZE. - QUADRIPOLI

1. - Generalitd. - Leggi di Kirechhoff. — Dopo avere, nel cap. prec.,
studiato dettagliatamente il comportamento dei circuiti semplici ridut-
tibili, con riferimento ad una determinata frequenza di funzionamento,
ad una certa impedenza, ci dedicheremo ora all’esame di sistemi circui-
tali pili complessi, e precisamente di quelli costituiti da una rete di im-
pedenze.

Come & noto, con tale denominazione si intende un sistema costituito
da un numero qualunque di elementi impedenti, detti rami, a due a due
connessi per avere un estremo comune, il quale, ove sia comune a pil
di due elementi, costituird un nodo generico della rete stessa.

Supporremo che ognuna delle impedenze costituenti i singoli rami sia
di tipo lineare, tale cioé che il rapporto fra la tensione applicata e la cor-
rente che la attraversa possa ritenersi rappresentato da un ben deter-
minato numero complesso, in generale variabile con la frequenza. Non
sarebbero quindi da considerarsi lineari le impedenze nella cui costitu-
zione entrano induttanze con ferro, in quanto che la relazione fra flusso
e corrente non & di rigorosa proporzionalitd, né resistenze destinate ad
essere percorse da corrente di intensitd e frequenze notevolmente diverse,
né tratti di circuito che risentono l'influenza magnetica od elettrosta-
tica di altri tratti, perché le correnti e le tensioni in essi risentirebbero
necessariamente dei valori spettanti a correnti ed a ténsioni diverse da
quelle che interessano direttamente i tratti stessi. Pertanto Iipotesi da
noi posta potrd in gererale ritenersi verificata con discreta approssima-
zione dalle ordinarie impedenze quando siano assenti materiali ferroma-
gnetici e resistenze ad elevato coefficiente di temperatura o a variazione
molto notevole con la frequenza, o almeno quando si operi con correnti
e tengioni variabili in campi poco estesi sia in intengitd che in frequenza,
e quando inoltre i vari elementi della rete siano praticamente ininfluenti
magneticamente ed elettricamente gli uni sugli altri.



160 CAPITOLO QUARTO {1v, 1]

Pil generalmente, potra anche intendersi che esistano accoppiamenti
magnetici fra coppie di induttanze non metallicamente congiunte, in
quanto un tale sistema & sempre riducibile (ITI, 27) ad una conveniente
struttura a rete.

B ovvio poi avvertire che, quando anche si possano considerare co-
stanti i valori dei parametri B, L, C costituenti i vari elementi, non si
potrad parlare di impedenza Z di un ramo generico, se non con riferi-
mento ad un regime sinusoidale di ben determinata frequenza, ed inoltre
il valore di Z pertinente ad uno stesso ramo variera in generale con la
frequenza stessa di funzionamento, secondo le leggi dettagliatamente
esaminate nel Cap. prec. In particolare, le considerazioni seguenti non
potranno trovare applicazione nei regimi transitori, in quanto questi,
come si dimostra in Analisi, corrispondono alla contemporanea presenza
di infinite frequenze.

Pensiamo che nel ramo generico di una rete, compreso fra i nodi a
e b, sia inserita una sede di f. e. m. sinusoidale (avente una certa fissata
frequenza), che indicheremo genericamente con E,. In tali condizioni
in ogni ramo circolerd una corrente sinusoidale che indicheremo con I,.
Tali complessi E,, ed I, si intenderanno riferiti ad un determinato senso
positivo- scelto (arbitrariamente) sul ramo stesso, talché ogni E,
rigultera positiva quando tenda a produrre nel ramo una corrente
avente quel senso, ed una corrente sary positiva quando sia diretta in
quel senso stesso.

In tali condizioni, se eon V, e V, indichiamo le tensioni, rispetto ad
un punto qualunque, degli estremi a e b del ramo generico e con Z, 1'im-
pedenza che alla frequenza fissata presenta il ramo stesso, ivi compresa
I'impedenza interna del generatore di f. e. m. E, in esso inserito, gi avra
la relazione fondamentale

(1) Eab - ZabIab + Vb'_ va 9

essendo assunto come senso positivo del ramo quello da a verso b.

Come & noto, combinando tutte le relazioni analoghe a questa e rela-
tive ai lati di una maglia, si ricavano le equazioni esprimenti la seconda
legge di Kirchhoff (cfr. El., VIII, 9)

(2) ZE =211,

dove la somma & estesa ai lati della maglia. Infine, per ogni nodo, si ha
la relazione (prima equazione di Kirchhoff):
3) JI=0,

dove il primo membro rappresenta la somma delle correnti affluenti ad un
nodo (in esso quindi ogni I sard presa col suo segno o con 1’opposto secondo
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che il senso stabilito sul corrispondente ramo é quello verso il nodo o
T'opposto).

B fisicamente evidente che queste equazioni sono in generale risolu-
bili rispetto alle correnti I (1), e pertanto per un dato sistema di tensioni
E si avrd un ben determinato sistema di correnti I.

2. - Prineipio di sovrapposizione. — Dall’esame delle relazioni fonda-
mentali richiamate si deducono alcune proprietd generali di notevole
importanza.

11 fatto che le (2), (3) sono lineari omogenee rispetto alle E ed alle
I fa si che le formole risolutive sono del tipo

I, = A,E, + A12E2 + ...+ ALE,
/\ I, = A21E1 + AzzEz + ...+ AZrEr

I, = A, By + ApE, + ... + ALE,,

(4)

dove i coefficienti A,; rappresentano delle convenienti funzioni delle Z,
indipendenti dalle E.

Chiameremo compatibile o possibile, rispetto alla data rete, un sistema
di tensioni E,, E,, ... e di correnti I,, I,, ... quando questi valori
goddisfano le precedenti (2), (3), o, il che fa lo stesso, le (4).

Si vede immediatamente che se sono possibili i due sistemi

E, B, ...; I, 1,,... ed B, E,,...;L,L,....,
& anche possibile qualunque sistema del tipo:
oE, 4+ bE;, aE, -+ bE;, ... ; al, 4 I, al, -+ bl;, ...

dove a e b sono costanti qualunque.
In cio consiste il principio di sovrapposizione, secondo il quale per
valutare il sistema di correnti dovuto ad un certo sistema di tensioni

(1) Si pud facilmente verificare che il sistema di equazioni (1) e (3), considerato ri-
spetto alle incognite V ed I, non & sovrabbondante. Infatti, se » & il numero dei nodi
ed r quello dei rami, le V sono in numero di n e le I in numero di 7, quindi esse sono
in tutto n 4+ r. Mentre perd le I sono a priori indipendenti, altrettanto non pud dirsi
delle V, in quanto ad una di esse si pud sempre supporre attribuito un valore arbi-
trario (per es. zero). Dunque si tratte di » 4 r— 1 effettive incognite. Delle equazioni
come le (1) se ne possono scrivere r e di quelle del tipo (3) se ne hanno tante quanti sono
i nodi, eioé n; perd esse non sono tutte indipendenti, giacché la somma dei primi mem-
bri di tutte le relazioni come le (3) & identicamente nulla in quanto ogni corrente com-
pare due volte con opposti segni. Pertanto anche le relazioni indipendenti fra le V e le
I non sono in numero superiore ad n + r— 1.

RIMINI - Radiotecnica. 11
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(Ell, E,, ...) impresse nei rami, basta valutare separatamente quello
prodotto da piu sistemi di tensioni:

‘ E,E;,...; E, E,...
di cui il dato sistema sia la somma, cioé tale che si abbia
E,=E +E,, E.=E |+ E,...,

e sommare, elemento per elemento, i risultati.

In particolare si puo intendere il sistema E,, E,, ... composio dei
seguenti sistemi elementari

E,00...,0; 0,E,0...,0; ...; 0,0,0,..., E,,
cui corrispondono i sistemi di correnti
ApE, AgEy, oo AREy, ApEs o5 oo AE, ALE,, ...,

con che si perviene alle seguenti notevoli proposizioni:

a) per calcolare la corrente in un ramo qualsiasi di una data rete,
in corrispondenza a. certe tensioni applicate nei vari rami, basta som-
mare le correnti che in quel ramo stesso verrebbero destate qualora cia-
scuna tensione agisse separatamente, essendo nulle le altre (le cui sedi
dovranno intendersi sostituite con le rispettive impedenze interne);

b) il coefficiente generico A, delle (4) misura il rapporto fra la cor-
rente nel ramo i™° e la tensione applicata nel ramo j=°, quando tutte le
altre tensioni siano nulle, od anche, se si osserva che A,; non & altro che

2

OE;

¢) il coefficiente A;; & il rapporto fra la variazione di corrente pro-

vocata nel ramo 4”°, per effetto di una variazione apportata alla ten-
sione nel ramo j“°, e questa variazione stessa -(1).

la derivata parziale , 8i puo dire che

3. - Principio di eompensazione..— Dall’esame della relazione gene-
rica (1) si deduce immediatamente che, in un ramo qualunque nel quale
circola una corrente I, all’impedenza Z del ramo o ad una parte Z’ di
essa 8i puod sostituire una f. e. m. uguale a — Z’I. Cio infatti equivale a
far passare il termine Z’'I dal secondo al primo membro.*Con altre parole,
lo stesso fatto pud esprimersi dicendo che, se all'impedenza di un ramo
si apporta una variazione 6Z, le variazioni di corrente che cosi si deter-
minano in ogni altro ramo coincidono con quelle che si avrebbero per

(1) Seguendo una terminologia di cui ci varremo in seguito (cap. VII), si potrd chia-
mare A;; la ammettenza mutua differenziale dei due rami, P'aggettivo mutuo essendo
giustificato da cid, che, come fra poco vedremo, & A;; = Ay,
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effetto dell’inserzione nel primo di una f.e. m. uguale a — IdZ, essendo
I la corrente circolante nel ramo stesso dopo l'effettuata variazione.
In cio consiste il principio di compensazione.

4, - Teorema di Thévenin. — Un’altra importante proprietd delle reti
di impedenze & quella espressa dal seguente teorema (di Thévenin).

Se fra due punti qualunque @ e b, scelti anche nell'interno dei rami
di una rete contenente in gencrale delle f. e. m. impresse nei vari rami,
si inserisce una impedenza qualunque Z, la corrente che in questa andra
a circolare pud calcolarsi come rapporto fra la tensione V, esistente fra
i punti ¢ e b prima della inserzione di Z e V'impedenza risultante dalla
somma di Z con I'impedenza che la rete presenta fra i punti a e b qualora
si immaginino soppresse tutte le sedi di f. e. m. agenti nell’interno (cioé
a ciaseuna di tali sedi si pensi sostituita la sua impedenza interna).

Infatti, si osservi che se fra i punti @ e b si inserisce un nuovo ramo
contenente una sede di f.e. m. esattamente uguale a — V,, tale ramo,
qualunque sia la sua impedenza Z, non sard percorso da corrente, e per-
tanto nulla viene alterato nella preesistente distribuzione di tensioni e
correnti. Quindi & possibile il gistema '

) ( By By ooty By — 1V,
5 )
<117127"'1IT’ 09

dove I, I,, ... sono le correnti circolanti nei preesistenti rami conte-
nenti le f.e. m. E;, E,, ..., mentre I'ultima coppia (— V,, 0) si riferisce
al ramo aggiunto.

Sia ora I la corrente che percorre il ramo aggiunto ab, di impedenza

Z, quando da esso si sopprima la f.e. m. — V,, ed I, I;, ... le correnti
che in tal caso andranno a percorrere i rami che dianzi erano sede delle
correnti I,, I,, ... Sard pure possibile il sistema:

(ELEL L EL0

6
©) [ [ (AR KN

I due sistemi (5) e (6) riferendosi alla medesima reie {costituita dalla

primitiva cui si & aggiunto fra a¢ e b il ramo di impedenza Z), si avra,
« sottraendo », che ¢ pur possibile il sistema:

s 0, 0, c ey O, ‘ro
[ L "
(I, Ly ... 05, T
essendo I = I;— I, ecc.
Cio significa che se, nella rete data, si sopprimono le f. e. m. E,,
E;, ..., efraa e bsiapplica una tensione V,, la corrente in ab sard pre-
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cisamente I, D’altro canto, in tali condizioni, la corrente I 8i calcola ov-

viamente con la
Vo

Z17,

essendo Z, 'impedenza definita dall’enunciato del teorema, onde gquesto
& dimostrato.

KE\ La portata pratica di questo teorema &
\_/ grandissima. In grazia di esso, quando si ab-

bia a calcolare la corrente cireolante in una

r b impedenza alimentata da una rete di gene-

a —WWWWWWWWWWWW—'  ratori comunque fra loro connessi, basta
procurarsi le espressioni di V, e di Z,, che
si potrebbero chiamare la «tensione a vuoto»
e la «impedenza di corto eircuito» della data
rete di generatori, per ovvia analogia con la
denominazioni in uso pel caso di un solo generatore. Invero V, & il valore
che la tensione ai capi del carico ab assume per Z — oo, e Z, & il rap-
porto fra tale tensione e la corrente nel ramo ab stesso per Z — 0.

In altre parole, ai fini del computo della corrente prodotta nel ramo
Z inserito fra i morsetti ¢ e b della rete, il comportamento di questa non
differisce da quella di un generatore di tensione V, e di impedenza in-
‘terna Z..

Un’interessante applicazione di questo principio & quella che, nella
tecnica delle misure, puo farsi nel caso di-circuiti alimentati con dispo-
sitivi cosi detti di « pila ridotta »; un apparecchio qualunque derivato
fra i morsetti ¢ e b del circuito di fig. 85 (dove la resistenza interna di
F si intende conglobata in R) si comporta come fosse alimentato da un

Fig. 85

generatore di tensione 7—3_% (uguale cioé a quella esistente fra ¢ e b

in assenza del circuito di carico) avente resistenza interna IR (uguale

+ R
ciod a quella esistente fra a e b dopo la soppressione di E).
Come secondo esempio, possiamo asserire che pii generatori di f. e. m.
E,, E,, ... e di impedenze interne Z,, Z,, ... disposti in parallelo, si
comportano come un unico generatore di impedenza interna Z data da

|

1

N
N

1

e la cui tensione si calcola facilmente come valore comune V, che le
espressioni

El— ZIII 9 Eﬁ'— Zzlz s
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assuniono sotto la condizione I, 4+ I, ... =0, cioe
E,—V, E,—YV, _
A + Z. + ... =0,
da cui
E, E,
Vo=zlg+3+ ),

essendo Z l'impedenza poco sopra definita (Cfr. El., VIII, 17).

Un terzo esempio & offerto dalla formula (25') del Cap. prec. mediante
la quale si calcola la corrente secondaria I, in un cireuito accoppiato
magneticamente ad un altro in cui & inserita una f. e. m. E. In questo
easo, la tensione a vuoto V, corrisponde a —j Mwl,, dove I, rappresenta

la corrente primaria a secondario aperto, cioé A mentre come impe-
1

denza Z -+ Z, & da assumersi I'impedenza apparente del secondario, cioé

2,2
Z, -+ AIZ—@* Si perviene cosi appunto alla relazione
1

jMwZ,

— 72, - Mot E

1, =

a suo tempo trovata.

Giova qui richiamare che per sistemi siffatti, sostanzialmente ridut-
tibili ad un generatore unieco chiuso su due impedenee Z, e Z, in serie,
una delle quali potrd pensarsi come impedenza interna, essenzialmente
fissa, mentre l'altra sia a ritenersi variabile, la potenza erogata varia
ovviamente al variare della seconda impedenza, e raggiunge un massimo
quando le due impedenze hanno valori coniugati, cio® quando presentano
resistenze uguali e reattanze opposte.

La cosa si verifica immediatamente. Posto Z, = R, + jX,, Z, =
= R, + jX,, la corrente I erogata dal generatore di f.e.m. E & data

E E
Z:+Z, R,+ B, + j(X, + X,)’

I:

e la potenza erogata in Z, vale R,I? cioé

R,E?
B, + Bt + (X, XF

Tale potenza dipende ovviamente da R, e da X, Per trovarne il
massimo supponiamo dapprima fissata R,. In tali condizioni espressione
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geritta- & massima pel valore nullo di X, 4 X,, cioé per X, = — X,.
Soddisfatta questa condizione, 1’espressione stessa si riduce a

R, E?
(B; + R,)*’
2

il cui magsimo si verifica per B, = R, (1) e vale ;% .
. 2

5. - Legge di reeiprocitd. - Questa legge pud enunciarsi come segue:

Se una determinata variazione di tensione in un ramo produce una
certa variazione di corrente in un altro ramo, la stessa variazione di
tensione applicata invece a questo produce la stessa variazione di cor-
rente in quello. ‘

Questo teorema pud considerarsi un corollario del seguente:

Se (E, I), (E', I') sono due possibili sistemi di valori delle tensioni e
delle correnti in una data rete, i ha:

(M) ZEMd; = 2B,
essendo le somme estese a tutti i rami della rete. ' v
Per la dimostrazione si moltiplichi ognuna delle (1) per la corrente I’
(del secondo sistema) spettante al ramo cui la (1) stessa si riferisce, e
e si sommino membro a membro le relazioni cosi ottenute. Siccome ov-
viamente ogni V riesce cosi moltiplicata per la somma delle correnti I’
affluenti al corrispondente nodo, e tal somma, in virtu della (3) scritta
pel secondo sistema, & nulla, si deduce:

2RI = 2711 .

Scambiando fra loro i due sistemi (E, I), (E’, I'), il secondo membro
non muta, donde segue la (7). :

Alla (7) si puo dare una forma alquanto diversa, introducendo le
differenze JE, = E,— E,;, 6I, =I; —1, fra gli elementi omologhi dei
due sistemi. Sostituendo alle E; ed I, i valori E,-+ 0E,, I, -+ 6l e sop-
primendo i termini comuni ai due membri, si ha:

2E 01, = Z1,0E; .

(1) Infatti &
R, 1

R, + R 2T R ’
(B 2) ﬁl—{—Rz—*—ZRl

e poiche, prescindendo dal termine costante 2R, il denominatore & somma di due nu-
meri aventi prodotto costante (= R2), esso sard minimo quando i due numeri sono uguali,
ciod per B, = R,.
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Dalla proprietd espressa dalle (7) segue facilmente che il coefficiente
generico A;; che compare nelle relazioni (4) & uguale ad Ay, Invero si
moltiplichi ognuna delle (4):

I, = ALK, ' =12 ...,7)
1

per E; e si sommino membro a membro le r relazioni cosi ottenute. Si
avra:

k k1

Analogamente, partendo dalle (4) stesse, scritte perd pel sistema (E', I'),
si ottiene: :

(9) ‘ IEJ = IZALEE,.
k k1

Confrontando la (8) con 12 (9), si deduce che, per qualsivoglia sistema
di valori per le E e le E', si deve avere:

ZZAszlE,; = Z‘ZAklEl’EL .
kl k1

Supponendo ad es. nulle tutte le E ed E’ allinfuori delle E,, EJ,

si deduce:
A=A ().

Ora questa uguaglianza, tenuto presente il significato, gih rilevato,
dei coefficienti A,;;, non & che la traduzione dell’enunciato del principio
di reciproeita.

6. - Quadripoli. - Relazioni fondamentali. — Nelle applicazioni tele-
foniche, radiotecniche, ecc. hanno particolare importanza alcuni tipi di
reti di impedenze, cui si da il nome di quadripoli.

Con tale denominazione si intende wun’apparecchiatura qualunque,
avente quattro morgetti di comunicazione con l’esterno, due dei quali
funzionano come capi di entrate, gli altri
due come capi di wscite, tali quattro —=1I, —1
morsetti essendo, nell'interno dell’appa- TE ¢ u fEu
recchiatura stessa, comunque collegati fra ¢ Loe i od—ou "
loro con rami (il cui numero potrebbe
anche non essere finito) contenenti in ge- " Fig. 86
nerale resistenze, induttanze e capacita.

Un quadripolo pud rappresentarsi schematicamente come alla fig. 86,
dove e, e indicano i morgetti d’entrata, », » quelli di uscita, mentre non
sono precisati gli elementi interni, in considerazione del fatto che un
quadripolo viene funzionalmente esaminato soltanto con riferimento alle

(1) Cfr. nota a pag. 162.
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operazioni eseguite esternamente ad esso, studiando cioé quel che avviene
quando due sistemi S, ed §,, anziché direttamente tra loro, vengano
connessi 'uno col lato e, I'altro col lato « del quadripolo. In altre parole,
questo viene considerato come un organo di connessione fra S, ed §,, e
pertanto talvolta lo si denomina trasduttore quadripolare.

Salvo avviso contrario, considereremo sempre quadripoli inerti (o pas-
sivi), cioé tali che non esista nel loro interno nessuna sede di f. e. m. im-
pressa; e studieremo il loro comportamento a regime, in generale alter-
nativo sinusoidale di pulsazione o determinata. Supporremo ciod che ai
morgetti di entrata, che potremo intendere di alimentazione, sia applicata
una certa tensione E,, in conseguenza della quale e delle condizioni del
carico applicato ai morsetti d’uscita, si avra una certa corrente I, entrante
(ciod intesa positiva se cospirante con E,); mentre ai morsetti di uscita
81 avra una certa tensione E, e una corrente I, uscente (cioé intesa posi-
tiva se cospirante con — E,) (1).

B facile vedere che fra le quattro grandezze (complesse) E,, E,, I,, I,
sussistono due relazioni lineari omogenee del tipo:

( E, = AE, + BI,

(10) {1, = CE, + DI,

dove A, B, C, D sono quattro costanti ecomplesse, di cui la prima e la
quarta hanno manifestamente carattere numerico, mentre la seconda e
la terza corrispondono rispettivamente ad una impedenza e ad una am-
mettenza.

Infatti, si immaginino scritte le equazioni traducenti le leggi di Kirch-
hoff per la rete quadripolare data, che si potrd pensare completata e
chiusa, aggiungendo a ciascuno dei lati ¢ ed « un ramo di impedenza
nulla, sede di una f.e.m. E, e di una corrente I,, rispettivamente E,

ed I,. Tali equazioni, come si & visto, sono della forma:
2Il=¢0, 2E = X711,

cioé vineolano linearmente ed omogeneamente tutte le I e tutte le E,
le quali ultime nel caso nostro si riducono alle sole E, ed E,. D’altra parte,
come gid osservammo, le equazioni stesse sono sempre atte a far cono-
scere tutte le correnti I, note che siano le E e le Z. Pertanto, supposto
di eliminare tutte le I all’infuori di I, e di I,, le relazioni cui si perviene
saranno lineari ed omogenee rispetto ad E,, E,, L, I,, cioé del tipo:

aEe+ﬁIe+'yEu+ 01, =0,
a'Ee + ﬂ,le + 'y’Eu -+ 6/Iu =0,
(1) Cid corrisponde ad assumere come senso positivo per I, Popposto di quello che

alla stessa corrente spetterebbe qualora la si pensasse cospirante con una E, applicata
in entrata.
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da cui, risolvendo rispetto ad E,, I,, si perviene in generale a relazioni
del tipo (10). '

Le quattro costanti A, B, C, D che compaiono nelle (10) costituiscono
ovviamente quanto occorre per caratierizzare il funzionamento del quadri-
pblo, mentre le E e le I che compaiono nelle stesse formole si riferiscono
ad una particolare utilizzazione dello stesso. Chiameremo quindi equiva-
lenti due quadripoli (A, B, €, D), (A’, B, (', D’) quando sia:

A=A, B=B, =0, D=D".
In generale, dato il rapporto —?—", cioé I'impedenza Z, equivalente al

carico di uscita, e la tensione E, (oppure la corrente I,), riescono deter-
*

T ciod la

corrispondente impedenza di entrata Z,; e di piu si ha che 'una o I'altra
di queste impedenze pud essere data a priori, a piacere, cioé che il qua-
dripolo, considerato come organo che frasforma una impedenza applicata
ad uno dei suoi lati in altra applicata all’altro, & funzionalmente inverti-
bile senza eccezione. )

La legge che lega la impedenza d’uscita Z, alla corrispondente Z,
d’entrata & la:

minati gli altri elementi elettrici, ed in particolare il rapporto

AZ, - B

an Z, = 7, D"

che si ottiene dividendo membro a membro le (10).

La condizione di invertibilitd equivale a quella della risolubilitd delle
(10) rispetto ad E,, I,, e pertanto essa consiste nell’essere diverso da
zero il determinante AD — BC delle quattro costanti caratteristiche del
quadripolo (%). :

Ora, & importante precisare che, in tale caso, quel determinante ha
necessariamente valore unitario.

Per dimostrarlo, consideriamo, insieme allo stato di funzionamento
definito da E,, E,, 1., I,, quello definito da un’altra analoga quaterna
di valori E,, E;, I., I,, fra i quali sussisteranno ovviamente le stesse
relazioni (10), cioé

| E, = AE, + B,
{ I, = CE, + DI,.

(1) Invero, se fosse AD = BC(, sarebbe A :C =B : D e quindi si avrebbe Z, =
A

B . . s
= —— = — per qualunque Z,, cioé¢ I'impedenza d’entrata avrebbe un valore fisso indi-

¢
pendente dallimpedenza d’uscita, e pertanto il quadripolo non sarebbe invertibile senza
eccezione. ’
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Applicando ai due stati di funzionamento la legge d1 reciproeita nella
forma (7), ehe in questo caso 8i riduce a:

EI,—EJ, = EL—E]IL (9,

si ottiene, dopo avere sostituito ad E,, 1,, E;, I, i loro valori:
(AD—BC—1) (EJI, —E]IL)=0,

da cui si deduce che, come si era asserito, & certamente:

(12) AD —BC =

ogni qualvolta sia possibile disporre di E,, I, E,, I, in modo che E,I., diffe-

,

. ., By s o . . . .
risca da E 1, cioe T da —fi,, il che equivale a dire che la impedenza di

carico pogsa essere scelta a piacere (%),
Tenendo presente la (12), si ha che la risoluzione delle (10) rispetto
ad E,, I, da luogo alle seguenti relazioni:

( B, = DE, + BL,
(1, = CE, + AI,,

dove si & seritto I, e I, in luogo di —1, e —1,, mtendendo cosi che 1,
sia corrente uscente ed I, entrante.

Queste formole dimostrano che, invertendo il senso di funzionamento
di un quadripolo, le costanti B, € rimangono invariate, mentre le A e
‘D si seambiano fra loro.

7. - Equivalenza di un quadripolo ad un sistema di tre impedenze a T
o a II. — Siccome la relazione (12) consente di ridurre a tre le costanti
fondamentali da cui dipende un quadripolo, si intuisce senz’altro la pos-
sibilita di trasformare un quadripolo generico in uno, ad esso equiva-
lente, di composizione ben determinata e contenente tre sole impedenze
variabili, delle quali si possa disporre opportunamente.

Le disposizioni tipiche di cui solitamente si fa uso sono quelle rappre-
sentate nelle figg, 87 a) e b), dette rispettivamente a stella ed a triangolo,
oppure a T e a II, che sono l'una duale (I, 10) dell’altra.

(1) 11 segno negativo dei secondi termini & giustificato dalla convenzione fatta (cfr.
nota a pag. 168).

(3) Le precedenti deduzioni non sarebbero valide qualora la costituzione del quadri-
polo fosse tale che la impedenza Z,, in qualsivoglia condizione di alimentazione, risul-
tasse di valore costante. Il quadripolo in tal caso non sarebbe invertibile. Cid potrebbe
verificarsi qualora, ad es., 1 morsetti » fossero, nell'interno del quadripolo, cortocircui-
tati, oppure qualora uno dei morsetti u fosse staccato dalla rete contenuta nel quadri-
polo. Nel primo caso si avrebbe sempre necessariamente E, = 0, nel secondo I, = 0.
Sistemi siffatti possono in effetto incontrarsi (ed un esempio cospicuo & offerto dai triodi
di cui ci occuperemo in un prossimo Capitolo), ma essi non presentano interesse -dal
punto di vista in cui ci siamo posti, secondo il guale vogliamo considerare i quadripoli
-come organi atti a trasformare impedenze diverse in impedenze pure fra loro diverse.
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8i pud quindi porre in generale il problema: Dato un quadripolo,
costruire il T o il Il ad esso equivalente. ‘ -

Per risolvere il primo, bastery scrivere due equazioni come le (10)
relative al T generico, ed uguagliare le costanii fondamentali A, B, C, D
del quadripolo dato a quelle del T, per poi risolvers rispetto a Z,, Z,, Z,

€ o }—ot eo —} olL
Z, Z, 7,
Z, 7. 7,
eo ol ¢o— o1
@ Tig. 87 b)

le equazioni cosi ottenute, le quali saranno certo compatibili, in quante
che, tanto pel quadripole dato, come pel T, ¢ soddistatta la identitad (12),

La determinazione delle A, B, ¢, D puo intendersi fatta partendo
dalla conoscenza della costituzione interna del quadripolo, oppure anche
mediante operazioni eseguite soltanto dall’esterno.

Particolarmente atte allo scopo sono guelle consistenti nella valuta-
zione delle impedenze a vuoto Z,,, Z,,, cioé di quelle che il quadripolo
presenta, dai lati ¢ ed u, quando i lati «, rispettivamente e, siano aperti;
e di quelle a corto circuito, Z,,, Z.,, cosi denominandosi le impedenze che
lo stesso quadripolo presenta dai lati e, %, quando i morsetti u, ¢ siano
cortocircuitati (1).

I valori di tali impedenze si calcolano agevolmente pensando che Z,,,

e

Z. non sono che i valori del rapporto T caleolati per I, = 0, rispetti-

vamente E, = 0; ¢ Z,,, Z,, sono gli analoghi valori a quadripolo inver-
tito. Si ha pertanto:
A D B B

(13) Zve = F s Zvu = E_ . ch = F ) 'Zcu = K .

Queste quattro impedenze non sono indipendenti. Invero si verifica
subito che fra di esse sussiste la relazione:
(13/) Zve Zce = un Zcu 3
che equivale alle due:

) Zve:Zce == /vu:Zuu, Do~ Qoo = Pou— Pou

I'una fra i moduli, Paltra fra gli argomenti delle stesse impedenze.

(1) T funzionamenti a vuoto e in corto circuito possono, in certo qual modo, con-
siderarsi come funzionamenti «elementari» in quanto che nel funzionamento in una
condizione generica in cui la tensione d'uscita e la corrente d’uscita sono E, ed I, la
tensione e corrente d’entrata non sono che la somma di quelle pertinenti ad un fun.
zionamento & vuoto con tensione d’uscita E, (cio¢ AE,, CE,) con quelle relative al
funzionamento in corto circuito con corrente d’uscita I, (cioé BI,, DL).
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Le precedenti consentono di esprimere le costanti fondamentali A,
B, C, D in funzione delle impedenze a vuoto ed in eorto circuito. Per lo
scopo, si osservi che, tenendo conto della (12), si ha:

1 1
Zm'_ Zce = N Zru_ Zcu = _A—C ’
per cui segue subito:
zw zvuzie zveziu
Ar = Zvu— zcu ’ B = Zve _:'_z_c:z = Z'uu - Zcu ’
1 1 Z
2 — — —_ T
C o Zvu(Zve - Zce) - Zﬂe(zvu - Zcu) ! D2 o Zw I Zce )

In particolare, per una struttura a T essendo ovviamente:

/ 7,7 7.7 Y/ / 7.7
| Toe = T + 2o, B — 1, + gty Bt Bt Dl

(14) Z, + 2, ’
_ _ L2, Lol + Ll + a7y
Z,, =%7,+1,, Zcu—Z3+Z1+Z2_ Z,+ 7, !

con facile calcolo si deducono i seguenti valori delle costanti fondamen-
tali A, B, C, D:

Bt Zy g Blot Lla+ Tly 1 o Tyt 1
zZ, ' ° = 7. V=g =T,

e si pud facilmente constatare che questi valori verificano la (12).

Le analoghe formole per le strutture a II si possono ottenere per
dualitdh dalle precedenti; basterd infatti scambiare le Z,, Z,, Z; con le
Y,, Y;, Y., gli indiei v eon ¢, ed inoltre A con D e B con C, in quanto
che le correnti debbono prendere il posto delle tensioni e viceversa. Si
trova cosi:

15) A =

YbYc C YbYc + YcYa + YaYb

(147 | o= Yot B Yve:Ya_*—Yb_*"Yc_ Y.+ Y !
' S 4 7 _ YaYb - YbYc+ YcYa + YaYb
| Ycu’_lb—f“lcs l'uu_Yc_}_'Ya_l_Yb“‘ Y0+Yb )
NoA Y o 1 VYA YNV o L+Y
(15) A=="3— B=-y, €= T, , D=5,

PY

Mediante queste formole & immediata la determinazione degli ele-
menti Z,, Z,, Z; del T (e degli elementi Y,, Y,, Y. del II) equivalente
a un dato quadripolo, definito mediante le Z, e Z,, oppure mediante le
A, B, C D

Dalle (14) a sinistra si ricava invero:

Zi=zve_Z27 Zs:zvu"_zzq
e sostituendo questi valori nell’espressione di Z, si ha

Z2 = ’\/Zvu(zvc ‘“’7;:) s
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per cui in definitiva le formole per la deduzione di Z,, Z,, Z, dalle Z,
e Z, sono:
Z, = ng—\/m , Z,= '\/zvu(zw— zca) ’
Z3 == Z,,u“" ’\/Zvu(zne"—m ’

con le duali per il Il:

Y, =Y, — chu(Ycervej s Y, = ’\/K(_Y::iAY;:) .
Yc = Ycu‘— '\/Ycu(Yc;_i-Y;} ’

cui si pud anche dare ’aspetto:

Z _ chz'uu Z _ zcczam
T Zvu*‘ '\/ch(zw - Zce) ’ ’ ’\/Z vu(zw_:z—aes ’
7 — Zcezvu
zve - ’\/Zvu(zve - Zce)
—a — ) 1
a) b)
7, 2Z, 2%,
Fig. 88

Per avere i valori di Z,, Z,, Z; 0 di Y,, Y,, Y, in funzione di A, B,
¢, D, basta risolvere la prima, terza e quarta delle (15), rispettivamente
la prima, seconda e quarta delle (15°). Si ottiene cosi:

D—-1

. 1
(16) =g, la=, Zn=—g—

an Y,=——, Y, =

8. - Quadripoli simmetrici. - Impedenza ecaratteristica. — Un quadri-
polo dicesi simmetrico quando coincide col suo inverso. In tal caso si
avrd evidentemente:

A:D1 Zvezzvuy Zce=zcu7
ed il T equivalente (fig. 88 a)) avrd uguali i rami longitudinali, le cui

singole impedenze, seguendo 1'uso, indicheremo con hiamando an-

1
20
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cora Z, limpedenza del ramo trasversale. Analogamente il Il equiva-
lente (fig. 88 b)) si comporrd con una impedenza longitudinale Z, e con
due trasversali uguali, ciaseuna di valore 2Z,.

Nello studio dei quadripoli simmetrici, &¢ di fondamentale importanza
la nozione di una particolare impedenza, detta caratteristica (o iterativa),
definita da cio, ehe quando il quadripolo & chiuso su di essa, 'impedenza
d’entrata risulta pure uguale a quella. Indicando tale impedenza con Z,,
la sua espressione effettiva si trova subito pensando che, per definizione,
se si chiude il quadripolo sulla sua impedenza caratteristica Z,, risulta
pure uguale a Z, 'impedenza di entrata.

Pertanto ricordando che la (11), nel caso attuale, per essere A = D,
si serive:

7 — AZ, 4B
¢« CZL, + A
basterad porre in questa Z, = Z, = Z, per dedurne il cercato valore di Z,:
(18) 7: = —%— .

Siccome, d’altro canto, in questo caso, si ha una unica Z, ed una
unica Z, di rispettivi valori:
A

B
Z,,:-(T, Zcz-:&-,

si ha la importante relazione:
Z, = \/Z—:Zc i

la qﬁale esprime che I'impedenza caratteristica & la media geometrica
delle impedenze a vuoto ed in corto cireunito,
Nel caso di una struttura a T o a Il, applicando le (14), (15), (14'),

3 . . Y A/ a e -
(15%), in cui a Z,, Z,, Y,, Y, siano sostituiti —2-*, —2—1, —¥2——, ]; rispet-

tivamente, si trovano i seguenti valori per le impedenze a vuoto, in
-corto circuito, caratteristica, e per le costanti A, B, C:
per i1 T: : :

Zv::?—,_ZZs
A S
7,2, + 4 —r JTn+ S
Zo = - v By =) Bl + T s
L, he
z, z, 1
A:1+2r27 B=Z1<1+4Z2)7 C= Z27
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per il {I:
Yczl“
Y T
. YoYo + T |/zz,,+
:——————-——— = l + ————-——-’
v a 9 b 4 ’
—é—+Yb 2.7,

Y, 1 Y,
A=1+457, B=v, C:Ya(_1+4Yb).

'd'a, cui si deducono le espressioni delle Z,, Z,, rispett. Y,, Y, in funzione
i Z,, Z, e di A, B, C:

%y = 22, — 2 \/Tr(Ey — Z)»—2é—(—3~1, L, = /Ty — Ty) —,13—
VARSI PV o) fn S Lt Y AV ) vy g R

" Se nella precedente espressione di Y, si suppone Z, =7, Z, = %,
si ottiene la seguente notevole relazione fra le impedenze caratteristiche,
che indicheremo con Z,:, Z,= dei due quadripoli (rappresentati in fig. 88)
costituiti connettendo a T ed a Il le medesime impedenze Z, e Z,:

Z()'/'Zoﬂ; = Z1Z2 .

9. - Esponente di trasduzione. — La impedenza caratteristica Z, non
pud evidentemente bastare a definire un quadripolo simmetrico, giacché
questo dipende da due costanti complesse. Si suole assumere come se-
conda costante di definizione il cosi detto esponente di frasduzione (che,
per una ragione che vedremo al n. 12, si chiama anche costante di propa-
gazione), alla cui nozione perveniamo come segue.

Supponiamo di chiudere il quadripolo sulla sua impedenza caratte-
ristica Z,. Siccome, per la stessa definizione di questa, il rapporto (com-
plesso) fra tensione e corrente all’'useita ugunaglia l'analogo all’entrata,
si avrd:

cioé: se un quadripolo simmetrico & chiuso sulla sua impedenza caratte-
ristica, il rapporto fra i valori (complessi) della tensione d’entrata e quella
d’uscita & uguale all’analogo fra le correnti.

Dunque il passaggio attraveérso il quadripolo produce una medesima
attenuazione (misurata dal modulo di quel rapporto) ed una medesima
rotazione di fase (misurata dall’argomento di quello stesso rapporto) sia
per la tensione che per la corrente.
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Cio premesso, si chiama esponente di trasduzione il logaritmo natu-

rale del rapporto % = Il:’ cioé quel numero complesso che ha per mo-

dulo il logaritmo naturale del rapporto dei moduli delle tensioni e delie
correnti e per argomento la comune rotazione di fase. Indicandolo con
g = b + ja, sara: '
Ee 18
E. L

il che val guanto dire che b misura in unitd logaritmiche (vedi n. seg.)
Pattenuazione di corrente (o di tensione) prodotta dal quadripolo.

[4 I?

Siccome ciascuno dei rapporti B L vale e¥, si ha anche:
EI
(19) ¢ =57 (O,

e pertanto il modulo ¢%¢¥ del primo membro misura il rapporto tra le po-
tenze apparenti all’entrata e all’uscita.

B interessante notare che la costante di propagazione dipende solo
dal rapporto delle impedenze costitutive Z, e Z, del T equivalente (o

delle Y, e Y, del II). Infatti, se nella prima delle (10) si pone E. al posto

Z,
di I,, o nella seconda Z/, al posto di E,, si ottiene:
E_L_ . B
E, I, Y2

Ponendo, in questa, per Z, il suo valore V % e tenendo conto della rela-
zione A2 —BC =1, si ha
8 = A+ 4/AT—1,

. Y/
che dimostra 1’asserto, perché & A — 1 -+ ZMZ{'
2
Dalla precedente si deduce poi:
6“3' - —1——:—- = f\'—"'\/Az—‘l ’
A+ 4/A2—1

(!) I1 secondo membro deve intendersi rappresentare il prodotto dei due numeri

complessi g" ed I piuttosto che il rapporto fra i complessi EJI, ed E1I, cui non

I
k13 2
spetta un significato concreto. Tuttavia il loro modulo rappresenta un’entitd fisica,
precisamente la potenza apparente.
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e quindi si ha la notevole formola, che in seguito utilizzeremo:

, 5+ 68 — A — Z,
(19') _—2—_chg__A—1+ﬁ‘2,
da cui segue:
" - ﬁ HZQ
(19") shg = /A*—1 =1/BC = |/ 7! +(2z2) R
Z Z Z, y
(19///) es:ehg—l—shg:l'f‘é—zl;‘*'l/_z—:_;— 2—Z12> )

L’uso delle costanti Z, e g, in luogo delle Z, e Z,, per definire il qua-
dripolo presenta il vantaggio che, avendo esse una definizione indipen-
dente dalla struttura del quadripolo stesso, hanno carattere autoduale,
e pertanto si prestano tanto per il T, quanto per il U.

Cido & messo in evidenza chiaramente dalle formole:

— R
7= )22+ 2, =) rn+ B

relative all'impedenza caratteristica, e dalla

chg:l—[—zz];—l’(:l—{—z%’a),

che agevolmente si deduce per la costante di propagazione di una strut-
tura a II.
Si possono poi scrivere la seguenti formole che permettono di espri-
mere le impedenze Z,, Z, in funzione di Z, e di g:
g Z
Z, = 2Z,th — 5 Zz:sﬁg"

~

la seconda delle quali & immediata conseguenza della (19”), e la prima
8i deduce confrontando questa con la (19’) e ricordando le formole di
App., A, 3.
Analogamente, per il Il si ha:
Y
Y, = 2Y, th&-, o= %
cioé

27, — 7, cth—g—, Zy, — Zoshg .

Ed infine si notino le formole mediante le quali si esprimono A, B,
€ in funzione di Z, e g: :

A=chg, B=1Zphg, C= -~
le due ultime delle quali si deducono immediatamente dalle (19”).

RIMINI « Radiotecnica. 12
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Mediante queste ultime, alla rélazione (11) fra l'impedenza d’entrata
e quella d’uscita si pud dare la forma:

w Z, _ Z,chg+ Zsshg
(1r) Z,  Z.,hg+ Z,chg

10. - Digressione sulle unitd logaritmiche. — La costante b considerata
nel n. prec. dd una misura della attenuazione (di corrente o di tensione),
espressa in una unitd, di tipo logaritmico, che si chiama neper. In so-
stanza, la misura in neper di una attenuazione non & che il logaritmo
naturale del corrispondente rapporto. Generalmente in pratica ci si vale
di un’altra unitd, il bel, corrispondente alla metd del logaritmo decimale
del rapporto predetto, e della quale si considera per lo pil il sottomul-
tiplo secondo 10, il decibel. Essendo Log e = 0,434..., fra il neper e il
decibel intercedono ovviamente le relazioni seguenti:

1 neper = 8,686 decibel, 1 decibel = 0,115 neper .

Tali unitd logaritmiche si usano anche per la valutazione di attenua-
zioni (rapporti) di potenze, se non che in tale cago il decibel si fa corri-
spondere alla decima (anziché alla ventesima) parte del logaritmo deci-
male del rapporto fra le due potenze che si congiderano.

L’ugo delle unitd logaritmiche per la misura delle attenuazioni, cioé
di rapporti di correnti, di tensioni e di potenze (i quali ultimi corrispon-
dono a rendimenti energetici) si & attualmente introdotto nella tecnica delle
comunicazioni sopratutto per 1la comoditdh che esso presenta nei calcoli,
dovuta al fatto che ai prodotti e ai quozienti si sostituiscono rispetti-
vamente somme e differenze. Inoltre & da notarsi che esso trova una
plausibile giustificazione in cio, che, secondo la legge psicofisica di Fechner,
la gensazione degli organi umani & proporzionale al logaritmo dello sti-
‘molo; talche la differenza fra due sensazioni risulta proporzionale alla
differenza fra le misure delle cause, espresse in unita logaritmiche. Anzi,
siccome per le sensazioni acustiche il rapporto fra due energie di stimolo
di cui 'orecchio avverte la distinzione & di ecirca 1,26, il cui logaritmo
decimale & 0,1, resta pill particolarmente cosi giustificata 1’adozione del-
Punita decibel. ‘

Come risulta da quanto sopra, le unitd logaritmiche si usano indiffe-
rentemente per le valutazioni di rapporti di potenze P'come per i rap-
porti di correnti I e di tensioni V, con I'avvertenza che, allo scopo di
avere misure confrontabili, si assumono nei tre casi, come misure in
decibel (db) dei rapporti stessi i rispettivi valori:

I, v,

P
W) = 10 Log —13—: — 20 Log 7* = 20 Log " .
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Cid @ giustificato dal fatto che, pensando di operare con un sistema ricet-
tore di impedenza costante, il rapporto delle potenze risulta uguale al
quadrato del eorrispondente rapporto delle correnti o delle tensioni ai capi.

Partendo da una potenza fissa P,, ad ogni altra potenza P compete
una misura » definita da:

P
n(d,,) = 10 Log T—o .

Tale numero » §i definisce come livello della data potenza P, bene jnteso
con riferimento alla potenza P, Generalmente, per le applicazioni tele-
foniche, si assume P, = 1mW, cioé si attribuisce il livello zero alla po-
tenza di un milliwatt. Nelle stesse applicazioni, per livello zero di cor-
rente (rispettivamente di tensione) si assume convenzionalmente quella
che in corrispondenza alla potenza di livello zero attraversa (rispettiva-
mente si localizza ai capi di) una resistenza ohmica di 600 ohm. Tale
corrente I, e tale tensione V, valgono dunque:

103

Lo =} 560

A=129mA, V,=14/600-10"2=10,775V.

Stabilita una potenza P, di riferimento, ad ogni potenza P corrisponde
un ben determinato livello, esprimibile in neper o in decibel, ma, natu-
ralmente, non bisogna confondere questo numero con la misura della
potenza P.

La misura in unitd logaritmiche del rapporto —Pli fra due gualunque
’ 0

potenze P e P, viene talvolta denominata il « guadagno » nel passaggio
dalla seconda alla prima. Cosi, per P = 100 P,, si dird che il pagsaggio
da P, a P (aumento di potenza) corrisponde ad un guadagno di 20 deci-
bel, e correlativamente pel passaggio inverso (aftenuazione di potenza) si
parlerd di una perdita di 20 db (cioé del guadagno di — 20 db). Se si
trattasse inveee di correnti o di tensioni, lo stesso guadagno di 20
decibel corrisponderebbe ad un rapporto 10:1. Se attraverso pil
tragformazioni successive, una potenza (o corrente, o tensione) subisce
i guadagni rigpettivi espressi dai numeri (positivi o negativi) n,, ng,...
di decibel, il passaggio dalla prima all’ultima si verifica econ un guada-
gno di #, +ny 4+ ... db.

La tabella seguente contiene i valori dei rapporti di potenze corri-
spondenti ad un dato numero di db. Occorrendo trasformare in db un
rapporto fra tensioni o correnti, basterd evidentemente raddoppiare il
numero di db fornito dalla tabella per lo stesso rapporto, considerato
come rapporto di potenze. Per le eventuali interpolazioni occorre ricor-
dare che, essendo i db unitd logaritmiche, ad una somma o una sottra-
zione effettuata su di essi corrisponde un prodotto, rispettivamente un
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quoziente fra i valori del rapporto. Per es., per valutare il numero di
db corrispondente al rapporto di potenze 138 :1, basterebbe sommare
quelli pertinenti a 100 e ad 1,38, cioé 20 | 1,4 = 21,4 db. Cosi, se una
corrente dal valore di 1 amp. si riduce a 2 mA, cioé i attenua secondo
il rapporto 1 : 500, la misura in db della corrispondente perdita vale 54,
che si ottiene sommando 40 con 14, equivalenti rispettivamente ai rap-
porti 100 e 5 fra correnti.

| & | Totone | @ mEporie | b | REROTO ) ap | Temeone
0,1 1,023 1,2 1,318 3,2 2,09 7,0 5,01
0,2 1,047 1,4 1,380 3,4 2,19 7,6 5,62
0,3 1,072 1,6 1,445 3,6 2,29 8,0 6,31
0,4 1,096 1,8 1,514 3,8 2,40 8,5 7,08
0,5 1,122 2,0 1,585 4,0 2,51 9,0 7,94
0,6 1,148 2,2 1,660 4,5 2,82 9,5 8,91
0,7 1,175 2,4 1,738 5,0 3,16 10,0 10,—
0.8 1,202 2,6 1,820 5,5 3,55 || 20,0 100,—
0,9 1,230 2,8 1,906 6,0 3,98 30,0 1 000,—
1,0 1,259 3,0 1,995 6,5 4,47 | 40,0 | 10000,—
11. - Quadripoli simmetriei in eascata. — Due quadripoli si dicono

connessi in cascate quando i morsetti d’entrata del secondo sono colle-
gati con quelli d’uscita del primo. Mediante tali connessioni si viene a
costituire un nuovo quadripolo, di cui & utile saper calcolare gli elementi
caratteristici.

Se i due quadripoli sono definiti dalle costanti A,, B, €, D, per
Puno, A,, B,, C;, D, per laltro, per calcolare le costanti A, B, €, D del
quadripolo ottenuto connettendo i due in casecata, basta scrivere le rela-
zioni del tipo (10) relative al primo ed al secondo quadripolo, utilizzando
come tensione e corrente d’entrata del secondo la tensione e corrente
d’uscita del primo. Cosi facendo, si trova immediatamente

E, = (A1A2 + B102)Eu + (A;B: + B1D2)Iu s
I, = (ClAz + DICS)Eu + (C1Bz + D1D2)Iu ’
e cioé:
A= A1A2 + Blca , B = AB, + B1Dz
C=0A,; + D1Cz ’ D= C1Bz + D1D27
Per ricordare queste formole si osservi che, disposte le quaterne di
coefficienti relative ad ogni quadripolo in un quadro con la disposizione
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stessa con la quale essi compaiono nella relazione fondamentale (10),
ciod:
(A1 B1> (Az Bz)
¢, b,/ 'C D,/

gli elementi dell’analogo quadro ( ?‘ g ) 8i calcolano con la regola se-

guente: ’elemento gituato all’incrocio della linea »™* con la colonna s™*
(r, 8 = 1, 2) 8i ottiene sommando ordinatamente i prodotti degli elementi
della linea r™* del quadro di sinistra con quelli della colonna s™* del qua-
dro di destra. Cosi ad es., 'elemento B, situato all’incrocio della prima
linea con la seconda ctolonna, vale la somma dei prodotti di A,B, con
B,D, rispettivamente, ece.

12. - Significato della impedenza caratteristica e della costante di pro-
pagazione. — Dalle definizioni di impedenza caratteristica e di costante di
propagazione discende ovviamente che: se n quadripoli simmetrici uguali
sono disposti in cascata, ne risulters un quadripolo la cui impedenza carat-
teristica Z, coincide con quella di ciagscuno dei componenti, e pertanto,
ove un tal sistema sia chiuso su Z,, risulterd pure uguale a Z, 'impedenza
d’entrata dell’intero sistema, ed anche l'impedenza valutata alla giun-
zione fra due quadripoli contigui qualunque (impedenza d’entrata del
sistema residuante dalla soppressione di tutti i quadripoli precedenti la
giunzione). La costante di propagazione del sistema corrispondera invece
al multiplo secondo »n della costante g relativa ad ognuno dei quadripoli
componenti.

La considerazione di una catena siffatta conduce ad esaminare le
proprietd essenziali delle costanti Z, e g, proprietd che consentono di
addivenire a definizioni fisicamente interessanti delle costanti stesse, e
giustificano quindi la loro importanza nello studio del funzionamento
di un quadripolo simmetrico.

Per lo scopo, supponiamo la nostra catena chiusa su una impedenza
Z qualunque. Poiché la catena stessa equivale ad un quadripolo definito
dal valore Z, dell’impedenza caratteristica ed ng della costante di propa-
gazione, I'impedenza d’entrata Z, sara, in virti della (11’), data dall’espres-
gione: -

7 =7 Zch ng + Z,sh ng
e "' Z,shng + Z,chng’

cui, dividendo numeratore e denominatore per ch ng, daremo l’agpetto:

Zo + Z.th ng

Z. = 1o Zthng +Z, °
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Ora si osservi che per n — oo, & (App. 4, 3), imthng =1 e per-
tanto lim Z, = Z,. Si ha dunque che, crescendo indefinitamente il nu-
mero degli elementi costituenti una catena di quadripoli simmetrici
uguali, 'impedenza d’entrata tende a divenire indipendente dalla impe-
denza di earico (come del resto & quasi evidente fisicamente), non solo,
ma essa tende ad un valore ben determinato, precisamente uguale all’im-
pedenza caratleristica. Questa pud dunque definirsi come I'impedenza di
entrata della eatena costituita connettendo in cascata infiniti quadripoli
uguali al dato. B risulta inoltre chiaro che un quadripolo simmetrico o
una catena di pitt quadripoli ad esso uguali, in numero finito, qualora
sia chiusa sull'impedenza caratteristica, si comporta allo stesso modo
come 3¢ fosse proseguita con infiniti elementi.

r””h patll TisS .

, %

a) ~ 4 N

; AT \ /f/]/T—H\T\‘\ :
AT U] S

o

Fig. 89

Possiamo pervenire ad una interessante interpretazione del numero
g — atta anzi a giustificare il nome di costante di propagazione — con-
giderando le correnti e le tensioni alla giunzione fra due elementi con-
secutivi della catena infinita dianzi considerata.

All’uopo osserviamo che, alla giunzione seguente I'n™ elemento, la
tensione E e la corrente I valgono

E = Ee e, I=Lemns,

Cio significa che, essendo g = b - ja, esse, a partire dall’entrata, si ri-
trovano attenuate di nb neper, e sfasate in ritardo di na radianti. Per-
tanto, se al solito, sono sinusoidali la tensione e la corrente all’entrata,
la distribuzione dei valori, in un determinato istante, delle correnti (o
delle tensioni) si presenterd come quella delle ordinate di una sinusoide,
se per un momento prescindiamo dall’attenuazione dipendente dalla parte
reale b di g, cioé se supponiamo che sia b = 0. Naturalmente perd, non
si tratterd di tutti i punti della sinusoide, bensi soltanto di un certo nu-
mero costituente una successione discreta, e precisamente tanto pid vi-
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cina ad una successione continua quanto pit piccolo & il valore della
parte immaginaria & della costante di propagazione. Per es., nell’igtante
in cui la eorrente & nulla, i valori delle correnti all’'uscita dei successivi

quadripoli gsaranno quelli delle ordinate segnate in fig. 89 a) dove, per
figsare le idee, 8i & supposto a = —8~ In effetto, a causa dell’attenuazione,

il luogo degli estremi di tali ordinate apparterra invece ad una « sinusoide
smorzata » quale & disegnata in fig. 90 a). In istanti successivi, la distri-
buzione dei valori delle correnti si presenterd come alle figure b) sotto-
gtanti alle a) cioé tutto avviene come se 1’ onda » rappresentata dalla
fig. 89 a) (0 meglio ’onda attenuata di fig. 90 a)) si spostasse lungo la
catena con una certa velocita.

Quale sia il valore di questa velocitd si pud immediatamente calco-
lare in funzione della «lunghezza d’onda », cosi chiamando la distanza
fra due successivi punti di massima ordinata di ciascuna delle configu-
razioni gtesse; invero tale velocitd v & precisamente quella di cui dovrebbe
essere animato un mobile che percorresse la lunghezza d’onda A durante
un periodo della corrente (0 della tensione) sinusoidale d’entrata, cioé

27
nel tempo P Si ha dunque:

esgsendo f la frequenza.

A scanso di equivoci, si deve osservare che tale 1 non & una effettiva
lunghezza, in quanto che nei diagrammi di figg. 89, 90 le ascigse non
rappresentano lunghezze, ma soltanto esse simboleggiano una misura del
numero di elementi della catena di quadripoli. Con riguardo a tale cir-
costanza, la indicheremo con », con che tale » stard a significare il numero
di quadripoli che & necessario oltrepassare affinché lo sfasamento fra la
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corrente (o la tensione) all’inizio ed al termine del gruppo di » quadri-
poli raggiunga il valore 27, o, cido che & lo stesso, il minimo numero di
elementi che si debbono connettere — sempre ben inteso, con chiusura
sull'impedenza caratteristica — affinché la tensione e la corrente all'u-
scita siano in fase con quelle all’entrata. Siccome ogni elemento produce
uno sfasamento e, sard

Y= —,
a

N .

Con quanto precede & pienamente giustificato il nome di costante di
propagazione attribuito alla costante g.

13. - Quadripoli generali. - Impedenze immagini. - Esponente di trasdu-
zione. — Passando all’esame dei quadripoli generali, cioé non simmetriei,
sempre riducibili, come si & visto, ad una struttura a T o a Il caratteriz-
zata da tre distinte impedenze, si puod chiedere se anche per questi non
si possa pervenire a nozioni analoghe a quelle di impedenza caratteri-
stica e di costante di propagazione (o esponente di trasduzione).

Per tentare la estensione della nozione di impedenza caratteristica
parrebbe che, lasciandosi guidare da quella stabilita pel caso di strut-
ture simmetriche, 8i dovesse considerare quella impedenza tale che, chiu-
dendo su di essa il quadripolo, questo presenti all’entrata una impedenza
a quella uguale. Di tali impedenze ne esistono in generale due, e sono
quelle che soddisfano ’equazione di secondo grado cui si riduce la (11)
ponendo la condizione Z, = Z,. Ma, come agevolmente si pud verificare,
quando si inverte il senso di funzionamento del quadripolo non si ritro-
vano piu i medesimi valori per tali impedenze. Non solo, ma se poi, va-
lendosi di esse, si va a tentare la definizione di una costante di propaga-
zione, seguendo le indicazioni dettate dalla formola (19), si troverebbe
che anch’essa risulta legata al senso di funzionamento. Per modo che in
definitiva, si finirebbe con ’avere a che fare con grandezze cui non spet-
tano le proprieta essenziali e caratteristiche delle Z, e g considerate nello
studio dei quadripoli simmetrici.

Si raggiunge invece la desiderata estensione seguendo un’altra via,
e precisamente osservando che, da un quadripolo non simmetrico, che
brevemente indicheremo con @,,, si pud sempre dedurre una struttura
simmetrica: basta invero connettere il dato quadripolo con la sua «im-
magine speculare » Q,., e poiché cid puo farsi in due modi distinti, a se-
econda ciodé che si opera la connessione secondo la figura 91 ) o secondo
la 91 b), si perverra alla considerazione di due impedenze caratteristiche,
cui si potranno associare le corrispondenti costanti di propagazione. Ma
quel che & particolarmente importante si & che, come fra poco vedremo,
tali costanti di propagazione si riducono ad una sola.
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Le due impedenze caratteristiche dei sistemi simmetrici Q..Q.. ©
Q..Q.. 8i chiamano le impedenze immagini del dato quadripolo @,, rela-
tive al lato e, rispettivamente u. Le indicheremo con Z,, e Z,,.

—t0e no 12374 €O04+— —30ou co e ULt
Qe Cue Que Qen
—-—t0¢e o o € Of—— Ol €o O ¢ I Ofonm
a) Fig. 91 b)

Per comprendere il gignificato di tali Z,,, Z,,, basta osservare che,
se si indica con Z l'impedenza di entrata di @,, quando questo & chiuso
su Z;, o, come suol dirsi, I'impedenza che in tali condizioni @,, presenta
visto dal lato u, il sistema Q,,Q.. chiuso su Z,, equivale al solo @,, chiuso
su Z. Cio corrisponde a dire che se il quadripolo @, & chiuso a sinistra
su Z,, ed a destra su Z, guardando dalle due parti dei morsetti e si vede
una impedenza Z,, e dalle due parti dei morsetti » una impedenza Z.
Se ora consideriamo la connessione @,.@., ¢ la chindiamo a destra su
tale Z, cid equivale ad aver chiuso Q,, su Z,, e quindi la corrispondente
impedenza d’entrata ¢ Z. Si deduce pertanto che & Z = Z,,, e quindi
si puod dire che (fig., 92) quando il quadripolo sia connesso a sinistra su
Z,, e a destra su Z,,, si ha un sistema tale che, visto dai due lati dei
morgetti ¢, presenta impedenze uguali
(= Z.,), e cosi pure presenta impedenze
fra loro uguali (= Z,,) visto dai due
lati dei morsetti u. )

B per questa ragione che le Z,.,
Z;, si denominano impedenze imma-
gini.

Tenendo presente la relazione fon-
damentale (11), si hanno senz’altro, per la definizione stessa delle Z,,,
Z,,, le due uguaglianze:

_AZ,,,‘*‘B ___Dzn_l_B
ia_Cziu_*_Ds “_CZi,—}—A’
da cui, sostituendo nella prima il valore di Z,, fornito dall’altra, e
viceversa, si ricavano subito le relazioni:
AB BD
CD AC”
alle quali, per Ie (13), si puo dare 1’agpetto notevole:
(20) zie = '\/Zvezce ) Ziu = ’\/zouzcu ]

mettendo cosi in luece I’analogia delle impedenze immagini con la impe-
denza caratteristica dei quadripoli simmmetrici.

Fig. 92
z

Z;

z, = z, =



186 CAPITOLO QUARTO [1V, 13]

Egprimendo le Z, e Z, in funzione delle impedenze Z,, Z,, Z; costi-
tutive ‘del T equivalente, si trovano per Z,, e Z,, i valori:

VA Z,
T, = g (Blls + Bty + T

_ L+ 14

2 _
L=y 17,

(ZyLy + 1,1, + 1,1,) .

Immaginiamo ora il quadripolo chiuso dal lato « su Z,,, con che I'im-
pedenza d’entrata sard Z,,. In tal caso le (10), posto E, = Z,,1,, porgono:

B -B(A+ ) L=L©z.+D),

da cui:

E.1, BD
EI, —(A+Z )(Cziu‘f—D):AD‘*‘BC—!—ACZW—FT‘;,

che dopo faecili passaggi puod scriversi:

EI

“

_AD+BC+A0|/AC+BD]/ = (v/AD + 4/BC)* =
= (VAD + vAD—1p,

I'ultima uguaglianza giustificandosi con la (12).
Introducendo l’esponente di trasduzione (o costante di propagazione)
g definito, analogamente al ecaso del quadripolo simmetrico, da:

E,

(21) o = E,

I
L,
e procedendo come dianzi, si ricava:

g —g —
f—t,—"—— — chg = +/AD,

da cui, per la relazione fondamentale (12), segue:

shg = 4/BC.

Le espressioni di chg, shg in funzione di Z,, Z,, Z; si deducono age-
volmente dalle (15). E si trova cosi:

(22) . chg = (1 + %l) (1 + Z2) (Z, 4+ z%(zz s+ Z )

ZZs + Lol + Ly
Z2

shg =
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. E, 1, . .
B da notarsi che in questo caso i rapporti E—’, 1 bon risultano uguali,
“ u

quindi per P’esponente di trasduzione non pud darsi che la definizione
(21). La sua parte reale corrisponde quindi all’attenuazione, espressa in
neper, delle potenze apparenti, o, se si vuole, alla media delle attenua-
zioni di corrente e di tensione, mentre al coefficiente di j non puo attri-
buirsi che il significato di media fra le rotazioni di fase delle correnti e
delle tensioni.

Se ripetiamo i caleoli precedenti scambiando ovungue P’indice ¢ con u,
e quindi A con D, si conclude che la costante g non muta invertendo il
senso di funzmnamento del quadripolo, come dianzi si era asserito.

I tre elementi Z,,, Z,,, g sono sufficienti per definire il qua,drlpolo
stesso, in quanto che dalle

2, = 4D, 23 =30, chg=AD, shg=BC

8i possono ricavare i valori di A, B, C, D, noti Z,,, Z,,,, g.
Precisamente si ha:

D2 = _zi‘ ¢chg.

2
A* = Dt opag . Bi— Z,Z,.sh%g, C sh'g -
fe

L T 7.7’

Infine giova segnalare le formole mediante le quali si possono espri-
mere le impedenze costitutive Z,, Z,, Z; del T equivalente in funzione
di Z,,, Z,, e g. Per ottenerle, osgerviamo in primo luogo che, dal confronto
delle (20) con le (13°), si deduce:

Z Z; .
* e =, ed il loro comune va-
Zve Zvu

lore, per le (20) stesse, coincide con quello di

Vae~Vaz -V 35 - we

Ricordando i valori (8) di Z,, e Z,,, si ha allora

Dunque sono fra loro uguali i rapporti

z,, z,,

Z1+Z2:EE§1 Z2+Z3=thg

Introducendo questi valori nella prima delle (22), si oftiene:

Ziez o . zieziu
Zich’g = W , da cui Z, = 3-/—SE—— ,
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dopo di che dalle precedenti si ha:

Z . Zt’e 'S/Ziezh; Z _ _Zt_u‘ '\/Zieziu
*“thg shg ° “* 7 thg  shg

E ovvio che nel caso simmetrico le impedenze Z,,, Z; coincidono
fra loro e con la impedenza caratteristica. ‘

Riflettendo sulle definizioni di Z,, Z,,, risulta quasi evidente che:

Se si connettono in cascata pilt quadripoli (simmetrici o no) tali che
I'impedenza immagine destra del primo coincida con la sinistra del se-
condo, e cosi via, il quadripolo rigultante ha per impedenze immagini
la prima del primo e I'ultima dell’ultimo, e per esponente di trasduzione
la somma degli esponenti di trasduzione dei quadripoli componenti.

14. - Reti di reattanze. — Sono particolarmente interessanti per le
applicazioni i quadripoli i cui elementi (rami) sono composti con reat-
tanze praticamente pure.

Per un quadripolo siffatto, delle quattro costanti A, B, C, D che com-
paiono nelle equazioni fondamentali (10), la prima e 'ultima sono reali,
e le altre due immaginarie pure. Infatti, se si pensa il quadripolo chiuso
su una reattanza generica, ovviamente le correnti di qualsiagi ramo sa-
ranno tutte fra loro in fase (o in opposizione) e tutte in quadratura con
le tensioni ai capi di ogni ramo. In particolare quindi ¢id si verifichera
per chiusura su reattanza nulla o infinita. Nel primo caso, risultando
nulla la E,, si deduce che B & immaginario puro, e D reale, nel secondo,
per esgere I, —= 0, si deduce che A & reale e ¢ immaginario puro. Sara
dunque:

(23) A=aqa, B:]b, C:jc’ D=ad,

dove @, b, ¢, d rappresentano quattro grandezze reali, positive o nega-
tive, la prima e I'ultima di carattere numerico, la seconda e la terza omo-
genee 'una con una impedenza e l'altra con una ammettenza.

La relazione (12) in questo caso diviene:

ad + be =1 ;
la impedenza caratteristica & definita da

b

Zzo = —c— ’
e pertanto sard una resistenza o una pura reattanza secondo che b e ¢
banno lo stesso segne oppure segno opposto. Nel primo caso sard be > 0

e quindi, per la precedente, ad < 1, dopo di che, ricordando le relazioni:

ad = ch?g, — bc = shg,
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che definiscono l’esponente di trasduzione g, si conclude che, quando
l'impedenza caratteristica equivale ad una resistenza, l’esponente g &
puramente immaginario, mentre, quando essa si riduce ad una reattanza,
I’esponente stesso & reale.

Una rete di reattanze sard ovviamente riducibile ad una struttura
a T o a Il i cui elementi costitutivi sono rappresentati da pure reat-
tanze, quindi, per ogni determinata frequenza, costruibili con opportune
induttanze o capacitdh; ma in generale, al variare della frequenza, tali
induttanze e capacitd dovranno venire modificate.

Vi & perd un ecaso in cui & possibile trasformare la rete in un equiva-
lente T (o II) di costituzione indipendente dalla frequenza, ed & quello
in cui i rami della rete data sono costituiti tutti con induttanze o tutti
con capacitd. B infatti ovvio che il T (o II) equivalente potra costi-
tuirsi con tre induttanze, rispettivamente con tre capaciti.

Tali quadripoli costituiti da reattanze di ugual tipo sono dunque
sempre riducibili ai sistemi di circuiti accoppiati che abbiamo studiato
nel Cap. prec., e precisamente ai tipi di figg. 73 e 82. Hssi quindi pos-
sono, a tutti gli effetti, considerarsi come elementi accoppianti due eir-
cuiti aventi una parte comune — questa potendosi in ogni caso deter-
minare in modo univoco mediante la costruzione del T equivalente —
in relazione alla quale si definisce un certo coefficiente d’accoppiamento
k, mediante la

k2= Z;
(2, + Z:)(Z, + Z,)°

che nei casi studiati fornisce per k2 un valore reale positivo.

Ricordando le relazioni fra le costanti A, B, C, D di un quadripolo
generale e le impedenze Z,, Z,, Z; del T equivalente, la precedente puod
scriversi:

1

k= AD "
Cid consente di estendere la nozione di accoppiamento a casi ben piil
generali di quelli trattati nel Cap. prec., togliendo cioé la restrizione che
I’elemento accoppiante (impedenza Z,) sia un organo circuitale reattivo
dello stesso tipo di quelli che costituiscono Z, e Z,.

Naturalmente, con tale estensione, al coefficiente % spetta in generale
un valore complesso, e molte delle deduzioni del Cap. pree. perdono di
interesse pratico.






\ CAPITOLO QUINTO
CIRCUITI ELETTRICI A COSTANTI DISTRIBUITE

1. - Generalitd. — Nei circuiti fino ad ora considerati abbiamo sup-
posto le costanti caratteristiche — resistenza, indfftta,nza, capacitd —
localizzate in parti separate dei circuiti stessi. Ma ¢id non corrisponde
in generale alla realta, giacche, per lo pin, la resistenza e I’autoinduzione
risultano da infiniti elementi infinitesimi (distribuiti in serie con determi-
nate leggi lungo il circuito), ed altrettanto puo dirsi anche per le capa-
citd, quando si pensi che i vari elementi infinitesimi in cui si pud pen-
sare suddiviso un circuito costituiscono, a due a due considerati, altret-
tanti condensatori (disposti in generale in derivazione rispetto al circuito
principale). Ed infine occorre anche por mente al fatto che, se il mezzo
in cui & collocato il circuito non & perfettamente isolante, fra ogni coppia
di elementi si pud pensare derivata anche una certa conduttanza.

‘Quando si voglia tener conto di tutti questi elementi, quello che noi
chiamiamo un circuito ci appare piuttosto in realtdh una maglia appar-
tenente ad una rete composta di infiniti rami. In particolare quindi la
intensita della corrente potra non essere la stessa in tutti i punti, come
in generale accade nei vari rami di una qualunque rete complessa.

Il considerare i circuiti come abbiamo fatto finora puo ritenersi una
prima approssimazione, senza dubbio accettabile in quei casi in cui gli
elementi (resistenza, capacita, induttanza) aventi carattere concentrato
sono di gran lunga prevalenti. Ma, quando cid non sia, l’approssima-
zione predetta non & piu lecita.

Naturalmente, lo studio di un circuito sotto il punto di vista suac-
cennato presenta difficoltd enormi, per lo pilt anzi insormontabili. Ci
limiteremo qui a studiare, relativamente ai circuiti a costanti distribuite,
i casi pih semplici, i quali fortunatamente sono i soli aventi interesse
pratico.
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2. - Linea a costanti distribuite. — Prendiamo a considerare una linea
a due conduttori paralleli, alimentata ad un estremo, che chiameremo
origine, con una £, e, m. alternata sinusoidale, e caricata all’altro estremo,
che chiameremo fermine, con una certa impedenza, avente carattere con-
centrato.

Indicando con x ’ascigsa a partire dall’origine, potremo, per un gene-
rico tratto infinitesimo della linea, compreso fra i due punti », » - dz,
considerare la registenza rdx del tratto stesso, la induttanza ldx definita
come in I, 4, la capacitd cdx costituita dal tratto di linea compreso fra
le ascisse x ed = 4 dx, e la conduttanza gdx offerta dal mezzo fra que-
sti tratti stessi. La linea stessa pud dunque considerarsi come il limite
di un sistema come quello disegnato in fig. 93.

Nv—-fb’a‘ﬁ\Tv»wv—/a‘SB\—rwm—/mT-—
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Fig. 93
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Le grandezze r, I, ¢, g si chiameranno rispettivamente resistenza,
induttanza, capacitd, conduttanza per unitd di lunghezza, e saranno
misurate rispettivamente in Q/m, H/m, F/m, 1/Q-m, se per unitd di
lunghezza si assume il metro.

Potremmo anche supporre la linea a semplice filo, immaginando sosti-
tuito uno dei due con un piano di conducibilitd -mﬁmta ad es. la terra,
parallela,mente al quale sia steso Paltro (cfr. 1, 9). I due casi si riducono
facilmente 1'uno all’altro: se si pensa che il piano conduttore sia paral-
lelo ad entrambi i fili e dimezzi la distanza fra essi, ogni deduzione rela-
tiva al easo del filo doppio sussiste inalterata per I'altro caso, purche, a
paritdh di corrente, si intendano dimezzate la tensione di alimentazione
e le costanti r ed I, e raddoppiate le g e ¢, nonché la ammettenza termi-
nale.

La tensione e la corrente in un punto generico di ascissa & saranno
rappresentabili eon certi due numeri complessi V ed I funzioni di¢ », che
¢i proponiamo di determinare.

All’'uopo ci basta di applicare la legge di Obm e la prima legge di
Kirchhoff. La prima, applicata al tratto compreso fra = ed # 4 dz, con-
duce a scrivere che la differenza V— (V 4 d4V) fra le tensioni in z e in
z + dor uguaglia la caduta di tensione lungo dw, cioé si ha:

= (r + jlw)ldx,
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essendo w la pulsazione, ed I il valore della corrente in x. Per la seconda,
applicata al nodo esistente in @, si ha che la diminuzione — dI della
corrente fra x ed x + dr uguaglia la intensitd (g -+ jew)Vdx della cor-
rente che viene derivata fra i due fili (o fra un filo e la terra, secondo
i casi), vale a dire:
—dl = (g -+ jew)Vdo .
Indicando con .
z2=7r+jlo, y=g+jeo,

la impédenza e la ammettenza per unitd di lunghezza, le precedenti,
che potremo scrivere:

_ . av al .
(1) _d;v=ZI’ ’_Eafzy‘y

costituiscono un sistema di equazioni differenziali atte a determinare le
V ed I in funzione della variabile 2. Derivando ciascuna rispetto ad «
e tenendo conto dell’altra, si ottiene:

av a:l
=, g =l

cioé tanto V quanto I soddisfano ad una medesima equazione differen-
ziale lineare del secondo ordine.
Ponendo

2) Y:=1zy,

con che y risulta omogenea con l'inverso di una lunghezza, le precedenti
si integrano immediatamente, e forniscono (App., 4, 9) per V ed I due
combinazioni lineari di %, e~v%, i cui coefficienti, in generale complessi,
sono per ora a considerarsi costanti arbitrarie. Si avra cioé

(3) : V = Aeve 4 Ber=,

Quanto all’altra funzione I, non interverranno nuove costanti arbi-
trarie, in quanto che la I puo dedursi per semplice derivazione della prima
delle (1); e precisamente, posto

z

(4) Z (2) = 7 ’

¢h che Z, corrisponde ad un’impedenza, si ha senz’altro:
) Z = Ae—rs— Ber=,

Le costanti y e Z, determinano completamente i caratteri della linea,
al pari delle z ed y da cui esse sono derivate, e che viceversa possono
da quelle dedursi secondo le

(6) 2=YZo, Y= -

RIMINI - Radiotecnica. 13
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Siccome perd da z e y non risultano determinate y e Z,, ma soltanto
i loro quadrati, faremo 'ulteriore convenzione che Z, sia una impedenza
effettiva, cioé abbia positiva la parte reale, dopo di che per y si assu-
merd il valore fornito, in modo univoco, dalle (6), il che, come facilmente
si verifica, corrisponde ad assumere per y quella delle due radici quadrate

di zy che ha argomento compreso fra 0 e —;i .

Le espressioni effettive di V ed I saranno note non appena siano co-
nosciuti elementi tali da cui si possano dedurre i valori di A e B, per es.
tali potrebbero essere i valori iniziali o d’entrata V, e I, (per x = 0), op-
pure il valore di V, e quello dell’impedenza di carico, cioé del rapporto
V. . . C .

T al termine (uscita), e cosi via.

u

In generale dalle (3) e (5) si deducono le formole:

V4 LI V—Zl

A 3 ) 5

er?
che fanno conoscere i valori delle costanti A e B in funzione di quelli
di V ed I relativi ad una qualsiasi ascissa .

In particolare, per £ = 0, si hanno le espressioni di A e B in funzione
di V, ed I,; ponendo invece © = z, (essendo x, 'ascissa di un punto qua-
lunque, che potrebbe essere anche il punto terminale), si avrebbero le
stesse costanti espresse per i corrispondenti valori V, ed I,. Si hanno cioé
per A e B le seguenti espressioni:

—_ Ve _!"'ZZOIa — vl _+_2Z01167“’1, B = Vc‘;zole — Vl'—zzolle

(. A -y,
Sostituendo le seconde di esse nelle (3) e (5) si ottengono le notevoli
relazioni:
) ‘ ‘ YV = Vehy(z,—x) + LJshy(x, — ),
{ ZJ = Vishy(z, — ) + ZJ,chy(@,—2),

che legano i valori di V ed I in due punti qualungue alle ascisse 2, x; di
questi. '

Come si vede, il comportamento della linea & completamente definito
sia dalla coppia di costanti complesse z, y, che si chiamano le costanti
primarie, sia dalla coppia Z,, y delle cosi dette costanti secondarie, alla
prima delle quali si da il nome di impedenza caratleristica, alla seconda
di costante di propagazione.

(1) Siccome Z e y sono complessi il cui argomento & un angolo del primo quadrante,
il prodotto zy avrd argomento compreso fra 0 e m; quindi, delle due radici quadrate

— 7 T
’\/zy , una avra l'argomento compreso fra 0 e 5 Yaltra fra —x e -5
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3. - Distribuzione dei valori di tensione e corrente. — Per ben com-
prendere il funzionamento di una linea come quella qui considerata, oc-
corre rendersi conto della distribuzione dei valori di Ve di I.

Cominciamo con lo studiare quelle determinate dai primi termini delle
espressioni (3) e (5) della tensione e della corrente, cioé:

9) YV =Ae¢n2, ZJ = Aem=,

Innanzi tutto ci dobbiamo chiedere se e sotto quali condizioni la di-
stribuzione pud ridursi a questi soli primi termini. Affinché c¢id si veri-

Zz VA
7 ax i Z dx

fichi é necessario e sufficiente che sia B = 0, il che, tenuto presente la
seconda espressione (7) di B, esige che sia

e® =0 oppure V,—ZJ, =0.

Sicecome, detta § la parte reale di y, il modulo di ¢—* vale e~#< ed &
B > 0,1l primo caso non pud verificarsi se non quando sia x, = oo, ciod
con linea di lunghezza infinita; il secondo invece puod presentarsi anche

per una linea di lunghezza finita quando sia llr.l. = Z,, cioé quando essa
1

sia chiusa su un carico uguale alla impedenza caratteristica.

Queste conclusioni sono del tutto analoghe a quelle che nel Cap. prec.
(n. 12) abbiamo trovato studiando il comportamento di una catena di
quadripoli simmetrici uguali. Tale analogia non & casuale, in quanto che,
secondo quello che fu allora spiegato, la linea quale viene da noi qui
considerata non & che il limite di un sistema continuo di quadripoli in
cascata, ciascuno dei quali ha la struttura di un T o di un Il come quelli
disegnati in fig. 94 a), b), con impedenze longitudinale e trasversale di

3 . & . 1
complessivo valore (r 4 jlw)dx rispettivamente [Tl
L’impedenza caratteristica di ciascuno di questi quadripoli vale (a
meno di termini infinitesimi):
‘zde z
Lo=V5a =V
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essa coincide quindi con quella che abbiamo chiamato 'impedenza carat-
teristica della linea. Quanto all’esponente di trasduzione del quadripolo
elementare, esso sard infinitesimo dell’ordine di dx, talché potremo indi-
carne opportunamente il valore con ydxr essendo la quantitd (complessa)
v la misura di un esponente di trasduzione per unitd di lunghezza. Dalla
(19°) di IV, 9, si ha:

ch(ydx)=:1.+-%§(dxy.

da cui, conservando nei due membri gli infinitesimi di ordine pitt basso,
si deduce

Y = iy ;

pertanto tale y coincide con quella che abbiamo chiamato la costante
di propagazione della linea.

Un tronco di linea di lunghezza z equivale ovviamente ad un sistema
di infiniti quadripoli elementari, in «numero» di %, per cui, in defini-
tiva, le (9) possono ritenersi senz’altro una estensione al caso attuale
delle analoghe formole stabilite (IV, 12) pel caso di una catena di quadri-
poli chiusa sulla impedenza caratteristica oppure proseguita indefinita-
mente. La nozione di impedenza caratteristica rimane del tutto inalte-
rata, quella di costante di propagazione riceve invece in certo modo una
semplificazione, dipendente dal fatto che, mentre nel caso di quadripoli
non si potevano congiderare che multipli interi di un determinato nu-
mero g, e quindi si perveniva alla nozione di una propagazione proce-
dente « per salti», qui 8i ha a che fare invece con una propagazione di
tipo continuo. ,

In particolare, basta richiamare le considerazioni e deduzioni del
Cap. prec. e adattarle al caso attuale per concludere che:

1°) Una linea di lunghezza finita, chiusa su una impedenza qua-

lunque, tende a presentare un comportamento indipendente dall’impe-
denza di chiusura col tendere all’infinito della sua lunghezza; e tale com-
portamento si verifica rigorosamente anche se la linea & di lunghezza
finita, purché essa sia chiusa sulla sua impedenza caratteristica.

2°) In tali condizioni, la tensione e la corrente in un punto qua-
lunque si deducono da quelle nel punto iniziale — nel quale si suppone
fatta lalimentazione o eccitazione del sistema — o, pilt generalmente,
da quelle in un altro precedente punto qualunque, applicando una eaite-
nuazione la cui misura in unith logaritmiche (neper) & data dal prodotto
della parte reale della costante di propagazione

Y =F+ja
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per la distanza fra i due punti, ed una rotazione di fase consistente in
un ritardo, la cui misura in radianti é data dal prodotto della stessa di-
stanza pel coefficiente di immaginario a della stessa costante y.

39) La distribuzione della tensione e della corrente nei vari punti
della linea si presenta, in un dato istante, come quella delle ordinate di
un diagramma «sinusoidale smorzato »; piu precisamente si tratta di un
diagramma del tutto analogo a quello disegnato in fig. 90 a) e che da
esso differisce unicamente perché qui si tratta di una serie continua,

Fig. 95

anziché discreta, di valori. Per istanti successivi, i corrispondenti dia-
grammi si ottengono dai primi mediante una « traslazione » nel senso della
propagazione, cosi chiamandosi il senso che dal punto di eccitazione pro-
cede verso il punto di carico. Naturalmente, si tratterebbe di una tra-
slazione vera e propria qualora fosse 8 = 0, cioé non vi fosse attenua-
zione (come indicato in fig. 95), mentre, con f > 0, le sinusoidi, spo-
standosi, vanno gradualmente deprimendosi in ampiezza secondo la
legge ef=.

4°) Lo spostamento progressivo della fase della tensione e della
corrente & definito da una certa lunghezza d’onda, cioé dalla distanza
che intercede fra due consecutivi punti in cui la fase riprende lo stesso
valore, e questa lunghezza d’onda A & legata ad una velocitdh v di pro-
pagazione della fase dalla relazione

Ao

‘7'[’

2T =4 cioé v =

8]

dove T é il periodo dell’eccitazione, ed w la relativa pulsazione. Tali 4
e v sono determinati dal coefficiente di immaginario a della costante di
propagazione, e precisamente si ha

2n
a

v:—% e quindi A=

27
A=

11 comportamento di un tale sistema, pérf.ettamente definito dalla
sola costante complessa y, viene caratterizzato dicendo che la linea fun-
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ziona in regime di onde progressive. Dunque, affinché cid si verifichi,
occorre e basta che la linea sia chiusa sulla sua impedenza caratteristica
oppure presenti lunghezza infinitamente grande.

E infine da osservare che, per una linea in regime Pprogressivo:

59) Il rapporto fra la tensione e la corrente & uguale in tutti i punti

e coincide con l'impedenza caratteristica. Cid, che si verifica immedia-
tamente dividendo membro a membro le (9), riesce fisicamente intuitivo
quando si pensi che in un determinato punto il rapporto predetto non &
altro che I'impedenza d’entrata di una linea di lunghezza infinita cui si
sia asportata la parte precedente il punto stesso; e poiché la parte rima-
nente & ancora di lunghezza infinita, essa non differisce funzionalmente
dalla linea originaria.

Per il fatto poi che l'impedenza caratteristica & in generale finita,
riesce possibile, mediante un tronco finito chiuso su di essa, realizzare
Tequivalente di una linea infinita.

4. - Riflessione. — Una volta chiarito che il comportamento corri-
spondente ai primi termini delle (3), (5) consiste in un’onda di tensione
e di corrente « propagantesi » dal punto d’eccitazione verso I’altro estremo,
si pud senz’altro concludere che il contributo dovuto ai secondi termini
delle stesse espressioni & da intendersi legato ad una analoga distribu-
zione procedente in senso opposto. Infatti, con un conveniente valore di
B’ (precisamente B’ = Be™%), si pud sempre porre

Berr = Bre—r*

essendo &’ = h — @ D'ascissa del punto generico # misurata a partire dal-
I’estremo, anziché dall’origine della linea la cui lunghezza & indicata con
h. Una tale distribuzione si chiamerd riflessa, per contrapposto alla prima
che si chiamerd diretta.

Da quanto precede si pud anzi senz’altro dedurre che la presenza
di una propagazione riflessa non pud aversi se non nel caso in cui Ia linea,
di lunghezza finita, sia chiusa su una impedenza diversa dalla caratteri-
stica. Viene allora naturale di chiedere quale influenza quantitativa tale
divario eserciti sulla entitd della distribuzione riflessa rispetto alla di-
retta.

La risposta scaturird dalle considerazioni seguenti, a mezzo delle quali,
per una via diversa dalla precedente, ritroveremo le stesse formole fon-
damentali (8).

Per maggiore generalitd, supponiamo che I'alimentazione all’estremo
iniziale sia fatta a mezzo di un generatore avente una certa f.e.m. B
ed una impedenza interna Z, Siccome puo considerarsi come estremo
iniziale un punto qualunque della linea, in tale Z, sard compresa P'even-
tuale impedenza del tronco precedente il punto funzionante da inizio.
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Per contro, ove si voglia mettere in evidenza la tensione V, mantenuta
al punto stesso dal sistema che lo alimenta, bastera porre Z, =0e V =E
nelle formole che seguono.

Indichiamo con V, e V,, I, ed I, le tensioni e correnti nel punto ini-
ziale (entrata) e finale (uscita), per modo che si avra:-

‘?u = Zqu ’

essendo Z, I'impedenza terminale (o di carico o d’uscita); e pensiamo
ognuna delle due impedenze Z, e Z, decomposta in due parti in serie,
una delle quali sia 'impedenza caratteristica Z,, cioé poniamo:

2, =%,+127, Z,=2,+1Z,,

essendo Z/, Z, due impedenze opportune. Queste potranno essere anche
fisicamente non realizzabili nell’ordinaria accezione, qualora risultassero
negative le rispettive parti reali, ma cid non infirma il néstro ragiona-
mento, in quanto che, in virtu
del prinecipio di compensazione
(IV, 3), ad esse potranno sempre
pensarsi sostituite due f. e. m. di
. valori rispettivi — Z1, e — Z,1,
il eni significato fisico & in ogni
E-Z.1. -ZuIy caso ben definito. Cosi facendo,
il nostro sistema risulta equiva-
lente a quello disegnato in fig. 96,
in cui ai due estremi figurano
due f.e.m., precisamente la E— Z'I, per l'estremo iniziale, la — Z.I,
per l'estremo finale, ciascuna in serie con una impedenza uguale alla
impedenza caratteristica.

Per calcolare la corrente in un punto qualunque basterd, in virti
del principio di sovrapposizione (IV, 2), sommare le correnti in esso de-
terminate da ciascuna delle due f. e. m. considerate agenti separatamente
ed in assenza dell’altra, e sommare i risultati. Ora si osservi che, soppri-
mendo una delle due f. e. m., I’altra si trova ad alimentare una linea che
presenta una impedenza iniziale concentrata uguale a Z, ed & chiusa
sulla impedenza caratteristica, quindi la rispettiva corrente iniziale equi-
vale al rapporto fra la f. e. m. agente e 2Z,, mentre la rispettiva corrente
finale si otterrd da questa moltiplicando per e—*, essendo % la lunghezza
della linea.

Indichiamo con L4, V.4, L, V,q 1 contributi ad I,, V,, I,, V, dovuti
alla f.e.m. iniziale (diretta), e con L., V.., L., V., quelli dovuti alla
f. e. m. terminale (riflessa); talché sara

Ve = Ved —i," vcr 3 Ie = Ied + Ier ’ ‘ru = ‘Tucl + ‘rur y Iu = Iud + Iur .

Z, Z,

Fig. 96
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Per le correnti si avra

E—Z'1, E— ZI
(10) Ied = 2Z0 ’ Iud b 2z —7h -
Zz.1, Z.1
qu:— 2Z0 5 IST:_—‘)_Z_ )h’

ed i corrispondenti valori delle tensioni si deducono immediatamente
pensando che i rapporti fra ogni tensione componente e la corrente avente
gli stessi indieci sono tutti, salvo il segno, uguali alla impedenza caratte-
ristica Z,. Precisamente si ha:

ved _ Yﬂ _ Z ver _ Vur
Iell o Iud o 07 ma Ier - I

1

=—1Z,

perché, mentre una tensione terminale diretta ed una riflessa sono con-
siderate di stesso segno quande tendono a produrre concordi elevazioni
di potenziale di un filo rispetto all’altro, le correnti riflesse, le cui espres-
sioni sono fornite dalle due ultime delle (10), sono a ritenersi positive
quando sono opposte a correnti positive di tipo diretto, quali sono for-
nite dalle prime due delle (10) stesse.

Componendo le correnti spettanti a mascun estremo, si ottiene

(B—2Z0)— ZLe (B—ZL)e— LI,
27, » u YA ’

(12) I =

da cui, risolvendo rispetto ad I,, I, e tenendo presenti le (10):
E[(ZO + Zu)g'yh + (Z _ Z”)e—yh]

T (Zo + Z.) (Zo + Lo — (Ly— Z,) (Zy— L)’

. 2EZ, _

(Zo 4- 2,) (Zy + Z,)0* — (Zy— Z) (Zy— Z,)e""

Dividendo la prima per la seconda e scrivendo V, al posto di Z,I,
e chyh - shyh al posto di ¢t si ottiene

Z,, = V,shyh + ZJ,chyh,

cieé la seconda delle (8) scritta per # =0, 2, = h. Se poi si uguaglia
questa espressione di I, a quella che si deduce dalla prima delle (12),
e si risolve rispetto a V, = E— ZI,, dopo aver sostituito V, a Z,,,
5i trova: :

I, =

V. = V.chyh + ZI,shyh,

cioé la prima delle (8) anch’essa scritta per ¢ = 0, ; = h.
Questa deduzione delle formole fondamentali mediante la considera-
zione separata delle onde dirette e riflessa, mentre consente una piil
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chiara comprensione del meccanismo del fenomeno sintetizzato nelle for-
mole stesse, permette anche di valutare nel modo pilt semplice 1'impor-
tanza relativa dell’elemento riflesso rispetto al corrispondente elemento
diretto. Tale valutazione si effettua direttamente mediante le (10); la
terza di queste puod invero scriversi

/

Questo rapporto si chiama «di riflessione », perché corrisponde al
rapporto fra la parte diretta e la parte riflessa della corrente nel punto
(« punto di riflessione ») cui si riferisce la corrente I,. In generale si tratta
di un numero complesso, il cui modulo esprime quanto 'ampiezza della
parte riflessa € minore della diretta e ’argomento misura 'anticipo di
fase di questa rispetto a quella.

Si avrd anche un analogo rapporto fra le tensioni V,, e V,,; costituenti
la V,, ma esso, come insegnano le (11), differisce soltanto nel segno dal
rapporto delle correnti; si ha cioé

il che sta ad indicare che il rapporto fra le ampiezze delle tensioni & uguale
a quello delle correnti, mentre lo sfasamento differisce di z dall’analogo
fra le correnti. In particolare, se le tensioni diretta e riflessa sono in fase,
la corrente diretta sara in opposizione rispetto alla riflessa, e viceversa.

Nelle applicazioni si suole esprimere il rapporto di riflessione di cor-
rente in unitd logaritmiche ponendo:

_l Z0+Zu
8=3leeg —7,

con che, posto 8 = y - je, il numero positivo (1) p & la metd della misura
in neper della «attenuazione » dell’onda di corrente riflessa rispetto alla

diretta, ed il numero ¢ & il semiangolo di ritardo della corrente riflessa
rispetto alla diretta.

(1) Ricordiamo che la parte reale del logaritmo di un numero complesso vale il loga-
ritmo (in senso aritmetico) del modulo,
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Tenendo presente la relazione fondamentale fra th e log (App., 4, 3),
alla precedente si puo dare l’aspetto

Z,
th6 = 7.
cioé la th del numero 0, che viene talvolta chiamato indice iperbolico
di riflessione, uguaglia il rapporto tra 'impedenza effettiva, causa della
riflessione, e quella (impedenza caratteristica) che potrebbe evitare la
riflessione stessa. B da osservarsi che a riflessione nulla (Z, = Z,) cor-
risponde valore infinito del modulo x di 8 e, mano a mano che yu dimi-
nuisce, si hanno valori via via maggiori dell’ampiezza di corrente riflessa
a paritd di corrente diretta.

5. - Sulle costanti secondarie. — Prima di procedere allo studio det-
tagliato di alcuni casi particolari che interessano pitt specialmente le
applicazioni, conviene esaminare le relazioni che legano le costanti se-
condarie Z, e y alle costanti primarie z e y ed alle loro componenti dis-
sipative r, g e reattive lw, cw.

Esplicitando la (2), si ha:

(B + ja) = (r + jlw)(g + jow) ,
da cui
(14) fr—a =rg—ofle, 2af = w(ly-+ ro).

Da queste si ricavano agevolmente i valori di @ e 8 in funzione di
7, g, I, ¢ e w. Infatti, in virtlh delle identitd

2pt =/ (F— @ + 42 + (B— ), 202 =/ (F— + 4 — (—a?),
si puod senz’altro scrivere

23 = 4/ (rg — w?le)? + wi(lg + re)? 4 rg— wle,

202 = 4/(rg — w¥c)? + w¥(lg + re): —rg + d)?lc )

alle quali, osservando che la grandezza sotto il segno di radice vale a* 4 g2,

ciog il Mﬁﬁa«% modulo di zy = (r 4 jlw)(g + jew), si pud anche
dare Y'aspetto:

26t = v/ F Fa) ( F ¢?) + rg— o,
20% = 4/(r* + Po?)(g? + 2w?) —rg + wile.

Se introduciamo i moduli 2, ¥ e gli argomenti ¢ e y di z, ¥, i cui com-
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plementi n = 90°— ¢, § = 90°— p vengono anche detti angoli di perdita:

S=rtlet, p=gtcer, tgy=y;, tgd=,,
r#zsenn,'lw=zcosn, =ysend, 6w =1ycoso,

si possono anche assegnare le seguenti espressioni ad o® e f2:

_ nté_ 1 M0 791+ cosly+9)
(13) @ =2y cos* Ty “sennsenécos 2 2 senpysend
wile L, M+ 0  wilel4 cos(n+9)
= cos = —_—
©08 7 ¢08 9 2 2 €08 7 CO8 0
—eysen2 L0 _ "0 M t0 _rgl—cosly 4 0)
(16) f* = 2y sen* “sengsend " 2 T 2  sengysend
. wile N+ 6 oflel—cos(n+ 9)
T cosncosd R €08 7 €OS &

Le precedenti formole si prestano ad importanti deduzioni. Innanzi
tutto, dalla seconda delle (14) si frae:

B _af e

amn ‘v w 2 ?

dove v indica la velocitdh di propagazione della fase.

Si vede dunque che, quantungue la costante di attenuazione § e la
velocitd v siano in generale dipendenti dalla frequenza, & invece da que-
sta indipendente il loro rapporto.

Si puo inoltre verificare che, col erescere della frequenza, f§ e v cre-
scono sempre (o almeno non decrescono). Bastera constatare la cosa per
una delle due, per es. f§, dappoiché, come sopra si & visto, il rapporto
fra di esse é costante. Cid puo vedersi studiando 'andamento della espres-
sione:

282 1-—cos (y + 9)
B = -— :‘__.—.__._..“.._. ,
rg sen 7 sen 0

che sard evidentemente crescente o decrescente insieme con f. La sua
derivata rispetto ad o vale

4B _ 3B dy , 3B do
do ¥ dw ¥ dw’
ciog, effettuando le derivazioni parziali indicate:

dB  cosd—cosy 0B cosy—cosd
o ~ sen?zysend ' 20 senwsen®d
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ed osservando che da etgn = —l:?— e ctgd = %” segue:

dn dé
@ =—8enycosy, wa—cgz—senécosé, \

81 deduce

(18)

dB _ (cos n— cos 0)*
do  wsenznsend -

Il secondo membro essendo certamente non negativo, I’asserto & di-
mostrato. ‘

Tuttavia, col crescere della frequenza, f e v non crescono indefinita-
mente. Infatti, poiché per @ — oo si ha evidentemente lim # =1lim 6 = 0,
I'ultima delle espressioni di a data dalla (15) mostra che &

. W 1
limo =1lim — = —,
a v le
dopo di che dalla (17) segue:
. g+ re 1( T VZ)
(19) llmﬂhzvié =5V +rV3

Si pud dunque dire che, col crescere indefinito della frequenza, la
costante di attenuazione tende ad uguagliare la media degli inversi dei
« coefficienti di risonanza unitari» dei sistemi ¢, !, ¢ parallelo ed 7, ¢, I
serie. Quanto alla velocitd di propagazione, dette &, u la permittivita e

1
la permeabilitd del mezzo, il suo limite coincide con —=—. Infatti, ricor-
; oy

diamo che per una linea a due fili (di diametro d a distanza D) in cui la
corrente si possa considerare localizzata alla superficie dei conduttori, si
ha (cfr. I, 5, 8):

‘ TP .

l_nIngd , €=

b

logz—g

quindi le = u. Si puod dire che la velocitd limite coincide (EL, VI, 1)
con la velocitd della luce, cioé con la velocity di propagazione delle per-
turbazioni elettromagnetiche.

6. - Alcuni easi particolari. — Per le applicazioni, giova vedere come
le formole generali dianzi indicate si semplificano in taluni casi partico-
lari notevoli.

a) Linea senza perdite. — Questo caso (ideale) si presenta quando
sono nulle le costanti dissipative, cioé quando & 7 =g = 0, e quindi
5 =0 = 0. Si ha allora

] - 1
Zo=]/;, Y =je=jovie, v=—=

Vi’
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-

cioé la impedenza caratteristica & una pura resistenza il cui valore &
indipendente dalla frequenza, ’attenuazione & nulla e la velocitd di pro-
pagazione coincide con la velocitd limite.

B interessante osservare che (come per un quadripolo gqualunque)
I’assenza di attenuazione pud dedursi senz’altro dalla circostanza che,
le dissipazioni essendo nulle, I'impedenza caratteristica sia una pura
resistenza. Invero questo ultimo fatto equivale all’essere reale il rapporto
fra la tensione e la corrente in un punto qualunque della linea supposta
di lunghezza infinita; quindi tale tensione V e corrente I sono fra loro

14
in fase, il rapporto —‘Ii uguaglia dunque quello T dei moduli, il quale ri-

sulta cosi costante. D’altra parte, essendo nulle le dissipazioni, la potenza
V X I = VI non puo variare da punto a punto, & costante dunque anche
il prodotto VI degli stessi moduli, quindi questi sono singolarmente co-
stanti, il che significa appunto che l’attenuazione & nulla.

b) Linea con piccole perdite. — Cosi chiameremo una linea in cui
r g
o’ cw
prodotti e le loro potenze superiori alla prima. Ovviamente, in tal caso
i rapporti predetti si possono ritenere coincidenti con gli angoli di per-
dita % e 0, cioé si‘ha sensibilmente

sono tanto piceoli da potersi trascurare, di fronte all’unité, i loro

tgy Lsenn Ly, cosnL1l; tgoLsendLd; cosdLl.
Risulta allora ,
2 =jlol—jn), y =jew(l—jd),
da cui, sostituendo, per ogni & piccolo di primo ordine, 1 — x ad i.%_w
=z
2 .
z= 22} L1—i"5Y), v = v e vil—i ).

Per il modulo Z, e Iargomento ¢, di Z, si ha

el— a y/1—u:

; T d—n g r
ZoLY 1 9L 5 Ly 5"

Quanto alle componenti f ed a di y si trova
1 TR VAL R S |
(20) 25 ()5 +9V4) =57 + 5 9%,
(21) a=w+le.

Dunque la velocita di propagazione v = % e la costante di attenua-
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zione f coincidono sensibilmente coi loro valori limiti per @ ~> oo, e per-
tanto sono indipendenti dalla frequenza, come nel caso a).

Nelle applicazioni si presenta spesso il caso di linee ¢on g = 0 (linee
bene isolate, cavi, antenne, ecc.). Le espressioni precedenti si sempli-
ficano allora ulteriormente, e precisamente si ha

-
(22) — VS =5y z=)L ( ~i57);

alla quale ultima, ponendo per w il suo valore in funzione della lunghezza

27 ,
d’onda A cioé 2 vie U pud dare l'aspetto

22) . :V 1 (1_] ,3/1)

dove il coefficiente di j dell’espressione entro parentesi misura I'attenua-
zione totale relétiva. ad un tronco di lunghezza % , vale a dire l'atte-
nuazione che accompagna la rotazione di fase di un radiante.

¢) Linea di minima aitenuazione. — A senso della (18), il minimo
dell’attenuazione g si verifica per # = 6, e poiché in tal caso risulta B = 2,
si ha che il valore minimo stesso di § &

ﬂmin = vr_g M

Quantunque 7 e ¢ dipendano dalla frequenza, I'uguaglianza » = §,
vale a dire »

2(3)

ne & invece indipendente, e pertanto si conclude che quando essa & sod-
dB i
disfatta, la o é identicamente nulla. Dunque, quando la costante f

raggiunge il suo valore minimo, essa risulta anche indipendente dalla
frequenza, e di conseguenza altrettanto avviene della velocitdh ».
Una linea soddisfacente la (23), detta condizione di Heaviside, si dice,
per ragioni che vedremo in seguito, priva di distorsione. Per una tale linea
si verifica rigorosamente la (20), in guanto che, essendo soddisfatta la (23),
Yimpedenza caratteristica risulta, come nel caso @) della linea senza per-
dite, una pura resistenza indipendente della frequenza, e cioé si ha rigo-

rosamente
]/ 1
Zo = 7 ’
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mentre il valore di B pud porsi esattamente sotto le seguenti equivalenti

forme:
gV ===l al).

a) Esempi:

Notevoli esempi di linee a piccole perdite sono quelle costituite da
due conduttori cilindrici ad assi paralleli (ordinarie linee a due fili) e
quelle del tipo a conduttori cilindrici coassiali.

Andiamo a calcolare le costanti fondamentali per ciascuna di esse,
ritenendo che sia senz’altro g = 0 (conduttori bene isolati) e ritenendo
inoltre che si possano trascurare gli effetti di irradiazione di cui verrd
parlato nel Cap. IX. Supporremo inoltre che si tratti di funzionamento
a frequenze tanto elevate, che la corrente si possa ritenere localizzata
con densitd costante in uno strato periferico il cui spessore potrd calco-
larsi, in funzione della frequenza, mediante la espressione indicata con
a al Cap. II.

Per una linea 'del primo tipo, si ha

_p 2D e 20 _
l*nmgd’ ¢= 5D’ "= nda’ 9=0,
log=g

dove D, d indicano la distanza fra gli assi dei due fili ed il diametro di
ciascuno di essi, misurati in metri al pari di a; p la resistivita, &, u le
costanti dielettrica e magnetica del mezzo. Se questo & l'aria e i fili
sono di rame sard da porre: ’

0 =0,017-10-°Q-m, &= 8386 -10-2F/m, u = 1,256-10-H/m.
L’attenuazione § & espressa da

Y 1 45 - 1012
Q &
p=Ly

N 5 = ,
201 p log-2d— adlog%

ed & interessante notare che, per una data distanza D fra i fili, essa risulta

2D
minima per log~d—— =1 (1), cice gquando il diametro di ciascun filo vale

D
i36" A tale condizione non si pud pero in generale soddisfare con le linee
b

aeree a fili nudi perché. questi riuscirebbero troppo viecini (la distanza

2
(1) Infatti la.derivata rispetto a d di dlog TD ciod di dlog 2D —dlogd vale

2D
log 2D —logd — 1, quindi si annulla per log = 1.
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fra i loro assi risultando 1,36 D, quella fra i lembi affacciati sarebbe
soltanto di 0,36 D).

Per una frequenza di 10° Hz, per la quale & prossimamente a =
=2:10°m,eperd =5-102m, D = 0,5 m, si avrebbe:

!l =211 pyH/m, c¢=526puF/m, r=01062Qm ;
e quindi B = 85 - 10—¢ neper/m .
La reattanza unitaria lw risulta di 132 Q/m, per cui ’angolo di per-

dita # vale ¢ = 8,2 - 10~*rad. L’impedenza caratteristica risulta

7, =)L (1—ig) =685 a—js1-10),

praticamente coincidente con la resistenza (pura) di 635 Q.

La velocitd di propagazione uguaglia —1—_, quindi coincide con la
velocita della luce. Veu

Per una linea del secondo tipo, detti d e D i diametri del conduttore
interno ed esterno, che supporremo di rame, si ha:

l e L Zme e (1 _1_) -
t=gzl08g, ¢e=—p~ "—na(d+1)’ 9="0,
10g7
e quindi :
_2q1/e/1 1\ 1 90-10—2/1 _1_) 1
“al’y(d+‘ﬁ) D e <d+D D

IOg—[{ logF

Anche qui si pud osservare che, per un dato valore di D, esiste un

D
valore di d cui compete un valore minimo di 8. Infatti, scrivendo - al
posto di d, la precedente, salvo un fattore indipendente da x, equivale

a —1%0— , il cul minimo si verifica per # = 3,6 cui corrisponde logx =

= 1,28 (1).

Riterremo pertanto che si abbia a che fare con una linea soddisfa-
cente a tale condizione. Supponendo ad es. d = 0,167 m e D =0,6 m,
per una frequenza di 10" Hz (¢ = 2 -10~% m) si avra:

1=0,256 uH/m, ¢=43uuF/m, r=2,07-10-Y/m,
e quindi B = 1,33 -10~¢ neper/m .

(%) Infatti il numeratore della derivata rispetto ad = vale log v — 1—1——90 , quindi si

annulla per zlogz = 1 4 z. Cogli ordinari metodi di risoluzione approssimata delle
equazioni numeriche, si trova che questa equazione & soddisfatta da z = 3,6.
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L’angolo di perdita # risulta di fi; = 1,05 - 10-* radianti, e Vimpe-
denza caratteristica si riduce ad una pura resistenza di 77,5 Q; la velo-
citd di propagazione, come nel precedente caso, coincide praticamente

con quella della luce.

7. - Cenne sulle linee per trasmissioni foniche. — Le considerazioni
generali dianzi esposte e le formole fondamentali (8) che governane il
funzionamento di una linea trovano applicazione in numerosi problemi
della tecnica.

Nel campo delle basse frequenze industriali, & immediata ’applica-
zione al caso delle ordinarie linee di trasporto di energia. Senonché tali
linee sono sempre elettricamente molto corte. Si pensi infatti che nel
caso di una ordinaria linea aerea a due fili di bassa resistenza unitaria,
lungo la quale la velocitdh di propagazione coincide praticamente con
quella della luce, la lunghezza d’enda corrispondente ad es. alla frequenza
di 50 Hz & di 6000 km, per cui le lunghezze interessate nei casi pratici
rappresentanc sempre una piccola frazione delld lunghezza d’onda. Cio
porta di conseguenza che le variazioni della corrente e della tensione lungo
la linea non sono quasi mai di entitad notevole, salvo alcuni casi eccezio-
nali, come ad es. quando la linea & aperta all’estremitd opposta a quella
di alimentazione, come meglio vedremo nei nn. segg. Per linee chiuse;
come ordinariamente avviene, su una eonveniente impedenza di carico,
la tensione e la corrente iniziali sono essenzialmente determinate da que-
sta e sono poco influenzate dalle caratteristiche della linea.

Nel campo delle frequenze acustiche (trasmissioni telefoniche) si ha
spesso a che fare con linee elettricamente alquanto lunghe, che, come
ora diremo, vengono eccitate contemporaneamente con piut frequenze,
e per le quali & desiderabile evitare fenomeni di riflessione. Cid, come
sappiamo, porta alla necessitd di effettuare la chiusura della linea stessa
sulla sua impedenza caratteristica, il che, nel caso attuale, non riesce
possibile se non quando tale impedenza & indipendente dalla frequenza,
in particolare quindi per linee a basse perdite, e meglio ancora per quelle
soddisfacenti alla condizione (23).

Quest’ultima condizione & particolarmente importante per le trasmis-
sioni di correnti foniche, per il fatto che, come abbiamo detto sopra,
queste sono caratterizzate dalla contemporanea presenza di numeroge
frequenze ricoprenti una vasta gamma (da 20 = 30 Hz a 10 = 15 kHz
ed anche pil1). Ora come abbiamo veduto nel n. prec., la costante di atte-
nuazione e la velocitd di propagazione sono in generale variabili con la
frequenza, onde segue che le componenti di una corrente fonica subi-
scono attenuazioni e spostamenti di fase diversi a seconda della loro
frequenza, cosicché all’estremo ricevente si sovrappongono elementi la

RiMINI - Radiotecnica. 14



210 CAPITOLO QU INTO [v, 7]

cui composizione non pud dare una corrente simile a quella immessa
all’estremitd trasmittente. Si ha precisamente una doppia causa di di-
storsione, I'una dovuta alle diverse attenuazioni, I’altra alle diverse velo-
eitd di propagazione della fase, che vanno ad affettare i singoli elementi
ginusoidali componenti.

Tali due cause di distorsione possono venire contemporaneamente
eliminate quando la trasmissione venga effettuata con linee soddisfacenti
alla condizione (23), in quanto che, come si & visto, questa & necessaria
e sufficiente affinché 8 e v siano rigorosamente indipendenti dalla fre-
quenza. Pertanto, in una trasmissione effettuata con una linea siffatta,
i vari elementi componenti gli elementi d’entrata si trovano all’uscita
singolarmente modificati, ma in guisa tale che le reciproche relazioni di
ampiezza ¢ di fase risultano inalterate; in altre parole, il diagramma di
un elemento (tensione, corrente) d’uscita ha esattamente la stessa forma
del corrispondente d’entrata. Non si verificano cioé quei fenomeni di
distorsione che nel caso generale accompagnano una trasmissione di tal
genere, per il fatto che tanto l’attenuazione quanto la velocitd di propa-
gazione non sono le stesse per tutti gli elementi sinusoidali di diversa
frequenza costituenti ’elementg elettrico trasmesso (1). Per questa ra-
gione appunto la condizione (23) viene anche detta di « non distorsione ».

- Specialmente nel caso delle trasmissioni foniche per cavo non riesce
facile soddisfare alla condizione (23) perche il valore di ¢ é relativamente
elevato, ed allora si provvede ad elevare artificialmente il valore di I,
0, come si suol dire, a caricare la linea, mediante i noti processi di pupi-
nizzazione e di krarupizzazione.

B interessante osservare che tali procedimenti non servono soltanto
ad evitare le distorsioni, ma altresi a diminuire la attenuazione. Questa
infatti, nel caso di.dispersione trascurabile (g = 0) e piceoli valori di 7,
& sensibilmente data da : :

riye r
L5 V_l' = 57"
cioé & proporzionale direttamente alla resistenza ed alla radice quadrata
della capacitd, ed inversamente alla radice quadrata dell’induttanza o,
pill brevemente (seconda espressione), inversamente proporzionale all’im-
pedenza caratteristica. A prima vista pud sembrare strano che un aumento
dell’induttanza adduca ad una diminuzione dell’attenuazione, cioé delle
perdite, laddove nel caso delle ordinarie linee per trasporti di energia le
minori perdite si hanno pei minori valori di induttanza. Ma non bisogna

(1) Siccome B ¢ v sono fypzioni crescenti della frequenza, le correnti corrispondenti
ai suoni pilt acuti vengono piu attenuate di quelle relative ai suoni bassi (distorsione di
prima specie) ed inoltre la loro fase viaggia pilt velocemente (distorsione di seconda
specie).
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dimenticare che in questi casi, come gia sopra & stato osservato, a causa
della brevita elettrica della linea, 'impedenza all’origine & essenzialmente
determinata dal carico terminale; ed in relazione a c¢i0, per diminuire le
perdite, si cerca di operare con elevate tensioni e piccole correnti, cioé
con elevata impedenza terminale, i1 che corrisponde anche alla condi-
zione di elevata impedenza iniziale in quanto che ovviamente in tali casi
interessa ridurre al minimo l'impedenza della linea. Orbene, sotto tale
punto di vista, il comportamento delle lunghe linee per trasmissioni fo-
niche pud considerarsi regolato dalle medesime norme. Infatti, col®cre-
scere della lunghezza della linea, e specialmente quando l’attenuazione
non & molto piceola, I'impedenza iniziale finisce coll’essere pochissimo
influenzata dall’impedenza terminale e s’avvicina alla impedenza carat-
teristica, indipendentemente da quella: ne segue che le perdite riescono
tanto pit ridotte quanto maggiore & Z,, cioé quanto maggiore & ! e mi-
nore ¢ (%), il che corrisponde ad operare con elevata tensione e piccola
corrente.

Cid vale naturalmente soltanto finché g & praticamente trascurabile,

p
[

L . . . . 9Z
perche, con valori sensibili di g, il secondo termine di 8, cioé 9—2—, mostra

invece che elevati valori di Z, favoriseono l'aumento di attenuazione, il
che risulta fisicamente evidente se si pensa che le perdite dovute a g
crescono con la tensione.

Osserviamo qui che 'indipendenza della velocitd di propagazione dalla
frequenza acquista una importanza notevolissima anche nel caso di tra-
smissioni telegrafiche, in quanto che, come si dimostra in Analisi, ogni
segnale telegrafico pud decomporsi in un insieme di infiniti elementi si-
nusoidali ricoprenti una gamma di frequenze estesissima ed a carattere
continuo. Ne consegue che, con velocitd di propagazione variabile con
la frequenza, occorre lasciar trascorrere un certo tempo fra un segnale
ed il successivo se si vuol evitare che alcuni degli elementi componenti
il secondo vadano a sovrapporsi ad elementi del primo, rendendo cosi
inintelligibili i segnali stessi. Per evitare cid, conviene avvicinarsi quanto
piu & possibile alla condizione di Heaviside, per il che in generale é ne-
cessario caricare la linea con induttanza. Un tale proecedimento pero con-
duce ad una diminuzione della velocitd di propagazione, per cui a prima
vista sembrerebbe che il vantaggio dell’indipendenza di v dalla frequenza
ne vehisse essenzialmente frustrato. Ma non & cosi, perché, quando gli
elementi componenti il segnale viaggiano, per cosi dire, «in formazione
compatta », si rende possibile far seguire i successivi segnali ad intervalli
molto brevi avvantaggiandosi cosi l'intensitd del traffico; mentre un pilt

(1) Del resto & anche evidente che piu elevati valori di e piti bassi valori di ¢ con-
corrono a rendere minore la corrente e quindi le perdite.
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basso valore della velocitda di propagazione conduce solo a ¢id, che un
maggior tempo decorre fra l'invio del segnale e Parrivo del segnale stesso,
il che ovviamente non ha importanza alcuna.

8. - Regime stazionario. — Riprendiamo le formole generali (8) che
seriviamo sotto la forma pilt semplice

V = V,chyz, + ZI;shyx,

(24) I = % shyz, + I,chyx, ,‘
. (1]

avendo posto & = 0, il che equivale ad aver posto l'origine nel punto
cui competono i valori V ed I della tensione e della corrente.

- Cosi, in queste, V, I, V,, I, rappresentano sostanzialmente i valori
della tengione e della corrente in due punti qualunque di cui x, rappre-
senta la distanza misurata positivamente nel senso dall’erogazione all’a-
limentazione, e si potrd sempre intendere che in uno di essi abbia luogo
T’eccitazione e nell’altro l'erogazione o carico, in quanto che il funziona-
mento di un qualunque tronco di una data linea non risulta ovviamente
alterato se si pone al suo inizio un generatore atto a mantenere una d. d. p.
alternativa V uguale alla tensione esistente in esso, e si carica l'altro
estremo con un ricevitore di impedenza uguale al rapporto fra la tensione
V, e la corrente I, pertinenti all’estremo stesso, nel qual caso la corrente
erogata dal generatore sard precisamente la I pertinente al punto iniziale.

Chiameremo « impedenza del punto generico » il rapporto 117— fra la

tensione e la corrente nel punto stesso. Fra i valori Z e Z, delle impe-
denze nei due punti eui si riferiscono i valori di tensione e corrente con-
templati dalle (24), si avra, dividendo queste stesse membro a membro:

Z,chyx, + Z.shyx,
Z;shyx, + Z,chyz,’

(25) 7 = Z,

mediante la quale relazione, nota l'impedenza in un punto e le costanti
caratteristiche della linea, Z, e y, si puo calcolare I'impedenza in un
altro punto situato alla distanza @, dal primo.

Si puo chiedere se & possibile che a due punti diversi competa un
medesimo valore di impedenza. Ponendo nella precedente Z = Z,, si trae

(2 — Z3)shya, =0,

dal che si deduce che, salvo il caso in cui possa risultare shyx, = 0, la
cosa non é possibile se non per Z, = Z,, cioé quando l'impedenza in
uno dei due punti uguaglia la impedenza ecaratteristica. D’altra parte,
quando & Z, = Z;, la (25) fornisce Z = Z, per qualunque =z,.
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Dunque, se escludiamo che possa essere shyx, = 0, possiamo conclu-
dere che un medesimo vadere di impedenza non puod ripetersi se non nel
cago di linea infinitamente lunga o, il che & elettricamente equivalente,
nel caso di una linea finita chiusa sulla impedenza caratteristica.

Il caso shyz, = 0 non pud presentarsi se non per yx, multiplo di jx,
quindi, essendo x, reale, per y immaginario puro, cioé quando I'attenua-
zione & nulla, vale a dire per una linea senza perdite (r = g = 0). Una
tale linea non ¢ fisicamente realizzabile; ma siccome essa rappresenta un
caso (ideale) cui talvolta ci si pud molto avvicinare, ¢i conviene studiarla
in dettaglio.

Per r = g = 0, si ha:

. . . — . 27
Y =ja=jole=j5,
e Iimpedenza caratteristica si riduce ad una resistenza che indicheremo
con R, Le (24) in tal caso si scrivono:
; Y =V, cos ax, + jR,I, sen az,
(24)

’I =j—1%1senaxl+llcosaw1,
(]

e la (25) diviene

Z,cos ax, -+ jRysen ax

25" =R, :
(257) Z R”jzlsenawl—]-R(,cosaw_’

e si puo effettivamente verificare che risulta Z = Z, per ogni coppia di
punti la cui distanza x, corrisponde ad un numero intero qualunque di
mezze lunghezze d’onda.

T segnatamente interessante il caso particolare in cui I'impedenza
in un punto risulti una pura reattanza. Se cid avviene in un punto, av-
viene dovunque: invero, posto Z, = jX; nella precedente, ne risulta per
Z un valore puramente immaginario per ogni x,. Non solo, ma possiamo
congtatare che esistono punti in cui I'impedenza é nulla ed altri in cui
essa é infinita (cioé in cui & nulla la tensione, rispettivamente 1a corrente).
‘Basta scrivere la condizione d’annullamento del numeratore o del deno-
minatore della precedente, per es. la prima, per trovare:

X . R
tg ax, = — ﬁ , Tispett. tgax, = 7{—‘: .

Si vede dunque che i punti di tensione nulla sono (al pari di ogni cop-
pia di punti di uguale impedenza) distanziati di mezza lunghezza d’onda
Puno dall’altro, ed altrettanto avviene per quelli di corrente nulla; e di
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pil,, come si vede dalle precedenti, gli uni dimezzano i segmenti com-
presi fra gli altri (*). .

In questo caso si dice che la linea & sede di onde stazionarie, o che &
m regime stazionario. Per vedere chiaramente i caratteri di tale regime
conviene, per semplificare, porre ’origine in un punto di impedenza nulla
od infinita. Se ad es. si suppone che all’origine la tensione sia nulla e
la corrente abbia il valore I, le relazioni fondamentali divengono

(26) V=—jRJ;senar;, I=1Icosar;, Z=—jR,tgar,.

Esse mostrano che le tensioni nei vari punti sono fra loro in fase (od
in opposizione) come pure le correnti fra loro, mentre ogni tensione &
in quadratura con ogni corrente, dal che in primo luogo si deduce che
I'impedenza in ogni punto & una pura reattanza.

B importante segnalare che tale ultimo fatto & caratteristico del re-
gime stazionario. Si ha cioé che, se I'impedenza in ogni punto si riduce
ad una pura reattanza, necessariamente sono nulle le costanti dissipa-
tive r e ¢, e (quindi) esistono punti di tensione nulla ed altri di corrente
nulla. Anzi, possiamo dimostrare che & condizione a cio sufficiente Desi-
stenza anche di un solo punto in cui 'impedenza Z, si riduce ad una reat-
tanza jX, con X, finito e diverso da zero (2). Invero, siccome la parte reale
dell’impedenza non pud mai essere negativa, segue che, se in un punto
essa ¢ nulla, quivi deve avere un minimo e pertanto deve essere nulla
anche la sua derivata. Assumendo quel punto come origine, 'impedenza.
del punto generico a distanza x, da quello vale

jX,chyz, 4 Zoshyz,
*jX,shyz, + Zchyz, ’

la cui derivata rispetto ad «,, per x; = 0, vale

Yo+ X1,

cioé, per le (6), z + X%y, la cui parte reale » -+ ¢gX? non puo annullarsi
se non per r = g = 0.

L’esame delle (26) mostra che le ampiezze delle tensioni variano local-
mente (cioé da punto a punto) con legge sinusoidale avente per periodo

. ( B | < . . R
(1) Infatti, posto tgp = — =%, & =L = tg (i + cp), quindi le ascisse dei punti di
R, X, 2

impedenza nulla ed infinita sono definite- da
azy = ¢ + 2kn risp. ax; =@ -|——P2— + 2k (k intero).

(3) Un punto in cui Z, & finita e diversa da zero esiste certamente perché, se I'im-
pedenza fosse dovunque nulla, sarebbe dovunque nulla la tensione con corrente diversa
da zero e quindi (a causa della (1)) dovrebbe essere z = Q. Analogamente, per essere
¥ = 0, non pud l'impedenza esserc dovunque infinita.
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la lunghezza d’onda, talché ad ogni mezza lunghezza d’onda si raggiunge
il valore nullo dell’ampiezza e la fase s’inverte; altrettanto avviene per
le correnti, ma con una vicenda spazialmente spostata di un quarto di
lunghezza d’onda. In brevi parole, si puo dire che si ha a che fare con
due distribuzioni le quali, oltre ad es-

sere in quadratura temporale, hanno a

anche le ampiezze disposte secondo

una legge di quadratura locale. Gli A

sfasamenti di carattere temporale so-

no legati al periodo dell’eccitazione,
quelli di carattere locale alla lun-
ghezza d’onda, la quale, pel tramite
della velocitd di propagazione, & le- Fig. 97

gata anche essa al medesimo periodo.

Il sistema delle tensioni presenta dunque dei nodi e dei ventri rego-
larmente distanziati di un quarto di periodo e coincidenti rispettivamente
coi ventri e nodi delle correnti. Il diagramma delle tensioni nei vari punti,
in un certo istante, si presenta come una sinusoide, la quale va modifi-
cando la sua ampiezza in istanti successivi secondo una legge di varia-
zione sinusoidale temporale come indicato in fig. 97, dove & rappresenta
il diagramma nell’istante del massimo di tutte le ampiezze; in istanti
suecessivi esso si presenta come in b, ¢, fino a coincidere con P’asse nell’i-
stante che dista un quarto di periodo da quello cui si riferisce a, e poi
assume un agpetto del tipo d, ecc. A differenza del cago illustrato nella
fig. 95, in cui si aveva uno stato di cose paragonabile ad un’onda pro-
grediente, si ha qui che l'oscillazione in ogni punto appare non allonta-
narsi dal punto stesso, donde il nome di regime stazionario. Il contem-
poraneo andamento delle correnti & del tutto analogo, salvo lo sposta-

d

Fig. 98

mento locale e temporale dianzi descritto. In fig. 98 sono disegnati i
diagrammi delle distribuzioni delle correnti e di tensione per gli istanti
corrispondenti ai rispettivi massimi; i punti 4, B, C sono nodi di cor-
rente e ventri di tensione, nei punti 4,, B,, C, si verificano i ventri di
corrente ed i nodi di tensione; ma nell’istante in cui la corrente ha i va-
lori eorrispondenti al diagramma disegnato, il diagramma delle tensioni
coinecide con l'asse e viceversa.



216 CAPITULO QUINTO v, 8§}

B infine notevole osservare che il rapporto fra le ampiezze massime
(ventrali) della tensione e della corrente uguaglia la resistenza caratte-
rigtica R,.

9. - Linee in regime stazionario aperte o eortocircuitate a un estremo. —
Poiché in generale una linea pud essere sempre limitata ad un suo punto
qualunque, purché in questo si inserisca una impedenza uguale a quella
che Ia linea presenta nel punto stesso, si avra che una linea in regime sta-
zionario potrd impunemente venire interrotta in un punto nodale della
corrente, o cortocircuitata in un punto nodale della tensione, senza che
ne vengano alterate le preesistenti distribuzioni di corrente o di tensione.

In particolare si ha che un tronco di linea aperto ad un estremo @
(impedenza infinita) presenta impedenza nulla in qualunque punto P la
cui distanza dal termine uguaglia un numero dispari di quarti di lun-
ghezza d’onds, cioé il tronco PQ visto da P si presenta come un circuito
risonante serie (cioé di impedenza nulla), come invece, visto da @, ha il
carattere di circuito risonante parallelo (ammettenza nulla), tali riso-
nanze essendo ben inteso riferite alla frequenza cui & legata la lunghezza
d’onda considerata.

Piu generalmente, tali caratteri di risonanza spettano anche a tron-
chi aventi inizio in P (rispettivamente @) e terminanti in un punto qualun-
que @’ (visp. P’) purché in questo si effettui la chiusura su una impe-
denza opportuna; precisamente questa dovrd essere una reattanza di
valore — jR, tg ax,, (risp. jR, tg ax,), essendo x, la lunghezza del tronco.

€i0 val quanto dire che un tronco di linea il cui estremo & cortocir-
cuitato equivale ad una reattanza magnetica se la sua lurghezza ¢ minore

. A
di un quarto di lunghezza d’onda, o compresa fra 2 -% e 371— oppure fra

i y) - A
41 e 51, ..., ad una capacitiva se la lunghezza & compresa fra 5 ©
A A A - . .
2 4 oppure fra 3 ks 4 5 ece. Invece un tronco di linea il cui estremo

N

& aperto equivale ad una reattanza capacitiva se la lunghezza é minore
. A
di *—4*‘,
Di tale comportamento possiamo renderci conto in modo fisicamente
intuitivo pensando le correnti e le tensioni nei vari punti dovute alla so-
vrapposizione di una distribuzione diretta ed una riflessa secondo il pro-
cedimento generale esposto al n. 4.
Consideriamo ad es. il caso di una linea cortocircuitata ad un estremo.
Innanzi tutto osserviamo che, nel caso di dissipazioni nulle, le formole
che governano il regime progressivo sono del tipo

YV = RJ = A¢—dox

o compresa fra 2k—i‘— e (2k 4+ 1) %, magnetica nel caso opposto.



{v. 9 CIRCUITI ELETTRICI A CUSTANTI DISTRIBUITE 217

da cui si deduce che in ogni punto il rapporto —}L, uguale all’'impedenza

caratteristica R,, & come questa reale, e quindi la corrente e la tensione
sono fra loro in fase. Il regite piut generale, corrisponde, come sappiamo,
a leggi del tipo

(27) V = Ae—inz + Beirx y R‘,I —_ Ae—ja:c_Beja,x,

ed il regime stazionario si verifica nel caso particolare in cui A e B sono
ugunali oppure contrari; invero in tal caso queste formole assumono ov-
viamente l’aspetto (24). :

Cio premesso, per esaminare quel che avviene per una linea corto-
circuitata ad un estremo, cominciamo coll’osservare che in tale punto
8i verifica riflessione ed il relativo fattore (n. 4) vale 1 per la corrente
e —1 per la tensione. Cid significa che 'onda progressiva di corrente,

E,o LB
Id ) \\‘
, e L
Er =t é—)' d
Oo~g=1y T
Ir
Fig. 99

giungendo all’estremo, continua. regolarmente il suo cammino a ritroso,
mentre per ’onda di tensione tale continuazione & accompagnata da una
brusca inversione della fase. Supponiamo che la linea abbia lunghezza
. . A . . .
minore di e la corrente e la tensione corrispondenti all’onda progres-
siva diretta — cioé quella che va verso il corto eircuito — si trovano
fra loro in fase, talché vettorialmente saranno rappresentate da due seg-
menti come OI;, OF,; (fig. 99). All’estremo le troveremo ancora fra loro
in fase, con ampiezze immutate, ma girate, nel senso del ritardo, di un

angolo ¢ < izz- dipendente dalla lunghezza del tratto; esse cioé saranno

rappresentate dai vettori OI;, OE;. In tale punto la OE; subisce un ro-
vesciamento, con che il relativo vettore si porta in OE,, che sard il vet-
tore di partenza per la propagazione a ritroso, mentre il corrispondente
vettore OI, della corrente - coinciderad con OI;. La propagazione riflessa
conduce poi i vettori O, e OI; in OE,, OI, in ritardo di ¢ rispetto a quelli,
talché in definitiva si ha che la tensione e la corrente nel punto origi-
nario, da calcolarsi mediante composizione geometrica di OE, con OE,
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e di OI, con OI,, risultano disposte come le E ed I della figura. Come si
vede, la tensione anticipa di un quarto di periodo rispetto alla corrente,
il che significa che il tronco considerato si comporta come una reattanza
magnetieca,. ‘

Se invece la lunghezza del tronco & compresa fra % e —g—, Pangolo ¢

risulta compreso fra S emesl vede che la tensione & allora in ritardo

rispetto alla corrente, cioé si ha un comportamento capacitivo.
Nell’ipotesi di estremo aperto, essendo infinita 'impedenza nel punto

di riflessione, il tattore di riflessione vale — 1 per la corrente ed 1 per la

tensione, e pertanto si perviene a risultati uguali, salvo lo scambio di

corrente con tensione: quindi il comportamento & capacitivo per ¢ < g— )
. 7 . .
magnetico per 5 <@ <m e cosi via.

La costruzione precedente mette chiaramente in luce che la tensione
e la corrente in ogni punto risultano sempre dalla composizione di due
vettori di ugunale modulo, e formanti angoli uguali e di senso contrario
con direzioni fisse delle quali quella relativa alle correnti & normale a
quella delle tensioni. Da cio segue che le varie tensioni sono fra loro in
fase e cosi pure le varie correnti, e che le prime sono sempre in quadra-
tura con le seconde, ed inoltre che le ampiezze delle tensioni e delle cor-
renti nei vari punti variano fra un minimo ed un massimo (ventri) pas-
sando per valori nulli.

E utile osservare la seguente caratteristica differenza fra il regime
stazionario ed il regime progressivo: in questo, un voltmetro (o un am-
perometro) inserito in un punto qualunque delia linea darebbe sempre
la stessa indicazione, in quello invece darebbe indicazioni a diagramma

periodico con periodo - (*), con punti di zero corrispondenti ai nodi, e
9 )

di massimo ai ventri.

10. - Diversa deduzione dei risultati precedenti. — Alle formole che
governano 1 fenomeni di cui & sede una linea come quella esaminata, e
di cui ei siamo occupati nei nn. prece., si pud pervenire anche in altro
modo, partendo dalla considerazione che Uandamento delle correnti e
delle tensioni da noi dedotto mediante I’applicazione delle leggi fondamen-
tali di Ohm e di Kirchhoff eorrisponda effettivamente ad un fenomeno

di propagazione.

. A
(t) Tale periodo & — e non 2, perché 'apparecchio é capace di indicare soltanto 'am-

piezza.
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Congideriamo cioé una linea infinitamente lunga, di cui supponiamo
nulle le costanti dissipative » e ¢g. Pensiamo che, a partire da un certo
istante, ad un suo estremo venga applicata una tensione costante v, e che
tale tensione raggiunga i successivi punti della linea, non in modo istan-
taneo, bensi con una certa velocitd finita a, talché la distanza x dall’ori-

gine verra raggiunta al tempo ¢ = %- In tale istante, sull’armatura del

condensatore costitnito dai due fili si sard accumulata una carica misu-
rata da .
g=c-at-v,

e poiché tale carica varia linearmente col tempo, ad essa corrispondera
una intensitd costante ¢ di corrente (di carica) misurata da

P=c a0,

che troveremo anch’essa localizzata successivamente in tratti via via pil
lunghi della linea; precisamente tale corrente si sard anche essa « propa-
gata » con la stessa velocita @, in guisa da interessare, alla fine del tempo
t, un tratto di lunghezza af. 11 tratto di conduttura che & stato invaso da
tale corrente presenta una induttanza !-at, e quindi a quella corrente
si & accompagnata la creazione di un flusso magnetico - at - 4. 11 rap-
porto fra questo ed il tempo ¢, in quanto misura la f. e. m. indotta che
ha ostacolato lo stabilirsi della corrente, corrisponde manifestamente
alla tensione v che si & man mano propagata bilanciando quella f. e. m.,
onde si avra '
l-a-i=w.

Combinando con la precedente si ricava
lea? =1, cioé a = -—_,
«\/ le

dopo di che da una qualunque delle relazioni scritte si deduce

Ky ‘/;l
i Ve

Si ha dunque che la veloecitdh di propagazione non puo differire da

1 __
—= e che il rapporto fra i valori di v ed ¢in un punto qualunque vale ’.
¢

Ve

Appare naturale di ammettere che se la tensione applicata, anziché
essere costante, varia col tempo, la propagazione segua le stesse leggi e

K
pertanto si verifichino gli stessi valori di a e del rapporto -
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Cio premesso, supponiamo che la tensione applicata all’origine sia di
tipo sinusoidale '

(28) vt =V, cos wt.

Avverry allora che, nel posto x all’istante {, non si avra il valore (28)
della tensione, bensi quello che ad esso competeva in un tempo di tanto
anteriore quanto ne occorre ad un mobile animato da velocitd a per co-
prire la distanza x. Si avrd cioé come valore di » al tempo ¢ nel posto x:

(29) v = V, cos w(\t——%),

ed inoltre si puo asserire che la corrente ¢ sard in ogni punto in fase con
la tensione nel punto stesso; pill precisamente essa si otterrd da questa
mediante divisione per la costante reale V?, che & la misura di una resi-

stenza. .
B facile vedere che questa espressione corrisponde al primo termine
della (27). Invero, sviluppando il secondo membro, si ha:

wx wr
v = V,, o8 wt cos o -+ V.. sen wt sen b

Ora, se si indica con V, la grandezza sinusoidale V,, eos wt, la V,, sen ot =

= V,, cos (wt——;) sard da indicarsi con — jV,, onde per la grandezza

-

alternativa in questione si ha l’espressione:
wr .. wr Lo
YV =Vycos——jVys8en — = Ve’ ,
P @ ’
che corrisponde al primo termine della (27) perché é:

: w
(30) a=-—-".
Ora, se si indica con A il percorso compiuto dalla propagazione durante

un periodo T della tensione applicata, cioé si pone:

).2(1/7,

gi ha:
_ 2
a == 2. .

La A cosi definita & la lunghezza dell’onda, cioé la distanza che inter-
cede fra due punti fra i quali il ritardo prodotto dalla propagazione cor-

risponde ad un periodo, per cui la identitd asserita & completamente
verificata.



[v, 10j CIRCUITI ELETTKIC! A CUSTANTI DISTRIBUITE 221

E quanto si & detto per la tensione V, potrebbe ripetersi per la cor-
rente I.

Ma P’analogia puo spingersi piu olfre.

Se 1a linea non ha termine, la distribuzione dei valori di Ve di I &
senz’altro quella indicata. Ma se essa & di lunghezza finita, possono pre-
sentarsi casi svariati che interessa esaminare.

Se ad es. la linea, di lunghezza finita, & chiusa in corto circuito all’estre-
mitd, dovra necessariamente quivi verificarsi in ogni istante il valor nullo
della tensione. D’altro canto, per effetto della propagazione, la tensione
gtessa giunge in generale all’estremita con un valore v, diverso da zero, quin-
di, per fatto della chiusura supposta, deve necessariamente crearsi all’estre-
mitd un nuovo centro d’emissione di tensione di valore iniziale — v, la
quale si propagherd in senso opposto al precedente. (lio val quanto dire
che la v primitiva, giunta all’estremo, subisce un improvviso spostamento
di fase di 180” e si riflette verso l'origine.

Invece per la corrente un tale fatto non si presenterd in quanto la
chiusura in corto circuito non vincola in alcun modo il valore della cor-
rente nel punto di chiusura. In tale caso le tensioni dovute alla propa-
gazione riflessa sono generalmente sfasate rispetto a quelle della propa-
gazione diretta, ma siccome le due componenti sono simmetricamente
sfasate rispetto alla tensione terminale, la loro composizione da in ogni
punto risultanti fra loro in fase, ma di ampiezza variabile da punto a
punto. Ed altrettanto puo dirsi per le correnti.

Quanto sopra puod ripetersi parola per parola per le correnti nell’ipo-
tesi che la estremitd sia aperia, e quindi ivi sia necessariamente ¢ = 0 (%).

Quando una corrente propagantesi trova all’estremitd una impedenza
in cui, per cosi dire, riversarsi, puo darsi che questa abbia valore tale da
assorbirla completamente, in relazione al valore che nello stesso punto
raggiunge la tensione, e questo & il caso di una linea chiusa sulla sua
impedenza caratteristica. Non si ha allora riflessione, e tutto avviene
come se la linea fosse di lunghezza infinita, cioe si ha uno stato di cose
a carattere progressivo.

Quando invece, per essere la impedenza di carico diversa da questa,
non pud verificarsi I’assorbimento completo, la parte residuale da luogo
a riflessione, a partire da un valore capace di annullare detto residuo. Si
ha dungue, in tale caso pili generale, la coesistenza di uno stato di cose
a carattere progressivo e di uno a carattere stazionario.

Il caso puramente progressivo corrisponde al valore nullo della co-
stante B che compare nelle (27), il caso stazionario ad A = 4 B; nel
caso generale invece A differira da + B.

T interessante infine notare I'analogia della propagazione desemtta

(1) Questo caso non & che il duale (I, 10) del precedente.
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con quella della luce all’incontro della superficie di separazione di due
mezzi; se la superficie & perfettamente riflettente, non si ha passaggio di
luce nel secondo mezzo, se & perfettamente trasparente, non si ha ritorno;
nel caso pilt generale, si ha riflessione parziale e parziale passaggio nel
secondo mezzo.

In altra occasione avremo bisogno di valerci della analogia ora constatata
fra uno stato di regime del tipo {27) — con valori, per le grandezze com-
plesse interessate, variabili da punto a punto — ed uno stato dipendente da
erandezze complesse fisse ma propagantisi con una certa velocitd finita.

11. - Distribuzione delle correnti ¢ delle tensioni ip una antenna r. . —

Le precedenti considerazioni sulle linee in regime stazionario trovano
una applicazione nello studio della distribuzione delle correnti e delle
tensioni nelle antenne r. t.

Riservandoci di studiare a tempo opportuno tali organi dal punto
di vista delle loro funzioni negli impianti r. t., diciamo qui che essi, nel
easo pilt semplice, possono ritenersi assimilabili ad un tratto di linea a
semplice filo (il secondo filo essendo la terra oppure un conduttore di
notevole estensione e grande conducibilith, detto contrappeso) a costanti
distribuite, per il quale, specialmente per la elevatezza delle frequenze
in giuoco, i valori di » e g sono trascurabili in confronto di lw e cw ().

Nel caso pit semplice, un’antenna r. t. si compone di un filo verticale
eonnesso per un estremo alla terra (antenna elementare o antenna mar-
eoniana). E Vesperienza dimostra che, quantunque una tale disposizione
gia alquanto diversa da quella indicata nei nn. preee., pur tuttavia si
puod ritenere che gli effetti di induttanza e di capacitd siano uniforme-
mente distribuiti e quindi riferibili a certi opportuni valori di I e ¢, indut-
tanza e capacitd per unitd di lunghezza dell’antenna.

"~ Per un tale sistema, la cui lunghezza (altezza) b & data, la condizione
di reattanza nulla all’origine, cioé all’estremo connesso con la terra, con-
dizione che potremo chiamare d¢ risonanza, si verifica, come sopra stabi-
lito, ogni qualvolta la impedenza terminale sia uguale a — jR tg ah, e
pertanto, ove l’estremo superiore sia isolato, dovrd ivi tale impedenza
risultare infinita, il che esige che ah sia uguale ad un multiplo dispari di

—;L. Ricordando il valore (30) di a, si ha che il prodotto ah vale w+/hl - ke,

ciod si ha ab = w+/LC, essendo L = hl, ¢ = he la induttanza e la ca-
pacitd totali dell’antenna, quali potrebbero essere valutate per corrente
(rispettivamente tensione) costante in tutti i punti dell’antenna stessa.
Tali valori si chiamano l'induttanza e la capacitd statiche dell’antenna.

(!) Naturalmente, essendo questa una ipotesi approssimativa, la trattazione che
segue ha carattere schematico.
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Pertanto la eondizione trovata si pud esprimere con:,

wviﬁ=@k+n%- (k intero).

La minima frequenza per la quale & verificata questa relazione, &
quella soddisfacente alla:

—
(31) wA/LC = 5

essa si denomina la frequenza fondamentale (0 naturale) dell’antenna, le
altre sono i multipli dispari di questa e si chiamano la terza armonica,
la quinta, ecc.

Quando ad es. Pantenna sia eccitata con la sua frequenza fondamen-
tale, risulta nulla la d. d. p. occorrente per mantenere in essa la corrente.
Questa ha un massimo di ampiezza (ventre) alla base e valore nullo (nodo)
alla estremitd libera, mentre per la tensione si ha un nodo alla base
e un ventre all’estremita libera.

In tali condizioni la lunghezza h dell’antenna corrisponde ad un quarto
della lunghezza d’onda, come si rileva agevolmente dalle considerazioni
generali precedenti e del resto pud facilmente verificarsi partendo dalla
formola generale:

A

¥

b

in quanto che, essendo nel caso attuale ah = -.7;—, risulta appunto:

h =

| >

La (31) differisce dall’ordinaria forma della condizione di risonanza
di un ecircuito a costanti coneentrate solo perché nel secondo membro

eompare —Z— in luogo dell’unitd. Ma la identitd formale pud ristabilirsi
introducendo una induttanza L’ e una capacitdh €’ fittizie legate ad L

e O dalle relazioni:

=2 o=2¢,
T

7T

eon che la (31) diviene:
wA/L'C =1.

Tali L' e €’ sono quelle che talvolta si denominano rispettivamente
la induttanza e la capacitdh dinamiche dell’antenna; pertanto possiamo
dire che per un’antenna marconiana eccitata con la sua frequenza natu-
rale, la condizione di risonanza (cioé di reattanza nulla) coincide con
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quella di un circuito avente una induttanza ed una capacity concenirate
uguali alle corrispondenti induttanza e capacitd dinamiche dell’antenna.

Introducendo la lunghezza d’onda in luogo
della pulsazione, la precedente assume D'aspetto:

27 -3-1084/L'C" =1
(A metri, L' henry, C" farad)
oppure:
2 =18854/LC
(L’ in pH, ¢’ in uF).
(Cfr. la nota a pag. 64).

La distribuzione dei moduli (cioé dei valori
massimi o dei valori efficaci) di V e di I lungo
I’antenna é quella rappresentata dai due diagrammi
indicati in fig. 100, ciascuno dei quali corrisponde
ad un quarto di sinusoide, di cui sono indicate
con V, ed I, le rispettive ordinate massime.

12. - Antenna con capaeitd terminale. — Valendoci di un’osservazione
fatta al n. 8, possiamo asserire che il funzionamento del sistema e la
distribuzione dei valori di V ed I non mutano se, ferma restando la pul-
sazione eceitatrice, 1’antenna viene
ridotta ad una altezza h, <k, pur- |
ché fra 1’estremo superiore e la terra \
si applichi una impedenza uguale al |

[}
|
|

T

valore che il rapporto assume per ——y———

1
x == h,, cioé a —jR tg ah,. Siccome h“";:
i
i

& ah = %, sard ah, <%

tg ah, > 0, onde la predetta impe- |
denza deve realizzarsi mediante una |
capacitd. Cio corrisponde ad un di- :
spositivo schematicamente rappre- P

e quindi

sentabile come nella fig. 101 e pra- W vy
ticamente realizzabile coi mezzi che Fig. 101

apprenderemo a tempo opportuno.

Nella stessa figura sono indieati anche i diagrammi dei moduli di V e
di I, i quali corrispondono a due porzioni di sinusoidi limitate alla altezza
h, dal suolo, e tali che l'altezza h corrispondente al quarto completo &

legata alla pulsazione dalla relazione ah = %
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Anzi, dalla:

a%, — _—jRtgah,, cioé RCwtgah, —1,

si puod, dato o, e quindi @ = w4/l, nonché R = V%—, dedurre il va-

lore di ¢ occorrente per un dato valore di h, o viceversa, come pure,
dati I, ¢, C ed h,, dedurre la pulsazione w di risonanza, o la corrispon-
dente lunghezza d’onda.

Per una tale antenna, caricata, come si dice, all’estremita, quando il
valore di h,; sia sensibilmente minore di k, la distribuzione dei valori di
V ecorrisponde ad una legge pressoché lineare (perché per piccoli valori
di # & sen x L x), mentre il valore di I & pressoché costante lungo 1’an-
tenna (perché tale & cos x per piccoli valori di xz).

Come si vede, la differenza fra questo caso ed il precedente consiste
in ¢id, che 'antenna attuale equivale ad una porzione (di altezza h,) di
una del tipo precedente la cui altezza h uguaglia il quarto della lunghezza
d’onda corrispondente alla frequenza d’eccitazione. In altre parole, si
puod anche dire che, con P’aggiunta della capacitd all’estremo, si realizza
un allungamento dell’onda (diminuzione della frequenza di risonanza)
rispetto a quella pertinente all’antenna semplice di pari altezza.

13. - Antenna ecaricata con induttanza alla base. — Per le applicazioni,
¢ particolarmente importante esaminare altri tipi di modificazioni che &
possibile apportare all’antenna semplice marconiana, allo scopo di adat-
tarla o, come si dice, accordarla su una frequenza diversa da quella cui
corrisponde una lunghezza d’onda pari al quadruplo dell’altezza effet-
tiva &,

Essi consistono nell’inserzione di opportune impedenze alla base, anzi-
ché -all’estremita, che supporremo non caricaia, cioé tale che all’estremo
si abbia un nodo di corrente (I, = 0 e quindi Z, = o).

Per vedere come si possa realizzare cid, partiamo dalla (25’) e calco-
liamo con tale formola il valore, che qui indicheremo con Z,, dell’im-
pedenza all’origine. i

Dividendo ambo i termini della frazione per Z,, e facendo poi tendere
Z, all'infinito, si ottiene:

Z, = —jR cot ah,,

valore che sard in generale diverso da zero, salvo il caso, dianzi esami-
. . . . A
nato e studiato, in cui & ak, = (2k + 1) -% cioe h, = (2k -+ 1)1, vale a

dire in cui la frequenza di eccitazione corrisponde ad una di quelle per
le quali Pantenna comprende un numero dispari di quarti di lunghezza
d’onda.

RIMINI - Radiotecnica. N 15
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N 2
Supponiamo dapprima che la lunghezza d’onda d’eccitazione A = Fn

sia . maggiore di quella naturale (= 4h,) dell’antenna. In tal caso &
ah, < 122, quindi Z, & una reattanza negativa. Se dunque fra antenna e

terra si interpone una reattanza positiva uguale a — Z, = jR cot ah,,
ciod si carica I’antenna alle base con una induttanza L tale che sia:

32) Lo = R cot ah, ,

si realizza I'annullamento della impedenza totale, cioé la risonanza.

Quanto alle distribuzioni dei valori di V e di I, dalle (8), posto I, = 0,
@, — 2 = &/, con che ' rappresenta la distanza del punto generico dal-
Iestremo superiore, si ha:

V=V,co8ar’, jRI =—V,senazx’,
L . 2n -
cioe, scrivendo T al posto di a:

x

wl
P I

(33) V =YV, cos 2% JRY = —V,sen 2 7

’

La grandezza 2n7 puo intendersi rappresentare la misura angolare

dell’ageissa 2’ del punto considerato, a partire dall’estremo superiore,
essendo la lunghezza d’onda ragguagliata all’angolo giro 2z (1). Siccome
x’ varia da 0 ad h,, tale misura
angolare varia da 0 ad un valore
< —Z-, e quindi le distribuzioni pre-
dette corrispondono ad archi di sinu-
goidi aventi una «base» (indicata
con h in fig, 102) piu lunga dell’an-
tenna effettiva, cioé si tratta di archi
inferiori al quarto.

Si realizza anche qui un allunga-
mento dell’onda, ma la distribuzione
dei valori di V e di I & ben diversa
da quella del caso precedente; invero
qui, per h, notevolmente minore di
h, risulta pressoché lineare la distri-
buzione di I e pressoché costante quella di V. Naturalmente poi, nella
induttanza L, avendo questa carattere concentrato, la corrente si man-

Fig. 102

(1) In altri termini, la misura angolare cosi definita & 1’angolo il cui rapporto all’an-

golo giro uguaglia la frazione di lunghezza d’onda rappresentata da % (cfr. App., 4, 6).
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tiene costante, e la tensione cade linearmente a zero, con che il dia-
gramma si completa come indicato in figura.

Facendo I'ipotesi che A sia notevolmente maggiore di k,, cioé che &,
sia trascurabile di fronte ad h, si conclude che in generale, per una linea
a costanti distribuite, il tronco compreso fra un nodo di corrente ed il
successivo ventre puod essere sostituito con una conveniente induttanza.
Nel caso in cui si tratti di eccitazione su armoniche, cosicché la intera
linea (o0 antenna) comprenda parecchi quarti di lunghezza d’onda, tale
procedimento pud attuarsi addirittura fra due nodi sucecessivi, realizzan-
dosi cosi 1a soppressione del tratto fra essi compreso, senza per questo
alterare la distribuzione dei valori di V e di I negli altri tratti.

A suo tempo vedremo la utilitd di un tale artificio per la realizzazione
di certi tipi di antenne per altissime frequenze (onde corte).

Per un’antenna di lunghezza < % che, come si & visto, puo essere
resa risonante con l'aggiunta di una conveniente induttanza, si puod dare
una egpressione approssimata della reattanza che risulta molto utile nelle:
applicazioni.

Basta pensare che, per & <z, si ha (App. 4, 1):

x? xt 2a° a8

Posto x = ah, e tragcurando i termini al di 14 del secondo {*), si pud scri-
vere

e quindi, introducendo le induttanze statiche L = lh;, C = ch,:

VL 1 w+/LC J . L
Z_—jl/;(w\/f(‘j_ 3 )z—c‘oﬁ""?'

Questa formola insegna che un’antenna di lunghezza conveniente-
mente inferiore al quarto di lunghezza d’onda pud trattarsi come una
reattanza costituita dalla capacitd statica effettiva e da un terzo della
induttanza statica effettiva.

14. - Antenna earieata con capacitd alla base. — Se invece la lun-

ghezza dell’onda eccitatrice 1 = 2?“ & minore di quella naturale dell’an-

o . . . . ¥
(1) Cid equivale & valutare il secondo termine con un errore relativo espresso da TR

Si osservi che per ¢ = 0,15 %, cioé per una lunghezza h, = 0,3), l'errore relativo nek
valore di ctg 2 risulta di poco superiore all’19%,.
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tenna, risulta ah, >—72£, e pertanto Z, corrisponde ad una reattanza po-

sitiva. Ragionando come gopra, si ¢onclude che, caricando Vantenna alla
base con una capacitd C tale che sia

(34) — %} = R cot ah,,

(il che & possibile perchs, essendo ah, > %, il secondo membro ha valore
negativo) si realizza la risonanza, ciod si perviene ad un accorciamento
dell’onda (ben inteso rispetto al valore 4h,). :

Tale accorciamento non pud perd spingersi illimitatamente, giacche,
per un dato h,, per adattare il sistema a valori di w (e quindi di a) via
via crescenti, occorrono ecapacitd C via via pill piceole: ma se si arriva
' a C =0, cioe se si isola complela-
mente I’antenna, la base diviene un
nodo di corrente, e pertanto la lun-
ghezza totale dell’antenna deve al-
lora corrispondere ad wuna mezza
lunghezza d’onda: ci0 val quanto
dire che l'accorciamento non si puo
spingere oltre la meta (1).

Lo studio della distribuzione dei
valori di V e di I puo farsi con le
stesse formole (33) di dianzi, ove &
da osservare che, giccome nel caso
attuale la misura angolare dell’an-
tenna supera il quadrante, si perviene ad un diagramma del tipo indi-
cato nella fig. 103. Il ventre di corrente non & piu alla base dell’anten-
na, ma sempre dista dall’estremo superiore per un quarto della lunghezza
d’onda. Attraverso la capacitdh di base C, avente carattere concentrato,
la corrente si serba costante, e la tensione raggiunge linearmente il
valore nullo.

Fig. 103

15. - Rappresentazione grafica. — La relazione fra le induttanze L e
le capacita C costituenti il carico di base ed i corrispondenti valori della

(¥) A rigore, parrebbe che si dovesse dire: «ad un multiplo della mezza lunghezza
d’onda ». Ma, se la variazione di ¢ avviene in modo graduale a partire da C = oo, ciod
dall’antenna non caricata, o si suppone che questa in tale caso sia fatta funzionare in
quarto d’onda, mano & mano che ci si avvicina a ¢ = 0, le lunghezze d’onda corrispon-
denti alla risonanza vanno con continuitd variando da 4k, a 2k, mentre ah, partendo

‘ 4
da 12:— (C = oo) giunge gradualmente a © (C = 0). Cosi, se si partisse da A = —?,—hl, si

giungerebbe ad h,, e cosi via.
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lunghezza d’onda & contenuta nelle (32) e (34), la quale ultima pud scri-
versi sotto la forma:

1 1 x
— Ow =R—tgah1 =th2n71.

Tali relazioni possono illustrarsi graficamente osservando che, trac-
ciati 1 diagrammi delle funzioni (di w, o, se si vuole, di ah,)

y = R cot ah, rispettivamente y = —;— tg akh, ,

i i t | 1 t t t
=it 20 o= - I i 1 ]
| i i | 1 | i i
1 | | ! t | |
{ t 1 ] ! 1 !
| i | 1 i I
i ' : ! ! | !
AN ' | ' ' | i
'Y I ; } : : | :

{ |
4 ! . 1 Al B ¢ D
ANB )\ D | . | ;
I ! ]
I ! | i ! 2 1 |
: : | ! ! L | '
! ) ! ) '
I | 1 {
{ \ | | ' I | \

! 1 !
| ) | ! | | | 4
1 ) t | : | I |
j ! , ! ! ! I !

Fig. 104 Fig. 105
e le rette:
y = Lo rispettivamente % =— Co,

le ascisse dei punti d’incontro di quei diagrammi con queste rette cor-
rispondono alle pulsazioni di risonanza relative ad una data L (rispet-
tivamente C). -
Dall’esame della fig. 104, dove, essendo portati in asecissa i valori
7 3n

di ah,, i punti A, B, C, D ... corrispondono ad ah, = 2% 5 2m, .

. 4h, 4 g
cioé a A = 4h,, —2—‘, —;"—’, hy, ..., si scorge che per L = 0 le lunghezze
d’onda di risonanza sono quelle corrispondenti a 2;& 1 (k intero), men-

tre, per valori di L > 0, esse sono ordinatamente maggiori di queste, e
tanto pitt quantc maggiore ¢ L, ciod il coefficiente angolare della retta
y = Lo.

Analogamente, esaminando la fig. 105 si vede che, mentre in assenza
di capacitd alla base, cioé per C = oo, la retta y = — Cw diviene nor-
male all’asse ABCD ... e quindi le sne « intersezioni » col grafico della
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1 . . . : .
Yy =1—3-tg ah, corrispondono ai punti come A, C, ..., ciod ancora a

4k
A= 2~le—1-, quando invece la capacitd aggiunta abbia un valore finito,

le lunghezze d’onda di risonanza sono rispettivamente minori di quelle,
e tanto pit quanto minore & la inclinazione della retta yv = — Cw, cioé

il valore di C: riducendosi ai valori A = 42:—};: (punti B, D, ...) quando C

si riduce a zero, cioé quando 'antenna sia perfetfamente isolata dal
suolo.

16. - Linee dissipative con estremeo aperto. — Come & stato gid avver-
tito, il regime stazionario non pud verificarsi se non nel caso ideale di
linea a dissipazioni nulle, e pertanto la trattazione contenuta nei nn.
precc. non ha che un carattere schematico. Essa & tuttavia utilissima
come una prima approssimazione atta a dare una visione qualitativa
delle distribuzioni di corrente e di tensione che si verificano nelle antenne
r. t. o comunque in linee a basse perdite.

Nella pratica radiotecnica la teoria generale delle linee trova appli-
cazione essenzialmente nel caso delle antenne (reali), in quello delle con-
dutture destinate alla loro alimentazione, in quello delle bobine percorse
da corrente ad alta frequenza, e cosi via. Nei due ultimi casi la costante
dissipativa (alludiamo qui alla r, in quanto la g & per lo pilt sensibilmente
nulla) & quasi essenzialmente dovuta alla resistenza ohmieca, nel primo
caso invece ad un elemento di cui avremo occasione di occuparci studiando
la propagazione, la cosi detta resistenza di radiazione. Nei casi concreti
saranno dunqgue da applicarsi le formole generali, alle quali perd si po-
tranno in generale apportare alcune semplificazioni formali quando, come
generalmente si verifica nelle applicazioni indicate, la costante dissipa-
tiva 7 & abbastanza piccola in confronto alla reattanza unitaria lw, e
quindi la parte reale 8 della costante di propagazione & piceola in con-
fronto alla parte immaginaria a.

Cominceremo collo studiare il caso di una linea aperta all’estremo
opposto all’alimentazione. Sarad dunque da porre I, = 0 e Z, = oo nelle
formole fondamentali. Queste allora fornisecono per la tensione di entrata
Y., la corrente d’entrata I,, e U'impedenza Z, i valori

(35) V. = V,ehyz,, I, = —-‘Zl shyz,, Z, = Z,cthyz,.
0
Per un punto generico a distanza x dall’estremo si avra analogamente

{36) V =Vchyz, I= —}1 shyz, Z = Z,cthyax.
1]
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Dividendo membro a membro per le precedenti si ottengono le se-
guenti uguaglianze

V=V, chyz I =1 shyx 7 — 7 cthyz

‘chyz,’ *shya, ’ ¢ cbthyx1’

mediante le quali si calcolano i valori di V, I e Z in un punto qualun-
gue in funzione dei corrispondenti elementi d’entrata. In queste formole,
occorre non dimenticarlo, le distanze @, & debbono intendersi misurate
a partire dall’estremo aperto.

Le distribuzioni dei valori della tensione e della corrente corrispon-
dono dunque a quelli delle funzioni chys, shyz. Quando 8 & abbastanza
piccolo da potersi congiderare come grandezze piceole di primo ordine i
numeri Sz (per z < a,), si puo scrivere, secondo la formola di Taylor
scritta assumendo jaxr come valore iniziale di yx:

22
chyr L2 cos ax + jfx sen ar 4 ézi cos ar -+ .

22
shyxgjsenaw+ﬂwcosaw—|—j%senaw+

Pertanto per i valori di V e di I nel punto generico di ascissa « si
hanno le seguenti espressioni (approssimate a meno di termini in f2r%):

(37) VLV, cosax + jfrsen ax), 1L %ri (j sen ax -+ Pfx cos ax) .
[1}

Quanto a Z, ed al suo modulo Z,, negli stessi limiti di approssima-
zione, si puo ritenere
T
? ’

Z, = Z0=Z0<1_9‘%) MJO(I_JSA)

dove il secondo termine fra parentesi risulta anch’esso un numero pic-

B

colo di primo ordine, talché I’espressione di I, serivendo 1 + j B—in luogo

1
di L diviene:
1— —J

(38) Ig—‘zr—‘ (jsenax+—§-senaw—|—ﬂmcosaw).
{0

1 primi termini delle (37) e (38) corrispondono ad una distribuzione
del tipo stazionario di cui I’estremo libero (# = 0) rappresenta un ven-
tre di tensione ed un nodo di corrente. Ma la presenza dei termini sue-
cessivi fa si che, all’infuori dell’estremo libero, non si verificano mai i
valori nulli delle ampiezze di tensione e di corrente; invero, nei punti
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in cui & nullo il contributo dei termini successivi, non sono nulli i primi.
Tuttavia per valori di # per i quali il prodoﬁo Pz sia abbastanza piccolo,
la lieve influenza dei termini successivi fa si che il regime & poco diverso
dallo stazionario e va via via scostandosi da questo mano a mano che
ei si allontana dall’estremo, e, a parita di allontanamento, tanto pii
rapidamente quanto maggiore & f.

La presenza dei termini successivi al primo determina anche un gra-
duale sfasamento delle tensioni fra loro e delle correnti fra loro. Preci-
samente si ha che, nei nostri limiti di approssimazione, la fase (ri-
spetto a V,) della tensione generica & misurata da aretg (fztgax) e
quella della corrente generica da arctg (fa + Pz cotg ax). In nessun
punto la tensione sard in quadratura con la corrente, giacche, come
sappiameo, ¢i0 non pud verificarsi che nel regime stazionario (e quindi
con dissipazione nulla).

Esistono invece dei punti in cui la corrente & in fage con la tensione
e quindi la impedenza Z & una pura resistenza. Per determinarli
conviene ricorrere alla. espressione (25) di Z. Ricordando (App., 4, 3)
che gli argomenti di cth yx e di Z, hanno per tangente rispettiva-
mente — s—:;: 22 ;: e — —%, si ha che i punti cercati sono quelli soddisfacenci

alla relazione

sen 2ax = —~%sh 2px .

Per la supposta piccolezza di fr, questa equivale sensibilmente a
gen 2ar = 0, e pertanto i punti stessi sono quelli che distano dall’estremo
per un multiplo qualunque del quarto di lunghezza d’onda ().

Il modulo della tensione nel punto generico si calcola mediante la
(36). Avendo presente 1’espressione del modulo di chyx (App., 4, formole
(27)) e serivendo Sz in luogo di shfz, si trova:

(39) V =V 4/B2a? + cos® ar ;
e cosi per la corrente:
(40) _ % VR T et ().

Queste espressioni raggiungono dei massimi e dei minimi: precisa-
mente, i punti di massima € minima tensione sono molto prossimi a

(!) Tenendo conto del termine trascurato, si troverebbe che i punti in discorso sono
lievemente spostati dalle posizioni qui indicate.

. y B 2 . .
(?) Bisogna qui intendere Z, =‘/—c— V 14 % per conservare in tutti i fattori lo
P !

stesso grado di approssimazione.
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quelli definiti da cos? ax = 1 rispettivamente cos? ax = 0 e 'opposto av-
viene pei massimi e minimi della corrente. Tali punti, che chiameremo
pseudoventri e pseudonodi, sono dunque successivamente distanziati di
un quarto di lunghezza d’onda dall’estremo libero, e coincidono quindi
con quelli in cui la corrente & in fase con la tensione. I successivi valori
pseudonodali della tensione e della corrente sono proporzionali a fz,
quindi variano linearmente con la distanza dall’estremo, mentre i valori
pseudoventrali risultano proporzionali a \/ 1 4 p2x?, ciod alle ordinate di
una iperbole.

" Le distribuzioni delle ampiezze di tensione e di corrente si presentano
come ai diagrammi disegnati in fig. 106, dove con linee tratteggiate sono

N7
\\\
| ‘ NV PT
Z,I T —_—
4 ° <. ==
| A e A Y
— = x

Fig. 106

indicate la retta e l’iperbole lnoghi dei punti corrispondenti alle ampiezze
pseudonodali e pseudoventrali. L’esame di tali diagrammi mette chiara-
mente in evidenza gquanto sopra asserito, che cioé 1’andamento delle
ampiezze della tensione e della corrente va scostandosi tanto pitt da quello
stazionario quanto pih ci si allontana dall’estremo libero, e, a paritd di
distanza da questo, tanto meno quanto minore & g (in figura si & supposto
BA =10-3, ciod un’attenuazione di 10~® neper per ogni lunghezza d’onda.

Non si deve dimenticare che tali diagrammi forniscono i valori delle
ampiezze di corrente e di tensione, ma nulla dicono sulle loro fasi, per le
quali si hanno le relazioni dianzi precisate.

Per caleolare il modulo Z dell’impedenza nel punto %, divideremo

- membro a membro le (39), (40) (%), ottenendo cosi

P B2x? - cos? ax
*V B2x® + sen?ax

(*) Non si pud ricorrere qui allo sviluppo di Taylor, perché, pei punti iniziali del

tipo ja(2k + 1) —;ﬁ che ‘qui particolarmente interessano, la funzione e le sue derivate non

sono finite.
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Questo modulo presenta, naturaimente, massimi e minimi nei psendo-
ventri e nei pseudonodi di tensione (rispettivamente pseudonodi e pseudo-
ventri di corrente), nei quali punti, come si & visto, la Z si riduce ad una
pura resistenza. I valori di tali resistenze si ottengono immediatamente
dalla precedente facendo sen? ax = 1, cos? az = 0 per i minimi, sen? axr=90,
cos? gx = 1 per i massimi. Siccome, nei limiti d’approssimazione in cui
ci siamo posti, & lecito trascuare f2x® in confronto all’unitd, questi valori
risultano sensibilmente

(41) Zypx per x = (2k + 1)—% (minimi),

(42) % per z =2k % (massimi),

dove k rappresenta un numero intero gualunque.

L’essere Z una resistenza significa che un tronco di linea aperta ad
un estremo, di lunghezza uguale ad un multiplo di quarti di lunghezza
d’onda, equivale ad un circuito risonante (ben inteso per la frequenza
cui tale lunghezza d’onda si riferisce).

Viene allora naturale di chiedere quali siano i caratteri di un tale
circuito risonante ed in primo luogo se esso sia paragonabile ad un cir-
cuito tipo serie o parallelo.

La risposta & immediata, se si pensa che il carattere discriminativo
di tali due tipi di circuiti congiste in c¢io, che, alla frequenza di risonanza,
I'impedenza & minima per il tipo serie, massima per il tipo parallelo, ri-
spetto alle impedenze che il circuito stesso presenta fuori risonanza. Ora,
siccome modificare la frequenza equivale a modificare in senso inverso
la lunghezza d’onda e quindi la misura in lunghezze d’onda del tronco
in esame, 8i conclude subito che questo equivale ad un sistema serie nel
caso (41), ad un sistema parallelo nel caso (42).

Proponiamoci di caleolare, per ciascuno dei due casi, i valori della
induttanza e della capacith del circuito (ordinario, a costanti concen-
trate) equivalente. Per raggiungere lo scopo nel modo piui agevole con-
viene valutare il coefficiente di risonanza. A tal uopo, cominciamo col
calcolare la variazione della impedenza d’entrata per una piccola varia-
zione della frequenza d’eccitazione, o, il che fa lo stesso, per una piccola
variazione della lunghezza d’onda. Differenziando la terza delle (34) rite-

2
nendo x costante e y = # 4 ja funzione di A pel tramite di a = Tn’ con

dy .da . a . oo

che & aA=da= I8 ottiene:
. Z, di
UL =] iz @7 -

Specificando poi per i valori (41), (42) di « che ci interessano, e sosti-
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tuendo 1 e Bz a chfx, shfzx nello sviluppo di shyw, la precedente si

riduce a 2
. d . . Z di
A% = —jZ.aw—-, Tispett. =j ,372-;:—2 ar .
La variazione di Z &6 dunque una pura reattanza, ed il valore asso-
luto del suo rapporto all'impedenza di risonanza &, in ciascuno dei due

casi,

Ora, ricordando (III, 8,- formola (15°)) che in un circuito semplice
serie o parallelo 'analogo rapporto uguaglia il prodotto del doppio del
l%%[( %), si deduce che il coefficiente

coefficiente di risonanza per

di risonanza ¢ del tronco é:
7
& = Z=.
i
Si pud dunque dire che il tronco considerato si comporta come un

circuito di decremento uguale all’'importo dell’attenuazione per una lun-
ghezza d’onda.

. . R — 27 . L
Ricordando poi che & a = w4/l¢c = E all’espressione di ¢ si possono
anche dare le forme seguenti:

o lw a?
E—=TF ="—= —,
2867 r T rew

B particolarmente notevole il fatto che il valore trovato per ¢ ¢ indi-
pendente dal numero di quarti di lunghezza d’onda di cui il tronco &
costituito, e vale tanto pel caso di equivalenza a sistema serie (numero
dispari di quarti) quanto parallelo (numero pari di quarti).

Calcolato &, & molto facile determinare i valori di L e C che insieme
con la resistenza (41) o (42) completano il circuito equivalente. Basta

ricordare le relazioni

=% -1 -8 r_

1
) Rew w Gew

valevoli pei casi (41) e (42) rispettivamente. Nel primo caso sara da porre
R = Z,px, nel gecondo G = -ﬁﬁ con ¥ = k—i—, essendo k un intero dispari,
L)

rispettivamente pari. ,
Si trova cosi (distinguiamo eon gli indici &, p i casi serie e parallelo):
pel caso (41):

R, =R, L, 4 C, O,

R L, = 9 C, = (k?t)é o = 962 (k dispari);
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pel caso (42):

"ci‘:z—z’éo Cﬁ:%’ Lw:i°ﬂ=£i {k pari},
v H (kx) 2 — 202
dove R, = rx, C, = cx, L, = lx rappresentano quelle che si potrebbero
chiamare la resistenza, induttanza, capacitd «statiche» del tronco, e
gk
4
Avremo occasione di ritornare successivamente su queste espressioni
per metterne in luce alcuni significati energetici. Intanto qui osserviamo
che all’elemento dissipativo @, del sistema parallelo equivalente ad un
tronco composto con un numero intero di mezze lunghezze d’onda si
pud dare un aspetto particolarmente espressivo, trasformando il sistema
stesso in uno a due rami contenenti I'uno la C, 1’altro la L sopra calco-
late, accompagnate da resistenze in serie. I1 valore complessivo R, di

& la metd della « misura angolare » del troneo stesso.

queste, da calcolarsi mediante la R, = %{J , risulta

, R
R,=§Ff;.

Per es. un tronco costituito dal conduttore coassiale del tipo studiato
a pag. 208, funzionante in quarto d’onda sulla frequenza di 10 MHz
(w =628-10", 1 =30m) e quindi della lunghezza di 7,50 m, aperto
ad una estremitd, risulta equivalente ad un circuito R, L, C serie con
R=1775-1014Q, L = 0,96 yH, ¢ = 264 uuF, il cui coefficiente di riso-
nanza & circa 7800. Un analogo tronco della lunghezza di 15 m si com-
porta invece come un circuito parallelo avente lo stesso coefficiente di
risonanza, con G = 0,26 - 10-°S; ¢ = 340 uuF, L = 1,16 yH. E per tron-
chi di lunghezza multipla qualunque di 7,5 m si avrebbe equivalenza a
circuiti serie (multipli dispari) o parallelo (multipli pari) sempre con
£ = 7800. Variando la frequenza e conseguentemente le lunghezze dei
tronehi, il coefficiente di risonanza varia pure, e precisamente in modo
proporzionale alla radice quadrata della frequenza. Cosi per una frequenza
di 40 MHz un tronco dello stesso conduttore concentrico lungo 1,75 m
si eomporterebbe come un circuito risonante serie con & = 15600.

Queste possibilitd di realizzazione di sistemi equivalenti a circuiti ad
alto coefficiente di risonanza mediante tronchi di linea a basse perdite
sono del pil alto interesse pratico, in quanto che con gli ordinari circuiti
a costanti concentrate, se le frequenze sono dell’ordine di alcuni MHz,
raramente i valori di ¢ superano poche centinaia, e se 8i arriva ad
alcune decine di MHz, i massimi valori di ¢ raggiungibili scendono al di
sotto del centinaio, mentre qui, come si & or ora osservato, il coefficiente
di risonanza, per un dato tipo di conduttore, aumenta con la frequenza.
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Gli esatti valori dei successivi massimi e minimi d’impedenza sono
o & . . A
Zocth(ﬁw + j2n 7) con x multiplo di e
cioe, avendo presenti le formole (29) di App., 4, 3:

oth b2 , Zseth ‘B;" , Z.,th[)’—?%-, Zycth 4,
e si puo osservare che la media geometrica di due consecutivi di tali
valori non uguaglia Z,, ma s’avvicina tanto pin a Z, quanto piu ci si
allontana dall’estremo libero, mentre gli stessi valori dei massimi e mi-
nimi vanno via via avviecinandosi tra loro.

Giova considerare anche i successivi valori delle ampiezze di tensione
e di corrente ai pseudonodi ed ai pseudoventri. Essi sono:

per le tengion:
V, (ventre), Vlsh%i (nodo), Vlch%/—1 (ventre), V,sh ?%%(nodo), ece. ,
per le correnti
0 (nodo), K— chﬁ (ventre), —sh ‘B & (nodo), ——ch ﬂl (ventre), ecc.
Si puo cosi osservare che il rapporto fra una tensione pseudoventrale

e la corrente pseudoventrale successiva uguaglia sensibilmente limpe-
denza caratteristica; invero tali rapporti valgono

zochm_z.,(1+ﬂw+ ),
A 22
bfy 1+ﬂ +- (1= )
Zy = Z, QZ 1—gs A2+ ...}, ece.
32 9pe \1—33 7
CTE N §2 +.

Tutte queste deduzioni ed espressioni valgono in generale e quindi
anche per valori non troppo piccoli di § (*); mano a mano che cresce §
o, il che equivale, mano a mano che ci si allontana dall’estremo libero,
i massimi e minimi delle correnti tendono ad avvicinarsi fra loro, e cosi
dicasi per quelli di tensione e di impedenza. Cid & del resto fisicamente
evidente quando si pensi che il regime elettrico in ogni punto della linea

(1) Perd, col crescere di 8, i punti pseudonodali e pseudoventrali si allontanano da

quelli corrispondenti ai multipli di i
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& dovuto alla sovrapposizione di due distribuzioni, 1'una diretta e ’altra
riflessa, entrambe attenuate a partire dalla propria origine, e pertanto il
contributo dell’onda riflessa riesce tanto meno importante quanto pil
lontano dall’estremo libero (punto di riflessione) & il punto che si consi-
dera, e quanto maggiore & il fattore d’attenuazione, talché per elevati
valori di Bz (punti lontani o f§ elevato) la distribuzione non differisce
sensibilmente da una in regime progressivo.

Fuori dei punti pseudonodali e pseudoventrali, I'impedenza d’entrata
& in generale composta di resistenza e reattanza. Il suo valore complesso
pud facilmente ottenersi dalla terza delle (36) applicando lo sviluppo di
Taylor alla ethyw, il che & lecito perché in punti diversi dai pseudonodi
di corrente, la ctgax & finita. Si trova cosi, arrestando lo sviluppo ai
termini in S2z2:

ﬁ2m2

sen? o

Bx

sen? ax

Z=Zo[~jcotgam(]— )—f— l (per ax = kn).

Come si vede, la reattanza ha carattere capacitivo per un tronco

inferiore & un quarto di lunghezza d’onda, oppure compreso fra 2 % e

A . A A 32 L
3 % ecC magnetico per 7 <% <75 oppure <z < A, ecc. Bssa ba
cioé gli stessi caratteri che avevamo riscontrato nel caso del regime sta-
zionario.

17. - Linee dissipative con estremo cortoeircuitato. - Lo studio, fatto
nel n. pree., di una linea aperta ad un estremo, & di particolare interesse
in Radiotecnica, sopratutto per la sua immediata applicazione al caso
delle antenne.

Congiderazioni del tutto analoghe si possono svolgere nel caso (duale)
di linea cortocircuitata all’estremo. Le formole fondamentali per questo
caso sono le

(43) V., = ZJshywr,, I, =Lchys,, Z, = Zthyz,,

che si deducono dalle (35) scambiando la corrente con la tensione e le
- 1 1
impedenze Z,, Z, con le ammettenze TR Pertanto tutte le conse-
[1} e
guenze dedotte nel caso precedente si potranno applicare al caso attuale
con le modificazioni dettate dalla legge di dualitd. In particolare avremo
che in una linea cortocircuitata le distribuzioni-dei moduli delle tensioni
e delle correnti corrispondono a quelle schematizzate in fig. 106 per le
correnti e le tensioni; si avranno i pseudonodi di corrente (tensione) in
corrispondenza dei precedenti pseudoventri di corrente (tensione) e vice-
versa; 'impedenza d’entrata ha carattere di pura resistenza per lun-
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A
ghezze prossime ai multipli & e del quarto di lunghezza d’onda, ed i tron-

chi cosi limitati si comportano come circuiti serie per &k pari, parallelo
per k dispari. Dato il suo carattere autoduale, rimane invariata 1’espres-
sione del comune coefficiente di risonanza, mentre, per gli elementi del
circuito equivalente, le espressioni (41) e (42) dovranno riferirsi la prima
a k pari, 1a seconda a k dispari. L’'impedenza d’entrata nel punto generico

. A ies
presenta reattanza magnetica per 2k 7 <% < (2k -+ 1) %, capacitiva

per (2k + 1) 7i—~ <z <2 —i—, e cosi via.

18. - Linee dissipative chiuse comunque. — I precedenti casi di linea
aperta o chiusa in corto circuito non sono che casi particolari della chiu-
sura su una impedenza qualunque Z,, diversa, ben inteso, dall’impedenza
caratteristica. In tal caso le distribuzioni di corrente e di tensione po-
tranno sempre pensarsi (n. 4) ottenute sovrapponendo due distribuzioni
dei tipi semplici considerati, e precisamente, dette V, ed I, la tensione
e la corrente al termine, fra loro legate dalla relazione V, = Z,, le
distribuzioni eomponenti saranno ’'una del tipo ad estremo aperto con
tensione terminale V,, l'altra del tipo ad estremo cortocircuitato, con
corrente terminale I,. ‘

Non & privo di interesse notare che, introducendo 1'indice di rifles-
gione 0 definito a pag. 202, si possono pel caso generale asseghare espres-
sioni della tensione, corrente e impedenza formalmente analoghe a quelle
relative al caso della linea cortocircuitata. Basta invero, nelle formole

fondamentali
V = V,ehyz + ZJIshyx,

I = X"—shwc + I,chyz,
[

- 7 -7 Z,chyx + Zshyx
- TV Z.shyx 4 Lchyx?

sostituire Zyth® a Z,. Si ottiene cosi

V,, ch@ Vu Iu
(44) V= gosh(yz +8) = LZ, sh(yz +0), I= Z,sho ch(yz+0) = 54

ch(yz +0),, Z = Zsth(yr + 0).
La chiusura in corto circuito corrisponde a 6 = jkx, la linea aperta

si ha per 0 = j(2k + 1) l;—, alla chiusura sull’impedenza caratteristica
corrisponde O = oo; per un valore generico 6 = y -+ j¥ dell’indice di ri-
flesgione, il modulo dell’impedenza Z vale (cfr. App., 4, 3, terza delle (27)):

sh?(fz -+ u) + sen* (ax + »)
4 =2 V sh*(Bw + ) + cos? (aw + ¥)
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Se, come il solito, supponiamo f abbastanza piceolo, i termini in
sh*(fx + u) si possono ritenere costanti lungo la linea e pertanto I’im-
pedenza passa per successivi massimi e minimi nei punti definiti da
sen? (ax -- v) = 1, rispettivamente cos? (ax 4 ») = 1. :

Come nei casi elementari gia trattati, tali massimi e minimi sono
distanziati di un quarto di lunghezza d’onda, ed i massimi sono tanto
meno diversi dai minimi quanto maggiore & sh*fx 4 u), cioé quanto
pil ci si allontana dal punto di riflessione e quanto maggiore & l'indice
di riflessione. Col crescere indefinito di questo, la distribuzione riflessa
tende a mancare e quindi I'impedenza Z tende a divenire costante. "

Per una linea di lunghezza fissata, I'impedenza d’entrata varia, al
variare della frequenza d’eccitazione, con legge analoga alla precedente,
raggiungendo dei massimi e dei minimi per le frequenze per le quali &
sen? (ax + v) = 1 rispettivamente cos? (ax -~ ¥) = 1. Due consecutive di
tali frequenze sono tali che per una di esse la_linea contiene un quarto
di lunghezza d’onda in pill che per Valtra; e cosi le due frequenze rela-
tive a due consecutivi massimi sono. caratterizzate da analoga differenza
di mezza lunghezza d’onda. Questa semplice osservazione suggerisce un
metodo relativamente semplice per determinare 1'ubicazione del punto
di riflessione, qualora sia nota la velocitd di propagazione v e viceversa.
Operando invero a distanza x da esso, con pulsazione variabile, sia w,
una pulsazione cui corrisponde un massimo di Z ed w, quella relativa al
massimo suceessivo. Sara

o+ v=ox+7v-+amx,
essendo
W, Wq
M= B=T
14
se, come avviene nelle linee a piccola perdita, la velocita di propagazione
8i puod ritenere indipendente dalla frequenza. Dalle precedenti si deduce
subito
v
r = —
Wy — Wy
che congente di calcolare x non appena sia nota la velocitdh di propaga-
zione v e viceversa.

Analogamente, operando a frequenza costante, si puo invece calco-
lare questa rilevando la distanza fra due punti successivi di massimo di

. . - A Vo
impedenza. Invero tale distanza corrisponde a -, ¢iod a 7:—) (fili di Lecher).

19. - Quadripolo equivalente a una linea. - Determinazione di Z, ¢ y. —
Da quanto esposto nel principio di questo capitolo, risulta chiaro che
una linea di data lunghezza x, e di data costituzione, nei riguardi delle
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operazioni eseguite ai suoi estremi, equivale sempre ad un ben deter-
minato quadripolo simmetrico, precisamente quello la cui impedenza ca-
ratteristica coincide con la impedenza caratteristica della linea, ed il
cui esponente di trasduzione uguaglia il prodotto yo; della lunghezza x,
per la costante di propagazione y della linea stessa.

11 T equivalente ad una tale linea & definito dai valori

Z,

_ Y& R
L= 2Loth TG B =g

. 3 Z
dell’ impedenza longitudinale 2‘?‘ e trasversale Z,; analogamente le

impedenze costitutive del Il equivalente valgono:

Z,= %cthy—g—‘, Z, = Z,shyx; .

Ovviamente, per z, piccolissimo, Z, e Z, equivalgono sensibilmente
a 7%, € Z,, Z,a ! cioé il quadripolo equivalente si compone con gli
y .

stessi elementi che costituiscono l'impedenza longitudinale e I’ammet-
tenza trasversale totali del (piccolissimo) tronco, ma per z, qua,lunque’
il quadripolo equivalente non & da confondersi col cosi detto T (o II)

. . . 1 .
nominale, ciod col quadripolo definito dai valori zz, e vo, delle impedenze
1

longitudinale e trasversale.

Un tronco di linea di lunghezza determinata pud sempre, come un
quadripolo qualunque, considerarsi un organo trasformatore di impe-
denza, e precisamente secondo la legge

Z chyz, + Zshyx,
Z.shyx, + Z,chyx,

Ze‘:zo

Sotto questo punto di vista, presentano particelare interesse quelle
linee mediante le quali & possibile trasformare resistenze in resistenze.
Affinché Z, e Z, abbiano entrambi valori reali che indicheremo con R,,
R,, dalla precedente si deduce che deve sussistere la relazione

(45) Zo(R. — R,)chyx, = (£ — R.R,)shy, .

Questa non pud essere soddisfatta da una linea qualunque; possiamo
anzi soggiungere che se una tale relazione sussiste per due distinte cop-
pie R,, R,; R,, R,, non potendo essere simultaneamente nulli chyx,,
shyz,, dovr essere: '

(Rp - Ru)(Z§ - R;R;) = (R;_ R;)(Zg "_' ReRu) ’

RimiINI - Radiotecnica. 16
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da cui si deduce per Z} un valore reale (necessariamente positivo (*)).
Quindi Z, stessa & reale, dopo di che dalla (43) si deduce che tale & anche

thyx,. Allora yr, deve essere della forma fSx, 4 jk —7;:—, cio¢ la linea deve

contenere un numero intero di quarti di lunghezza d’onda. In partico-
lare, se si suppone § = 0, la precedente diviene

, R
R, = i oppure R, =R,,
secondo che la lunghezza della linea equivale ad un multiplo dispari o
D A
pari di —.

Si conclude dunque che, per trasformare una resistenza in un’altra
resistenza diversa, basta utilizzare una linea non dissipativa di lunghezza
multipla dispari di % avente resistenza caratteristica uguale alla media
geometrica delle due resistenze. Ed inoltre’si puo affermare che una qua-
lunque linea non dissipativa comprendente un numero intero di mezze
lunghezze d’onda & atta a trasformare una resistenza qualunque in altra
uguale.

La determinazione delle costanti fondamentali Z, e Yy di una linea
di data lunghezza pud, come per un qualunque quadripolo, effettuarsi
mediante operazioni eseguite dall’esterno. Basta all’uopo determinare 1’im-
pedenza a vuoto Z, e quella di cortocircuito Z,, cioé le impedenze d’en-
trata della linea aperta e cortocircuitata. Dalle relazioni:

Z, = Zcthyr,, Z.= Z;thya,,
si deduce ‘

> Zc

Z; = Z,,Ze , thzywl = 7 .

. E bene osservare che, operando in tal modo, nota la lunghezza #,,
la parte reale # di y riesce univocamente determinata, ma la parte im-
maginaria a lo & soltanto a meno di multipli di % Per precisarla senza

I . . 27 w
ambiguitd bisognerebbe, tenendo presente la relazione a.= Y
noscere.un valore — anche approssimato — della veloeita v, dopo di che,
essendo nota la frequenza, a riesce perfettamente determinata. Una valu-
tazione grossolana di v puo in generale farsi utilizzando i valori — sem-
pre approssimativamente noti — delle costanti primarie, oppure per via

CO-

(1) Essendo I, ¢ diversi da zero, 'impedenza caratteristica non puo ridursi ad una
pura reattanza. )
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sperimentale mediante il procedimento indicato al n. prec., secondo il
quale basta operare a pulsazione variabile e procurarsi due successivi
.0 O . - . .
valori o ;y—i della frequenza per i quali risulta massima I'impedenza
i e
Z, (oppure la Z,).

Ad es., per un tronco di linea telefonica di 8 km, si siano rilevati,
con w = 5000 sec!, i seguenti valori

Z,=2000Q, @, =700, Z,=1300Q, ¢, =—750,

dove ¢,, @, rappresentano gli argomenti di Z, e Z.; e si sappia che la
velocitdh v & di circa 16000 km/sec (quindi e £ 0,312 rad/km).
Gli elementi Z, e @, dell’impedenza caratteristica risultano

Z,=16109Q, ¢@o=—2030", quindi Z, = 1610 —j 69,4;
e per la thyr, si ha:

thyx, = 4/0,65 (cos 72030° — j sen 72030") = 0,242 — j 0,770,
da cui, utilizzando le formole (28) di App., 4, 3:

20,242 0,77

thz2ﬂ£01 = m = 0,293 , tg 2az, = ~i———-—(‘,_65 = —

2,2,
cioé:

2fx, = 0,301, 2ax, = — 1,14 4 kn {(radianti) .
Dalla prima si ricava subito § = 0,0188 neper/km, e dalla seconda, sa-

pendo che 2az, deve risultare prossimo a 2-0,312 -8 = 5, si deduce
= 2 e quindi 2ax, = 5,14 da cui a = 0,321 rad/km.

20. - Relazioni energetiche. — Vogliamo ora dedicarci pit particolar-
mente allo studio delle relazioni energetiche che accompagnano il fun-
zionamento di una linea a costanti distribuite.

Per maggiore chiarezza, cominceremo coll’esame del regime stazio-
nario propriamente detto, per.il cui verificarsi, come sappiamo, & neces-
sario che siano rigorosamente nulle le costanti dissipative.

Consideriamo un tronco comprendente una o pilt mezze lunghezze
d’onda. Se ad es. Vorigine & un nodo di corrente ed ivi la tensione vale
V., i valori di V e di I all’ascissa generica & sono

V=V,cosar, I=1I,senax

dove I, rappresenta la corrente ventrale. I1 modulo di questa uguaglia
il rapporto della tensione all’impedenza caratteristica

T
R(v:)/?y
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cioé si ha:

{46) II: = ¢V3;

e quanto alla fase, essa & in quadraﬁura con V,, cioé si ha anche:
Rol, = jV,.

Eéplicitia,mo i valori istantanei v ed ¢ della tensione e della corrente
nel punto generico:

v = V,cos arsen wt¢, ¢ = I,sen axcoswt,

ed andiamo a calcolare le quantitd di energia elettrica dW, e magnetica
dW,, che si trovano accumulate nel tratto compreso fra le ascisse z ed
x -+ dox. Bssendo cdz e ldr 1a capacitd e 'induttanza di tale tratto, sara

2dW, = edx - v* = c¢Vide - cos? ax sen’wt ,
2dW,, = ldx - i# = lI%dx - sen? ax cos? wt .

Per un dato valore di x, il valore medio della somma dW, 4 dW,,
durante un qualunque semiperiodo vale

1142 (¢V3 cos? ax 4 I sen? ax) ,

percheé i valori medi di sen® wt e di cos? wf, durante un semiperiodo qua-
.1 . S
Iunque (*), valgono entrambi 5 E, siccome, in virtu della (46), 1a somma

dei due termini fra parentesi vale ¢V: = [I;, si puo affermare che, nel-
Pintervallo di tempo predetto, il valore medio della somma dell’energia
elettrica e magnetica accumulate in qualunque tratto dz della linea &
costante. Durante 'intervallo stesso, I'una cresce e 1’altra diminuisce, con
perfetto compenso fra le due. In sostanza questo fatto & implicito in cio,
che, come fu osservato, 'impedenza in ogni punto & una pura reattanza,
ed il comportamento or ora rilevato & appunto quello di una reattanza
qualsivoglia (Cfr. EL, VIII, 19).

Quel che ¢’@ di notevole nel caso attuale si & che, per la simmetria
delle precedenti relazioni rispetto alla variabile temporale wt ed alla va-

(1) Essendo

1 1
sen? w¢ = 5 (1—cos 2w¢), cos®wt = (1 + cos 2u8),
8i pud anche asserire che valgono 5 anche i valori medi estesi ad un solo quarto di pe-

riodo purché questo sia scelto opportunamente, ad es. fra wt = 0 e wt = -, ciod si tratsi

del quarto di periodo in cui la tensione va crescendo in valore assoluto da zero al mas-
simo mentre la corrente decresce, o viceversa.
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riabile locale ax, ad analoga conclusione si pud pervenire considerando,
per ognt determinato istante, un tronco comprendente un multiplo qua-
lunque di mezze lunghezze d’onda. Si ha cioé che la guantitd di energia
immagazzinata nel sistema lungo un tratto siffatto, in un istante qua-

lunque, & costantemente la stessa, e precisamente tenendo presente che
A : )

7
e [ sen? axdr = ~—i~, essa vale
o
A A A A

5 eVisen2 ot 4+ 3 lI? cos® ot = 3 eV = =

iz .

Durante un certo quarto di periodo, ’energia elettrica aumenta a sca-
pito della magnetica, nel successivo quarto avviene I’opposto, eonservan-
dosi costante la somma delle due. Si puo anzi ulteriormente precisare
che, mentre tale costanza pud essere senz’altro asserita per un tronco

. A . . N
qualungue di lunghezza s essa sl verifica anche per un tronco di soli

% (o multiplo dispari di tale lunghezza) purché esso sia quello compreso

fra un nodo e un ventre di corrente (o di tensione), come facilmente si
rileva tenendo presente una precedente osservazione (nota di pag. preec.).

Dunque, in regime stazionario, un tronco di lunghezza % nulla ri-
chiede all’esterno per mantenersi in oscillazione. Pertanto, caricando un
estremo con una registenza o piu generalmente con una impedenza, all’al-
tro estremo si dovrd fornire potenza secondo un diagramma temporale
identico a quello richiesto dal carico. In particolare il generatore dovra
fornire la stessa potenza attiva e reattiva che il carico richiederebbe
qualora fogse direttamente connesso col generatore.

Altrettanto avviene nel caso di un tronco di lunghezza % limitato
ad es. fra un ventre di corrente e il successivo nodo: un tale tronco nulla
richiede all’esterno’ per il proprio funzionamento in regime stazionario.
Se lo si carica al nodo di corrente, dove la tensione & V,, eon una resi-
stenza R, occorrerd immettere all’altro estremo la stessa potenza che cosi
viene richiesta dal carico. In tal caso si avrad anche un funzionamento di
tipo trasformatorico. Invero, il funzionamento in tali condizioni puo
intendersi dovuto alla coesistenza di due regimi stazionari, I'uno con
estremo aperto (nodo di corrente) a tensione terminale V, e quindi con

14 - N .
corrente — all’origine, ’altro con estremo cortocircuitato (ventre di cor-
[

rente) con corrente I, = e quindi con tensione R,I, all’origine. Si ha

Y
R
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dunque al carico tensione V, e corrente I,, all’origine tensione —R9 V,

R - .
e corrente e I,; il sistema dunque funziona come un trasformatore per-
o :

. B, . . . . .
fetto avente il rapporto 35‘3; in particolare fra la resistenza di carico E
e quella d’entrata R, sussiste la relazione
ER, = R?) +

che gia avevamo segnalato al n. prec.

Ma, all’infuori di questi casi eccezionali, il fabbisogno energetico istan-
taneo per alimentare un dato carico di estremitd, non risulta uguale a
quello richiesto dal carico. Basta pensare che, in regime stazionario, una

A
linea di lunghezza diversa da multipli di vy equivale ad una reattanza;

guindi, per mantenere in essa 1’oscillazione, occorre che ad uno degli
estremi venga inserito un organo capace di assorbire e fornire tempesti-
vamente energia. Si tratta, & vero, di assorbimenti mediamente compen-
sati, nel tempo, dalle forniture, ma tuttavia la presenza di un generatore
si impone. B sostanzialmente questo il noto (ElL, VIII, 19) comporta-
mento delle reattanze nei circuiti a corrente alternata: Da quanto pre-
cede consegue che un tale sistema, caricato ad un estremo con una resi-
stenza, deve all’altro estremo venire alimentato non soltanto in modo
attivo nella misura richiesta dal carico, ma anche in modo reattivo.

Si potrebbe chiedere se tale intervento reattivo possa essere evitato
in qualche caso particolare ed eventualmente sotto guali condizioni.

Affinché un tal caso si verifichi, non potendosi fare assegnamento
sulle compensazioni energetiche fra uno ed altro elemento della linea,
la potenza richiesta al carico dovra in ogni istante risultare uguale a
quella fornita dall’alimentatore, e pertanto la differenza di fase tra cor-
rente e tensione all’inizio dovra uguagliare quella all’estremo caricato.
In particolare, se il earico ¢ rappresentato da una pura resistenza R,,
anche 'impedenza d’entrata dovrd risultare una pura resistenza K,. Basta
allora applicare la (25’) per dedurre che deve essere soddisfatta la rela-
zione:

Ry(R,— R,) cos ax, + j(R.R,— R} sen ar; = 0,

equivalente alle due seguenti:
(R,— R,)cos ay; =0, (RE,—R})senar, =0.
Siccome cos ax, e sen az, non sono nulli, da queste si deduce
R, =R, = R,.

Iy

Tanto basta (n. 3, 5°) per assicurare che il regime & progressivo. Si
pud quindi concludere che per una linea di lunghezza qualunque tale
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regime & il pill conveniente per trasmettere potenza dall’'uno all’altro
estremo, in quanto che con esso & assicurata sia I'assenza delle fluttua-
zioni energetiche fra generatore e carico — che si accompagnano con
una trasmisgione attraverso un organo a carattere reattivo gquale & una
linea di lunghezza diversa da multipli di o4 — Sia le fluttuazioni che ne-

cessariamente si verificano fra uno ed altro punto della linea nei casi
in cui (lunghezze multiple di —i— o di —}) questa, pur non richiedendone al

generatore, & costretta a divenire essa stessa sede di migrazioni energe-
tiche per far fronte alle necessitdh derivanti dal fatto che i fabbisogni
energetici non si verificano contemporaneamente nella stessa misura nei
vari punti di uno stesso tratto, quantunque vi sia compensazione per il
tratto intero.

Queste considerazioni possono estendersi al caso generale. Se, per
semplicitd, ci limitiamo al caso di linee a basse perdite, si verifica tosto
che la totale energia accumulata nel mezzo, per un tronco comprendente
una mezza lunghezza d’onda, & costante, e pertanto un tale tronco si
presta a realizzare una trasmissione in condizioni favorevoli in quanto
allorigine si deve immettere la potenza richiesta all’estremo, aumentata
soltanto di quella dovuta alla dissipazione lungo la linea stessa, senza

cioé che occorra intervenire in modo reattivo.

Ad interessanti coneclusioni si perviene poi se si va a calcolare la dis-
sipazione lungo la linea. Per semplificare, supporremo che l'impedenza
di carico Z, sia una pura resistenza, al pari dell’impedenza caratteristica
Z, e che tale sia pure l'impedenza d’entrata, talché la trasmissione non
interessi che potenza attiva. In tale caso, la parte immaginaria dell’in-
dice di riflessione 8 corrisponde ad un multiplo di = cioe & 0 = y + jkn
e quindi th® equivale a - thu, ed inoltre, detta x, la lunghezza della linea,

sard ar; multiplo di —f;— La dissipazione totale lung6 la linea & data da

x iy

r j IMde + g / Vedr ,
6 [}

dove I e V rappresentano i moduli della correnté e della tensione nel
punto generico. La potenza erogata all’origine (cioé all’estremo caricato
con Z,) vale Z,IZ, quindi la dissipazione relativa p (rapporto della dis-
sipazione alla potenza di carico) vale:

&y

&
I 9
P=7p :/ o + 7 6/ Veds.
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Scrivendo Z,thy in lnogo di Z, e ponendo per I, V i loro valori tratti
dalle (44) cioé (App., 4, 3, formole (27)):

I, ¢/ ch2(fx + u + cos 2axr 1.Z, /ch2(ﬂx + M) — 08 2ax
I =~ , V= ] ’
chy chy
8i ha
@,
1 r'eh2(fr 4- p) + cos 2ax eh2(fr + pu) — o8 2ax .
— Zy .o{ 2chushy dx + Zog / 2chushy dx =
o (sh2(ﬁw1 4+ u)  sen 2ax1) Zoy (sh2(3w1+ u)  sen Zawl) _
= Zshop\ 28 T 2a Jtshea\T o T 8a /T
sh2 By + p)—1
sh2u ?
Pultimo passaggio giustificandosi con la (20) e per essere ax, multiplo
di % .

Questa espressione decresce col crescere del numero positivo u (%),
raggiungendo il suo minimo valore per u - oo, cioé quando 'impedenza
di carico coincide con Yimpedenza caratteristica e quindi il regime &
progressivo. :

Resta cosi chiarita, sotto un punto di vista energetico, la fondamen-
tale importanza della nozione di impedenza caratteristica e del regime
progressivo che ad essa & intimamente legato. Questo invero puo defi-
nirsi come quello col quale si realizza, da un punto all’altro della linea,
una data trasmissione di potenza riducendo al minimo le dissipazioni
lungo la linea stessa, ed evitando migrazioni delle energle accumulate
nei campi elettrici e magnetici.

E appunto per questo che, nelle applicazioni, quando una linea &
adibita a trasporto di energia, si tende sempre a disporre le cose in modo
che la chiusura di essa venga fatta sulla impedenza caratteristica.

Ovviamente queste considerazioni valgono anche per un sistema qua-
dripolare qualunque, e, nel easo di sistema non simmetrico, alla impe-
denza caratteristica si dovra sostituire la impedenza immagine. In par-
ticolare si ha che, quando l'effettivo apparecchio su cui & destinata ad
erogare una data linea (o un dato quadripolo) ha impedenza Z diversa
dalla impedenza caratteristica Z,, gioverd interporre fra tra il sistema ed
il carico un opportuno guadripolo avente per impedenze immagini Z, e Z.

Tutto questo vale per una linea considerata come organo di trasmis-
gione fra un sistema generatore ed un sistema ricevitore. Ma nella pra-

., 4 sh2(Bz; + p) 2sh28x;
1 2 P e T !
(*) Infatti & ap shep sz
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tica radiotecnica si incontrano, come gid si & detto (n. 14), degli organi
(antenne) assimilabili a linee e destinati ad erogare potenza, non alla
estremita, bensi lungo il loro percorso. In altre parole, si tratta di sistemi
per i quali il fenomeno dissipativo legato all’elemento da noi indicato con
r costituisce la effettiva ragion d’essere del sistema stesso. In tal caso,
come a suo tempo verrd spiegato, tale r assumerd pilt propriamente il
nome di resistenza di radiazione, e la somma delle potenze ri*dx rela-
tive ai vari punti costituird la cosi detta potenza irradiaia.

Tl problema allora si presenta in modo, per cosi dire, opposto a guello
della trasmissione: si tratta cioé non solo di non trasmettere potenza al
terminale, ma anzi di « dissiparne » lungo la linea. Si comprende senz’al-
tro come in tal caso giovi precisamente disporre le cose in guisa che la
linea funzioni in regime il pit possibilmente lontano dal progressivo.
Naturalmente non si potrd avere un regime stazionario, in quanto la
dissipazione, per ipotesi, non & nulla, ma converrd operare col minimo
valore della parte reale u dell’indice di riflessione, valore a dire con p = 0,
cui corrisponde valore nullo od infinito dell’impedenza di chiusura, cioé
con linea aperta o cortocircuitata all’estremo. E converrd altresi che la

. . A .
linea stessa abbia una lunghezza multipla di R onde poter fruire delle

compensazioni energetiche reattive di cui ampiamente c¢i siamo occupati
nel n. pree. Ove la lunghezza non possa o non voglia farsi multipla di

1 ocecorrera corredare la linea all'uno o all’altro dei suoi estremi di una

conveniente reattanza, il cui ufficio & quello di sostituire il tratto di linea
mancante; e a tale proposito non abbiamo che a richiamare quanto fu
dettagliatamente esposto al n. 14.

Qui aggiungeremo qualcosa in ordine alla potenza attiva, che neces-
sariamente deve essere fornita al sistema in misura corrispondente alla
dissipazione. Tale potenza si commisura ovviamente alla parte reale del-
I'impedenza d’entrata, che gid fu da noi caleolata al n. 16. In partico-

. . . . A
lare abbiamo quivi trovato che, per una linea aperta di lunghezza e la

. , vA oo X .
resistenza d’entrata vale gy ciod la metd della «resistenza totale » che

il tronco presenterebbe qualora fosse percorso da corrente uguale in tutti
1 suoi punti. Cio si spiega agevolmente pensando che le ampiezze di cor-
rente nei vari punti variano sensibilmente come le ordinate di un arco
di sinusoide, ed il quadrato dell’ordinata media di questo vale la meta
del quadrato dell’ordinata massima (}). Pertanto, se ad es. si alimenta

—

T
B}
(1) Invero & | senada =

alw

5
7 2

0
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al ventre di corrente, e quindi con corrente di ampiezza corrispondente
all’ordinata massima, la resistenza corrispondente R deve risultare meta
della predetta resistenza totale, affinché la potenza immessa uguagli la
dissipazione totale.

In pratica, avviene spesso che la 7 non & esattamente conosciuta men-
tre tale & la R (che puo intendersi misurata dal rapporto fra la potenza
ed il gunadrato della corrente ventrale); in tal easo quella puo dedursi
da questa mediante la

2R 2P

&, x,I

9 L
max

essendo x, la lunghezza del tronco, P la potenza, I, ., la corrente ventrale.

max

Nel caso di lunghezza «, multiplo pari di %, la resistenza all’entrata
non corrisponde ad %, ma alla terza proporzionale dopo questa e la

. 1
registenza caratteristica V s cioe si ha:

Da questo valore pud ancora dedursi per » una espressione simile alla
precedente purché ci si riferisca alla tensione (ventrale) V.. anzicheé

max

alla corrente (necessariamente nodale). Infatti la corrente vale sensibil-

Va /¢ .
mente - = Ve I—(-l}— e, uguagliando la potenza P al prodotto di E pel
0
quadrato della corrente, si ottiene

_ 2

. max
r = 12

z, P

OSSERVAZIONE. - Tutte le precedenti considerazioni si
possono riferire indifferentemente al caso di una linea a due
fili, o anche ad un solo filo, quando un conduttore di comn-
ducibilitd infinita (ad es. approssimativamente, la terra)
funge da secondo filo. ,

Cid porta a ritenere estese le considerazioni stesse a
sistemi del tipo indicato in fig. 107, i quali si possono con-
siderare come linee a due fili divaricati anziché paralleli.
B evidente che per sistemi siffatti appare meno attendibile
la nozione di una costante induttanza unitaria e di una
costante capacitd unitaria; tuttavia nei casi che interessano la pratica
radiotecnica (antenne) & possibile assegnare convenienti valori di 7 e ¢
in guisa che le conseguenze della teoria generale risultino sufficientemente
aderenti alla realta. '

Fig. 107
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21. - Bobine di induttanza considerate come linee. — Le nozioni ac-
quigite mediante lo studio dei circuiti a costanti distribuite consentono di
precisare il comportamento di taluni circuiti e segnatamente delle bobine
con le quali di consueto si realizzano. cospicui valori di induttanza.

Come gid si & osservato (II, 12), in un tale eircuito si trovano ad essere
vicini dei tratti di conduttore a diverso potenziale; essi pertanto possono
assimilarsi a veri e propri eircuiti a costanti distribuite con resistenza e
induttanza in serie, e capacitd in derivazione. L’equivalenza, da noi indi-
cata, di un tale sistema ad un circuito R, L in parallelo con una capacita
0, & da considerarsi grossolana, specialmente nelle applicazioni con cor-
renti ad altissima frequenza.

Siccome si tratta, come si & detto, di una linea, avremo a considerare
una certa lunghezza d’onda caratteristiea di ogni frequenza, che potra
divenire, per frequenze opportunamente elevate, dello stesso ordine di
grandezza della lunghezza del circuito, con che si avranno in generale
masgsimi e minimi di corrente e di tensione.

In particolare, si osservi che pud perdere significato la nozione di
« corrente in una bobina » o quanto meno una tale nozione dovra com-
pletarsi con l'indicazione del punto cui si intende riferire la corrente.
Se I’alimentazione & fatta mediante introduzione (per via induttiva) di
una f. e. m. che possa pensarsi localizzata in un punto — per lo piu al
centro —, la bobina si comporterd come una linea a due fili aperta; agli
estremi si avrd pertanto un nodo di corrente ed un ventre di tensione.
Se poi la bobina fa parte di un ordinario circuito, le rimanenti parti di
questo fungeranno da impedenza di earico rispetto alla linea equivalente
alla bobina stessa.






CAPITOLO SESTO
APPLICAZIONI VARIE - TRASFORMATORI - FILTRI

I sistemi quadripolari sono largamente usati nella pratica in quanto,
come si & visto nel Cap. IV, la loro interposizione fra due sistemi circuitali
consente di conseguire una qualungue alterazione di impedenza.

Vogliamo qui studiare con qualche dettaglio alcuni tipi di quadripoli
che pitt frequentemente si incontrano nella pratica.

1. - Impedenza semplice. — Il pit semplice quadripolo (non simme-
trico) & quello costituito da una impedenza Z interposta fra 1’entrata e
Tuscita (fig. 108). Le relative equazioni fon-

damentali sono evidentemente le seguenti: o[ F}—u
( Ee = Eu + ZIu ’
11, = I..

I coefficienti A e D sono dunque entrambi
unitari, B coincide con Z, e C & nullo. K inte-
resgsante rilevare che }?J, L“g{z&o{ndizione C = 0 & caratteristica di un tale
sistema. Infatti, dalla terza delle (16) del Cap. IV, si ha che, se &
C =0, la Z, del T equivalente & infinita, quindi il sistema si riduce
al tipo precedente con Z = Z, + Z,. Si conclude quindi che in tal
caso i numeri A e D debbono necessariamente essere uguali e quindi
entrambi uguali all’unita.

Fig. 108

2. - Cellule a squadra. — Un altro interessante esempio di quadripoli
non simmetrici & quello costituito dalle cosi dette cellule a squadra, for-
mate con la « metd » di un T o di un II, corrispondenti cio¢ ad uno schema
come quello indicato in fig. 109 a), che puod considerarsi la metd dei T
e Il completi che si ottengono aggregando, a destra (per il T) o a sini-
stra (per il II) della squadra disegnata, la sua inversa, come indicato
nelle figg. 109 b) e ¢).
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Si vede subito che le impedenze immagini di tali cellule non sono altro
che le impedenze caratteristiche del T e del Il di cui sopra e Vesponente
di trasduzione & la metd di quello pertinente a ciascuno di questi stessi
quadripoli completi.

Z Zs Z R Z1
2 2 2 2
u eo—{" }—ol
22, 22,
QU € o < U
a b) (9]
Fig. 109

Nel caso particolare in cui Z, e Z, sono delle pure reattanze jX, e
jX,, Yapplicazione delle formole generali d&:

Z =} — (‘Xlx2 4 iX;), i

»’Xng

. ; 2. ?
lf'/ - (X1X2 -+ 'ixf)
da cui segue
ZicZiu = X1X2 .
Se & X; = — X,, come ad es., avviene quando X, e X, sono dovute ad
una induttanza L ed a una capacita C eostituenti un sistema risonante
per una certa pulsazione w,, si ha:

L 1
T LC =—5.
Wy
Le impedenze immagini possono ridursi a due resistenze R, ed E,.
La condizione a cid necessaria e sufficiente & che risulti positivo il radi-

cando delle precedenti espressioni, per il che deve essere
’ ’ LOw* <1,

essendo w la pulsazione di funzionamento,
¥ra L, C, w, R,, R, si hanno allora le relazioni:

1) Re:l/—L.v__szz, Ru:£ I S ,
C cCly L
_C___szz

zieziu =

da cui segue R, << R,. Da queste si dedurranno i valori di due delle cin-
que grandezze predette, date le altre tre.

Per es. date R, ed R, (di cui la prima non superiore alla seconda) ed
w, i valori di L e C risulteranno determinati da:

| 1
I0* = RR,— R, (0 =55 — -
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Un tale sistema ovviamente coincide con gli ordinari circuiti di cui
ci giamo occupati nel cap. IIT, 13, a due rami in parallelo con reattanze

L
di opposto segno, e la relazione R.R, = T & precisamente quella che

lega la resistenza disposta in serie in uno dei rami (R.) con quella (R,)
eni il sistema stesso equivale per quella pulsazione (definita appunto da
una qualunque delle (1)) per la quale si annulla la sua reattanza.

Le equazioni fondamentali del sistema considerato sono:

E, = (1— LCw)E, + jLol,, I, =jCoB, + I,.

B interessante osservare che, per la pulsazione —\712_(—)’ esso, alimentato
a tensione E, costante, fornisce in uscita una corrente I, pure costante,
indipendente cio¢ dall’impedenza di chiusura. Invertendo il senso di fun-
zionamento, si otterrebbe la trasformazione di corrente costante in ten-
sione costante. Di questo singolare comportamento ci si puo rendere
conto direttamente riflettendo che la corrente I, uguaglia sempre la
somma di I, con la corrente I, assorbita dalla branca trasversale Z,,
dal che segue che la impedenza Z, pud considerarsi percorsa dalle due
correnti I, ed I,. Ora, essendo Z, = jX, Z, = —jX, la caduta di ten-
sione attraverso Z, e Z, della corrente I, & nulla, e quindi per equili-
brare la tensione d’entrata non resta che la caduta di tensione determi-
nata dal passaggio di I, — I,, cioé I,, attraverso Z,: cid val quanto dire
che & costante il rapporto di E, ad I..

3. - Dispositivi a ponte. — Come & noto, un sistema a ponte & costi-
tuito da quattro impedenze Z,, Z,, Z,, Z, connesse in circuito chiuso a
formare un quadrilatero (fig. 110), due vertici opposti del quale fun-
zionano da morsetti di entrata, gli altri due da morsetti di useita.

Se indichiamo con I, I,, I, I, le cor-
renti nelle quattro impedenze, ed al solito
con E,, 1I,; E,, I, gli elementi di entrata
e d’uscita, si ha evidentemente, eon riguardo
al sensi indicati dalle frecce:

@) S E = Z,1, + Z)], = Z;1; + 7,1,
By = —Z,0, + ZyI, = Z,1, — 7,1,
‘ Ie:11+lszlz+14

@

L=L—L=I—1I,.
Dalle (3) si ricava: Fig. 110

{4) 12211_—114} Iazle—llf 14:I¢+Iu'—‘117
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e sostituendo questi valori nel secondo e terzo membro di una qualunque
delle (2) si ottiene la relazione:

(5) (Za + Z4)Ie + (Zz + ZA)Iu = I1(Z1 + Za ‘]‘ Za + ZA) ’

dalla quale si deduce il valore di I, in funzione di I, ed I,, ogni qualvolta
Z,+7Z,+ Z,-+ Z, sia diverso da zero.

Qualora invece la somma delle quattro
impedenze fosse nulla, dalla relazione (b)
seguirebbe:

(6) (Za Jr‘ Z4)Ir ‘l‘ (Z2 + Z4)Iu =0 ’

e se ne dedurrebbe che la grandezza C che
compare nelle equazioni fondamentali &
nulla, Il sistema allora, per quanto sap-
piamo, equivale ad una semplice impedenza
interposta fra l’entrata e l'uscita. Un tale
caso evidentemente non presenta interesse
alcuno. Affinché esso non si verifichi, &
necessario che la (6) non costituisca un vincolo fra I, ed I,, ciod che
si abbia: ‘ ' '

Fig. 111

—-—-Z2=—~—Z3:Z4,

e, siccome & nulla la somma delle quattro impedenze, si avrad anche
Z, =17,, ossia in definitiva:

Z1=——'Z2:———Z3:Z4.

Ora si osservi che, se le Z,, Z,, Z;, Z, sono impedenze effettive, esse
non potranno avere negative le parti reali, onde dalla precedente si de-
duce che le impedenze stesse debbono necessariamente ridursi a reattanze
pure, di valori rispettivi: L L

Ty =%, =jX, Zy=1%,=—jX.

La costituzione di un tale ponte &
dunque quella indicata in fig. 111, dove ¢
Le Csoddistano la eondizione LCw? =1 T
alla pulsazione o di funzionamento |
talche si ha X = Lo = —,1— Fig. 112
Cw
Le equazioni fondamentali (2) e (3) si riducono in tal caso a

Ee = jXIu ' Eu = —)XIe .

'’ o

11 T equivalente & il sistema simmetrico disegnato in fig. 112, 'impedenza

- L . .
caratteristica vale ‘/ T ° Pesponente di trasduzione, come agevolmente
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a . )
si riconosce, vale ¢’ 7. 11 sistema pud dunque pensarsi come il quadripolo
equivalente ad una linea non dissipativa di lunghezza uguale ad % di lun-

ghezza d’onda. Cosi, al pari di questa (IV, 18), esso & atto a trasformare
una resistenza R, in un’altra E, ad essa legata dalla relazione

L
R,R, = T

Riservandoci di esaminare successivamente le proprieta del ponte di
fig. 111, osserviamo che, escluso il caso Z;, + Z, + Z; + Z, = 0, 1a (5)
si pud risolvere rispetto ad I,. Sostituendone il valore nelle (2), dopo
avere utilizzato le (4), si ottiene:

) ZE, = —al,—81,, ZE, =8I, + BI,,

avendo posto:

(8) Z2Z=12,+72,4+%2;417,, o = (Z, 4 Z,)(Z, + Z,),
ﬁ = (Zl + Zz)(zs + Z4) ’ 8 = Z1Z4— Zzzn .

Per giungere alla forma tipica, basta aggregare alla prima delle (7)
la relazione che si ottiene eliminando I, fra le due. Si ottiene cosi:
S SZE, = — BZE, 4 (82— af)l,
{ 81, =—2ZE, —al,.
Il determinante dei secondi membri vale Z92 ¢ quindi non & nullo se

tale non & 8. In questo caso dunque il ponte & un quadripolo invertibile
e le corrispondenti relazioni fondamentali sono:

Ee B sz_ap

\ :—? Eu + _STA_‘L‘
) Z o
-5 B—FL.

Le impedenze a vuoto dai due lati sono _(.ZB_ ed —;—;
4

-evidente e d’altra parte facilmente si riconosce esaminando le (8), esse
non sono altro che le impedenze costituite dai sistemi Z, + Z,, Z; + Z,
(rispettivamente Z, 4+ Z,, Z, + Z,) disposti in parallelo. Le impedenze

. - —af & —a L
di corto circuito sono oz © ‘——E—Z»- e, come agevolmente- si verifica,

come ¢ fisicamente

corrispondono a quelle dei sistemi ottenuti disponendo in serie le coppie
Z,, Z,; Z,, 7, (rispettivamente Z,, Z,: Z,, Z,) in parallelo.
. Nel caso 8 = 0, cioé:

ZI:Z‘.‘:Z:):Z/!'

RiMINI - Radiotecnica. 17
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il ponte & in equilibrio e le (7) si ridueono a:
ZE, = —al,, ZE, = BI,.
g

Esse esprimono che la impedenza d’entrata vale VA qualunque sia il

valore dell’impedenza di carico. Se questa differisce da ———;—, alla prima
delle (9) non si puo soddisfare se non con
E,=0, L,=0,

cioé la tensione e la corrente d’uscita sono necessariamente nulle (1). B
siccome altrettanto puo concludersi scambiando ¢ con u, si pud in gene-
rale asserire che, quando il ponte ¢ in equilibrio, gli estremi di una diago-
nale non rigsentono gli effetti di una qualungue tensione applicata agli estrems
dell’altra,. . ‘

Nel caso di fig. 111, come abbiamo gid osservato, le formole fonda-
mentali (2) e (3) si riducono a

E, = jXI,, EB,=—;XL.

Esse mostrano che il gistema gode della singolare proprieta che la cor-
rente d’uscita dipende dalla sola tensione d’entrata, e non dall’impedenza
di carico, mentre la tengione d’uscita dipende soltanto dalla corrente
d’entrata. Tale sistema & dunque atto a trasformare una distribuzione
a tensione costante in una a corrente costante e viceversa.

Questa interessante proprietd pud essere opportunamente messa in
evidenza col seguente ragionamento fisico diretto.

Supponiamo di alimentare la diagonale ab del ponte di fig. 111 con
ung corrente I, di ampiezza costante. Comunque tale corrente si ripartisca
tra le due vie ad essa offerte per giungere da a a b, si avrd fra ¢ e d una
tensione di ampiezza uguale al prodotto di I, per il comune valore asso-
luto X delle quattro reattanze del ponte, ed in quadratura rispetto alla
I, stessa, in quanto che tale tensione, che coincide con la differenza fra
le cadute di tensione determinate fra @, ¢ ed @, d dalle correnti parziali
fluenti in adb, achb, ha ampiezza uguale alla somma di queste due cadute,
ciod in ogni cazo XI,, qualunque siano le correnti parziali stesse. Se poi

(1) Nel caso Z, = —~-%—, il sistema di carico sarebbe una impedenza uguale e con-
traria alla i, ciod & quella che il ponte presenta a vuoto del lato u. Cid evidentemente

z

non pud verificarsi se non quando, essendo nulle le resistenze, la chiusura del lato u sia
. 1 . - .
fatta con una pura reattanza opposta ‘a 7; & ovvio che allora il sistema ponte-carico

soddisfa alle condizioni di risonanza, e quindi pud essere sede di corrente anche in
assenza di alimentazione.
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gi chiudono i morsetti ¢, d su una qualunque impedenza, la. corrente I,
che in essa andra a fluire si dividerd in due parti I,; e I,,; fra le vie cad,
¢bd, ma siccome l'impedenza di ciascuna di tali vie & nulla, nessuna ten-
sione viene a localizzarsi per tal fatto fra ¢ e d, onde, come si era asse-
rito, 'ampiezza della tensione E fra ¢ e d vale costantemente XI,. Al
variare della corrente erogata dal lato ed, varia invece la tensione ri-
chiesta ai nodi ¢ e b d’alimentazione, come agevolmente si riconosce
riflettendo che la corrente I, si dividerd in due parti L, e I,,, cui, ragio-
nando come sopra, si riconosce corrispondere una tensione XI, fra a e b.
Cosi, mentre per I, = 0 & nulla la tensione fra a e b, questa va via via
crescendo di conserva con la corrente I, erogata. Inversamente, alimen-
tando ¢, d con una tensione di ampiezza F costante, fra i morsetti a e b

. . . E : s
fluira sempre una corrente di ampiezza X qualunque sia 1’impedenza

disposta fra i morsetti ¢ e b stessi, in quanto che, come sopra si & veduto,
solo una tale corrente & atta a determinare una controtensione eapace
di equilibrare 1a E impressa fra ¢ e d.

4. - Trasformatori. — Sebbene un qualunque quadripolo possa con-
giderarsi come un « trasformatore » nel senso pih largo della parola, que-
sto nome viene generalmente riservato ai dispositivi consistenti essen-
zialmente in una coppia di circuiti elettrici magneticamente influenti
I'uno sull’altro. i ‘

Nel easo di funzionamento con frequenze relativamente basse (fre-
quenze industriali, e, con qualche riserva, anche acustiche) & relativa-
mente facile realizzare elevati valori del coefficiente d’accoppiamento,
da cui consegue la posgibilitd di trasferire al circuito secondario una parte
ragguardevole della potenza elettrica somministrata al primario.

Per raggiungere tale intento giova servirsi di nuclei di materiale fer-
romagnetico; con questi si costituisce un circnito magnetico, generalmente
chiuso, col quale vanno a concatenarsi due circuiti elettrici. Siccome, data
Ielevata permeabilitad del nucleo in confronto a quella del mezzo circo-
stante, le linee magnetiche riescono praticamente confinate entro il nu-
eleo stesso, vengono ridotte al minimo le cosi dette fughe o dispersions,
eon che il quadrato M? della mutua induttanza risulta assai prossimo al
prodotto L,L, delle induttanze dei due circuiti.

M3

L,L,

nominato coefficiente di dispersione, in quanto esso misura sensibilmente
il rapporto fra il flusso disperso ed il flusso principale quali si definiscono
nella teoria dei trasformatori (v. El., XIII, 3). Invero, se con 1 + 7,,
1 4 1, 8i indicano i rapporti fra il flusso totale generato dalla corrente
primaria (risp. secondaria) e la parte di esse che si concatena col cir-

. I1 complemento all’unitd del rapporto k* = viene talvolta de-
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cuito secondario (rispett. primario), il coefficiente di dispersione vale

1 , che, per piecoli valori di r,, 7,, si confonde sensi-

1
T ) ’ ;
bilmente con v = 7, 4 7,. D’altra parte fra le induttanze ridotte i”_l:l”:tf ,
1
L . . . . .
i—_f—r— e la mutua induttanza effettiva sussiste la relazione caratteristica
2
degli accoppiamenti perfetti, cioé
L,L
M2 = LR © L,L,(1—7).
TF ) oy 2 lll—7
Sostituendo #*L.L, ad M2, si deduce 7 = 1 — k?, come sopra asserito.
Nei tragformatori industriali, il valore di = & dell’ordine di 10~3 — 10—
¢ dello stesso ordine di grandezza risulta la differenza fra I'unita ed il
coefficiente d’accoppiamento k; pilt precisamente si ha

T
"5" .

Se i circuiti primario e secondario sono costituiti con n,, %, spire, le
induttanze proprie L,, L, e la mutua M risultano sensibilmente propor-
zionali ad #»?, n2, nn,; quindi per la riduzione degli elementi di secon-
dario a primario o viceversa, di cui si & parlato in III, 27, si pud sensi-
bilmente utilizzare il rapporto m, :m, in luogo di /L, : 4/L,, come ap-
punto si suol fare nella ordinaria teoria dei frasformatori.

Il quadripolo equivalente, ridotto a primario, ha la branca trasver-
sale coincidente con linduttanza kL,, e le longitudinali di induttanza
complessiva 2(1 — k)L, L (1 — k*)L, = tL,, quasi trascurabile in con-
fronto a quella, il che equivale ad avere a che fare con un trasformatore
perfetto (con induttanza M =k 4/L,L,), essendo i due avvolgimenti com-
pletati, fuori del trasformatore, con le induttanze (1 — k)L, e (1 — k)L,.
A questi elementi reattivi debbono poi intendersi aggiunti gli elementi
a carattere dissipativo, che, per quanto rignarda le branche longitudi-
nali, corrispondono alle effettive resistenze ohmiche degli avvolgimenti,
ridotte, a seconda dei casi, a primario o a secondario, da considerarsi
in serie con le reattanze jw(l— k)L,, e per quanto riguarda la branca
tragversale, possono simboleggiarsi con una resistenza in parallelo cosi
commigurata che Ueffetto Joule ad essa pertinente eorrisponda alla somma
delle dissipazioni per isteresi e eorrenti parassite.

Trasformatori con nucleo di ferro vengono usati anche per frequenze
della gamma acustica. Essi differiscono da quelli per frequenze industriali
per una piu spinta laminazione del ferro — diretta a ridurre le dissipa-
zioni per correnti di Foucault — e sopratutto pel fatto che in essi si adot-
tano bassi valori dell’induzione magnetica. Invero, man mano che cresce
la frequenza, & necessario ridurre i valori della densitd di flusso per non

k=4/1—7, ciod kL1—
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incorrere in elevati valori delle dissipazioni per isteresi e correnti pa-
rassite, che, come & noto, sono entrambe sensibilmente proporzionali al
quadrato dell’induzione e inoltre proporzionali rispettivamente alla prima
e alla seconda potenza della frequenza. Per conciliare queste esigenze
con quella di una sensibile efficienza magnetica, bisogna ricorrere a ma-
teriali aventi elevati valori di permeabilitdh per piecoli valori dell’indu-
zione. In questo senso sono raccomandabili certe leghe di ferro e nichel,
quali il permalloy. '

Un trasformatore perfetto (ideale) dovrebbe avere perdite nulle, coef-
ficiente di accoppiamento wunitario, cioé dispersioni nulle, e induttanze

L,, L, infinitamente grandi, con valore finito del rapporto «* = %—1 I
2

quadripolo equivalente avrebbe indeterminate le impedenze immagini, e
pertanto si presterebbe a trasformare un’impedenza qualunque in un’al-
tra avente rapporto u® con ia prima.

Ci si avvicina a tali condizioni ideali ogni qualvolta il quadrato del-
Pimpedenza Z, del ramo trasversale sia notevolmente maggiore di
ciascuna delle impedenze Z,, Z, delle due branche longitudinali del
eircuito equivalente, essendo tutte tali impedenze ridotte o a primario
o a secondario. In tal caso, se il lato primario viene alimentato
con una tensione alternativa E, ai capi di un’impedenza inserita al

seecondario si disporra di una tensione V sensibilmente uguale ad f E,
1

e la corrente I, erogata dal primario sara prossimamente uguale al prodotto

di s ! per la corrente I, che circolerd nell’impedenza secondaria. Invero,

la dlﬁerema fra E e V corrisponde alle cadute di tensione dovute al pas-
saggio delle correnti I, e I, per le branche longitudinali del T, che saranno
molto piccole in confronto ad E e V, se, come si & supposto, & Z, < Z,,

. N s Ny
e Z,< Z,; e la corrente I, risulterd sensibilmente uguale ad ~n—— I, se
2

Z,, & sufficientemente grande.

Questo ragionamento suppone tacitamente che nella valutazione di
Z, e Z, si intenda in esse conglobata, per la prima, 'impedenza interna
del generatore cui & dovuta la E, e per la seconda la stessa impedenza
di carico, cioé dovra Z, superare notevolmente sia la impedenza com-
plessiva della branca primaria sia quella della branca secondaria. E
non & fuori di luogo osservare che, ove da tali condizioni si sia lon-
tani, sono da attendersi risultati sensibilmente diversi da quelli abituali.
Ad es. quando Vimpedenza interna R, del generatore d’alimentazione &
molto elevata ed in confronto ad essa la reattanza L.,w del primario &
pinttosto picecola — come pud avvenire ad es. nel caso di primario in
serie con tubi elettronici, quando il funzionamento sia limitato alle piu
basse frequenze della gamma acustica — la corrente primaria risulta
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praticamente — jg—}l indipendentemente dal valore di L,, e quindi la

tengione secondaria nel funzionamento a wvuoto (dalla quale poco dif-
ferisce quella ai capi del carico, se la resistenza e la reattanza di disper-
sione secondaria sono, come generalmente accade, piccole in confronto
all’impedenza di carico) ridotta a primario risulta sensibilmente -~ L,w ok
. 1
R . . .o E n, )
la, tensione secondaria effettiva vale quindi L‘“’f?’ essendo n,, n, i
1 1

numeri di spire secondarie e primarie, laddove, quando I'impedenza in-
terna fosse molto esigua, la tensione secondaria ridotta a primario si
serberebbe praticamente uguale alla primaria E ¢ quindi la tensione

secondaria effettiva uguaglierebbe E—:? La tensione secondaria effet-
1

tiva varia dunque, nel secondo caso, in modo inversamente proporzio-

nale al numero n, delle spire primarie, mentre nel primo, ricordando

che I, & proporzionale ad n?, essa varierebbe proporzionalmente ad n,.

Come si & detto, dei fenomeni secondari nel ferro (isteresi, correnti
parassite) si puo tenere approssimativamente conto agssociando all’indut-
tanza della branca trasversale del T equivalente una conveniente (pic-
cola) resistenza in serie o una (grande) resistenza in parallelo. T valori
di tali resistenze saranno da desumersi dalle considerazioni a suo tempo
fatte (Cap. II).

Occorre infine tenere presente che le successive spire di ciascun avvol-
gimento, come gi% si & osservato in generale in II, 13, si eomportano
come armature di condensatori, ed altrettanto avviene degli avvolgi-
menti rispetto ai supporti, non solo, ma anche del primario rispetto al
secondario. Di cid puod tenersi approssimativamente conto pensando
le induttanze proprie e mutue completate con opportune capaciti
in parallelo, che indicheremo con C,, C;, C,,, con riferimento a quelle
che interessano il solo primario, il solo secondario e la coppia di avvol-
gimenti (di cui si sono supposti connessi due estremi, il che & ovviamente
lecito secondo il punto di vista che qui ci oecupa).

5. - Quadripolo equivalente. - Curve di risposta. — I1 quadripolo equi-
valente dovra pertanto completarsi secondo lo schema rappresentato in
fig. 113, in cui R,, R, rappresentano le resistenze ohmiche degli avvolgi-
menti. La capacitd ¢, pud considerarsi come un carico supplementare
in parallelo sul generatore, e la capacitdy C, & pensata aggiunta in deri-
vazione sul carico secondario. Gli elementi R,, (1 — k)L, e C, figurano
nello schema ridotti a primario, ciod i primi due divisi, il terzo molti-
plicato per il quadrato n* del rapporto fra i numeri delle spire secondarie
e primarie. Quanto alla capacitd C,, la intenderemo derivata fra gli
estremi dei due avvolgimenti, supposti in accoppiamento perfetto (cioé
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come ge le reattanze di fuga fossero esterne all’apparecchio). Bgsa per-
tanto risulta sottoposta ad una tensione effettiva uguale ad (n + 1) volte
quella che esiste ai capi della branca centrale (e che espressa in termini
di primario indicheremo con E), il doppio segno riferendosi ai due casi
in cui i due avvolgimenti hanno disposizione tale che, supposti riuniti
per un capo, la tensione E fra il capo libero dell’uno ed il capo comune
risulta in fase, oppure in opposizione, rispetto a quella fra il capo comune
ed il capo libero dell’altro. La potenza reattiva in giuoco in tale G, vale
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Fig. 113

CowE?*(n 4 1) e pertanto la capacif:é, C,, puo sostituirsi con una di valore
O (n - 1)? derivata sulla tensione. E, cio¢ sulla branca trasversale del
circuito equivalente, come indicato in figura.

L’impedenza caratteristica del trasformatore comclde progsimamente
con la media geometrica della impedenza trasversale Z, e della longitu-
dinale Z, + Z,, come facilmente si riconosce pensando che, essendo
Z.>Z,+ Z,, 'impedenza a vuoto vale circa Z,, e quella di corto cir-
cuito circa Z, 4+ Z,. Richiamando le considerazioni svolte a proposito
delle proprietd energetiche dell’impedenza caratteristica, si deduce che,
chiudendo il secondario su questa, si realizza il massimo rendimento del
sistema.

La presenza delle capacita C,m? e C,(n 4+ 1)* da luogo ad un fatto
che interessa rilevare percheé di grande importanza, come vedremo a suo
tempo, nel funzionamento degli amplificatori a trasformatore. Se si ali-
menta il primario con una tensione di amipiezza costante, di cui venga
fatta gradualmente crescere la frequenza, si incontra dapprima una fre-
quenza — detta di risonanza in parallelo — per la quale la corrente assor-
bita dal primario ¢ minima. Essa & quella per la quale il sistema costi-
tuito dalla branca centrale e dai rami su di essa derivati a destra costi-
tuisce un sistema risonante. Trascurando la resistenza dell’induttanza di
fuga (1 — k)L,, la pulsazione w, di cui si parla & determinata da:

1 1
kLo, =( w(n + 1Y w, + 1 .
"C,M - (1 — k)L,w,,
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A questa relazione si pud sensibilmente sostituire la:

LLCa? + Cu(n + 1o =1,
eiod

cui si perviene pensando la C,(n -+ 1)* derivata ai capi di Cn? anziche
sulla branea kL,, il che & praticamente lecito per la piccolezza della reat-

tanza (1 — k)L,w, in confronto alla - —
Cmiw,

Aumentando la frequenza, la reattanza kL,w della branca trasversale
aumenta fino a che la sua presenza non modifica sensibilmente la reat-
tanza offerta dal sistema parallelo costituito dalla capacitd C,(n -+ 1)
e dal sistema di Cm2, (1-— k)L, in serie. Frattanto si perviene ad una
pulsazione w, — detta di risonanza in serie — caratterizzata dall’annulla-

mento della reattanza offerta dalle due induttanze di fuga e dalle capa-

citd Cn(n 4 1)2 e Cm?. Tenuto conto che & 1 —Fk :—‘5—, tale w, risulta
definita da :
(T 1 ) 1
=2 Lo, —
Ly ¥ Usnzws») (\ Cn (1 :L—,L)f‘eoi)
g Taws+ 1 1 ’

— L (g — o e L

2 T O, Op(n + 1)20,
alla quale relazione, trascurando i termini in 7% in confronto a quelli
contenenti la prima potenza di 7, si pud dare l'aspetto pit semplice:

'
T L, l—;— Coln - 1)2 + sz] =1,

cioe:
(11) 71,00k =1
, 1 1e 1
con C, :—.n‘l%C,—}——?T(li%—) C'ms:Cz—'—z‘Cm(n:’k 12

La capacitd C, differisce in generale ben poco da C, (*), talche, con-
frontando le (10), (11), si deduce:

w,,gws\/:r—.

Tl rapporto fra le frequenze di risonanza serie e parallelo corrisponde
dunque approssimativamente alla radice quadrata del coefficiente di di-

(*) Negli ordinari trasformatori telefonici, le C, sono dell'ordine di 150 = 200 ppF,
le C,, dellordine di 20 = 30 ppF, ed il rapporto n & generalmente 3 - 5.
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spersione Ad es., per valori di 7 dell’ordine di (1 = 1,5)10-2, si ha
= (10 + 12)w,.

E 1nteressante esaminare la cosi detta curve di msposta del trasfor-
matore alle varie frequenze d’eccitazione, cioé il diagramma della ten-
sione secondaria a_vuoto (a paritd di tensione impressa al primario) in-
funzione della frequenza. Nelle applicazioni radiotecniche 1’alimentazione

04 - \

02 =
0 i i P
10 100 I 1000 | 10000 KHz
Jp=565 Js=5650
Fig, 114

del primario & generalmente effettuata con un tubo elettronico, equiva-
lente, come vedremo, ad un generatore di elevata resistenza interna.
Intenderemo allora tale resistenza conglobata con la resistenza del pri-
mario, cosicché si avra in definitiva da studiare il comportamento di
un eircuito del tipo disegnato in fig. 113 ma con resistenza R, molto
elevata.

La fig. 114 mostra un tale diagramma per un sistema caratterizzato
dai seguenti valori dei parametrd

R, =17500Q, R,=10009Q, R, = 3000009Q,
n=3, v=10"%, C, L0, =1600uu¥F, L, =350H,

eui corrisponde

1

- — ), = = = 352 , = D 6!

w, = Jio. = = 3520 (f, = 565 Hz), w, = \/rLF = 35200 (f, = 5650 Hz).
Per basse frequenze, il ecircuito equivalente pud seusibilmente rite-

nergi ridotto a quello di fig. 115 a) dove nella resistenza indicata con R

sono conglobate la registenza interna del generatore, quella del primario

e quella del secondario (ridotta, ben inteso, a primario). Esso & dedotto

dal cirenito completo sopprimendo le reattanze di dispersione e le capa-
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cith derivate, e ritenendo kL, 2 L,. Applicando poi a tale circuito la
trasformazione indicata in I, 12, ad esso si potrd sostituire?quello di

14
fig. 115 b), a tre branche in parallelo alimentate dalla corrente fl La
tensione secondaria risulta

‘T e .Y_}. 1
7 R 1 1 1’
TR o
P 1 . Vz Llw
ciod ¢ =—""5"—""5, da cui = = e
Vv, R, R, ’ 1 . R 2
LB T Vs +om (32 + 1)
b) v
c f
R3 Rm L, v

Fig. 115
Essendo in generale R,, > R,, tale espressione si semplifica in

V. Lw

Vo T VE T Ger
Finehé L,w si mantiene abbastanza piccolo in confronto ad R, (),
. |4 . . .
il rapporto —172 varia in modo sensibilmente proporzionale ad . Aumen-
1

tando la frequenza, nel circuito equivalente si dovra tener conto dell’ef-
R fetto di C,, secondo le indicazioni della

WWW ° fig. 116. Ally frequenza di risonanza
parallelo, il sistema equivale alla dispo-

sizione in serie di R ed R,, ed il rap-

V . .
porto <= tende pertanto a
1
B _
° R Y E.
valore assai prossimo all’unitd. La ri-
sonanza parallelo non & perd molto acuta in quanto che la resistenza

Fig. 116

(1) Per 0 < Lo < —%- R,, il radicale varia fra R, e 1,12 R,.
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E & dello stesso ordine di grandezza della reattanza L,w, non solo, ma
la presenza di rL, in serie con C, modifica la tensione V¥V, secondo il
rapporto

1 1
we, ol )

il cui valore assoluto & msgggiore dell’unita.
Col crescere di w, va diminuendo Vinfluenza dei rami L, e R, in
parallelo, mentre quel rapporto va crescendo fino a raggiungere un mas-
simo alla risonanza serie. Tale aumento & perd
rallentato dalla presenza di L, in parallelo e co-
munque non & molto rapido perche il circuito serie
cui il sistema tende ad equivalere per le piu alte
frequenze, ha risonanza poco acuta a causa del-
I’'elevato valore di R,. Pertanto si ha che per le
pulsazioni comprese fra w, ¢ w, le variazioni di V,
si mantengono in imiti modesti, facendosi ‘sensibili
soltanto nell'immediata prossimitd della pulsazione
_w,. Oltrepassata guesta, I'influenza della L, in paral-
lelo si riduce praticamente nulla, talche il sistema equivalente si sempli-

Fig. 117

fica tendendo a quello di fig. 117, ed il rapporto %:3 cade secondo la legge
/ . 1
Ve _ 1 _ 1
14 Ve olor LV L@V, (@) <F
1 020)'/1{2—{—(15(0—‘ 0;{)) I 8—5(—2—) -+ [(%:—s) ——1]|
’ 1 /<L
L
(= L),
‘/

1
esempio in fig. 114, nella quale si vede che, per una larga gamma di fre-
quenze, il rapporto stesso si serba poco discosto dall’unitad. Diminuendo
le dispersioni, la gamma stessa si allarga, ma il diagramma presentera,
nell’intervallo fra w, ed w,, un avvallamento tanto pil sensibile gquanto
pilt w, differisce da w,. Ci0 ovviamente & dovuto al fatto che le due de-
pressioni a destra di w, ¢ a sinistra di w, non riescono convenientemente
colmate dall’azione correttrice che il gistema vL,, (, esercita su L, per
pulsazioni non molto superiori ad w,, rispett. che L, esercita sul si-
stema 7L,, C, per pulsazioni non molto inferiori ad w,.

Quando si debba operare con elevate frequenze, i trasformatori a
nucleo di ferro non possono pilt usarsi, data I'importanza notevole che
per essi acquistano i fenomeni secondari (correnti parassite, isteresi). Si
ricorre allora a dispositivi senza nucleo, i quali sostanzialmente non dif-

Dell’andamento generale di V_2 in funzione della frequenza si ha un
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feriscono dai precedenti se non per l'ordine di grandezza del fattore d’ac-
coppiamento k, che in tal caso differisce dall’'unitd di alquanti decimi.
T’assenza di nuclei consente anche facilmente la realizzazione di sistemi
in cui il coefficiente k puo essere, entro certi limiti, variato. Per il eom-
portamento di tali apparecchi non vi & che applicare quanto & stato det-
tagliatamente esposto al Cap. IIT. )

6. - Quadripoli a earattere filtrante. — Presentano un particolare inte-
resse per le applicazioni telefoniche e r. t. quei sistemi quadripolari per
i quali & nulla la parte reale dell’esponente di trasduzione.

In tal caso, nell’ipotesi di chiusura sull’impedenza immagine, in ogni
cas0 necessaria per realizzare il piu conveniente funzionamento del qua-
dripolo, la potenza apparente di uscita & uguale a quella di entrata, in
quanto che il rapporto fra le due, avendo nullo il logaritmo, vale uno.
E se, come spesso accade, si ha a che fare con quadripoli simmetrici, e
quindi di chiusura sulla impedenza caratteristica, si realizza separata-
mente la uguaglianza fra i moduli delle correnti e fra quelli delle tensioni.

Se ¢i0 avviene, non per una sola frequenza, ma per un gruppo — in
generale continuo, cioé, come si suol dire, per una banda — di frequenze,
la corrispondente cellula quadripolare prende il nome di filtro, in quanto
che la sua interposizione fra un sistema alimentatore ed un sistema ricettore
fa 8i che, se quello contiene elementi (correnti, tensioni) di varie frequenze,
in questo si ritrovano inalterati (in ampiezza, ma in generale non in fase)
solo quelli aventi frequenze appartenenti alla banda o zona di filtrazione.

Tale zona, come §’8 detto, & in generale continua. Se essa comprende
tutte le pulsazioni inferiori ad una certa w,, il filtro si chiama passa-
basso, ed w, ne & la pulsazione limite (0 di frontiera, o di taglio); se in-
vece comprende tutte le pulsazioni superiori ad una certa w,, il filtro
prende il nome di passa-alto e la zona di filtrazione & anche in questo
caso determinata dalla sola w,, che ancora si denomina pulsazione limite,
o frontiera (inferiore). Se le pulsazioni della banda di filtrazione sono
quelle comprese fra due certe frontiere w, ed w, (0, < w,) diverse da 0
e da oo, il filtro dicesi passa-banda o a banda passante. Si possono infine
avere anche filtri ad eliminazione di banda, tali cioé che la gamma costituita

~

dalle pulsazioni passanti & quella esterna

T passa-tasss passa-aite |~ ad un certo intervallo w,, w, (w; < ws).
< W, : > | B facile vedere che, con degli elementi
di filtro passa-basso e passa-alto si possono

Fig. 118 costruire tutti gli altri,

Invero, per w, < w;, disponendo in cascata un passa-basso di fron-
tiera w, con un passa-alto di frontiera w,, si forma ovviamente un si-
stema atto a lasciar passare oghi pulsazione compresa fra w, ed w,; e ad
arrestare le altre (fig. 118); ed analogamente, se si dispongono «in pa-
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rallelo » un passa-basso di frontiera w,, con un passa-alto di frontiera
w,, come alla fig. 119, si costi-

/— “°passa~a/:g‘f' ~ tuisce un sistema che lascia pas-
e [, 2 W] sare, attraverso il primo ele-

mento, ogni pulsazione < w,,
e, attraverso il secondo, ogni
pulsazione > w,, mentre le pul-

o . :
Passa-basso sazioni comprese fra w, ed w,
1 I3 N
[, =W non trovano passaggio né per
'una né per l'altra via.
Fig. 119
Y. - Condizioni di filtrazione. - Filtri tipici elementari. — Vediamo

sotto quali condizioni un T simmetrico pud avere proprietd filtranti, cioé
indaghiamo se esistono pulsazioni tali che, quando il quadripolo sia chiuso
sulla sua impedenza caratteristica, esso non produca, per quelle pulsa-
zioni, attenuazione di corrente e di tensione.

Come si & detto, tale condizione equivale all’altra che l’esponente di
trasduzione g sia un numero immaginario puro; quindi dalla (19°) di
Cap. IV, ricordando che (App., A, 1) &:

ele + e—ie
2

= ¢o§ a ,

. Z .
3i deduee che 1 +- —2~—zi deve essere reale e compreso fra —1 e ++ 1, cioé
2

/
=+ reale e compreso fra 0 e — 1.
4Z,
Deve dunque innanzi tutto aversi un valore reale e negativo per il

VA
rapporto 4—ZL e pertanto questo numero dovra avere per argomento -+ .
2

Siccome poi gli argomenti di Z, e Z, sono compresi fra — g— e + %, cio
non pud verificarsi se non quando Pargomento di Z, & 4- % e quello di
Z, ¢ F —g— Ne segue che le due impedenze Z, e Z, debbono essere delle
pure reattanze, che indicheremo con jX, e jX,, essendo X, X, numeri

reali di segno opposto. Pill precisamente poi, deve il rapporto 1—1%— risul-
2

tare compreso fra 0 e — 1.
Se la costituzione del sistema & data, le grandezze X, e X, sono delle
note funzioni della pulsazione w, e le inequazioni

X,
(12) —1<gzy, <0
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definiscono le (eventuaili) pulsazioni per le quali il quadripolo ha pro-
prietd filtranti.
Siccome poi il quadrato dell’impedenza caratteristica
: X3 X,
73 =— X, Xo— P =~X2(X o L)

& positivo o negativo secondo che il rapporto 42?1 € interno o esterno
2

alVintervallo (—1,0), si conclude che le frequenze per le quali Vatte-
nuazione ¢ nulla oppure diversa da zero sono quelle per le quali ’impe-
denza caratteristica ¢ una pura resistenza, rispettivamente una pura
reattanza.

Che nel primo caso l'attenuazione prodotta dal quadripolo sia nulla
8i puod senz’altro dedurre mediante il ragionamento che gia facemmo in
altra occasione (pag. 205). Nel secondo c¢aso, la misura dell’attenunazione

si pud calcolare mediante la (19”) del Cap. IV, la quale fornisce

X X
_]+9X2+X per ")f:‘>0 oppure X: <—4,

essendo j.X, la reattanza caratteristica. Siccome tale X, ha sempre il
segno di X, (%), si verifica agevolmente che il valore assoluto del secondo
membro & sempre > 1, e precisamente esso risulta positivo (attenuazione
senza sfasamento) o negativo (attenuazione con inversione di fase) secondo
X, X,

che & = >00X2 — 4.

ana di proseguire, & bene notare che una reattanza qualunque, cer-
tamente ottenuta connettendo in vario modo delle induttanze e delle
eapacitd, ha un valore (algebrico) X che, al crescere della frequenza, cre-
sce sempre.

(1) 11 segno spettante ad X, si determina pensando che le reattanze iX,, jX, siano
il im Z,, lim Z, delle impedenze Z, = R, 41X, Z, = R, + jX; a resistenza positiva.
By>0  Bes0
A]]lom, partendo da
Z
2 2
7E = 7 ( Z+7 )

1
si ha che Z, vale il prodotto di Z, per quella delle radici quadrate di -%—2 -+ T che ha
1
positiva la parte reale. Da cid segue che, nei casi in cui Z, tende ad una pura reattanze
[D. 9 (cioé per —% > 0 oppure << ———4), tale X, ha sempre il segno di X;. Infatti se X,
: Z

. 1 .

e X, hanno lo stesso segno (primo caso), il fattore f + T tende ovviamente ad un nu-
1

mero reale positivo, ed altrettanto avviene quando X, e X, hanno segni opposti (se-

condo caso), perché in tal caso il valore assoluto di _XE & minore di e
1
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Y

La cosa & evidente per gli elementi semplici del tipo L o C, perché
tanto Lw quanto — b’% sono funzioni .crescenti di w. Se ad uno di que-

sti se ne aggiunge un secondo in serie, siccome la reattanza risultante
& la somma delle componenti, si avra che, essendo ciascuna di queste
crescente con w, altrettanto avverra della loro somma. Se invece il se-
condo elemento X, viene aggiunto in parallelo al primo X,, si ottiene
una reattanza complessiva di valore:

1
1 17
T, Tx,

X =

..

e poiché il denominatore di questa espressione € certamente funzione
. \ . . .. 1 1

decrescente di w, perche tali sono 1 due termini Y X che lo compon-
1 2

gono, ne segue che X & crescente con w. Se ad un sistema di due ele-
menti se ne agsocia un terzo, tale associazione non potra farsi che dispo-
nendo questo in serie o in parallelo ad uno dei due primi, e si conclude
subito che il sistema risultante ha reattanza crescente con la frequenza,
e cosl continuando si arriva a stabilire che la proposizione enunciata &
vera sempre.

Per una reattanza X composta di elementi variamente collegati fra
loro, 8i potranno avere in generale dei valori di w pei quali la reattanza
complessiva risulta nulla, altri pei quali essa risulta infinita. Il corrispon-
dente diagramma dei valori di X avrad un andamento tale che, per pul-
sazionl crescenti, il passaggio attraverso una delle prime avviene con
mutamento di segno dal negativo al positivo, attraverso una delle se-
conde con mutamento dal positivo al negativo.

Si osservino, ad es., i diagrammi della fig. 120, i quali rappresentano
le variazioni della reattanza in sistemi la cui costituzione & accanto a
ciaseuno indicata. ‘

11 primo @) ¢ ovviamente rettilineo, il secondo b) ¢ un ramo di ipex-
bole equilatera: per il terzo ¢), che & pure un ramo di iperbole, si ha una
pulsazione wy, = \/%—C per cui & X = 0, mentre il valore X = oo non si
ha che per v = 0 ed w = oo per il quarto d) si ha X = 0 per w = 0,

1 : I
\/fﬁ’ pel quinto ¢) si ha
—:1:::: (oltre la w = oo) per cui ¢ X = 0, ed una
| VG,

Wy = V .ngj%g* (oltre la @ = 0) per cui 8i ha X = oo. Nelle figure,

1ve

w = oo, ¢ X = oo per la pulsazione w, =

una pulsazione w, =
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ingieme ai diagrammi delle reattanze X, sono anche indicati quelli delle
corrispondenti suscettanze b, il che riesce assai comodo in quei casi (ad
es. d) ed ¢)) in cui si ha a che fare con connessioni in parallelo. I dia-
grammi di suscettanza nei casi elementari a) e b) sono rispettivamente
una iperbole ed una retta, nel caso c¢) si frova ancora una iperbole; nel

I A
X=— 1
<o
&
b=yt
&
a) b)
L
X ! ;: I
c ety o Cy
P (W) 1
=1 b=
~tw L5
X = i (’:’ X ¢
, Lo 6w N
K7 =L 3, Beb =
bh=—Cw { ivbg | By=—Ct
d) e)
Fig. 120

caso d) si ha pure una iperbole, per tracciare la quale converrd sommare
1 diagrammi delle suscettanze b, = Lw e b, = — Cw delle due branche,
e poi costruire il diagramma reciproco (ciod ad ordinate reciproche) di
quello; analogamente, nel caso ¢) si sono sommati i diagrammi delle
suscettanze b, e b, delle due branche ed invertito il risultato.

In generale, per conoscere se un quadripolo di reattanze ha proprieta
filtranti e determinare le eventuali relative bande, basta risolvere le ine-
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gquazioni (12), il che pud farsi assai agevolmente una volta che siano
tracciati i diagrammi delle variazioni di X, ed X,.

Invero, le pulsazioni cercate sono ovviamente quelle per le quali i
diagrammi di X, e di — 4X,, il primo dei quali ha andamento crescente,
il secondo decrescente, sono cosi disposti che il primo si svolge piu vicino
all’asse w che non V'altro. Per es., nei due casi della fig. 121, le bande di

passaggio sarebbero quelle corrispondenti ai segmenti dell’asse w segnati
con tratto ingrossato.

Figs 121

Limiteremo le nostre considerazioni a quei quadripoli le cui reattanze
costitutive X, ed X, presentano una sola pulsazione (escluse la 0 e la o)
per la quale la rispettiva reattanza assume valore nullo o infinito. Esse
quindi non potranno essere costituite che da uro o due elementi L, C,
fra loro connessi in serie o in parallelo.

Cid premesso, possiamo facilmente risolvere il problema della costru-
zione di un quadripolo di reattanze avente proprieta filtranti per le
pulsazioni di una certa gamma o banda definita dalle frontiere w,, w,
(v, < w,;), ponendo anche la condizione che le reattanze costitutive del
medesimo siano composte con non pin di due elementi del tipo L, C.
Questi potranno essere fra loro connessi in serie o in parallelo, talché le
reattanze X,, X, saranno tali da presentare, nell’intervallo (0, co), non pilt
di una frequenza di risonanza e non pit di una frequenza di antiriso-
nanza, cosl chiamando, per brevitd, le frequenze per le quali la relativa
reattanza assume il valore zero rispettivamente infinito.

Siccome, nell’intervallo (w,, w.), X; e X, debbono risultare di segni
opposti, nessuna delle due cambierd segno nell’interno dell’intervallo stesso
oppure esse cambieranno segno simultaneamente. Escludendo per ora
questo caso, ciagscuna delle X,, X, serbera segno c