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Prefazione (scritta per la prima edizione)

Leggilo!
Isaia 29:12

Questo libro racconta una storia. La storia riguarda i concetti, le idee, i me-
todi e i risultati fondamentali dell’informatica. Non parla di computer, né di
programmazione, anche se è influenzato pesantemente da entrambi.

Lo scopo del libro è di riempire un buco nella letteratura, quello che ha a
che fare con la rivoluzione dei computer. Ci sono molti libri eccellenti sui com-
puter, che coprono in dettaglio le loro strutture, le loro funzionalità e come
operano. Ci sono anche molti libri su come scrivere programmi in moltissimi
linguaggi. Questi libri esistono a vari livelli, alcuni indirizzati a persone che
non hanno mai avuto a che vedere con i computer, altri indirizzati a profes-
sionisti . In aggiunta, ci sono molti libri che coprono argomenti “periferici” a
questa tecnologia, come gli aspetti sociali e legali della rivoluzione; cos̀ı come
ci sono libri che descrivono la rilevanza dei computer in tutta una serie di aree
applicative. Tutto ciò non è una sorpresa. La gente è incuriosita dai compu-
ter, e vogliono sapere come usarli. Tipicamente sono anche interessati a tipi
particolari di computer, e ai loro usi specifici.

E poi ci sono i libri di testo. L’informatica, infatti, sta crescendo molto
velocemente come disciplina accademica, e il numero di studenti che vogliono
affrontare questo corso di studi all’università è in crescita. Discipline accade-
miche consolidate hanno libri di testo eccellenti, e lo stesso è vero anche per
l’informatica. Negli anni sono stati scritti molti libri di testo belli ed esaustivi,
contenenti resoconti tecnici molto dettagliati degli argomenti che gli studenti
di informatica dovranno affrontare. Nonostante la velocità stupefacente con
cui alcune innovazioni tecnologiche diventano obsolete e sono rimpiazzate da
nuove, le basi dell’informatica, e quindi molti dei concetti che devono essere
visti in un curriculum di studio, cambiano molto lentamente, e a volte non
cambiano mai. L’avvento di nuove tecnologie e linguaggi ovviamente richiede
continue revisioni, che devono riflettersi nella letteratura scientifica. Ciò no-
nostante, esiste un intendimento generale sugli argomenti fondamentali che
gli studenti di informatica devono apprendere.

Sembrerebbe evidente che chiunque avesse qualcosa a che vedere con i
computer dovrebbe conoscere questi argomenti, e non solo quelli che hanno



deciso di spendere tre o quattro anni della loro vita nell’ottenimento di un
determinato diploma. Però, visto il compiersi di una vera e propria rivoluzione,
molti di questi argomenti, e i ragionamenti che li accompagnano, dovrebbero
essere messi a disposizione di chiunque ne avesse curiosità, anche se questa
persona non avesse nulla a che fare con i computer.

I libri che si occupano innanzitutto di computer o programmazione sono
nati per motivi diversi. I computer sono fatti di bit e byte, mentre la pro-
grammazione viene effettuata mediante linguaggi che obbediscono a regole di
grammatica e punteggiatura molto rigide. Di conseguenza, i libri sui computer
spesso soffrono della “sindrome bit/byte”, mentre i libri sulla programmazio-
ne della “sindrome del punto e virgola”. In altre parole, il lettore finisce per
spendere moltissimo del suo tempo a imparare i principi di un particolare
computer e le regole sintattiche di un particolare linguaggio di programma-
zione (o entrambe le cose). Sembrerebbe impossibile spiegare le cose senza
prima descrivere in dettaglio o la macchina o un mezzo di comunicazione (o
entrambe le cose).

Molti libri di testo avanzati però trattano le basi, ma per loro stessa natura
si concentrano su argomenti specifici, e lo fanno a un livello tecnico inadatto
al lettore inesperto. Anche i programmatori professionisti e gli analisti di
sistema potrebbero non avere le basi (o le motivazioni) per leggere libri scritti
per studenti di informatica a tempo pieno.

Curiosamente, sembra esistere pochissimo materiale dedicato alla scienza
della computazione che tenga presente sia il lettore generale che il professio-
nista. È ancora pi’‘u curioso se si pensa all’abbondanza di questa tipologia di
letteratura in altre aree scientifiche come la fisica, la biologia, la chimica e la
matematica, per non parlare delle arti e delle materie umanistiche. Sembra
esistere un acuto bisogno di avere un resoconto tecnicamente dettagliato, ma
allo stesso tempo espositivo, delle basi dell’informatica; uno che soffra il meno
possibile delle sindromi bit/byte, del punto e virgola e dei loro derivati, uno
che trascenda le difficoltà rappresentate dalle difficoltà tecnologiche e lingui-
stiche, e uno che sia utile sia ai professionisti che ai non-professionisti. Sembra
che siamo stati tutti occupati dalla rivoluzione per accorgerci di questa grande
necessità.

Questo libro rappresenta un tentativo in questa direzione. Il suo obiettivo è
di presentare un resoconto leggibile degli argomenti più importanti dell’infor-
matica, stressando la natura fondamentale e robusta di questa scienza, in una
forma virtualmente indipendente da qualsiasi computer specifico, linguaggio
o formalismo.

Questo libro nasce da una serie di lezioni tenute dal primo autore su “Galei
Zahal”, un’emittente radiofonica nazionale israeliana, tra l’ottobre del 1984 e
il Gennaio del 1985. Parla dell’algoritmica, ovvero dello studio degli algorit-
mi.Un algoritmo è una ricetta astratta, descrive un processo che può essere
eseguito da un umano, un computer, o da un altro esecutore. Rappresenta
dunque un concetto molto generale, e ha molteplici applicazioni. L’interes-
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se e uso principale, però, nascono quando l’algoritmo viene eseguito da un
computer.

Questo libro potrebbe essere utilizzato come base di un corso introduttivo
all’informatica, di un semestre, in una scuola di ingegneria. Altrimenti, po-
trebbe essere utilizzato come lettura supplementare in molti tipi di attività
educative legate ai computer, dai corsi di base di programmazione a corsi più
avanzati di informatica. Il materiale qui coperto, anche se non vuole crea-
re programmatori o analisti migliori, può aiutare la gente che lavora tutti i
giorni con i computer, visto che fornisce un quadro d’insieme di alcuni degli
argomenti fondamentali del loro lavoro.

I capitoli iniziali discutono il concetto di problema algoritmico e di
algoritmo in grado di risolverlo, prima di passare a una discussione della
struttura di un algoritmo, dei dati che possono manipolare, e dei linguaggi
in cui sono programmati. Completata questa fase, la seconda parte del libro
volge lo sguardo ad alcuni metodi generali e paradigmi per la progettazione
algoritmica. Ciò è seguito da due capitoli sull’analisi di programmi, e in parti-
colare la loro correttezza ed efficienza (principalmente temporale), incluse
tecniche per stabilire il primo e stimare il secondo. La terza parte del libro è
dedicata ai limiti inerenti agli algoritmi eseguibili, e quindi ai computer che
li eseguono. Viene dimostrato che alcuni problemi ben definiti, inclusi alcuni
molto importanti e pratici, non sono risolvibili da computer in quantità ra-
gionevoli di tempo (diciamo la durata di una vita umana), e non lo saranno
mai. Peggio ancora, viene dimostrato che alcuni problemi sono dimostrati es-
sere non risolvibili del tutto, anche se si dispone di un tempo illimitato! Nella
quarta parte del libro 1 i requisti vengono rilassati usando, per esempio, atti-
vità concorrenti o il lancio di monete per superare alcune delle difficoltà.
Questi capitoli discutono anche i sistemi reattivi e distribuiti, cos̀ı come la
crittografia. Infine, viene discussa la relazione tra i computer e l’intelligenza
umana, enfatizzando l’euristica “soft”, o intuitiva, della seconda, e i problemi
che sorgono nel relazionarlo all’euristica “hard” dell’algoritmica.

Il libro è stato scritto perchè venisse letto o studiato in maniera sequen-
ziale. È stato organizzato in modo che ogni capitolo dipendesse da quelli pre-
cedenti, ma tenendo a mente che dovesse essere di facile lettura. La maggior
parte del materiale nella prima parte dovrebbe risultare noto a chi possiede
già basi di programmazione. Dunque, coloro possono semplicemente sfogliare
i Capitoli 1, 2 e alcune parti del Capitolo 3.

Alcune sezioni contengono materiale relativamente tecnica e possono essere
saltate da coloro che non vogliono perdere troppa continuità. Sono indentati,
e viene utilizzato un carattere leggermente più piccolo. Si raccomanda, co-
munque, “sfogliare” anche queste parti, in modo da garantire almeno un’idea
superficiale dei loro contenuti.

1 Si veda la sezione che segue “Novità della terza edizione”, visto che ora c’è anche
una quinta parte e la divisione è leggermente cambiata.
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Quando appropriato, vengono aggiunta alcune brevi discussioni sugli ar-
gomenti di ricerca di interesse attuale per i ricercatori. Il testo è seguito da
una dettagliata sezione di note bibliografiche per ogni capitolo, con puntatori
“all’indietro” in grado di legare le discussioni portare avanti nel libro con ciò
che è rilevante in letteratura.

Si spera che questo libro possa facilitare la comunicazione tra i vari grup-
pi di persone coinvolte nella rivoluzione dei computer, e tra questo gruppo e
quelle persone che, per ora, sono solo spettatori.

David Harel
Pittsburgh, Pennsylvania Febbraio 1987
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Novità della seconda edizione

“Guarda, questa è una novità?
Proprio questa è già stata nei secoli che ci hanno pre-
ceduto {...}”
Qoelet 1:10

La prima edizione di questo libro doveva essere letta da inizio a fine, e
poteva essere utilizzata come lettura supplementare in molti corsi. Insegna-
re un corso basato esclusivamente su di essa non era possibile, ma avrebbe
richiesto che il docente preparasse esercizi ed esempi, e che fornisse ulteriori
dettagli in determinati punti. L’edizione attuale contiene diversi esercizi, e le
soluzioni per almeno un terzo di loro. Gli esercizi risolti possono essere uti-
lizzati come supplemento al testo. Tre capitoli non hanno esercizi. Il Capitolo
1 è un’introduzione, il cuore del Capitolo 3 è semplicemente un sommario di
diversi linguaggi di programmazione, mentre il Capitolo 12 è un resoconto
non tecnico di alcuni argomenti legati all’intelligenza artificiale 2. In un cer-
to senso, questi tre capitoli non sono parti fondamentali per l’argomento del
libro –l’algoritmica– e nell’insegnamento di un corso basato su questo libro
potrebbero essere assegnati come lettura da fare a casa.

Il testo stesso non ha subito quasi cambiamenti, eccetto una nuova sezione
nel Capitolo 11 che descrive le dimostrazioni interattive e a conoscenza zero.
Il lettore potrebbe chiedersi perchè il testo non sia stato esteso ulteriormen-
te. I ricercatori informatici si sono presi forse una vacanza nei cinque anni
che sono passati dalla prima edizione? Invece di prenderla come una critica
al campo, esso dimostra che gli argomenti inclusi nel libro sono in realtà di
natura fondamentale, e quindi nessun cambiamento significativo è stato reso
necessario. Gli argomenti qui discussi sono di natura duratura. E forse il ter-
mine “classici” è più appropriato.

David Harel
Rehovot, Israele Maggio 1991

2 Si veda la sezione “Novità della terza edizione”, visto che alcuni dei numeri di
questi capitoli sono cambiati.



Novità della terza edizione

“{...} tutt’e tre della stessa grandezza {...} ”
Ezechiele 40:10

Questa volta è stato portato a termine una revisione più significativa. Ci
sono diversi cambiamenti importanti in questo libro, se si vanno a vedere le
prime due edizioni, inclusa l’aggiunta di due nuovi capitoli, di nuove sezioni,
e altro ancora.

La differenza che si nota subito è che per questa revisione ho dovuto chie-
dere aiuto... e per fortuna Yishai Feldman si è unito a me. Ha preso parte a
tutte le parti della revisione, ma in particolare si è assunto il compito di revi-
sionare il materiale che parla dei linguaggi di programmazione e di scrivere il
capitolo sull’ingegneria del software.

I cambiamenti più significativi sono stati:
Il libro è ora composto da cinque parti, invece che di quattro. Nella parte

I (Preliminari) il Capitolo 3 è stato interamente riscritto, e ora si intitola “I
linguaggi e i paradigmi di programmazione”. L’elenco dei linguaggi discussi
è stato revisionato e organizzato secondo paradigmi diversi, dando cos̀ı un’e-
sposizione della materia più aggiornata e informativa. Alcuni linguaggi sono
stati tolti del tutto (ad esempio, apl e snobol) mentre altri sono stati aggiunti
(C, C++ e Java).

La parte II (Metodi e Analisi), ovvero quella che va dal Capitolo 4 al
Capitolo 9, non ha richiesto grosse modifiche. Ancora una volta ciò è dovu-
to alla natura “classica” degli argomenti scelti, come già detto nella sezione
“Novità della seconda edizione”.

Il primo capitolo della parte IV (Rilassare le regole) prima si intitolava
“Parallelismo e Concorrenza”, mentre ora si intitola “Parallelismo, Concorren-
za e modelli alternativi”. Ci sono nuove sezioni sulla computazione quantistica,
incluso l’algoritmo di fattorizzazione di Shor, e sulla computazione molecola-
re. Questi argomenti possono essere considerati nuove forme di parallelismo,
anche se molto radicali. I due capitoli rimanenti sono stati costruiti separan-
do il materiale sugli algoritmi probabilistici (Capitolo 11) dal materiale sulla
crittografia (ora Capitolo 12) -nelle edizioni presentati insieme come unico
capitolo- ed estendendo entrambi con alcune discussioni riguardanti le ultime
novità dei rispettivi campi.

La parte V (Una veduta più ampia) conclude con il capitolo che prima
concludeva le edizioni precedenti, “Algoritmi e Intelligenza”, ed è ora diven-
tato il Capitolo 15. Ora, però, è preceduto da due capitoli nuovi: il Capitolo
13, “Ingegneria del Software”, e il Capitolo 14, “Sistemi Reattivi”. Il primo



è un tentativo di fornire un’introduzione generale alle questioni e ai problemi
che sorgono nello sviluppo di grossi sistemi software. Il secondo affronta le
difficoltà che sorgono nel caso dei sistemi reattivi, per via del comportamento
complesso che tengono con il passare del tempo.

A parte questi cambiamenti evidenti, l’intero testo è stato aggiornato con
piccole modifiche. Ci sono discussioni sui tipi di dato astratto, sulla non ap-
prossimibilità di determinati problemi NP completi, sulle dimostrazioni pro-
babilistiche, e sul nuovo algoritmo AKS, un algoritmo polinomiale per il test
di primalità. Il capitolo finale è stato anch’esso modificato in molti posti, ad
esempio, con una nuova discussione del problema della stanza cinese.

Gli esercizi sono più o meno stati lasciati come erano anche nella seconda
edizione, mentre le note bibliografiche sono tutt’altra storia. Dodici anni nel
mondo dell’informatica sono quasi un’eternità... Il formato usato nelle note
bibliografiche è lo stesso delle edizioni precedenti; ovvero, una sezione generale
all’inizio di ogni capitolo, con libri e riviste rilevanti, seguita da note dettaglia-
te che progrediscono nell’ordine dettato dal capitolo stesso e che puntano alle
pagine stesse del libro. Nel rivederle abbiamo dovuto aggiungere nuove note
per tutto il materiale nuovo del libro, ovviamente, ma abbiamo dovuto anche
riconsiderare e rivedere l’intero insieme di note. Speriamo che il risultato sia
uno strumento utile e aggiornato che possa fare da ponte tra questo lavoro
espositivo e ciò che si trova in letteratura.

Ora che la revisione è stata terminata, se dovessi dire quali sono stati gli
sviluppi più importanti degli ultimi 12 anni nel campo dell’algoritmica “pura”
(quindi escludendo l’ingegneria del software e dei sistemi), sarebbero proba-
bilmente tre: i risultati di non approssimabilità per i problemi NP completi,
l’algoritmo quantistico polinomiale per la fattorizzazione di Shor e l’algoritmo
polinomiale AKS per il test di primalità. Tutto quello che posso dire è: non
sarebbe straordinario se la maggior parte del lavoro nella prossima edizione
-semmai ci sarà ovviamente- venisse fatto per risultati di simile portata e im-
portanza?

{...} una corda a tre capi non si rompe tanto presto
Qoelet 4:12
Scrivi la visione e incidila bene sulle tavolette
perchè la si legga speditamente.
Abacuc 2:2

XV

David Harel
Rehovot, Israele Agosto 2003



Prefazione all’edizione italiana

L’informatica permea la nostra vita quotidiana, in ogni suo aspetto. Sia quan-
do è direttamente visibile, attraverso i computer che sono entrati nelle nostre
case e che ci consentono di navigare nella biblioteca virtuale planetaria e di
usufruire dei servizi di Internet attraverso il Web, sia quando è invisibile. È
invisibile quando sta nascosta (“embedded”, secondo il termine tecnico) nei
dispositivi con i quali interagiamo: dall’auto alla lavastoviglie di casa, dal te-
lefono cellulare al carrello della spesa al supermercato. All’informatica sono
delegate funzioni di grande rilevanza, dal cui corretto funzionamento dipen-
dono sistemi molto complessi e altamente critici. Essa ormai è ovunque e
senza di essa la società contemporanea non potrebbe sopravvivere. Eventuali
malfunzionamenti dovuti agli errori (informatici e non) possono spesso avere
effetti gravi o addirittura drammatici: dai danni economici nel caso di ope-
razioni finanziarie ai danni per la salute o la vita delle persone nel caso di
apparecchiature medicali o di sistemi di controllo.

A fronte di questa enorme diffusione della tecnologia e della sua rilevanza,
spesso manca, ad ogni livello, la consapevolezza che la tecnologia si basa sulla
scienza dell’informatica, dalla quale trae i suoi fondamenti. Ciò viene parados-
salmente dato invece per scontato in ogni altro settore, da quello dell’energia a
quello dei trasporti, che trovano nella termodinamica o nella meccanica i loro
fondamenti concettuali e le basi teoriche su cui si basano il progetto dei dispo-
sitivi, delle macchine e degli impianti. L’informatica viene spesso considerata
come una banale attività pratica, per la quale basta un po’ di dilettantismo e
non è richiesta una vera professionalità. È evidente invece che diffusione e ri-
levanza della tecnologia richiedono competenze solide e sofisticate, conoscenze
scientifiche ed elevata professionalità.

Il libro di David Harel rappresenta uno dei contributi più importanti alla
scienza dell’informatica. La sua uscita negli anni 90 ha segnato la storia del-
la disciplina e le sue successive edizioni hanno dimostrato la sua freschezza,
attualità e importanza. Harel ha una capacità unica nel combinare il rigore
e la profondità di pensiero con la leggerezza con la quale i concetti vengono
presentati e approfonditi. Si tratta di una capacità rara, in quanto spesso la



divulgazione dei concetti si accompagna a imprecisione o sciatteria dei con-
tenuti. Non in questo caso, tant’è che il libro può essere letto con piacere sia
dall’esperto informatico che dallo studente o anche semplicemente da chi è cu-
rioso nei confronti dei grandi temi della scienza ed è affascinato dalle domande
che, alla loro radice, toccano temi filosofici quali il confine tra la capacità di
elaborazione automatica delle macchine e l’intelligenza e creatività umana.
Il libro può essere dunque considerato sia come un testo didattico su cui gli
studenti universitari dei corsi di ingegneria e di scienze possono approfondire
i grandi temi teorici dell’informatica che come un testo di cultura scientifica
generale. È il dono prodotto dalla passione di uno scienziato che vuole comu-
nicare con tutte queste persone interessate e curiose, fornisce loro basi teoriche
e concettuali e le stimola a riflettere.

XVIII
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ti nel libro. È straordinario quanto il proprio approccio possa beneficiare dal
circondarsi di ricercatori di tale calibro.

Un ringraziamento molto special va a R. Rosner, che è stato coautore degli
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Queste sono le misure delle fondamenta.
2. Cronache 3:3



Parte I

Preliminari



1

Introduzione e revisione storica
ovvero, di cosa stiamo parlando?

{...} piccola cosa sarà la tua condizione di prima, di
fronte alla grandezza che avrà la futura.
Giobbe 8:7

I computer sono macchine straordinarie. Sembrano in grado di fare qualsiasi
cosa. Pilotano aeroplani e shuttle, e controllano centrali energetiche e impian-
ti chimici pericolosi. Le aziende non possono essere più portate avanti senza
di loro, e un numero sempre maggiore di sofisticate procedure mediche non
possono essere eseguite in loro assenza. Aiutano gli avvocati e i giudici quando
cercano precedenti storici negli archivi di casi giuridici, e aiutano gli scienziati
ad eseguire calcoli matematici straordinariamente complicati e contorti. In-
stradano e controllano milioni di chiamate su reti telefoniche intercontinentali.
Eseguono compiti con enorme precisione - dalla lettura e stesura di mappe
al trattamento di immagini grafiche, alla progettazione di circuiti integrati.
Possono sollevarci da molti compiti noiosi, come tenere una meticolosa traccia
delle spese domestiche, e allo stesso tempo fornirci diverse forme di intratte-
nimento come i videogiochi o la musica digitale. Inoltre, i computer di oggi
sono al lavoro per progettare computer più potenti per il domani.

È ancora più straordinario, perciò, il fatto che si possa pensare ai com-
puter digitali - anche quelli più moderni e complessi - semplicemente come a
grossi insiemi di interruttori. Questi interruttori, o bit , non vengono azio-
nati dall’utente, ma sono interruttori speciali, interni, che vengono gestiti dal
computer stesso. Ogni bit può trovarsi in una di due posizioni, o, in altre pa-
role, può prendere uno di due valori, 0 o 1. Tipicamente, il valore di un bit è
determinato da una qualche caratteristica elettronica, ad esempio la presenza
di una carica positiva o negativa in un certo punto.

Un computer può eseguire direttamente solo un numero esiguo di opera-
zioni molto semplici, come il complemento, l’azzeramento, o la verifica di un
bit. Il complemento cambia il valore del bit, l’azzeramento assicura che il bit
si trovi nella posizione 0. e la verifica di un bit fa una cosa se il bit se è già
nella posizione 0, e un’altra se non lo è (si veda Figura 1.1).

I computer possono differire per dimensioni (a seconda del numero di bit
disponibili), per tipi di operazioni elementari che sono in grado di compiere,
per velocità di esecuzione di queste operazioni, per i materiali fisici utilizzati
per realizzare i bit e la loro organizzazione interna, e, in maniera significativa,
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01011

01001

01101

Invertire questo bit 

Invertire questo bit 

Inversione 

01011

01001

01001

Azzerrare questo bit 

Azzerrare questo bit 

Azzeramento 

01011

01011

11011

  Se questo bit è 1, 
invertirlo

Se questo bit è 1, 
invertirlo

Test 

Figura 1.1. Operazioni sui bit.

per l’ambiente esterno. Quest’ultimo fa s̀ı che due computer, altrimenti simili
nel loro funzionamento, possano sembrare diversi a un osservatore esterno:
uno potrebbe assomigliare a un televisore con tastiera, mentre un altro po-
trebbe essere sommerso da quadranti e manopole. Ciò nonostante, l’aspetto
esteriore è di importanza secondaria se confrontato ai bit e alla loro gestione
interna. Sono i bit che “sentono” gli stimoli che arrivano dal mondo esterno
per via di bottoni, leve, tastiere, linee di comunicazione elettronica, o addirit-
tura microfoni e macchine fotografiche. Sono i bit che “decidono” come reagire
a questi stimoli, e che rispondono di conseguenza mandando stimoli verso il
mondo esterno via display, stampanti, casse acustiche, beep, leve e manovelle.

Come fanno? Cosa è che trasforma delle operazioni cos̀ı semplici su bit
nelle incredibili imprese compiute dai computer? La risposta giace nei concetti
centrali di questo libro: il processo, e l’algoritmo, che lo prescrive e fa s̀ı
che venga portato a termine.

Un po’ di gastronomia

Immaginatevi una cucina che contiene una fornitura di ingredienti, un insieme
di utensili per cuocere, un forno e un fornaio (umano). Cuocere una deliziosa
torta all’uvetta è un processo che viene intrapreso dagli ingredienti e dal for-
naio, con l’aiuto del forno, ma fondamentalmente seguendo una ricetta. Gli
ingredienti sono gli input del processo, la torta è l’output , e la ricetta è
l’algoritmo. In altre parole, l’algoritmo prescrive le attività che costituiscono
il processo. Le ricette, o algoritmi, rilevanti per un insieme di processi vengo-
no generalmente detti software, mentre gli utensili e il forno rappresentano
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quello che generalmente viene detto hardware. Il fornaio, in questo caso, può
essere considerato parte dell’hardware (si veda Figura 1.2).

Ricetta Forno, 
utensili

Ingredienti 

Torta

(Software) (Hardware)

Figura 1.2. Fare una torta.

Come nel caso delle operazioni su bit, la costellazione fornaio/forno/utensili
ha delle abilità molto limitate. Questo hardware per torte può versare, mesco-
lare, spalmare, colare, accendere il forno, aprire il forno, misurare il tempo, o
misurare le quantità di ingredienti, ma non può realizzare in maniera diretta
la torta. Sono le ricette - quelle magiche prescrizioni che convertono le abilità
limitate dell’hardware da cucina in torte - il soggetto di questo libro, e non i
forni o i fornai.

Le ricette appena menzionate vengono qui chiamate algoritmi, mentre l’a-
rea di studio, di conoscenza e di abilità che concernono gli algoritmi verrà
chiamata algoritmica. L’analogia qui riportata è stata resa nella maniera
più precisa possibile: la ricetta, che in un certo senso è un’entità astratta, è
l’algoritmo; la versione formale riportata per iscritto della ricetta, come ad
esempio in un ricettario, è analoga a un programma per computer. Il soft-
ware ha, in effetti, più a che fare con i programmi - rappresentazioni precise di
algoritmi scritte in un linguaggio speciale e interpretabile dal computer - che
con gli algoritmi stessi. Ciò nonostante, fino a quando non tratteremo i lin-
guaggi di programmazione nel Capitolo 3, questa distinzione rimarrà piuttosto
informale.



8 1 Introduzione e revisione storica

Abbiamo a che fare con algoritmi dovunque andiamo. Molti processi quo-
tidiani sono governati da algoritmi: cambiare una ruota, costruire un mobile
fai-da-te, fare a maglia un maglione, dividere due numeri, cercare un numero
di telefono nell’elenco telefonico, aggiornare un elenco delle spese, o riempire
un modulo per la dichiarazione dei redditi. Alcuni di questi (come la divisione,
ad esempio) potrebbero sembrare più vicini, nella nostra mente, ai computer,
piuttosto che altri (come la costruzione del mobile fai-da-te, ad esempio), ma
ciò è di poca importanza in questo momento. Nonostante i computer siano di
fondamentale importanza per gli argomenti di questo libro, non ci concentre-
remo per nulla sui loro aspetti fisici, eccetto implicitamente nei Capitoli 3 e 9.
Siamo più interessati al loro spirito; alle ricette che li fanno battere - ai loro
algoritmi.

Algoritmica vs. Informatica

L’algoritmica è ben più di un ramo dell’informatica. è il nucleo dell’informa-
tica, e si può dire, con tutta franchezza, che sia rilevante per molte scienze,
aree commerciali e tecnologie. La stessa natura dell’algoritmica la rende par-
ticolarmente applicabile a quelle discipline che traggono beneficio dall’uso dei
computer, discipline che stanno diventando velocemente la stragrande maggio-
ranza Spesso e volentieri la gente si chiede: “Che cosa è l’informatica? Perchè
non abbiamo scienze che studiano in dettaglio i sottomarini, le lavastoviglie, o
i telefoni?1” Si può sostenere che i telefoni e le lavastoviglie siano, per la vita
moderna, importanti quanto i computer; o forse anche di più. Una domanda
più attinente sarebbe se l’informatica non sia già inclusa nelle discipline clas-
siche come la matematica, la fisica, le neuroscienze, l’ingegneria elettronica,
le lingue, la logica e la filosofia.

Questo libro però non cerca di rispondere a queste domande. Ciò nonostan-
te, si spera che il libro trasferisca al lettore l’unicità e l’universalità dell’algo-
ritmica, e dunque dell’importanza dell’informatica in quanto campo di studio
autonomo - sebbene giovane. Siccome i computer possono, plausibilmente,
restringere la generalità dell’algoritmica, alcuni vedono il legame imprescin-
dibile che esiste tra i due come una vera sfortuna. Qualcuno, una volta, disse
che il termine tecnico inglese coniato per l’informatica (computer science) era
come riferirsi alla chirurgia come alla “scienza del coltello”. È indubbio però
che l’algoritmica non avrebbe potuto mai svilupparsi (come invece ha fatto)
senza questo legame stretto. Ciò nonostante, è comune pensare che il termine
“computer science” sia fuorviante, e che qualcosa come “information science”
(scienza dell’informazione), “process science” (scienza dei processi), o “science
of discrete” (scienza del discreto) sarebbero stati migliori. Ancora una volta,

1 L’appunto dell’autore nasce dalla parola inglese computer science, che sta
a indicare l’informatica, ma che letteralmente significa la “scienza del
computer”[NdT].
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possiamo solo rivendicare il fatto che il soggetto dei nostri studi, l’algoritmica,
rappresenta le fondamenta dell’informatica, senza sostituirsi a essa.

Alcuni degli argomenti che tratteremo da ora in avanti, come l’esistenza
di problemi che i computer non sono in grado di risolvere, hanno implicazioni
filosofiche, non solo sui limiti delle macchine straordinarie che siamo in grado
di costruire, ma anche sui nostri stessi limiti in quanto esseri mortali, dalla
massa e dall’aspettativa di vita finite. Nonostante la profonda natura di queste
implicazioni, l’enfasi di questo libro sarà sull’obiettivo pragmatico di acquisire
una profonda conoscenza delle fondamenta dei processi eseguibili da macchine
e delle ricette, o algoritmi, che li governano.

Un po’ di storia

Ripercoriamo ora alcune delle pietre miliari dello sviluppo dei computer e
dell’informatica, principalmente per dimostrare come una disciplina cos̀ı ben
strutturata sia in realtà un campo estremamente giovane.

Da qualche parte tra il 400 e il 300 a.C., il grande matematico greco Euclide
inventò un algoritmo in grado di trovare il massimo comune divisore (M.C.D.)
di due numeri interi positivi. L’M.C.D. di X e Y è il più grande intero che
divide in maniera esatta sia X che Y . Ad esempio, l’M.C.D. di 80 e 32 è 16.
I dettagli dell’algoritmo stesso non sono ora importanti, ma l’Algoritmo di
Euclide, come viene chiamato, è considerato il primo algoritmo non-banale
mai inventato.

La parola algoritmo deriva dal nome del matematico persiano Mohammed
al-Khowârizmı̂, il quale visse durante il nono secolo, e a cui si attribuiscono
le regole passo-a-passo per l’addizione, la sottrazione, la moltiplicazione, e la
divisione di due numeri ordinari decimali. Quando il suo nome venne scritto in
latino, divenne Algorismus, da cui appunto algoritmo. Chiaramente, Euclide
e al-Khowârizmı̂ furono algoritmici per eccellenza.

Passando dal software all’hardware, una delle prime macchine a portare
avanti un processo, controllato da quello che si può dire un algoritmo, fu un
telaio inventato nel 1801 da un francese di nome Joseph Jacquard. Il motivo
da cucire veniva determinato da schede perforate. Questi buchi, che venivano
letti da una macchina speciale, controllavano la selezione del filo e le altre
azioni della macchina. È interessante il fatto che il telaio di Jacquard non
aveva nulla a che fare con la connotazione meramente numerica del termine
“computazione”.

Una delle figure più importanti e colorite della storia dell’informatica fu
Charles Babbage. Questo matematico inglese, dopo avere parzialmente co-
struito una macchina, nel 1833, chiamata la “macchina differenziale”, per
la valutazione di determinate formule matematiche, concep̀ı e pianificò una
macchina straordinaria che chiamò la “macchina analitica”. A differenza della
macchina differenziale, progettata per eseguire compiti specifici, la macchina
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analitica doveva essere in grado di eseguire algoritmi, o programmi, codifica-
ti dall’utente usando schede perforate. Fosse riuscito a costruire la macchina
analitica, sarebbe stata l’equivalente matematico del telaio di Jacquard, il
quale fu infatti la sua ispirazione. Inutile dirlo, la macchina di Babbage era di
natura meccanica, fatta di leve e rotelle dentate, piuttosto che di pezzi elettro-
nici o silicone. Ciò nonostante, le idee presenti nel suo progetto di macchina
analitica formano le basi della struttura interna e dei meccanismi dei compu-
ter odierni. Babbage è generalmente considerato un precursore dei tempi, e le
sue idee non vennero realmente apprezzate fino a molto più tardi.

Ada Byron, Contessa di Lovelace, fu la programmatrice di Babbage. È una
delle figure più interessanti della storia della computazione, e le si riconosce
di avere posato le fondamenta della programmazione, più di cento anni prima
che diventasse disponibile il primo computer funzionante.

Un ingegnere americano chiamato Herman Hollerith inventò una macchi-
na, anch’essa basata su schede perforate, che venne utilizzata dall’agenzia
americana per la stesura dei tabulati per il censimento del 1890. Ciò nono-
stante, i primi computer a uso generico furono costruiti solo nel 1940, in parte
come una risposta ai bisogni computazionali dei fisici e degli astronomi, e in
parte come il naturale sviluppo della disponibilità di apparati elettromeccanici
e elettronici adeguati. Ironicamente, la Seconda Guerra Mondiale, con la co-
struzione di bombe e con la necessità di infrangere codici, contribùı anch’essa.
Alcune delle figure chiavi di questo periodo cos̀ı cruciale ed eccitante furono
l’inglese Alan Turing, gli americani Howard Aiken, John Mauchly, J. Presper
Eckert e Herman Goldstine, e il famoso matematico tedesco/americano John
von Neumann.

Tornando al software e all’algoritmica, gli anni trenta videro lo sviluppo
di alcuni lavori fondamentali della teoria degli algoritmi, i quali portarono
a risultati importanti circa le capacità e i limiti degli algoritmi eseguibili da
macchine. Ciò che è incredibile è che questi lavori, di cui alcune parti verranno
trattate più avanti nel libro, precorsero la reale costruzione del computer. Ciò
nonostante, sono di un’importanza universale e duratura. Alcune delle figure
chiave, tutti matematici, furono nuovamente Alan Turing, il tedesco Kurt
Gödel, il russo Andrei A. Markov, e gli americani Alonzo Church, Emil Post,
e Stephen Kleene.

Gli anni cinquanta e sessanta videro avanzamenti tecnologici rapidi e di
vasta portata nella progettazione e nello sviluppo di computer. Cio può essere
attribuito, da una parte, all’arrivo dell’era della ricerca nucleare e dell’esplo-
razione spaziale, e, dall’altra, al boom di aziende e banche importanti, e di
diverse attività governative. La predizione precisa di svariati fenomeni nucleari
richiedeva un potere computazionale molto grande, come anche la progetta-
zione e la simulazione di missioni spaziali. L’esplorazione spaziale richiedeva
inoltre avanzamenti nella comunicazione supportata dai computer; in parti-
colare, per facilitare il filtraggio e l’analisi affidabile, e anche il miglioramento
dei dati stessi che venivano comunicati da e verso i satelliti e gli shuttle. Le
attività aziendali, bancarie e governative richiedevano computer che potessero
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aiutare nella conservazione, manipolazione e recupero di informazioni riguar-
danti numeri molto grandi di persone, oggetti di inventario, dettagli fiscali e
cos̀ı via.

Prova interessante dell’importanza degli sviluppi tecnologici del periodo
può essere trovata nei nomi della più grande azienda del mondo nel campo
dei computer, IBM, e di una delle organizzazioni professionali più grandi del
mondo che hanno a che vedere con i computer , l’ACM. Il primo nome fu co-
niato intorno al 1920 e il secondo verso la fine degli anni quaranta. In entrambi
i casi l’“M” viene dalla parola “machine”: International Business Machines, e
Association for Computing Machinery. (IBM si evolse a partire da un’azienda
creata nel 1896 dal già menzionato Herman Hollerith per la produzione delle
sue macchine tabulatrici.)

Il riconoscimento dell’informatica come disciplina accademica indipenden-
te avvenne intorno alla metà degli anni sessanta, quando diverse università
formarono i loro dipartimenti di informatica. Nel 1968, l’ACM pubblicò una
raccomandazione per un curriculum universitario di informatica che ricevette
moltissime lodi, il quale formò la base di molti curriculum universitari tut-
t’ora utilizzati per lo studio dell’informatica. Questo curriculum viene ancora
oggi aggiornato periodicamente. Oggigiorno, quasi tutti gli istituti accademi-
ci hanno un dipartimento di informatica, o un gruppo informatico all’interno
dei loro dipartimenti di matematica o di ingegneria elettrica. Gli anni sessanta
mostrarono un rinnovato interesse nei lavori degli anni trenta sull’algoritmica,
e il campo è stato, da allora in poi, soggetto di ampie ed estensive ricerche.

Non ci soffermeremo ulteriormente sull’attuale situazione tecnologica: i
computer sono semplicemente dappertutto. Li usiamo per navigare in Internet,
il che vuol dire che li usiamo per ricevere e spedire informazioni, per leggere,
per sentire, per vedere e, ovviamente, per fare browsing e acquisti. Ci sono
desktop, notebook, e palmari che fanno s̀ı che non dobbiamo mai trovarci
senza, il rapido avvicinamento in atto tra telefoni cellulari e computer fa
da presagio all’era dei computer indossabili. Quasi ogni apparato moderno è
controllato da un computer, e un’automobile moderna, ad esempio, contiene
dozzine di computer. I bambini richiedono, e ottengono, personal computer per
i loro compleanni; studenti di informatica in molte università hanno l’obbligo
di avere un proprio computer per potere fare i compiti a casa; e non c’è alcuna
attività industriale, scientifica o commerciale che non sia assistita in maniera
cruciale dai computer.

Una strana dicotomia

Nonostante tutto ciò (o possibilmente come risultato di tutto ciò) la gente co-
mune è stranamente divisa quando si parla di educazione informatica. Ci sono
ancora quelli che non sanno nulla di computer, e poi ci sono i membri - sempre
più numerosi - della classe di abituè. A cominciare dai ragazzi di dieci anni
che già posseggono computer, il gruppo di persone che usa i computer tutti i
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giorni è in continua espansione e include manager, ingegneri, banchieri, tec-
nici e, ovviamente, programmatori professionisti, system analysts, e membri
dell’industria informatica stessa.

Perchè tutto ciò è strano? Perchè ci troviamo di fronte a una scienza di
cui alcune persone non sanno nulla, ma di cui un numero in rapida crescita
apparentemente sa tutto! Come spesso accade, comunque, il fenomeno davvero
inusuale è che vaste e importanti parti della scienza dell’informatica non sono
sufficientemente conosciute, non solo dai membri del primo gruppo, ma anche
dai membri del secondo.

Uno degli scopi di questo libro è quello di cercare di illuminare un aspetto
importante della rivoluzione dei computer presentando alcuni dei concetti, dei
risultati e dei trend fondamentali che stanno alla base della scienza dell’infor-
matica. Il libro si rivolge sia ai novizi che agli esperti. Un lettore con nessuna
previa conoscenza dei computer imparerà (si spera) quale sia il loro “spirito”,
e come si ragiona mentre si cerca di farli funzionare. Il lettore, invece, cercherà
materiale “anatomico” altrove. Il lettore che invece conosce bene i computer, e
che potrebbe trovare i primi capitoli piuttosto lenti, potrà imparare (si spera)
molte cose dagli ultimi capitoli.

Alcuni limiti dei computer

Prima di imbarcarci nel nostro tour, vogliamo sottolineare, in contrasto con
quanto detto nel paragrafo di apertura di questo capitolo, alcune cose che i
computer attuali non sono ancora in grado di fare. Riprenderemo poi questi
aspetti nel capitolo finale del libro, il quale tratta la relazione esistente tra
computer e l’intelligenza umana.

Attualmente, i computer sono capaci di analizzare al volo un’enorme quan-
tità di dati provenienti dalle lastre a raggi X del cervello di un paziente, prese
da angolazioni via via crescenti. I dati analizzati vengono poi utilizzati dal
computer per generare un’immagine incrociata del cervello, in grado di for-
nire informazioni sulla struttura dei tessuti del cervello, permettendo cos̀ı di
localizzare in maniera precisa irregolarità come tumori o eccessi di fluidi. In
evidente contrasto, non esiste tuttora alcun computer in grado di analizzare
una semplice foto dello stesso paziente e di determinare la sua età con un mar-
gine di errore, ad esempio, di cinque anni. Ciò nonostante, buona parte dei
ragazzi di 12 anni possono farlo! È ancora più incredibile l’abilità di un bam-
bino di un anno di riconoscere il volto di sua madre in una fotografia mai vista
prima, una cosa che i computer non sono in grado di imitare assolutamente
(e non perchè non abbiano madri...).

I computer sono in grado di controllare, nel modo più preciso ed efficiente
immaginabile, robot industriali estremamente sofisticati, utilizzati per costrui-
re complessi macchinari composti da centinaia di componenti. In contrasto,
i computer odierni sono incapaci di controllare un robot che deve costruire
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un nido d’uccello a partire da piccoli bastoncini, un compito che un qualsiasi
uccello di dodici mesi è in grado di portare a termine.

I computer odierni possono giocare a scacchi allo stesso livello di un gran
maestro internazionale e quindi sono in grado di battere la stragrande maggio-
ranza delle persone. Ciò nonostante, se dovessimo cambiare anche solo legger-
mente le regole (ad esempio, permettendo al cavaliere di fare due mosse alla
volta, o limitando il movimento delle regine a un massimo di cinque caselle),
il migliore dei computer non riuscirebbe ad adattarsi senza essere riprogram-
mato o ricostruito da umani. In contrasto, un giocatore amatoriale di 12 anni
riuscirebbe comunque ben presto a giocare una buona partita anche alla luce
delle nuove regole, e diventerebbe sempre più bravo man mano che accumula
esperienza.

Come già detto, queste differenze hanno a che vedere con la differenza
tra l’intelligenza umana e l’intelligenza informatica. Saremo in una posizione
migliore per discutere questi argomenti nel Capitolo 15, dopo avere imparato
di più sugli algoritmi e sulle loro proprietà.

Una ricetta

Ecco una ricetta per fare la mousse al cioccolato, presa dal ricettario French
Cooking di Sinclair e Malinowski (Weathervane Books, 1978, p.73). Gli ingre-
dienti - ovvero, gli input - includono 8 once di pezzetti di cioccolato al latte,
2 cucchiai di acqua, un quarto di tazza di zucchero a velo, 6 uova e cos̀ı via.
Gli output sono da sei a otto porzioni di un delizioso mousseline au chocolat.
Ecco la ricetta, o il suo algoritmo.

Sciogliere il cioccolato a bagnomaria. Quando sciolto, aggiungere me-
scolando lo zucchero a velo; aggiungere il burro poco alla volta. Mettere
da parte. Sbattere i tuorli delle uova fino a renderli soffici e di colore
giallo - limone, per 5 minuti circa. Versare le uova sbattute nel cioc-
colato. Riscaldare a fuoco lento per amalgamare bene, se necessario.
Aggiungere il rum e la vaniglia. Sbattere gli albumi delle uova fino a
quando non diventa soffice. Aggiungere 2 cucchiai di zucchero; sbatte-
re fino a che non si rapprende. Amalgamare gentilmente il composto
bianco con la mistura di cioccolato e tuorli. Versare il contenuto in
piatti da dessert. Lasciare in frigorifero per almeno 4 ore. Servire con
panna montata, a piacere. La ricetta è per 6/8 persone.

Questo è il “software” per la preparazione della mousse; è l’algoritmo che
controlla il processo di produzione del mousse a partire dagli ingredienti. Il
processo stesso viene eseguito dall’“hardware”, in questo caso la persona che
sta preparando la mousse, insieme a tutti i vari utensili: il doppio boiler, i
fuochi, lo battitore elettrico, i cucchiai, il timer, e cos̀ı via.
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Livelli di dettaglio

Analizziamo da vicino le istruzioni più elementari presenti nella ricetta. Con-
sideriamo l’istruzione “aggiungere mescolando lo zucchero a velo”. Perchè la
ricetta non dice “prendere un poco di zucchero a velo, aggiungerlo al cioccola-
to sciolto, mescolare, prendere ancora un po’ di zucchero a velo, aggiungerlo,
mescolare,...”?. Ancora più esplicitamente, perchè non dice “prendere 2365
granelli di zucchero a velo, aggiungerli al cioccolato sciolto, raccogliere il cuc-
chiaio e compiere movimenti circolari per mescolare, ...?” O, per essere ancora
più precisi, perchè non “muovere il proprio braccio verso gli ingredienti a un
angolo di 14◦, a una velocità approssimativa di 18 pollici al secondo,...”? La
risposta è ovvia. L’hardware sa come aggiungere zucchero a velo mescolandolo
al cioccolato, e non ha bisogno di ulteriori dettagli. E se stravolgessimo il tut-
to e chiedessimo all’hardware se è in grado di preparare un impasto fatto di
zucchero, burro e cioccolata? In questo caso, l’intera parte iniziale della ricet-
ta potrebbe essere rimpiazzata dalla semplice istruzione “preparare l’impasto
di cioccolato”. Portando questo ragionamento all’estremo, potrebbe anche es-
sere il caso che l’hardware sappia già come fare una mousse al cioccolato.
Ciò ci permetterebbe di sostituire l’intera ricetta con l’istruzione “preparare
una mousse al cioccolato”. Dato un tale livello di conoscenze dell’hardware,
una singola istruzione è una ricetta perfetta per la mousseline au chocolat ;
la ricetta è corta, chiara, non contiene errori e garantisce la produzione degli
output desiderati.

Esperimenti di questo tipo rendono chiaro che il livello di dettaglio è molto
importante quando si pensa alle istruzioni elementari di un algoritmo. Devo-
no essere coerenti con le capacità del particolare hardware, e devono esse-
re appropriati per la comprensione dell’algoritmo da parte di un potenziale
lettore.

Si consideri un altro esempio di capacità appresa presto nelle nostre vite,
e che in qualche modo è più vicina alla computazione - la moltiplicazione
tra due numeri. Si supponga che ci venga chiesto di moltiplicare 528 per 46.
Sapremmo esattamente che cosa fare. Moltiplichiamo 8 per 6, ottenendo 48,
e trascriviamo il numero che indica le unità, e ci ricordiamo il numero 4 che
indica le decine; moltiplichiamo poi 2 per 6 e aggiungiamo 4, ottenendo 16;
trascriviamo il numero 6 che indica le unità a sinistra dell’8 e ci ricordiamo il
numero 1; e cos̀ı via.

Dunque, si possono porre le stesse domande. Perchè “moltiplicare 8 per
6”? Perchè non “cercare l’elemento in una tabella moltiplicativa individuata
dall’ottava riga e dalla sesta colonna”, o “aggiungere 6 a se stesso 8 volte”? Allo
stesso modo, perchè non possiamo risolvere l’intera questione in un colpo solo
con un singolo algoritmo “moltiplicare i due numeri”? Quest’ultima domanda
è piuttosto subdola: perchè possiamo moltiplicare direttamente 8 per 6 e non
528 per 46? Ancora una volta risulta chiaro che il livello di dettaglio è cruciale
nell’accettare l’algoritmo moltiplicativo. Assumiamo che l’hardware rilevante
(in questo caso noi stessi) sia in grado di eseguire 8 per 6 ma non 528 per
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46, visto che siamo in grado di farlo mentalmente, o almeno conosciamo un
modo per farlo, per cui non devono dirci di cercare il risultato all’interno di
una tabella. Questi esempi dimostrano il bisogno di mettersi d’accordo fin
dal principio sulle azioni basilari che possono essere richieste in un algoritmo.
Senza questo passo fondamentale non ha senso cercare algoritmi per alcunché.
Inoltre, diversi problemi sono naturalmente associati a diverse azioni basilari.
Le ricette richiedono la capacità di mescolare, aggiungere ingredienti, versare,
e scaldare; la moltiplicazione di due numeri richiede la capacità di sommare
due numeri, moltiplicare due unità e, importantissimo, ricordarsi due numeri;
trovare un numero telefonico potrebbe richiedere girare una pagina, scorrere
una lista con un dito, e confrontare un dato nome con il nome che si sta
indicando con il dito.

Tra le tipologie di algoritmi che tratteremo, le istruzioni di base devono
essere individuate in maniera chiara e precisa. Non possiamo accettare cose
come “battere i tuorli delle uova fino a quando non diventano soffici”, visto
che il concetto di soffice di una persona potrebbe non coincidere con quello
di un’altra! Le istruzioni devono essere adeguatamente distinguibili da non-
istruzioni come “da sei a otto porzioni”. Frasi “vaghe”, come “circa 5 minuti”
non hanno alcun luogo all’interno di algoritmi informatici, cos̀ı come le ambi-
guità introdotte da “servire con panna montata, se desiderate”. (Dalla volontà
di chi esegue l’algoritmo dipende il fatto di servire le porzioni o di servirle con
panna montata?) Una ricetta per la mousse, in contrasto con gli algoritmi che
interessano a noi, dà per scontato troppe cose, prima tra tutte il fatto che
un umano sia parte dell’hardware. Non possiamo dipendere da un tale lusso,
e quindi dobbiamo pretendere di più. La qualità complessiva di un algorit-
mo dipende in maniera cruciale dalla selezione di azioni basilari e dalla loro
adeguatezza per il caso specifico.

L’astrazione

Prima abbiamo detto che i computer reali sono in grado di eseguire solo opera-
zioni estremamente semplici su oggetti estremamente semplici. Questo potreb-
be sembrare in contrasto con la presente discussione, che consiglia di proget-
tare i diversi algoritmi in modo che usino azioni basilari di livelli di dettaglio
variabili. Ciò nonostante, l’analogia è ancora valida. Potrebbe essere il caso
che inizialmente si debba dare all’apprendista chef la ricetta per la mousse, ma
dopo qualche anno di esperienza l’istruzione “prepara la mousse al cioccolato”
potrebbe essere sufficiente. Concetti come “mousse al cioccolato, “meringa al
limone” e “crema bavarese” sono a un livello di astrazione più elevato rispetto
alle operazioni che vengono utilizzate nel preparali come “mescola” e “versa”.
Allo stesso modo, programmando in maniera appropriata, si può fare s̀ı che
un computer comprenda astrazioni di più alto livello come numeri, testo e
immagini.
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Come nel cucinare, ci sono molti livelli di astrazioni nei computer, ciascuno
appropriato per descrivere diverse tipologie di algoritmi. Ad esempio, lo stesso
computer viene visto in maniera diversa da un bambino di 12 anni che vuole
giocare a un videogioco, da sua sorella che naviga in Internet, da suo padre
che utilizza un foglio di calcolo per calcolare i voti dei suoi studenti, e da
sua madre che scrive un programma per la gestione di un test di efficienza
di un nuovo vaccino. Nessuno di loro sa o si preoccupa dei bit che realmente
compongono i processi computazionali che stanno usando.

Questo processo di astrarre dai dettagli, in modo da vedere schemi ricor-
renti in ciò che rimane, sta alla base di quasi ogni aspirazione umana. Ad
esempio, leggere questo libro ha un effetto sul tuo cervello, il quale consiste di
diverse regioni distinte, ognuna delle quali è composta da neuroni e altre cellu-
le. Queste cellule sono composte da complesse molecole, che sono composte da
atomi, i quali, a loro volta, sono fatti di complesse particelle elementari. Tutti
questi diversi livelli di astrazione sono rilevanti per quanto accade nel tuo cer-
vello, ma non possono essere considerati tutti insieme. Infatti, appartengono a
diversi campi di studio: la fisica particellare, la chimica, la biologia molecolare,
la neurobiologia, e la psicologia. Se uno psicologo che effettua esperimenti sul-
la memoria a breve termine dovesse pensare alle relazioni esistenti tra atomi
e molecole nel cervello, ne sarebbe solo distratto.

Lo stesso vale per l’informatica. Se dovessimo pensare sempre al livello
dei bit, il computer sarebbe a mala pena utile. Invece, possiamo, ad esempio,
pensare a gruppi di bit (tipicamente otto, ovvero un “byte”) che denota un
carattere. Possiamo prendere in considerazione gruppi di byte, che denotano
parole inglesi, sequenze di parole e punteggiatura che denotano frasi, e cos̀ı
via fino ai paragrafi, ai capitoli e ai libri. Ci sono algoritmi appropriati per
ognuno di questi livelli. Ad esempio, il controllo ortografico si applica alle pa-
role, ma non ai caratteri. La giustificazione a sinistra si applica ai paragrafi,
e la creazione di un indice si applica ai libri. In ogni caso, possiamo descri-
vere l’algoritmo ignorando completamente i bit che compongono le parole, i
paragrafi o gli interi libri. Con il proseguire di questo libro, e specialmente
nei Capitoli 3 e 9, discuteremo i mezzi tecnologici che ci permettono di otte-
nere tali astrazioni. Nel frattempo, descriveremo ogni algoritmo al livello di
astrazione che gli si addice.

Algoritmi brevi per processi lunghi

Supponiamo ci venga data una lista di dossier del personale, uno per ciascun
impiegato in una determinata azienda, ognuno contenente il nome dell’im-
piegato, i suoi dettagli personali e il suo stipendio. Il seguente algoritmo ci
permette di ottenere la somma totale di tutti gli stipendi di tutti gli impiegati:

(1) annotare il numero 0;



1 Introduzione e revisione storica 17

(2) procedere lunga la lista, aggiungendo lo stipendio di ciascun impiegato al numero
precedentemente annotato;

(3) raggiunta la fine della lista, produrre il numero annotato come output.

Prima di procedere, dovremmo prima convincerci che questo semplice al-
goritmo fa esattamente quello che vogliamo. Il numero “annotato”, il quale
può essere pensato come a un numero che viene memorizzato o scritto su
un pezzo di carta, inizia tenendo il numero zero. Dopo avere eseguito, per
il primo impiegato, la somma nell’istruzione (2), il numero prende il valore
dello stipendio del primo impiegato. Dopo il secondo impiegato il suo valore
è la somma degli stipendi dei primi due impiegati. Alla fine il suo valore è
chiaramente la somma di tutti gli stipendi (si veda Figura 1.3).

Nome Stipendio 

John Brown 

Jack White 

Mike Green 

Joan Silver 

$21 000 21 000

0    Valore del numero annotato 

Inizio 

Fine 

$34 400 55 400

$18 000 73 400

$26 000 547 200

 

Figura 1.3. La somma degli stipendi.

È interessante notare come il testo di questo algoritmo sia corto e dalla
lunghezza definita, anche se il processo da esso descritto e controllato può
variare per via della lunghezza della lista di impiegati e quindi può essere molto
molto lungo. Due aziende, la prima con un solo impiegato e la seconda con un
milione, possono entrambe dare in pasto all’algoritmo la loro lista di impiegati,
e il problema sarà risolto ugualmente bene per entrambe. Ovviamente, nel
primo caso il processo non sarà molto lungo, mentre nel secondo sarà piuttosto
lungo. La lunghezza dell’algoritmo invece rimane costante.

Non solo il testo dell’algoritmo è corto e costante, ma sia l’azienda piccola
che l’azienda grande richiedono l’annotazione di un solo numero perchè il
compito venga eseguito correttamente. Dunque, la quantità di “utensili” è
anche essa piccola e costante.

Ovviamente, il potenziale valore del numero annotato dovrà essere pre-
sumibilmente più grande per aziende più grosse, ma in tutto ci sarà un solo
numero.
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Il problema algoritmico

Dunque, abbiamo un algoritmo dalla lunghezza costante che istruisce processi
di svariate lunghezze, la durata e la natura dei quali dipendono dagli input
dell’algoritmo. Infatti, anche un esempio semplice come quello della somma
degli stipendi permette una grande varietà di possibili input: aziende con un
solo impiegato, aziende con milioni di persone, aziende in cui alcuni degli sti-
pendi valgono zero, o ancora aziende in cui tutti gli stipendi sono uguali. A
volte un algoritmo deve anche poter lavorare con input bizzarri, come azien-
de con nessun impiegato, o aziende che ricevano stipendi negativi (ovvero,
impiegati che pagano l’azienda per il piacere di lavorarci).

In realtà, l’algoritmo per gli stipendi dovrebbe poter lavorare in maniera
soddisfacente per un numero infinito di input. Esiste un numero infinito di
liste di impiegati perfettamente accettabili, e l’algoritmo dovrebbe essere in
grado di sommare tutti gli stipendi, qualsiasi tra queste venga passata come
input.

La questione degli infiniti potenziali input non calza perfettamente l’ana-
logia della ricetta, visto che anche se una ricetta dovrebbe funzionare perfet-
tamente indipendentemente dal numero di volte che viene utilizzata, i suoi
ingredienti sono solitamente descritti come costanti in quantità, e dunque, in
essenza, la ricetta possiede un solo potenziale input (almeno per quanto ri-
guarda le quantità; chiaramente le molecole e gli atomi saranno diversi ogni
volta). Ciò nonostante, la ricetta per la mousse al cioccolato avrebbe potu-
to essere presentata in maniera generica; ovvero, la sua lista di ingredienti
avrebbe potuto essere qualcosa come “X once di pezzetti di cioccolato, X/4
cucchiai di acqua, X/32 tazze di zucchero a velo, ecc.”, e la sua conclusione
avrebbe potuto essere “produce da 3X/4 a X porzioni”. Una soluzione del
genere sarebbe stata più in linea con la reale nozione di algoritmo. Nella sua
forma attuale, la ricetta è un algoritmo dalla natura banale, in quanto fatta
su misura per uno specifico insieme di ingredienti. Potrebbe essere portata a
termine (o, nella terminologia algoritmica, avrebbe potuto essere eseguita)
diverse volte, ma essenzialmente con gli stessi input, visto che consideriamo
una tazza di farina esattamente allo stesso modo di un’altra tazza.

L’input stesso deve essere valido, in relazione allo scopo dell’algoritmo.
Ciò vuol dire, ad esempio, che la lista dei bestseller del New York Times non
rappresenta un input accettabile per l’algoritmo per la somma degli stipendi,
come non lo sono il burro di arachidi e la marmellata per la ricetta della mousse
al cioccolato. Ciò implica la necessità di specificare quando ritenere gli input
validi. Qualcuno deve specificare in maniera precisa quali liste di impiegati
sono validi e quali no; dove esattamente nella lista si trova lo stipendio; se lo
stipendio viene fornito in forma numerica estesa (ad esempio, $32000) o se in
una qualche forma abbreviata (ad esempio, $32K); dove finiscono i dati di un
impiegato e dove incominciano quelli di un altro, e cos̀ı via.

Per dirlo in termini più generali, ricette, o algoritmi, sono soluzioni per
certi tipi di problemi, detti problemi algoritmici o computazionali. Nel-
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Caratterizzazione
degli input validi

e 

Qualsiasi input 
legale

Output  
desiderato 

Soluzione algoritmica Problema algoritimico 

Algoritmo
A

Caratterizzazione
degli output 

desiderati come 
funzione degli input

Figura 1.4. Il problema algoritmico e la sua soluzione.

l’esempio degli stipendi, il problema può essere specificato sotto forma di una
richiesta di un numero che rappresenta la somma degli stipendi presi dalla
lista di impiegati di una determinata azienda. Questa lista può variare in lun-
ghezza ma deve essere organizzata in una determinata maniera. Il problema
può essere interpretato come la ricerca dei contenuti di una “scatola nera”,
di cui viene fornita una specifica precisa degli input, che si ritengono validi, e
degli output, interpretabili come funzione degli input stessi; ovvero, viene spe-
cificato il modo in cui ogni output dipende dall’input (si veda la Figura 1.4).
Un problema algoritmico è risolto quando è stato trovato un algoritmo ap-
propriato. A quel punto la scatola nera possiede dei contenuti, i quali gli
permettono di “lavorare” secondo quell’algoritmo. In altre parole, la scatola
nera è in grado di produrre l’output appropriato a partire da un qualsiasi in-
put valido eseguendo il processo specificato e gestito da quell’algoritmo. Non
siamo interessati a soluzioni che non funzionano per tutti gli input specificati.
Una soluzione che funziona bene solo per alcuni degli input legali è facile da
trovare. Per esempio, il seguente algoritmo banale

(1) produci 0 come output.

funziona perfettamente per diverse liste interessanti di impiegati: quelle
con nessun impiegato, quelle in cui tutti gli impiegati guadagnano $0.00 (o
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suoi multipli), e quelle che possiedono un libro paga che riflette un perfetto
equilibrio tra gli stipendi positivi e quelli negativi.

Più tardi affronteremo questioni come l’efficienza e la praticabilità degli al-
goritmi. Qui rimarchiamo il requisito minimale per cui un algoritmo, in effetti,
risolve il problema, anche se magari lo fa in maniera inefficiente. Ovviamen-
te, il problema stesso può specificare il comportamento richiesto alla luce di
input indesiderabili; a questo punto però, questi input, pur rimanendo indesi-
derabili, diventano legali. Ad esempio, il problema della somma degli stipendi,
potrebbe plausibilmente specificare il seguente requisito. Qualora si dovesse
incontrare un impiegato per cui non viene fornito alcuno stipendio, ma si tro-
vasse invece un punto di domanda, o un qualsiasi altro dato insignificante, il
nome dell’impiegato dovrebbe essere aggiunto a una lista speciale da inoltrare
all’ufficio stipendi, per ulteriori accertamenti e/o prese di posizione. Una lista
di impiegati di questo tipo, non ortodossa, è comunque legale; semplicemente
non viene gestita nel modo standard, ma viene trattata in maniera speciale
consona alla sua natura anormale. Per cui, mantenere input non validi sepa-
rati è responsabilità del problema algoritmico, mentre trattare casi speciali in
cui si hanno input inusuali o indesiderabili sono responsabilità dell’algoritmo
stesso.

Limiti per le azioni di base

C’è ancora una questione importante che dobbiamo prendere in considerazio-
ne a questo punto circa l’esecuzione delle azioni di base, o operazioni prescritte
da un algoritmo. È evidente che ognuna di queste operazioni deve essere ese-
guita in una quantità di tempo finita, altrimenti l’algoritmo non terminerà
mai. Quindi, azioni dalla lunghezza di esecuzione indefinita non vanno bene.
Azioni che richiedono quantità di tempo infinitesimali sono anch’esse da evi-
tare; le ragioni di una tale affermazione non necessitano di una giustificazione.
È impensabile che una macchina possa eseguire azioni in tempi sempre più
piccoli. La velocità della luce, ad esempio, sarà sempre un limite per la velo-
cità di qualsiasi macchina. È necessario imporre anche limiti simili sulle risorse
(ovvero, sugli utensili) coinvolte nelle azioni basilari, ma non discuteremo le
ragioni adesso.

Chiaramente, queste assunzioni sulle azioni basilari sono certamente vere
per i computer reali. Le azioni basilari di manipolazione di bit, ad esempio,
sono precise e non ambigue, e necessitano di quantità di tempo e risorse li-
mitate. Dunque, come promesso, la teoria dell’algoritmica qui descritta sarà
direttamente applicabile ai problemi risolvibili mediante computer.
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Il problema e la sua soluzione: un riassunto

Per riassumere, un problema algoritmico consiste in:

1. la caratterizzazione di una collezione valida, possibilmente infinita, di
potenziali insiemi di input, e,

2. la specifica degli output desiderati in termini di una funzione degli input.

Si assume che venga preliminarmente fornita anche la descrizione delle
azioni basilari consentite, o la descrizione di una configurazione hardware e
delle azioni basilari in esso cablate. La soluzione di un problema algoritmico
consiste in un algoritmo, composto di istruzioni elementari che prescrivono
azioni prese da un insieme concordato. Quando eseguito su un qualsiasi insie-
me di input validi, questo algoritmo risolve il problema e produce gli output
richiesti. A cominciare dal Capitolo 10 vedremo come generalizzare queste
nozioni, ma fino ad allora la presente definizione sarà sufficiente.

È importante riconoscere la difficoltà considerevole insita nel risolvere pro-
blemi algoritmici in maniera soddisfacente. Quando abbiamo cominciato da
una ricette per la mousse al cioccolato, e poi siamo passati a un semplice al-
goritmo di somma, abbiamo reso un’ingiustizia, in quanto potrebbe sembrare
che le cose siano semplici. Niente è più lontano dalla verità. I problemi algo-
ritmici, nella pratica, possono essere incredibilmente complessi, e potrebbero
richiedere anni di duro lavoro per essere risolti con successo. Peggio ancora,
come vedremo negli ultimi capitoli, molti problemi non ammettono soluzioni
soddisfacenti, mentre alcuni addirittura non ammettono soluzioni del tutto.
Per molti problemi non si conosce ancora, nonostante il duro lavoro di molte
persone talentuose, se sia possibile o no ottenere buone soluzioni algoritmiche

Ovviamente, se dovessimo utilizzare esempi troppo lunghi e complessi in
questo libro, non saremmo in grado di illustrare i concetti fondamentali; pos-
siamo però cominciare a comprendere le difficoltà intrinseche nel progettare
algoritmi se pensiamo ai seguenti problemi, descritti in maniera informale.
Nel primo problema l’input è una posizione legale degli scacchi (ovvero, la
descrizione della situazione di gioco raggiunta in un dato momento di una
partita di scacchi), mentre l’output è la mossa migliore per i bianchi (ovvero,
la descrizione della mossa che massimizza le probabilità dei bianchi di vincere
la partita). Il secondo problema concerne la distribuzione dei quotidiani. Si
supponga che 20000 quotidiani debbano essere distribuiti a 1000 locazioni in
100 città usando 50 camion. L’input contiene le distanze tra le diverse città,
il numero di quotidiani richiesti in ogni locazione, la posizione attuale di ogni
camion, la portata in quotidiani di ogni camion, insieme alla capacità del suo
serbatoio e alla sua resa chilometri-per-litro, e i dettagli sui camionisti, inclusa
la loro posizione attuale. L’output è una lista che associa un camionista a ogni
camion, e che contiene un itinerario dettagliato per ogni camion, in modo che
il numero totale di chilometri percorsi sia minimizzato. In realtà il problema
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richiede un algoritmo in grado di funzionare per un qualsiasi numero di quo-
tidiani, locazioni, città e camion, in modo che i loro numeri possano variare
ed essere parte dell’input.

Prima di poter discutere concetti come la correttezza o l’efficienza, o que-
stioni più profonde come la natura o l’esistenza stessa di soluzioni per un
dato problema algoritmico, dobbiamo concentrarci di più sulla struttura degli
algoritmi, e sulla struttura degli oggetti da essi manipolati.



Io avevo annunziato da tempo le cose passate {...}
Isaia 48:3



2

Algoritmi e dati
ovvero, completare il lavoro

Ecco come devi farla {...}
Genesi 6:15

Sappiamo già che gli algoritmi contengono istruzioni elementari attentamente
selezionate che prescrivono le azioni basilari che devono essere eseguite. Non
abbiamo ancora discusso invece come devono essere disposte all’interno di un
algoritmo in modo che un umano o un computer possa capire l’ordine esatto
in cui eseguirle. Nè abbiamo discusso gli oggetti manipolati da queste azioni.

Un algoritmo può essere pensato come qualcosa che viene eseguito da un
piccolo robot, o processore (il quale potrebbe essere chiamato a ragione Ru-
naround1). Il processore riceve ordini per cui deve correre quà e là a fare prima
questo e poi quello, dove “questo e quello” sono le azioni basilari dell’algorit-
mo. Nell’algoritmo che somma gli stipendi, presentato nel capitolo precedente,
il piccolo Runaround doveva prendere nota di 0 e poi cominciare a scorrere
l’elenco degli impiegati, trovare gli stipendi e sommarli al numero annotato.
È piuttosto ovvio che l’ordine in cui vengono eseguite le istruzioni elementari
è cruciale. È di importanza capitale non solo che le istruzioni di un algoritmo
siano chiare e non ambigue, ma lo stesso si deve applicare ai meccanismi che
controllano la sequenza in cui le istruzioni vengono eseguite. L’algoritmo deve
pertanto contenere istruzioni di controllo per “spingere” il processore in que-
sta o quell’altra direzione, dicendogli cosa fare a ogni passo e quando finire in
modo che possa dire “Ho finito”.

Strutture di controllo

Il controllo della sequenza viene solitamente eseguito con l’aiuto di svariate
combinazioni di istruzioni chiamate strutture di controllo del flusso, o
semplicemente strutture di controllo. Addirittura la ricetta per la mousse
al cioccolato conteneva diverse di quelle tipiche, some le seguenti:

1 il termine in inglese denota qualcuno o qualcosa che corre quà e là
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• Sequenza diretta, della forma “fai A seguito da B,” oppure “fai A e poi
B.” (Ogni punto e virgola o punto nella ricetta nasconde implicitamente
la frase “e poi”, ad esempio, “aggiungere mescolando delicatamente la
cioccolata; [e poi] riscaldare lievemente...”)

• Salto condizionale, della forma “se Q allora fai A altrimenti fai B”, o
semplicemente “se Q allora fai A,” dove Q rappresenta una qualche condi-
zione. (Ad esempio, nella ricetta “riscaldare delicatamente fino a scogliere
la cioccolata, se necessario,” o “servire con panna montata, se desiderate.”)

Cos̀ı come sono, questi due costrutti di controllo, la sequenza e la ramifica-
zione, non sono in grado di spiegare come possa un algoritmo della lunghezza
definita - magari addirittura breve - descrivere processi in grado di crescere
fino a diventare sempre più lunghi, a seconda di un particolare input. Un algo-
ritmo che contiene solo sequenze e ramificazioni può prescrivere solo processi
dalla lunghezza prefissata, visto che nessuna parte dell’algoritmo viene mai
eseguita più di una volta. Costrutti di controllo responsabili della prescrizione
di processi in grado di diventare sempre più lunghi sono in realtà nascosti
anche nella ricetta della mousse, anche se sono decisamente più espliciti negli
algoritmi in grado di gestire input di dimensioni diverse, come l’algoritmo per
sommare gli stipendi. Vengono generalmente chiamati iterazioni, o costrutti
di ciclo, ed esistono in svariate forme. Eccone due:

• Iterazione con limite, dalla forma generale “fai A esattamente N volte,”
dove N è un numero.

• Iterazione condizionale, a volte detta iterazione senza limiti, dalla
forma “ripetere A fino a quando Q,” oppure “mentre Q fai A,” dove Q è
una condizione. (Per esempio, nella ricetta “sbattere gli albumi delle uova
fino a renderli soffici.”)

Quando abbiamo descritto l’algoritmo per la somma degli stipendi nel
Capitolo 1, siamo stati piuttosto vaghi circa il modo in cui doveva essere ese-
guita la parte centrale dell’algoritmo; abbiamo detto “procedere lungo la lista,
aggiungendo lo stipendio di ogni impiegato al numero annotato”, e poi “aven-
do raggiunto la fine della lista, restituire il numero annotato come output.”
Avremmo dovuto utilizzare un costrutto di iterazione, in modo da rendere
chiaro non solo il compito preciso per cui il processore doveva procedere lungo
la lista, ma anche quando il procedimento doveva finire (ovvero, alla fine della
lista). Assumiamo che gli input al problema contengano non solo l’elenco degli
impiegati ma anche la sua lunghezza; ovvero, il numero totale di impiegati,
che indichiamo usando la lettera N . È ora possibile usare un costrutto di
iterazione con limite, e ottenere cos̀ı il seguente algoritmo:

(1) prendere nota del numero 0; puntare al primo stipendio sulla lista;
(2) fare ciò che segue N − 1 volte:

(2.1) aggiungere lo stipendio a cui si punta al numero annotato;
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(2.2) puntare al prossimo stipendio;
(3) aggiungere lo stipendio a cui si punta al numero annotato;
(4) restituire il numero annotato come output.

La frase “fare ciò che segue” nella clausola (2) si riferisce al segmento
che consiste delle sotto-clausole (2.1) e (2.2). Questa convenzione, insieme
all’indentazione testuale che enfatizza la natura “innestata” di (2.1) e (2.2),
verrà utilizzata liberamente in seguito.

Si incoraggia il lettore a cercare di capire come mai viene utilizzato N − 1
e perchè si aggiunge l’ultimo stipendio separatamente, invece di utilizzare
semplicemente N per poi produrre l’output e terminare. Si noti che l’algoritmo
fallisce se l’elenco è vuoto (ovvero, se N è 0), visto che a quel punto la seconda
parte della clausola (1) non ha alcun senso.

Se l’input non dovesse includere N , il numero totale di impiegati, dovrem-
mo utilizzare un’iterazione condizionale, la quale richiederebbe un modo per
capire se si è raggiunta la fine della lista. L’algoritmo risultante assomiglie-
rebbe molto alla versione data, ma utilizzerebbe nella clausola (2) la forma
“ripetere ciò che segue fino a quando non viene raggiunta la fine della lista.” Si
consiglia al lettore di cercare di scrivere l’intero algoritmo per conto proprio.

Si noti come i costrutti di iterazione fanno s̀ı che una breve porzione del-
l’algoritmo possa prescrivere processi molto lunghi, dove la lunghezza stessa è
dettata dalla dimensione degli input - in questo caso la lunghezza dell’elenco
di impiegati. L’iterazione, dunque, è la chiave al presunto paradosso per cui un
singolo e determinato algoritmo può eseguire compiti dalla lunghezza sempre
crescente.

Combinare le strutture di controllo

Un algoritmo può contenere molti costrutti per il controllo del flusso, e creare
combinazioni non banali. Sequenze, salti, e iterazioni possono essere inter-
lacciate e annidate. Ad esempio, gli algoritmi possono contenere iterazioni
annidate, più comunemente chiamate cicli annidati. Un ciclo dentro un
ciclo può prendere la forma “fare A esattamente N volte,” dove A è a sua
volta, ad esempio, della forma “ripetere B fino a quando C.” Il processore che
esegue un tale segmento deve lavorare piuttosto duramente; ognuna delle N
volte che esegue A - ovvero, ogni volta che viene attraversato il ciclo esterno
- deve essere attraversato ripetutamente il ciclo interno fino a quando non
diventa vero C. In questo caso il ciclo esterno ha un limite, mentre quello
interno è condizionale, ma sono possibili anche altre combinazioni. La parte
A del ciclo esterno potrebbe contenere molti altri segmenti, i quali, a loro
volta, potrebbero significare ulteriori costrutti di sequenza, di ramificazione o
di iterazione, e lo stesso vale anche per il ciclo interno. Non c’è, dunque, limite
alla potenziale complessità degli algoritmi.

Consideriamo un semplice esempio del potere delle iterazioni annidate. Si
supponga il problema da affrontare sia quello della somma degli stipendi, ma
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non di tutti gli stipendi, ma solo degli impiegati che guadagnano più dei loro
diretti superiori. Ovviamente si assume che (eccetto per il vero “capo”) le
informazioni riguardanti un impiegato contengano il nome del suo superiore.
Un algoritmo che risolve il problema potrebbe essere costruito nel seguente
modo: un ciclo esterno potrebbe scorrere la lista come prima, ma fermandosi
a ogni impiegato in modo tale che un ciclo interno possa cercare - all’interno
della lista - le informazioni riguardanti il suo diretto superiore. Trovato il su-
periore, un costrutto condizionale potrebbe essere utilizzato per determinare
se lo stipendio dell’impiegato debba essere o no accumulato nel “numero an-
notato”, una decisione che richiede che i due stipendi vengano confrontati. Al
completamento dell’attività “interna”, il ciclo esterno potrebbe riprendere il
controllo e procedere con l’impiegato seguente, per il quale cercare il diretto
superiore, fino a quando non viene completata la lista. (Si veda Figura 2.4 per
una versione diagrammatica dell’algoritmo.)

Bubblesort: un esempio

Per illustrare ancora meglio le strutture di controllo, esaminiamo un algorit-
mo di ordinamento. L’ordinamento è uno degli argomenti più interessanti
dell’algoritmica, e molti importanti sviluppi sono collegati ad esso in un mo-
do o nell’altro. L’input di un problema di ordinamento consiste in un elenco
non ordinato di elementi, ad esempio numeri. Il nostro compito è quello di
produrre un elenco dove gli elementi siano ordinati in maniera ascendente. Il
problema può essere posto in senso più generale sostituendo, ad esempio, un
elenco di parole all’elenco dei numeri, con l’intenzione di ordinarli secondo il
loro ordine lessicografico (ovvero, come in un dizionario e negli elenchi telefo-
nici). Si assume che l’elenco di elementi sia preceduto dalla sua lunghezza, N ,
e che l’unico modo per conoscere la grandezza di questi elementi sia eseguire
confronti binari; ovvero, confrontare due elementi e agire in base al risultato
del confronto2.

Bubblesort è uno dei tanti algoritmi di ordinamento conosciuti. In realtà,
bubblesort viene ritenuto un cattivo algoritmo di ordinamento, per le ragioni
che spiegheremo nel Capitolo 6. Viene utilizzato qui solo per illustrare le sue
strutture di controllo.

L’algoritmo di bubblesort si basa sulla seguente osservazione. Se l’elenco
mischiato viene attraversato in sequenza, un elemento alla volta, e ogni volta
che si incontra due elementi adiacenti che sono nell’ordine sbagliato (ovvero, il
2 C’è una sottigliezza in tutto ciò. Se sapessimo fin dall’inizio, ad esempio, che
l’elenco in input consiste precisamente di metà dei numeri compresi tra 1 e N
mischiati in un qualche modo, si potrebbe scrivere un algoritmo di ordinamento
banale che prepara un nuovo elenco di lunghezza N, inizialmente vuoto, e poi
inserisce direttamente ogni numero incontrato nella lista iniziale nella posizione
corrispondente, per poi leggere i contenuti del nuovo elenco dall’inizio alla fine
saltando le posizioni vuote.
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Figura 2.1. Due attraversamenti bubblesort su cinque elementi. (Le frecce indicano
elementi che sono stati scambiati, non elementi confrontati.)

primo elemento è maggiore del secondo) essi vengono scambiati, allora a fine
elenco l’elemento più grande si troverà sicuramente nella posizione giusta;
ovvero, in fondo.

La Figura 2.1(a) illustra l’uso dell’algoritmo su una semplice lista di cin-
que elementi. (La lista è disegnata dal basso verso l’alto: il primo elemento è
quello che sta più in basso in figura. Le frecce mostrano gli elementi scambiati
e non quelli confrontati.) Chiaramente, quando viene attraversata la lista è
possibile che, oltre a posizionare l’elemento più grande nella sua posizione fina-
le, vengano corretti anche altri ordinamenti. Ciò nonostante, la Figura 2.1(a)
mostra come un solo attraversamento non ordini necessariamente la lista. Un
secondo attraversamento porterà il secondo elemento più grande a trovarsi
nella sua posizione corretta, il penultimo posto della lista, come si può vedere
in Figura 2.1(b). Ciò porta a un algoritmo che percorre la lista N − 1 volte
(perchè non N?). Il nome “bubblesort” deriva dal modo in cui gli elementi
più grandi salgano verso la cima della lista come fossero “bolle” (il termine
inglese bubble sta appunto a significare bolla), man mano che procede l’algo-
ritmo, scambiando posizione con elementi più piccoli che vengono spinti verso
il basso.

Prima di riportare l’algoritmo con maggiore dettaglio, è importante sotto-
lineare come il secondo attraversamento non debba estendersi fino all’ultimo
elemento, visto che quando comincia, l’ultima posizione della lista contiene
già l’elemento corretto - ovvero l’elemento più grande della lista. Allo stesso
modo, il terzo attraversamento non deve andare oltre i primi N − 2 elementi.
Ciò significa che una versione più efficiente dell’algoritmo si potrebbe limitare
ad attraversare i primi N elementi la prima volta, i primi N − 1 la seconda,
N − 2 la terza, e cos̀ı via. Torneremo a parlare dell’algoritmo di bubblesort
e della sua versione ottimizzata nel Capitolo 6, ma per ora sarà sufficiente la
sua versione non ottimizzata. L’algoritmo può essere formulato nel seguente
modo:

(1) Eseguire N − 1 volte ciò che segue:
(1.1) puntare al primo elemento;
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Figura 2.2. Gli stadi principali del bubblesort su otto elementi. (Il primo elemen-
to di ogni lista si trova in fondo; le frecce indicano elementi che si scambiano la
posizione.)

(1.2) Eseguire N − 1 volte ciò che segue:
(1.2.1) confrontare l’elemento a cui si punta con l’elemento seguente;
(1.2.2) se i due elementi sono nell’ordine sbagliato, invertire le loro posizioni;
(1.2.3) puntare al prossimo elemento.

Si noti l’uso di una doppia indentazione. Il primo riferimento a “ciò che
segue”, in linea (1), riguarda tutte le linee che iniziano con 1, mentre il secondo
riferimento, in linea (1.2), riguarda tutte le linee che iniziano con 1.2. In questo
modo, la natura innestata dei costrutti di ciclo appare più evidente.

La Figura 2.2 illustra i principali passi intrapresi su una lista di otto ele-
menti, mediante un disegno della situazione ogni volta che si sta per eseguire
la clausola (1.2). Gli elementi che appaiono sopra la linea sono nella loro
posizione finale. Si noti che in questo particolare esempio gli ultimi due attra-
versamenti (non illustrati) sono ridondanti; la lista è ordinata dopo cinque, e
non sette, attraversamenti. Si noti però che qualora, per esempio, l’elemento
più piccolo si trovasse a essere ultimo nella lista originale (ovvero in cima alle
nostre illustrazioni), allora diventerebbe necessario eseguire N − 1 traversate,
visto che gli elementi che devono essere “spinti verso il basso” causano più
problemi di quelli che devono essere “spinti verso l’alto”.

L’istruzione “Goto”

Esiste un’altra importante istruzione di controllo generalmente chiamata go-
to. Ha una forma generica del tipo “goto G”, dove G indica un punto preciso
del testo dell’algoritmo. Nei nostri esempi potremmo scrivere, ad esempio,
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“goto (1.2)”, un istruzione che fa s̀ı che il processore Runaround vada let-
teralmente alla linea (1.2) dell’algoritmo per riprendere l’esecuzione da l̀ı.
Questo costrutto è controverso per diverse ragioni, la più ovvia delle quali
di natura pragmatica. Un algoritmo che contiene molte istruzioni di “goto”,
che costringono il controllo a saltare avanti e indietro in maniera intricata,
diventa facilmente difficile da comprendere. La chiarezza, come vedremo più
avanti, è un aspetto molto importante da considerare nella progettazione di
un algoritmo.

Oltre a ridurre potenzialmente la nostra capacità di intendere un algo-
ritmo, le istruzioni di “goto” possono anche introdurre difficoltà tecniche. Co-
sa succede se un’istruzione di “goto” lascia il processore nel mezzo di un ciclo?
Un esempio potrebbe essere introdurre l’istruzione “goto (1.2)” tra l’istruzio-
ne (1.1) e l’istruzione (1.2) nel nostro algoritmo di bubblesort. Il processore
dovrebbe a quel punto eseguire le istruzioni comprese tra (1.2.1) e (1.2.3) e
poi fermarsi, oppure dovrebbe eseguirli N − 1 volte? E se la stessa istruzione
si trovasse all’interno della sequenza (1.2.1)-(1.2.3)? Questo tipo di problema
trova le sue radici nel tentativo di trovare un abbinamento tra il testo di un
algoritmo e il processo che esso descrive. Chiaramente, l’abbinamento esiste,
ma siccome un algoritmo dalla lunghezza fissa può prescrivere processi dal-
la lunghezza variabile, un singolo punto nel testo di un algoritmo può essere
associato a molti punti dell’esecuzione del processo corrispondente. Di conse-
guenza, le istruzioni di “goto” sono inerentemente creature ambigue, e molti
ricercatori sono contrari al loro uso all’interno di algoritmi.

Diagrammi per algoritmi

Le tecniche visuali e diagrammatiche sono un modo chiaro e leggibile di pre-
sentare il flusso di controllo di un algoritmo. Ci sono diversi modi per “di-
segnare” algoritmi, invece di scriverli. Uno dei più conosciuti consiste nello
scrivere le istruzioni all’interno di scatole rettangolari e i test all’interno di
scatole a forma di diamante, e nell’usare frecce per descrivere come il proces-
sore [Runaround] si muove per eseguire l’algoritmo. I risultati sono chiamati
diagrammi di flusso. La Figura 2.3 mostra il diagramma di flusso del solito
algoritmo per la somma degli stipendi, mentre la Figura 2.4 ne mostra una
versione più sofisticata che coinvolge solo dipendenti che guadagnano più del
proprio manager diretto.

Si noti come un’iterazione appaia come un ciclo di scatolotti, rombi, e
frecce, e come iterazioni annidate appaiano invece come cicli che si trovano
all’interno di altri cicli. Ciò spiega l’uso del termine “ciclo”. I diagrammi
di flusso nelle Figure 2.3 e 2.4 illustrano anche l’appropriatezza del termine
“salto” associato alle istruzioni condizionali.

I diagrammi di flusso hanno però anche svantaggi. Uno di questi è radicato
nel fatto che è più difficile incoraggiare la gente ad aderire a un numero piccolo
di strutture di controllo “ben-formate”. Quando si usano i diagrammi di flusso
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Figura 2.3. Un diagramma di flusso per la somma degli stipendi.

è molto semplice soccombere alla tentazione di impiegare molte istruzioni di
“goto”, visto che sono rappresentate da semplici frecce, proprio come quelle
usate per raffigurare cicli “while” o istruzioni condizionali. Dunque, l’abuso
di diagrammi di flusso ha fatto s̀ı che molti ricercatori consigliassero un loro
uso cauto. Un altro motivo per fare attenzione è il fatto che molti tipi di
algoritmi semplicemente non si prestano bene a una presentazione grafica e
diagrammatica come quella fornita dai diagrammi di flusso. In questi casi i
risultati spesso tendono a somigliare a un “piatto di spaghetti”, peggiorando,
invece di migliorare, la capacità di un lettore di capire realmente cosa sta
succedendo.

Nonostante la discussione di cui sopra, nel Capitolo 14 vedremo che esi-
stono alcuni linguaggi diagrammatici (li chiameremo formalismi visuali) che
hanno avuto un grosso successo, principalmente nel contesto della specifi-
ca di sistemi grandi e complessi. Il problema in quel caso non è la specifi-
ca di una computazione, come nei casi degli algoritmi, ma la specifica del
comportamento reattivo e interattivo nel tempo.
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Figura 2.4. Diagramma di flusso per la versione sofisticata della somma degli
stipendi.
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Subroutine, o procedure

Si supponga ci venga fornito un testo piuttosto lungo e che siamo interessati
a scoprire quanto sia avido il suo autore contando il numero di frasi che con-
tengono la parola “denaro”. Non siamo interessati a sapere quante volte viene
trovata la parola “denaro”, ma in quante frasi la parola è presente. Un algo-
ritmo potrebbe essere progettato per scorrere l’intero testo alla ricerca della
parola “denaro”. Ogni volta che trova il termine, potrebbe procedere a scor-
rere il testo fino alla fine della frase corrente, che nel nostro caso assumiamo
venga indicata da un punto seguito da uno spazio; ovvero, dalla combinazione
“. ”. Trovata la fine della frase, l’algoritmo potrebbe aggiungere 1 a un conta-
tore (ovvero a un “numero annotato”, come nell’algoritmo per la somma degli
stipendi) inizializzato a 0 all’inizio dell’algoritmo. Potrebbe poi ricominciare
la sua ricerca del termine “denaro” a cominciare dalla frase seguente; ovvero
a partire dalla lettera che segue la combinazione di cui sopra. Ovviamente
l’algoritmo dovrebbe continuare a cercare fino alla fine del testo, in modo da
fornire in output il valore del contatore una volta che lo ha raggiunto.

L’algoritmo prende la forma di un ciclo esterno il cui compito è quello di
contare le frasi rilevanti. All’interno del ciclo ci sono altre due ricerche, uno per
il termine “denaro” e uno per la combinazione “. ”, ognuno costituito da un
altro ciclo (si veda il diagramma di flusso schematico di Figura 2.5). Il punto
è che i due cicli interni sono molto simili; infatti, fanno entrambi la stessa cosa
- cercano una sequenza di simboli all’interno di un testo. Esprimere entrambi
i cicli in maniera esplicita chiaramente funziona, ma possiamo fare di meglio.

L’idea è di scrivere un solo ciclo per le ricerche, con un parametro che
si assume contenga la particolare combinazione di simboli da cercare. Questo
segmento di algoritmo viene detto essere una subroutine o una procedura,
e viene attivata (o invocata o chiamata) due volte all’interno dell’algoritmo
principale, una volta con il parametro “denaro” e una con la combinazione
“. ”. Il testo della subroutine viene fornito separatamente, e si riferisce al
parametro che varia mediante un nome, diciamo X. La subroutine assume che
stiamo puntano a un determinato punto di un testo in ingresso, e potrebbe
essere descritta nel seguente modo:
subroutine search-for X:

(1) Continuare ad eseguire ciò che segue fino a quando non si punta a una combi-
nazione X, o fino a quando non viene raggiunta la fine del testo:
(1.1) portare il puntatore avanti di un simbolo nel testo;

(2) se è stato raggiunta la fine del testo fornire in output il valore del contatore e
finire;

(3) altrimenti ritornare all’algoritmo principale.

La parte principale dell’algoritmo utilizzerà la subroutine di ricerca due
volte, mediante istruzioni come “chiamare search-for denaro” e “chiamare
search-for ‘.’ ”. Si confronti la Figura 2.5 con la Figura 2.6, in cui viene
illustrata schematicamente la versione con la subroutine.
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Figura 2.5. Un diagramma di flusso per cercare le frasi contenenti la parola
”denaro”.
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Figura 2.6. Cercare la parola “denaro” usando una subroutine.

Il processore che esegue dovrà però ora essere leggermente più sofistica-
to. Quando ordinato di “chiamare” una subroutine, smetterà di fare quello
che stava facendo, registrerà dov’era, raccoglierà il o i parametri, e andrà ad
eseguire il testo della subroutine. Eseguirà quanto specificato usando il valore
corrente del parametro ogni volta che la subroutine farà riferimento al pa-
rametro usando il suo nome interno (X nel nostro esempio). Se e quando la
subroutine gli dirà di ritornare, farà esattamente quello; ovvero, ritornerà al
punto che segue la “chiamata” che l’aveva portato alla subroutine, e riprenderà
a eseguire i suoi compiti da l̀ı.

Le virtù delle subroutine

Ovviamente le subroutine possono essere molto vantaggiose, dal punto di vista
delle dimensioni di un algoritmo. Anche in un esempio cos̀ı semplice, scritto
una volta il ciclo per le ricerche, esso viene utilizzato due volte, dove, qualora
non fosse stato cos̀ı, l’algoritmo avrebbe dovuto ovviamente includere due ver-
sioni dettagliate dello stesso ciclo. L’economia diviene considerevolmente più
significativa negli algoritmi più complessi che fanno uso di molte subroutine.
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Inoltre, un algoritmo può contenere subroutine che chiamano a loro volta al-
tre subroutine, e cos̀ı via. La struttura algoritmica assume dunque una nuova
dimensione; non ci sono solo cicli annidati ma subroutine annidate. Inoltre, i
cicli, le istruzioni condizionali, i costrutti sequenziali, le istruzioni di “goto”,
e ora le subroutine possono essere interlacciati per produrre algoritmi dalla
complessità sempre crescente.

Il fatto che le subroutine producano algoritmi più corti non è il loro unico
vantaggio. Una subroutine può essere vista come un “blocco” di materiale
algoritmico, un blocco atomico che, una volta formato, può essere utilizzato
all’interno di altri blocchi algoritmici mediante una singola istruzione. È come
dire che abbiamo esteso il nostro repertorio di istruzioni elementari permesse.
Nell’esempio di conteggio del termine “denaro”, una volta che la routine di
ricerca è a disposizione (o ancora prima, basta che sia stato deciso che una
tale routine verrà scritta) l’istruzione “chiama search-for ‘abc’ ” è, a tutti gli
effetti, una nuova istruzione elementare. Le subroutine, dunque, sono un modo
per creare nuove astrazioni appropriate per il problema specifico che stiamo
cercando di risolvere. È un’idea molto potente, visto che non solo rende più
corti gli algoritmi ma li rende anche più chiari e meglio strutturati. La chia-
rezza e la struttura sono, come abbiamo enfatizzato più volte, di straordinaria
importanza nell’algoritmica, e vengono spesi molti sforzi per trovare modi per
imporli ai progettisti di algoritmi.

Cos̀ı come l’utente di un computer tipicamente non sa alcunché degli al-
goritmi che usa, una subroutine può essere vista come una “scatola nera”, di
cui non è necessario sapere come è implementata. Tutto ciò che un utente di
una subroutine deve sapere è cosa fa, non come lo fa. Questo semplifica molto
il problema, in quanto riduce la quantità di dettagli che devono essere tenuti
a mente.

Usando le subroutine è possibile sviluppare un algoritmo complesso in ma-
niera graduale, passo a passo. Un tipico problema algoritmico richiede una so-
luzione pienamente dettagliata che utilizzi solo le azioni elementari consentite.
Il progettista può ottenere l’obiettivo in maniera graduale, prima sviluppando
un algoritmo di alto livello che utilizzi solo istruzioni “elementari”. Queste
potrebbero essere in realtà chiamate a subroutine che il progettista ha in men-
te, che verranno scritte più tardi (o che magari sono già state scritte). Queste
subroutine, a loro volta, potrebbero usare altre istruzioni che, non essendo
ancora sufficientemente elementari, sono ancora chiamate a subroutine che
verranno prima o poi scritte. A un certo punto, tutte le istruzioni elementari
saranno di livello sufficientemente basso da essere tra quelle esplicitamente
permesse. È a quel punto che lo sviluppo per gradi termina. Questo approc-
cio può dare origine a una progettazione di tipo top-down (ovvero, dall’alto
verso il basso) che, come appena descritto, comincia dal generale e va verso
lo specifico, o a una progettazione di tipo bottom-up (ovvero, dal basso verso
l’alto), dove uno prima prepara le subroutine che gli serviranno, e poi passa a
progettare routine più generali che ne facciano uso, lavorando dunque a par-
tire dallo specifico e andando verso il generale. Non c’è un’intesa universale
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su quale approccio sia migliore per la progettazione algoritmica. Il sentore co-
mune è che convenga utilizzare un misto tra i due. Discuteremo ulteriormente
tali questioni nel Capitolo 13.

Ritornando per un momento alla gastronomia, preparare una “mousse al
cioccolato” potrebbe essere un buon candidato per una subroutine all’interno
della ricetta per mousse al cioccolato presentato nel Capitolo 1. Ciò ci permet-
terebbe di descrivere la ricetta nel seguente modo, dove ognuna delle quattro
istruzioni è descritta come una subroutine (o dovremmo dire una sub-ricetta)
il cui testo è scritto separatamente:

(1) Preparare una mistura di cioccolato;
(2) mescolare fino a produrre una mistura di cioccolato e di tuorlo;
(3) preparare una schiuma di bianchi d’uovo;
(4) unire le due misture per produrre la mousse.

Vale la pena notare come il libro da cui è stata presa la ricetta per la
mousse faccia uso estensivo di subroutine. Ad esempio, a pagina 72-77 vengono
descritte una serie di ricette i cui ingredienti contengono cose come Sweet
Pastry Dough (ovvero impasto per pan dolce), Croissant, o Puff Pastry (ovvero
pasta sfoglia), per i quali il lettore viene rimandato a ricette precedentemente
date.

Si può facilmente affermare che il potere e la flessibilità forniti dall’uso
delle subroutine non possono essere sovrastimati.

Ricorsione

Uno degli aspetti più utili delle subroutine, e per molte persone uno dei più
confusionari, è la ricorsione. Con questo termine si intende l’abilità di una sub-
routine, o di una procedura, di chiamare se stessa. Potrebbe sembrare assurdo.
Come può il processore avvicinarsi alla soluzione di un problema quando gli
viene ordinato a metà della soluzione di lasciare stare e di ricominciare a
risolvere lo stesso problema da capo?

Il seguente esempio dovrebbe aiutarci al risolvere questo paradosso, e po-
trebbe aiutare sottolineare fin dal principio che la soluzione si basa sulla stessa
proprietà di algoritmo menzionata prima: lo stesso testo (in questo caso, quel-
lo della subroutine ricorsiva) può corrispondere a molte porzioni del processo
che descrive. I costrutti iterativi sono un modo di creare processi lunghi a
partire da testi brevi; le subroutine ricorsive anche.

L’esempio si basa su un antico rompicapo conosciuto come le Torri di
Hanoi, creato dai sacerdoti Indù del grande tempio di Benares. Si supponga
ci vengano date tre torri, o per essere più umili, tre pioli, A, B, e C. Sul
primo piolo, A, ci sono tre anelli impilati l’uno sull’altro in senso decrescente
per quanto riguarda la loro dimensione, mentre gli altri cilindri sono vuoti (si
veda la Figura 2.7). Siamo interessati a spostare gli anelli da A a B, magari
usando C. Secondo le regole del gioco, gli anelli devono essere spostati uno alla
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volta, e non è mai permesso che un anello più grande venga posto sopra un
altro più piccolo. Questo semplice rompicapo può essere risolto nel seguente
modo:

spostare A in B;
spostare A in C;
spostare B in C;
spostare A in B;
spostare C in A;
spostare C in B;
spostare A in B.

Prima di procedere, dovremmo prima convincerci che queste sette azioni
realmente risolvono il problema, e dovremmo tentare di risolvere lo stesso
problema con quattro anelli sul cilindro A, invece di tre (senza cambiare il
numero di cilindri). Con un impegno moderato il lettore dovrebbe essere in
grado di scoprire una sequenza di 15 “spostare X in Y ” in grado di risolvere
la versione a quattro anelli.

A B C

Figura 2.7. Le Torri di Hanoi con tre anelli.

Giochi del genere sono intellettualmente stimolanti, e quelli che si diver-
tono con tali giochi potrebbero voler considerare la versione originale Indù
che, con gli stessi tre cilindri, affronta il caso di 64 anelli sul cilindro A. Come
vedremo nel Capitolo 7, gli inventori del rompicapo non erano interamente di-
staccati dalla realtà quando dichiararono che il mondo sarebbe finito quando
tutti e 64 gli anelli sarebbero stati spostati sul cilindro B. Ciò nonostante, non
vogliamo trattare giochi ma algoritmica, e di conseguenza siamo più interessa-
ti al problema algoritmico generale associato alle Torri di Hanoi piuttosto che
a un suo caso particolare. L’input è un numero positivo intero N , e l’output
desiderato è una lista di azioni “spostare X in Y ” che, se seguito, risolve la
versione a N anelli del rompicapo. Chiaramente, la soluzione del problema
deve essere un algoritmo che funziona per ogni N , e che produce una lista
che rispetti le regole; in particolare, quindi, seguendo la lista non deve mai
capitare che un anello più grande venga posto sopra uno più piccolo.

Questo è il problema che dovremmo davvero cercare di risolvere, visto che
una volta che un algoritmo è disponibile, ogni istanza del gioco, sia essa a tre,
quattro o 3078 anelli, può essere risolta semplicemente eseguendo l’algoritmo
con il numero di anelli desiderati come input. Bene, e come si fa? La risposta
è semplice: usando la magia della ricorsione.
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Una soluzione alle torri di Hanoi

L’algoritmo qui presentato sposta N anelli da A in B usando C nel seguente
modo. Prima controlla se N è 1, nel qual caso semplicemente sposta l’unico
anello nella sua destinazione (o meglio, fornisce in output una descrizione
dell’unica mossa che fa al compito nostro), e termina immediatamente dopo.
Se N è maggiore di 1, prima sposta i primi N −1 anelli dalla cima del cilindro
A al cilindro accessorio C usando la stessa routine in maniera ricorsiva; poi
prende l’ultimo anello presente in A, il quale deve essere per forza l’anello
più grande (come mai?), e lo sposta nella sua posizione finale, B; poi, in
maniera ancora una volta ricorsiva, sposta gli N − 1 anelli precedentemente
“messi” in C nella loro destinazione finale, B. Potrebbe essere difficile vedere
come questo algoritmo effettivamente rispetti le regole del gioco , ma sotto
l’assunzione che i processi che hanno a che fare con gli N−1 anelli contengano
solo mosse valide, diventa facile notare che è cos̀ı anche per il processo globale
che sposta gli N anelli.

Ecco dunque l’algoritmo. È riportato come una routine ricorsiva il cui
titolo e parametri (ce ne sono quattro) risultano autoesplicativi:
subroutine move N from X to Y using Z:

(1) se N è 1 riprodurre in output “move X in Y ”;
(2) altrimenti (ovvero, se N è maggiore di 1) eseguire ciò che segue::

(2.1) chiamare move N − 1 from X to Z using Y ;
(2.2) riprodurre in output “move X in Y ”;
(2.3) chiamare move N − 1 from Z to Y using X;

(3) fine.

Per provare che la routine funziona, la quale potrebbe sembrare ridicola a
prima vista, potremmo provare a eseguirlo con N uguale a 3; ovvero, simulan-
do il lavoro del processore quando ci sono tre anelli. Questo dovrebbe essere
fatto eseguendo un “algoritmo principale” che consiste dell’unica istruzione:

chiamare move 3 from A to B using C

La simulazione deve essere portata avanti con cautela, visto che i parametri
X, Y e Z all’inizio assumono abbastanza innocentemente i valori A, B e C,
per poi cambiare ogni volta che il processore ri-entra nella routine. Per rendere
le cose ancora più confusionali, i parametri tornano ad assumere i loro vecchi
valori ogni volta che la “chiamata” ritorna a dove era stata fatta. La Figura 2.8
aiuta ad illustrare la sequenza di azioni in questo caso. Si noti che il processore
ora deve ricordare (e anche noi, se tentiamo davvero di simulare la routine) non
solo da dove era stata chiamata la routine in modo da ritornarci, ma anche
i valori che i parametri avevano prima di intraprendere il nuovo compito,
in modo da poter riprendere il lavoro nel modo corretto. La Figura 2.8 è
organizzata in modo da riflettere la profondità di ricorsione e il modo
in cui i parametri cambiano di valore. Le frecce rappresentano i “viaggi” del
processore: le frecce verso il basso corrispondono a chiamate, quelle verso l’alto
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Figura 2.8. Un’esecuzione strutturata della soluzione ricorsiva delle Torri di Hanoi.

alla fine di una subroutine, mentre quelle orizzontali a semplici sequenze. Come
per magia, la sequenza finale di azioni fornita è identica a quella trovata prima
mediante sperimentazione.

Risulta che il problema delle Torri di Hanoi ammette anche un’altra solu-
zione algoritmica che impiega una semplice iterazione e nessuna chiamata a
subroutine, e che può essere eseguita da un semplice bambino piccolo! Questo
algoritmo verrà presentato nel Capitolo 5.

Il potere espressivo delle strutture di controllo

È possibile tirare avanti con solo pochi e semplici strutture di controllo? La
risposta è s̀ı. Vari insiemi minimi di strutture di controllo sono stati in-
dividuati, il che vuol dire che tecnicamente è possibile sostituire ogni altra
struttura di controllo con un’appropriata combinazione di quelle nell’insieme
minimo, facendo s̀ı che in pratica siano solo queste ultime ad essere necessarie.
Un ben noto insieme minimo consiste nella sequenza (and-then), la ramifica-
zione condizionale (if-then), e una qualche forma di costrutto di ciclo illimitato
(ad esempio, il paradigma while-do). Non è difficile, ad esempio, dimostrare
che un’istruzione della forma “ripetere A fino a quando Q non diventa vero”
può essere rimpiazzato da “fai A, e poi mentre Q è falso fai A”, quindi se si
hanno a disposizione i costrutti di “while–do” si può fare a meno dei costrut-
ti di“repeat–until”. Allo stesso modo è possibile eliminare completamente il
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costrutto di “goto” da un qualsiasi algoritmo, a costo di espandere un po’
l’algoritmo e di cambiare la sua struttura originale.

Allo stesso modo, tutto può essere fatto senza usare subroutine, e la ri-
corsione può essere rimpiazzata da semplici cicli. Comunque, togliere a un
algoritmo tutte le sue subroutine comporta l’aggiunta all’algoritmo di una
buona dose di “istrumentazione” (sotto forma di nuove istruzioni elementari).
È possibile dimostrare che se tali meccanismi non sono consentiti, allora le
subroutine ricorsive sono più potenti delle iterazioni, e che determinate co-
se sono possibili solo usando le prime. Questi argomenti verranno trattati in
questa sede solo in maniera superficiale, in modo da darvi un sentore delle
questioni rilevanti di interesse. 3

Tipi di dato e strutture dati

Adesso sappiamo come è fatto un algoritmo e come il processore, dati gli in-
put, si muove per eseguire il processo descritto. Ciò nonostante, siamo rimasti
piuttosto vaghi riguardo gli oggetti che un algoritmo manipola. Abbiamo par-
lato di liste, parole, e testo, e di cose più strane come “numeri annotati” che
crescono, e “puntatori” che progrediscono. Se vogliamo andare all’estremo,
abbiamo anche parlato di farina, zucchero, torte, e di mousse al cioccolato, e
di torri, cilindri e anelli. Questi oggetti non sono solo gli input e gli output
dell’algoritmo, ma anche tutti gli accessori intermedi costruiti e usati durante
la vita del processo, come i contatori (“numeri annotati”) e i puntatori. Per
tutti questi usiamo il termine generico dato. 4

Gli elementi possono essere di vari gusti, o di vari tipi. Alcuni dei più co-
muni tipi di dati presenti negli algoritmi eseguiti da computer sono i numeri
di vari tipi (interi, decimali, binari, e cos̀ı via), e le parole scritte usando vari
alfabeti. In realtà anche i numeri possono essere costruiti come parole; gli in-
teri decimali, ad esempio, possono essere visti come “parole” formate a partire
da un alfabeto contenente le cifre 0, 1, 2, . . . , 9, mentre i numeri binari da un
alfabeto contenente solo lo 0 e l’1. Porta però più benefici tenere questi tipi
separati, non solo per essere più chiari e ordinati, ma anche perchè ciascun
tipo ammette un proprio insieme di operazioni, o azioni, consentite. Non ha
senso elencare le vocali in un numero, come non ha senso moltiplicare due
parole! Inoltre è necessario dire ai nostri algoritmi che tipi di oggetti posso-
no manipolare e precisamente quali manipolazioni sono da considerarsi lecite.
Queste manipolazioni non consistono solo in operazioni da eseguire ma anche
nel fare domande, ad esempio per verificare se un numero è pari o dispari o
se due parole cominciano con la stessa lettera.
3 Per meglio apprezzare le sottigliezze indotte dalla natura auto-referenziale della
ricorsione, il seguente libro è molto raccomandato, insieme a quelli referenziati
al suo interno: D. Harel e Y. A. Feldman, Algoritmi: Lo spirito dell’Informatica,
Springer, 2007.

4 Invece del termine dato faremo spesso uso dei termini oggetto e elemento.
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Queste osservazioni sembrano piuttosto naturali alla luce delle discussioni
sulle operazioni elementari intraprese nel Capitolo 1, e ricordano le capacità
dei computer di manipolare bit. Qui prendiamo per scontati i tipi di dato
basilari e le operazioni e verifiche a loro associate. Ciò a cui siamo interessati
sono i modi in cui gli algoritmi possono organizzare, ricordare, cambiare e
accedere alle raccolte di dati. Mentre le strutture di controllo servono a dire al
processore in che ordine deve fare le cose, le strutture dati e le loro operazioni
organizzano i dati in modo da permettergli di fare quello che gli viene richiesto.

Il mondo delle strutture dati è ricco di livelli di astrazione quanto il mon-
do delle strutture di controllo. Infatti, un utile trucco mentale, che sta alla
base del paradigma di programmazione a oggetti, mostra come è possibi-
le scambiarli tra loro. Queste questioni verranno ulteriormente discusse nel
Capitolo 3.

Variabili, ovvero piccole scatole

I primi oggetti di interesse sono le variabili. Nell’algoritmo per la somma
degli stipendi, ad esempio, abbiamo fatto uso di un “numero annotato”, prima
inizializzato a 0 e poi utilizzato per accumulare la somma degli stipendi dei
dipendenti. In realtà stavamo utilizzando una variabile. Una variabile non è
un numero, una parola, o un qualche altro dato. Piuttosto, può essere visto
come una piccola scatola, o una cella, in cui un singolo oggetto viene custodito.
Possiamo dare alla variabile un nome, per esempio X, e usare istruzioni come
“poni 0 in X”, oppure “incrementa il valore di X di 1”. Possiamo anche
fare domande circa i contenuti di X, come “X contiene un numero pari”? Le
variabili sono come le stanze d’albergo; persone diverse possono occupare la
stanza in momenti diversi, e ci si può riferire alla persona nella stanza come a
“colui che sta in camera 326”. Il termine “326” è il nome della stanza, proprio
come X è il nome della variabile.

Questo uso della parola “variabile” per denotare una cella che può contene-
re valori diversi in momenti diversi è diverso dall’uso che si fa in matematica,
dove denota un singolo valore (solitamente ignoto). Nel Capitolo 3 discutere-
mo il paradigma della programmazione funzionale, che non fa uso di celle, ma
direttamente di valori, come nella matematica.

Gli algoritmi fanno tipicamente uso di molte variabili, con nomi diversi
e per motivi altrettanto diversi. Ad esempio, in una versione più dettagliata
dell’algoritmo di bubblesort potrebbe essere possibile usare una variabile per
contare il numero di volte che viene eseguito il ciclo esterno, una per il ciclo
interno, e una terza per scambiare due elementi della lista. Per effettuare uno
scambio, un elemento verrebbe temporaneamente “messo in una scatola”, l’al-
tro verrebbe messo nel suo nuovo posto, e l’elemento “inscatolato” verrebbe
poi messo nella posizione originale del secondo elemento. Senza usare la va-
riabile non ci sarebbe modo di effettuare lo scambio senza perdere il primo
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elemento. Si tratta di un esempio di come si possa utilizzare variabili, all’in-
terno di un algoritmo, come memoria o deposito. Ovviamente, il fatto che
gli elementi vengano scambiati molte volte durante una singola esecuzione del-
l’algoritmo di bubblesort non significa che abbiamo bisogno di molte variabili
- la stessa “scatola” può essere utilizzata ogni volta. Ciò risulta dal fatto che
tutti gli scambi nell’algoritmo sono disgiunti; nessuno scambio comincia prima
che finisca quello precedente. Le variabili possono dunque essere riutilizzate.

Quando le variabili vengono utilizzate, solitamente si omette la frase “i
contenuti di”, e scriviamo cose come X ← 0 (si legga “X viene impostato
a 0” oppure “impostare X a 0”) per impostare il valore iniziale (ovvero il
contenuto) di X a 0, e X ← X + 1 (si legga “X viene impostato a X + 1”)
per incrementare di 1 il valore di X. Approfondiremo queste istruzioni e come
scriverle formalmente nel Capitolo 3.

Vettori, ovvero liste

Guardiamo più da vicino le nostre liste di impiegati. Una lista come quella
può essere vista semplicemente come una moltitudine di elementi, che pos-
siamo decidere di tenere, o immagazzinare in una moltitudine di variabili,
ad esempio X, Y, Z, . . .. Questo ovviamente non permetterebbe un algoritmo
dalla lunghezza fissa di percorrere tutta la lista, la cui lunghezza può variare,
visto che dovrebbe riferirsi a ogni elemento della lista con un nome univoco.
Liste più lunghe richiederebbero più nomi di variabili e quindi algoritmi più
lunghi. Quello di cui abbiamo bisogno è di un modo per fare riferimento a
molti elementi in maniera uniforme. Abbiamo bisogno di listedi variabili che
possono essere “percorse”, o a cui è possibile accedere in qualche altro mo-
do, ma senza dover fare riferimento a ogni elemento esplicitamente. Vogliamo
poter “puntare” agli elementi della lista, per fare riferimento al “prossimo”
elemento o al “precedente”, e cos̀ı via. Per questi motivi usiamo vettori, anche
detti array mono-dimensionali.

Prendiamo l’esempio di una variabile che rappresenta una camera d’alber-
go. In quel caso si potrebbe pensare a un vettore come a un intero corridoio, o
piano, dell’albergo. Le camere 301, 302, . . . , 346 potrebbero essere “variabili”
singole; il che renderebbe possibile fare riferimento a ciascuna separatamente.
Anche l’intero corridoio o piano potrebbe avere un nome (ad esempio “piano
3”), il che ci permetterebbe di fare riferimento alle camere in esso contenute
usando un indice. La quindicesima camera del piano sarebbe cos̀ı la camera
315, mentre la camera X sarebbe la camera 3X. Ciò significa che possiamo
utilizzare una variabile come indice del vettore. Cambiando il valore di X
ci si può riferire ai contenuti dei diversi elementi del vettore. La notazione
utilizzata nella pratica separa il nome del vettore dall’indice con delle paren-
tesi; scriviamo V [6] per riferirci al sesto elemento del vettore V , e allo stesso
modo V [X] per l’elemento di V il cui indice è il valore corrente della variabile
X. Possiamo anche scrivere V [X + 1] per riferirci all’elemento che segue l’e-
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lemento V [X] nella lista. (Si noti che V [X + 1] e V [X] + 1 indicano due cose
completamente differenti!)

In un algoritmo bubblesort, ad esempio, possiamo utilizzare una variabile
X per controllare il ciclo interno, e allo stesso tempo può essere utilizzata
anche come puntatore per il vettore V di elementi da ordinare. Segue la nuova
versione dell’algoritmo (più concisa, e anche più precisa), dove “<” indica
“minore di”:
(1) eseguire ciò che segue N − 1 volte:

(1.1) X ← 1;
(1.2) fino a quando X < N fare il seguente:

(1.2.1) se V [X + 1] < V [X] scambiare i due elementi di posizione;
(1.2.2) X ← X + 1.

Si incoraggia il lettore a modificare l’algoritmo al fine di incorporare l’osser-
vazione fatta prima, in modo che ad ogni “attraversamento” del ciclo esterno
si possa decrementare di uno il numero di elementi che il ciclo interno deve
ispezionare.

I vettori che rappresentano liste di elementi hanno numerose applicazioni.
Un elenco telefonico è una lista, come i dizionari, i file personali, le descrizioni
d’inventario, i requisiti per un corso, e cos̀ı via.

In un certo modo, un vettore è, come struttura dati, da considerarsi in
stretta relazione con la struttura di controllo del ciclo. L’attraversamento di
un vettore (al fine di ispezionarlo, fare una ricerca, eseguire una somma, ecc.)
viene tipicamente svolto usando un singolo costrutto iterativo. Come il ciclo è
una struttura di controllo per la descrizione di processi lunghi, cos̀ı un vettore
è una struttura dati per la rappresentazione di lunghe liste di dati.5

Ci sono anche speciali versioni “indicizzate” di costrutti di controllo ite-
rativo, create apposta per la traversata di vettori. Ad esempio, possiamo
scrivere:

for X going from 1 to 100 do cio′ che segue

che è simile a dire:

do cio′ che segue 100 volte

eccetto per il fatto che nel primo caso possiamo fare riferimento, all’intero
del frammento di algoritmo che si ripete, direttamente all’X-esimo elemento
del vettore, mentre nel secondo caso no.

Array, ovvero tabelle

In molti casi è conveniente gestire i dati non mediante una semplice lista
mono-dimensionale, ma mediante una tabella. La struttura dati corrispon-
5 Nonostante la stretta relazione tra vettori e cicli, dovremmo enfatizzare che i
cicli vengono utilizzati anche per molti altri motivi, e che anche altre strutture di
controllo vengono spesso utilizzate con i vettori
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Figura 2.9. Strutture dati, strutture di controllo, e alberghi.

dente viene chiamata matrice, array bi-dimensionale, o semplicemente
array. Anche qui le applicazioni sono molteplici. Le tabelline moltiplicative
che si studiano in seconda elementare sono un array di 10 per 10 in cui ogni
oggetto corrisponde al prodotto degli indici della colonna e della riga; si posso-
no associare gli studenti all’interno di un elenco con un elenco di corsi usando
un array, in cui le informazioni contenute sono i voti che quegli studenti han-
no preso in quei corsi; la tabella indicizzata con la latitudine e la longitudine
della terra può fornire le altitudini di ogni punto di intersezione, e cos̀ı via.

Fare riferimento a un elemento dell’array viene tipicamente fatto usando
due indici, riga e colonna. Scriviamo A[5, 3] per l’elemento che si trova all’in-
crocio della riga 5 e della colonna 3, in modo tale che se, per esempio, A è la
tabellina delle moltiplicazioni il valore di A[5, 3] è 15. Come prima, possiamo
scrivere A[X, Y ], cos̀ı come A[X + 4, 17 − Y ], e cos̀ı via.

Se una variabile è come una stanza di albergo e un array è come un corrido-
io/piano dell’albergo, allora una matrice, o un array, è come l’intero albergo.
Le sue “righe” sono i vari piani, mentre le “colonne” rappresentano le varie
posizioni che una stanza può occupare all’interno del corridoio/piano. Se un
vettore, in quanto struttura dati, corrisponde a un ciclo in termini di struttura
di controllo, allora un array corrisponde a cicli annidati (si veda Figura 2.9).
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Si può percorrere l’intero array di voti degli studenti usando un ciclo esterno
per scorrere tutti gli studenti e un ciclo interno per scorrere tutti i voti di un
particolare studente, o vice versa.

Non è sempre il caso che i dati possano essere gestiti mediante un formato
rettangolare regolare. Prendiamo l’esempio degli studenti e dei corsi; diversi
studenti potrebbero essere associati non solo a corsi diversi, ma anche a un
diverso numero di corsi. Potremmo ancora usare un array (abbastanza largo
da contenere un numero massimo di corsi possibili), ma lasciando vuote alcune
delle sue parti, ogni qualvolta che lo studente in questione non ha seguito il
corso in questione. In alternativa, possiamo usare una nuova struttura dati
che consiste di un vettore i cui elementi stessi puntano a vettori di lunghezza
variabile. La differenza viene illustrata in Figura 2.10.
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Figura 2.10. Confronto tra un array e un vettore di array.

Gli algoritmi possono usare anche array più elaborati, come quelli che
hanno dimensioni superiori. Un array tridimensionale è come un cubo, in cui
abbiamo bisogno di tre indici per indicare un elemento.6 Se lo si desidera,
possiamo utilizzare solo porzioni speciali di un array, come la porzione trian-
golare superiore di un array bidimensionale, ottenuta restringendo gli indici
in A[X, Y ] in modo che X sia più piccolo di Y .

Code e pile

Un’interessante variante dei vettori/array segue l’osservazione che in molte
applicazioni di vettori e array, non abbiamo bisogno del pieno potere fornito
dagli indici. A volte una lista può essere semplicemente utilizzata per model-
lare una coda, nel qual caso tutto quello di cui l’algoritmo ha bisogno è poter
aggiungere elementi al “fondo” della coda e toglierli dal “davanti”. Altre volte
la lista deve modellare una pila, come quelle utilizzate nei ristoranti per met-
tere via i piatti. In questo caso l’algoritmo deve poter aggiungere e togliere
6 Portare avanti la metafora dell’albergo diventa qui più complesso. Potrebbe un
array tridimensionale essere utilizzato per gestire un’intera catena di alberghi?
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elementi solo da un lato della lista, ovvero la “cima”. Si fa riferimento a una
coda come a una lista FIFO (First-In-First-Out, ovvero, il primo ad entrare
è il primo a uscire), mentre a una pila come a una lista LIFO (Last-In-First-
Out, ovvero l’ultimo ad entrare è il primo ad uscire). Ecco il funzionamento
di quest’ultima. Gli elementi possono essere aggiunti a una pila (mediante
un’operazione di push), l’unico elemento che può essere ispezionato è quello
in cima (mediante un’operazione di top), e si può rimuovere l’elemento in cima
(mediante un’operazione di pop). (Si veda Figura 2.11.) Il punto in questi casi
speciali è che vale la pena, almeno per motivi di chiarezza algoritmica, pensare
alle code e alle pile come a strutture dati, piuttosto che semplicemente come
a speciali tipi di liste. Possiamo utilizzare istruzioni elementari speciali some
“add X alla coda A”, o “push X su S”, piuttosto che oscure formulazioni che
hanno a che vedere con indici.

Coda Testa 

Coda 

Ingresso 

Ingresso Uscita 

Pila 

Uscita 

Figura 2.11. Una coda e una pila.

Quando abbiamo discusso prima la ricorsione, abbiamo implicitamente fat-
to uso di un vettore che in realtà veniva utilizzato come una semplice pila. Non
presenteremo i dettagli ma invitiamo il lettore a pensare a come il processore
possa ricordarsi dove si trova quando esegue un algoritmo ricorsivo. Ricordarsi
dove si trova nel testo di un algoritmo non rappresenta un vero problema. Ciò
che richiede un po’ di lavoro è gestire la lista di chiamate ricorsive che non so-
no ancora state completate, e capire dove ritornare quando viene completata
ogni chiamata. Non è troppo difficile vedere che –e possiamo usare l’esempio
delle Torri di Hanoi per illustrato– abbiamo in realtà bisogno di una pila.
Ogni volta che viene chiesto al processore di ri-entrare nella routine per via
di una chiamata ricorsiva, il processore esegue una “push” dell’“indirizzo” di
ritorno e dei valori correnti dei parametri sulla pila. (Nell’esempio delle Tor-
ri ci sono due possibili indirizzi di ritorno, corrispondenti alle posizioni delle
due chiamate ricorsive nell’algoritmo). Quando completa un’esecuzione della
routine ricorsiva, l’algoritmo legge le informazioni dalla cima della pila, re-
imposta i vecchi valori dei parametri e torna a eseguire il testo dell’algoritmo
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dall’indirizzo di ritorno. Durante questo processo esegue anche un’operazione
di “pop” per togliere le informazioni dalla cima della pila.

Un altro esempio di uso di pile ha a che vedere con l’attraversamento di un
labirinto dove si vogliono percorrere tutte le possibili strade. Un tale attraver-
samento richiede che teniamo traccia degli incroci già visitati, aggiungendone
di nuovi quando li incontriamo, e togliendoli quando tutte le loro strade sono
state prese in considerazione. In questo modo la pila contiene in ogni momento
un percorso dall’ingresso del labirinto al punto preciso del labirinto in cui ci
troviamo.

Alberi, ovvero gerarchie

Una delle strutture dati esistenti più importanti è l’albero. Non è un albero
nel senso botanico del termine, ma un albero di natura astratta. Abbiamo
tutti visto questi alberi essere utilizzati per descrivere le relazioni famigliari.
I due tipi più comuni di alberi sono quelli degli “antenati”, che iniziano da un
individuo e lavorano a ritroso riportando i suoi genitori, nonni, e cos̀ı via, e
quelli dei “discendenti”, che riportano invece i suoi figli, nipoti, e cos̀ı via.

 Livello 3

Livello 4

Livello    1

54.2

173 Livello    2

$20

 “porta” “cosa”

“sbattere le 
palpebre”

“perchè”

Figura 2.12. Un albero.

Un albero è essenzialmente un insieme di dati gerarchici. Un elemento
risiede in un luogo spaziale detto radice, e gli altri sono organizzati come
suoi discendenti. Nell’informatica, gli alberi vengono solitamente visualizzati
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“sotto-sopra” - con la radice in alto, e il resto dell’albero sotto. La termino-
logia utilizzata è uno strano insieme di termini matematici, botanici e legati
alla vita familiare mono-parentale. Parliamo della radice, dei nodi dell’albero
(posizioni nell’albero), dei figli (immediati discendenti di un nodo), di foglia
(i nodi in “fondo” all’albero che non hanno ulteriori figli), dei suoi percorsi,
o rami (sequenze di nodi corrispondenti ad attraversamenti dell’albero nella
direzione radice-foglia), cos̀ı come di genitori, di progenitori, discendenti, e
fratelli (due nodi sono fratelli se hanno lo stesso genitore).

Figura 2.12 mostra un albero, deliberatamente costruito senza alcuna spie-
gazione circa i suoi contenuti o la sua disposizione. Nonostante ciò, la parola
“blink” è la sua radice, o per usare una terminologia diversa, il nodo di livello
1 dell’albero; la sedia e il numero 173 sono i figli della radice, o, equivalente-
mente, i nodi di livello 2 dell’albero, e cos̀ı via. Un esempio di albero familiare
agli utenti dei computer potrebbe essere quello usato nell’organizzazione ge-
rarchica di file e cartelle, che a loro volta possono essere contenute all’interno
di ulteriori cartelle.

Gli alberi possono essere trovati anche in altri posti nella vita di tutti i
giorni. I diagrammi organizzativi di molte aziende sono alberi, cos̀ı come le
descrizioni schematiche delle composizioni di macchine complesse. Anche gli
algoritmi stessi a volte possono essere descritti mediante una struttura ad
albero; per esempio, i livelli di albero possono corrispondere alle sequenze di
numeri utilizzate in questo libro per etichettare le istruzioni.

Un altro importante esempio riguarda gli alberi dei giochi. La radice
per un albero nel caso degli scacchi, per esempio, contiene una descrizione
della configurazioni iniziale della scacchiera. I nodi figlio della radice rappre-
sentano le 20 possibili configurazioni che possono presentarsi dopo la mossa
di apertura del Bianco, e i figli di ognuno di questi nodi sarebbero i risultati
di tutte le possibili risposte del giocatore Nero, e cos̀ı via. La maggior par-
te degli alberi dei giochi a due giocatori, come nel caso degli scacchi, hanno
un numero di proprietà interessanti. I livelli dispari corrispondono alle mos-
se del primo giocatore, mentre quelli pari corrispondono alle mosse dell’altro
giocatore. Percorsi corrispondono a partite, e solo partite che sono possibili
appaiono come percorsi nell’albero. Infine, i nodi foglia corrispondono a con-
clusioni di partite (ad esempio, negli scacchi quando si ha uno scacco matto
o una ripetizione di mosse tripla). Avremo occasione di trattare nuovamente
gli alberi dei giochi più avanti nel libro.

Gli alberi sono utilizzati in numerose applicazioni diverse, e nel mondo
dell’algoritmica abbondano più di ogni altro modo di strutturare parti in un
unico insieme.

Treesort: un esempio

Per dare un’idea dell’utilità degli alberi, consideriamo un’altra routine di or-
dinamento, basata su alberi binari. Un albero binario è un albero in cui ogni
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nodo ha al più due figli. (L’albero degli antenati, ad esempio, è binario.) Un
albero binario può anche essere definito come un albero il cui grado uscente
è 2. Il vantaggio di usare quest’ultimo termine è la sua generalità; possiamo
parlare di alberi che hanno un outdegree 17 o 938; o anche di alberi che hanno
un outdegree infinito.7 Tornando agli alberi binari, siccome l’outdegree di ogni
nodo è al più 2, è conveniente distinguere tra i due nodi figlio, riferendosi a
loro come al nodo di “sinistra” e al nodo di “destra” rispettivamente.

L’algoritmo di Treesort, come lo chiameremo, consiste di due passi
principali:

(1) trasformare la lista di input in un albero di ricerca binario T ;
(2) percorrere T andando sempre prima a sinistra, e produrre come output ogni

elemento della seconda visita.
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76
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46 106

28 100 112 396

354 1018

402

35

76 106 402 100 46 354 1018 112 28 396 35

Primo Ultimo 

Figura 2.13. Una lista e il suo albero di ricerca binario.

Serve qui una spiegazione. Per ordinare una lista di elementi (diciamo
numeri) l’algoritmo prima organizza gli elementi secondo un tipo speciale di
7 Si noti che un albero con grado uscente 1 è una semplice lista o vettore.
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albero binario, chiamato albero di ricerca binario. Ogni nodo dell’albero
possiede la seguente proprietà: tutti i suoi “discendenti di sinistra” (ovvero
tutti gli elementi che si trovano nel sotto-albero di sinistra, non solo il suo
figlio di sinistra) hanno valore più piccolo del valore del nodo stesso, e tutti i
suoi “discendenti di destra” hanno valori più grande. Figura 2.13 mostra un
esempio di albero di ricerca binario. Questo albero può essere costruito nel
seguente modo: il primo elemento della lista viene preso come radice, e poi
vengono considerati tutti gli altri elementi a turno, aggiungendoli all’albero
come nuova foglia, possibilmente “de-fogliando” foglie già presenti nell’albe-
ro. Trovare il posto giusto per un nuovo elemento viene fatto confrontandolo
ripetutamente con i nodi, andando a sinistra o a destra a secondo del risul-
tato del confronto. Se il nuovo elemento è più piccolo del nodo che stiamo
considerando andiamo a sinistra (visto che la sua posizione sarà sicuramente
a sinistra di quel nodo); altrimenti andiamo a destra. Si invita il lettore a
usare la Figura 2.13 per impratichirsi con la procedura, e poi a scrivere la
subroutine rappresentante il passo (1).
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28 100 112 396

1018354106
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Inizio Fine 

Figura 2.14. Attraversamento a sinistra di un albero di ricerca binario.
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Ora viene la parte interessante. Avendo costruito l’albero di ricerca bina-
rio, il secondo stadio di treesort consiste nel percorrerlo nel seguente modo.
Il processore inizia alla radice e si sposta verso il basso, andando sempre a
sinistra.8 Ogni volta che cerca di spostarsi a sinistra ma non ci riesce (per
esempio perchè non ci sono più figli di sinistra) si sposta, in maniera rilut-
tante, a destra. Avendo esaurito sia la sinistra che la destra, o perchè non
ci sono più figli o perchè ha già visitato entrambi i figli, torna su (ovvero fa
backtracking); cioè, si muove verso l’alto in direzione del nodo padre. Se
questo spostamento verso l’alto completa il viaggio dal nodo padre a tutti i
suoi figli di sinistra, il processore si volta e cerca di scendere nuovamente, ma
a destra; nel caso invece in cui sia appena risalito da una discesa a destra,
ha esaurito entrambe le possibilità per il nodo padre, e quindi si sposta in su
verso il suo di padre. Questo processo continua fino ad esaurire entrambe le
direzioni per il nodo radice, nel quale caso è stato percorso l’intero albero.
Figura 2.14 mostra la traversata dell’albero in cui si scende prima a sinistra
per l’albero di Figura 2.13.

Perchè effettuiamo questa strano attraversamento? Bene, innanzitutto se
consideriamo l’assenza di un figlio la causa di un “vicolo cieco”, ogni nodo
nell’albero verrebbe “visitato” precisamente tre volte. Ora se, quando percor-
riamo l’albero in questo modo, produciamo in output l’elemento che si trova
nel nodo nel momento in cui lo visitiamo per la seconda volta, la lista verrà
fornita ordinata in senso crescente! Potrebbe sembrare magia ma può essere
facilmente illustrato seguendo le frecce tortuose di Figura 2.14, scrivendo i
numeri man mano che visitiamo i nodi e poi segnando la seconda apparizione
di ogni numero nella lista. Questi elementi contrassegnati rappresentano la
lista ordinata (si veda Figura 2.15).

128 76 46

Primo Secondo Terzo

28 28

128 402 354 354 396 396 396 354 402 1018 1018 1018 402 12876106

35 35 35 28 46 46 76 106 100 100 100 106 112 112 112

Figura 2.15. Contrassegno della seconda visita nella traversata con discesa prima
a sinistra dell’albero di Figura 2.14.

Entrambe le fasi dell’algoritmo di treesort possono essere descritti piut-
tosto facilmente usando routine ricorsive. Ecco una routine per il secondo
stadio, in cui utilizziamo “left(T )” per indicare il sotto-albero di sinistra di

8 Si noti che usiamo le direzioni dal punto di vista di un osservatore che guarda la
rappresentazione grafica dell’albero. Il processore stesso, se visto come l’autista
di un veicolo, vedrebbe la nostra sinistra come la sua destra.
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T , e in maniera simile “right(T )”. Secondo la nostra convenzione riguardante
la presenza di vicoli ciechi quando non esiste un figlio, “left(T )” per un albero
che non ha un sotto-albero di sinistra, sarà lo speciale albero vuoto; ovvero,
l’albero contenente niente, neanche un nodo radice.
subroutine second-visit-traversal-of T :

(1) se T è vuoto termina;
(2) altrimenti (se T non è vuoto) fare:

(2.1) chiamare second-visit-traversal-of left(T );
(2.2) produrre in uscita il valore dell’elemento nella radice di T ;
(2.3) chiamare second-visit-traversal-of right(T );

(3) termina.

Nel costruire questa routine abbiamo sfruttato il fatto che la seconda volta
che un nodo viene visitato sarà appena dopo avere percorso l’intero sotto-
albero di sinistra, e esattamente prima di cominciare a percorrere il sotto-
albero di destra. Dunque, chiamiamo prima la subroutine in maniera ricorsiva
in modo da completare la traversata del sotto-albero di sinistra, e quando
la chiamata ha terminato (ovvero, la traversata del sotto-albero di sinistra
è stata completata), produciamo in output l’elemento contenuto nella radice,
visto che viene visitato per la seconda volta (mentre la prima volta era quando
procedevamo verso il basso andando sempre a sinistra). Procediamo poi a
scendere in maniera ricorsiva verso destra per effettuare la traversata del sotto-
albero di destra.

La natura “prima a sinistra” di questa attraversata dell’albero diventa
apparente dalla struttura ricorsiva della formulazione, visto che per ogni sotto-
albero (ovvero, per ogni chiamata ricorsiva) la routine va sempre prima a
sinistra e poi a destra. Incidentalmente, è interessante vedere cosa succede
alla lista fornita in output quando questo comportamento viene invertito,
e andiamo sempre prima a destra e poi a sinistra. (Cosa succede, e come
dobbiamo cambiare la subroutine?)

La struttura di questa routine ricorda la routine di move dell’esempio
delle Torri di Hanoi. Infatti, se applichiamo questa routine a un albero di
esempio e poi disegniamo il comportamento del processore, come abbiamo
fatto in Figura 2.8, il disegno rispecchierà la forma dell’albero. La Figura 2.8
stessa forma un albero, il quale, visto che è di profondità uniforme (o altezza,
a seconda del punto di vista), viene a volte detto albero completo.

Possiamo, dunque, concludere che se i vettori e gli array, come strutture
dati, corrispondono a cicli e a cicli annidati, gli alberi corrispondono a routine
ricorsive. Un albero è inerentemente un oggetto ricorsivo, che non consiste
di niente (ovvero, di un albero vuoto come spiegato prima), o di una radice
attaccata (ricorsivamente) a un certo numero di sotto-alberi. Ciò spiega perchè
le traversate degli alberi, come quello appena considerato, sono relativamente
facili da descrivere in maniera ricorsiva.

Ci sono alcuni modi interessanti per introdurre la flessibilità nelle strut-
ture dati esistenti. Un buon esempio è il concetto di auto-aggiustamento.
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Con questo termine indichiamo il fatto che ogni volta che un elemento viene
inserito o cancellato da una struttura dati, la struttura esegue una routine di
aggiustamento che porta semplici modifiche con il fine di mantenere certe pro-
prietà “desiderabili”. Per esempio, in molte applicazioni in cui ci sono alberi
è possibile che, per via di determinate sequenze di inserimenti/cancellazioni,
l’albero diventi molto profondo e stretto, mentre per motivi di efficienza (si
veda il Capitolo 6) potrebbe essere utile che sia largo e poco profondo. E’
possibile - anche se non entreremo nei dettagli - fare piccoli cambiamenti a
un albero ogni volta che viene eseguito su di esso un’operazione, in modo da
garantire che risulti sempre essere largo e poco profondo.

Basi di dati e di conoscenza

Per molte applicazioni le strutture dati semplicemente non bastano. Non è
sempre una questione di riflettere su un problema algoritmico e trovare, o
definire, delle belle strutture dati da utilizzare nella sua soluzione. A volte
c’è il bisogno di avere un “pool” di dati molto grande, che molti algoritmi
tratteranno come input, e che quindi dovrà avere una struttura fissa, e dovrà
essere sempre disponibile per l’estrazione e la manipolazione di dati. Esempi
possono includere i dati finanziari e personali di un’azienda, le informazioni
riguardanti i voli e le prenotazioni di una linea aerea, e i dati di indicizzazione
di una biblioteca. Tali masse di dati vengono detti database.

Tipicamente, i database sono molto grossi, e contengono molti tipi diversi
di dati, a partire da nomi e indirizzi fino ad arrivare a oscuri codici e simboli,
e in alcuni casi anche a testo libero. Sono solitamente soggetti a numerosi
tipi di procedure di inserimento, cancellazione o estrazione dati, utilizzate per
scopi diversi e da persone diverse. Mentre l’aggiunta di un nuovo studente al
database di un’università, o la rimozione di uno vecchio, sono operazioni sem-
plici, quando si tratta di eseguire una query (ovvero, una richiesta di dati), la
complessità sembra non avere limiti. Solo per dare un’idea, ecco alcune query
che si potrebbero fare al database di un sistema per la prenotazione di voli:

• elencare tutti i passeggeri confermati sul volo 123;
• elencare tutti i posti sul volo 123 occupati da passeggeri che non hanno

spedito alcun bagaglio;
• trovare il numero di passeggeri che hanno prenotato posti su due voli che

hanno esattamente lo stesso numero e che sono previsti per due giorni
consecutivi di Marzo di quest’anno;

• elencare il nome e il numero dei posti di tutti i passeggeri di prima classe
sui voli di domani che hanno destinazione Parigi, che hanno ordinato cibo
vegetariano, e che hanno una coincidenza con un volo intercontinentale su
cui il servizio di classe economica non fornisce pasti speciali, e i cui scali
intermedi sono Zurigo o Roma.
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Questi esempi illustrano il bisogno di avere una “buona” organizzazione
del database. Se i voli che sono coincidenze sono registrati nel database in un
posto oscuro, e se non c’è alcun modo semplice di ottenere le informazioni
riguardanti l’itinerario di un determinato passeggero, allora scrivere un algo-
ritmo che sarà in grado di risolvere l’ultimo dei problemi presentati diventerà
un compito veramente difficile. Come con le strutture dati, la buona proget-
tazione del database è importante non solo per motivi di chiarezza e facilità
di scrittura del codice; ma può essere di vitale importanza quando si parla di
questioni come l’efficienza, e la fattibilità di costruire un database in grado di
rispondere a determinate query in una quantità di tempo ragionevole.

Sono stati presentati (e vengono utilizzati) vari modelli generali per l’or-
ganizzazione di database. Questi modelli vengono progettati per la gestione
di grosse quantità di dati, catturando, in maniera fedele e efficiente, le re-
lazioni che esistono tra i vari elementi di dati. Uno dei modelli più usati, il
modello relazionale, immagazzina i dati in grosse tabelle, che ricordano la
struttura dati dell’array. Altri fanno uso di una gestione ad albero, o a rete,
come il modello gerarchico, il quale organizza i dati secondo forme ad albe-
ro multi-strato (come quello di Figura 3.3). Non sembra esserci un consenso
esteso su quale modello sia preferibile per particolari applicazioni, e sono stati
sviluppati molti metodi e linguaggi per la manipolazione e le query su databa-
se. Comunque, esiste una tendenza significativa verso il modello relazionale,
mentre i più recenti database orientati a oggetti sono in questo momento
in secondo piano e aspettano il loro turno.

I database vengono spesso utilizzati come mezzo di supporto a sistemi che
devono tenere traccia di tutti i cambiamenti portati a una miriade di dettagli
necessari al funzionamento di una grossa organizzazione. Per questo motivo
supportano modifiche efficienti ai dati oltre alle query stesse, ma sono meno
interessati a tenere traccia di dati che hanno solo valenza storica. La grande
quantità di dati immagazzinati nei database possono anche essere utilizza-
ti per motivi analitici, come scoprire nuove tendenze o migliorare i processi.
Per esempio, una banca potrebbe volere scoprire relazioni tra i default dei
prestiti e le altre proprietà dei conti, in modo da predisporre strumenti pre-
dittivi migliori. Ciò può essere fatto applicando metodi di analisi statistica a
grosse quantità di vecchi dati presenti nei database della banca. La scienza
di estrapolare piccole informazioni utili da grossissime quantità di dati viene
chiamata data mining, e ha a che fare principalmente con dati storici che
non cambiano. Tipicamente, la quantità di dati storici è molto più grande
di quanto servirebbe a essere operativi; spesso centinaia di volte più grande.
Negli anni recenti, la biologia ha offerto tipi particolarmente interessanti di
database, risultati dal progetto genoma e i suoi derivati, e questi cominciano
a necessitare di nuove tecniche più potenti di data-mining.

È stato sviluppato un nuovo tipo di database, chiamato data warehou-
se (ovvero, magazzino dati), in modo da gestire enormi quantità di dati che
cambiano lentamente, o in cui solo alcune porzioni molto piccole cambiano.
Alcuni data warehouse possono sembrare, ai loro utenti, simili a altri databa-



2 Algoritmi e dati 57

se; l’organizzazione interna, però, potrebbe utilizzare un insieme di algoritmi
completamente diversi per raggiungere i suoi obiettivi in maniera efficiente.

È più facile vedere alcuni tipi di dati come frammenti di conoscenza, piut-
tosto che come numeri, nomi o codici. In aggiunta a un grosso database che
descrive l’inventario di un’azienda manifatturiera, potremmo volere avere una
grossa knowledge base (ovvero, base di conoscenza) contenente informazioni
rilevanti alla gestione dell’azienda. I suoi elementi di conoscenza potrebbe-
ro dover contenere informazioni come “cambiamenti negli stipendi sono que-
stione del personale, “Mr. Smith è un manager migliore di Mr. Brown quando
si tratta di problemi di personale, ma non quando si tratta di questioni tec-
niche”, o “se il prezzo del petrolio sale dovremo ridurre tutti gli stipendi del
mese successivo”.

A differenza di un database, il quale immagazzina dati perchè vengano
recuperati in un secondo momento, una knowledge base utilizza la sua cono-
scenza in maniera più sofisticata. Per esempio, potremmo volere inferire dalle
regole fornite sopra e dal fatto che il prezzo del petrolio è salito, che Mr Smith
dovrebbe gestire la modifica degli stipendi. È ovvio che tali capacità di infe-
renza richiedono un’organizzazione più complessa dei dati rispetto a una in
cui si ha una struttura fissa, specialmente se siamo interessati a un recupero
delle informazioni efficiente. Le knowledge base stanno dunque diventando i
successori naturali dei database, e forniscono una ricca sorgente di proble-
mi interessanti riguardanti la rappresentazione, l’organizzazione, e il recupero
algoritmico. Ne parleremo ulteriormente nel Capitolo 15.
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Esercizi

2.1 L’algoritmo per la somma degli stipendi di N impiegati presentato nel testo
esegue un ciclo che consiste nell’aggiungere lo stipendio a un totale e fare
avanzare un puntatore all’interno della lista N − 1 volte. L’ultimo stipendio
viene aggiunto separatamente. Quale è il motivo i questa scelta? Perchè non
eseguiamo il ciclo N volte?

2.2 Si consideri l’algoritmo di bubblesort presentato nel testo.
(a) Spiegare perchè il ciclo esterno viene eseguito solo N − 1 volte.
(b) Migliorare l’algoritmo in modo che, a ogni esecuzione del ciclo esterno, il

ciclo interno controlli un elemento in meno.

2.3 Si prepari un diagramma di flusso per l’algoritmo di bubblesort presentato nel
testo e per la sua versione migliorata, spiegata nell’esercizio 2.2.

2.4 Scrivere algoritmi che, dato un intero N e una lista L di N interi, producano
in S e P la somma dei numeri pari presenti in L e il prodotto di quelli dispari.
(a) Usare le iterazioni limitate.
(b) Usare le istruzioni di “goto”

2.5 Mostrare come si possano eseguire le seguenti simulazioni di alcune strutture di
controllo, usandone altre. Il costrutto di sequenza “and-then” è implicitamente
disponibile per tutte le soluzioni. È permesso introdurre e usare nuove variabili
e etichette se necessario.
(a) Simulare il ciclo “for-do” usando un ciclo “while-do”.
(b) Simulare i costrutti “if-then” e “if-then-else” usando cicli “while-do”.
(c) Simulare un ciclo “while-do” usando costrutti di “if-then” e “goto”.
(d) Simulare un ciclo “while-do” usando un ciclo “repeat-until” e costrutti

“if-then”.

2.6 Scrivere la sequenza di mosse in grado di risolvere il problema delle torri di
Hanoi con cinque anelli.
Il fattoriale di un intero non negativo N è il prodotto di tutti i positivi interi
pi‘u piccoli o uguali a N . Più formalmente, l’espressione N fattoriale, scritto
N !, è ricorsivamente definita da 0! = 1 e (N +1)! = N !× (N +1). Per esempio,
1! = 1 e 4! = 3!× 4 = . . . = 1× 2× 3× 4 = 24.

2.7 Scrivere algoritmi in grado di calcolare N ! dato un intero non negativo N .
(a) Usando costrutti di iterazione.
(a) Usando la ricorsione.

2.8 Mostrare come simulare un ciclo “while-do” usando costrutti condizionali e
una procedura ricorsiva. Per un intero positivo N , indicare con AN l’insieme

di interi da 1 a N . Una permutazione di un insieme AN è una sequenza ordi-
nata (α1 , α2 , . . . , αN ) in cui ogni intero dall’insieme appare una sola volta. Per
esempio, (2, 3, 1) e (1, 2, 3) sono due diverse permutazioni dell’insieme A3 .

2.9 Dimostrare che il numero di permutazioni di AN è N !.

2.10 Una permutazione (α1 , . . . , αN ) può essere rappresentata da un vettore P
di lunghezza N con P [I] = αI . Progettare un algoritmo che, dato un intero
N e un vettore di interi P di lunghezza N , controlla se P rappresenta una
permutazione di AN .
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2.11 Progettare un algoritmo che, dato un intero positivo N , produce tutte le
permutazioni di AN . Diciamo che una permutazione σ = (α1 , . . . , αN ) può

essere ottenuta da una pila, se è possibile iniziare dalla sequenza di input
(1, 2, . . . , N) e una pila vuota S e produrre l’output σ usando solo i seguenti
tipi di istruzioni:

read(X): per leggere un intero dall’input e memorizzarlo nella variabile X.

print(X):per stampare l’intero immagazzinato nella variabile X sull’out-
put.

push(X, S): per porre l’intero immagazzinato nella variabile X in cima alla
pila S.

pop(X, S): per togliere l’elemento in cima alla pila S e porlo nella variabile
X. (Questa operazione è illegale se S è vuota.)

Per esempio, la permutazione (2, 1) può essere ottenuta dalla pila, seguendo le
seguenti operazioni

read(X), push(X, S), read(X), print(X), pop(X, S), print(X)

e applicandola alla sequenza di input (1, 2), si ottiene la sequenza di output
(2, 1).

Una permutazione può essere ottenuta da una coda, se può essere ottenuta in
maniera simile a partire dall’input (1, 2, . . . , N) usando una coda inizialmente
vuota Q, e le operazioni read(X), print(X) e

add(X, Q): per aggiungere l’intero immagazzinato nella variabile X al
fondo della coda Q.

remove(X, Q): per rimuovere l’intero che si trova alla testa della coda Q e
porlo nella variabile X. (Questa operazione è illegale de Q è vuota.)

Allo stesso modo possiamo parlare di una permutazione ottenuta da due pile,
se permettiamo che le operazioni push e pop possano operare sulle due pile
S e S′.

2.12
(a) Mostrare che le seguenti permutazioni possono essere ottenute usando una

pila:
i. (3, 2, 1).
ii. (3, 4, 2, 1).
iii. (3, 5, 7, 6, 8, 4, 9, 2, 10, 1).

(b) Dimostrare che le seguenti permutazioni non possono essere ottenute
usando una pila.
i. (3, 1, 2).
ii. (4, 5, 3, 7, 2, 1, 6).

(c) Quante permutazioni di A4 non possono essere ottenute usando una pila.
2.13 Progettare un algoritmo che controlla se una data permutazione può essere

ottenuta con una pila. Se la risposta è s̀ı, l’algoritmo deve anche produrre la
sequenza di operazioni necessarie. Si consente che nell’algoritmo, oltre a read,
print,push e pop, venga utilizzato il controllo is-empty(S) che ci dice se la
pila S è vuota.
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2.14
(a) Fornire una serie di operazioni in grado di mostrare che ognuna delle per-

mutazioni fornite nell’esercizio 2.12(b) può essere ottenuta da una coda e
da due pile.

(b) Dimostrare che ogni permutazione può essere ottenuta da una coda.
(c) Dimostrare che ogni permutazione può essere ottenuta da due pile.

2.15Estendere l’algoritmo progettato nell’esercizio 2.13 in modo che, se la permu-
tazione fornita non può essere ottenuta da una pila, l’algoritmo stampi la serie
di operazioni su due pile in grado di fornire la permutazione.

2.16 Si consideri l’algoritmo di treesort descritto nel testo.
(a) Costruire un algoritmo che trasformi una data lista di interi in un albero

di ricerca binario.
(b) Cosa produrrebbe l’algoritmo di treesort se cambiassimo l’ordine in cui la

subroutine second-visit-traversal chiama se stessa? In altre parole, se
andassimo a visitare sempre i figli che stanno a destra prima di quelli che
stanno a sinistra.
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I linguaggi e i paradigmi di programmazione
ovvero, riuscirci al computer

Scendiamo dunque
e confondiamo la loro lingua,
perchè non comprendano più
l’uno la lingua dell’altro.

Genesi 11:7

Dovrebbe risultar ovvio che riflettere sui problemi algoritmici e le loro solu-
zioni porta molti benefici, non solo nel risolvere problemi che hanno a che
vedere con i computer, ma anche nel campo della pasticceria, nel cambiare le
ruote a un’auto, nel costruire mobili, e nelle ricerche telefoniche. Comunque,
ci occuperemo principalmente di algoritmi che sono stati creati per essere ese-
guiti su computer, e quindi, prima di cominciare la nostra trattazione degli
aspetti scientifici dell’algoritmica, dovremmo dedicare un po’ di tempo alla
spiegazione della relazione che intercorre tra gli algoritmi e i [veri] computer.

Come menzionato nel Capitolo 1, anche il computer più sofisticato non è
altro che un insieme ben organizzato di bit, su cui può solitamente compiere
solo un numero ristretto di operazioni estremamente semplici come l’azze-
ramento, il complemento e la verifica (si veda Figura 1.1). Come possiamo
presentare un algoritmo a un computer e fare s̀ı che esegua il processo come è
stato inteso? Rendiamo la domanda più esplicita. Come possiamo fare s̀ı che
una macchina non intelligente, capace di cos̀ı poche cose, esegua un algoritmo
ben studiato? Ovviamente la domanda si fa più pressante quando ci guardia-
mo in giro e vediamo computer che eseguono non solo semplici compiti come la
somma degli stipendi o la ricerca di una parola, ma mansioni incredibilmente
complesse come il controllo automatico di un volo, la simulazione grafica di
reazioni chimiche, o la manutenzione ordinaria di reti di comunicazioni con
milioni di sottoscrizioni.

La prima osservazione è che i nostri algoritmi devono essere scritti in un
modo formale e non ambiguo. Prima di tentare di capire come la manipola-
zione di bit possa eseguire anche un compito semplice come “procedi lungo la
lista, aggiungendo ogni stipendio al numero annotato”, è necessario riuscire a
esprimere un tale compito: il computer dove può trovare la lista? Come può
scorrerla? Dove potrà trovare lo stipendio e il numero annotato? E cos̀ı via.
“Sbatti il bianco dell’uovo finchè non diventa spumoso” non è molto peggio
di “procedi lungo la lista”, in termini di precisione e mancanza di ambiguità.
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Per descrivere un algoritmo a un computer, e non solo per la compren-
sione umana, usiamo un linguaggio di programmazione con cui scrivere
programmi. Un programma è una rappresentazione ufficiale e formale di un
algoritmo che può essere eseguito da un computer. Un linguaggio di program-
mazione consiste nella notazione e nelle regole che la persona (il program-
matore) deve seguire per scrivere un programma. Questa persona non deve
necessariamente essere la persona che ha ideato l’algoritmo su cui si basa il
programma.

Ovviamente, il computer “nudo e crudo” non capisce direttamente alcuno
linguaggio di programmazione, ma solo i programmi scritti nel linguaggio
macchina, che consiste solo di istruzioni di manipolazione dei bit, le quali
sono a loro volta codificate come sequenze di bit. Come già detto nel Capitolo
1, l’uso delle astrazioni ci permette di agire come se il computer capisse i
linguaggi di programmazione di alto livello. Più avanti vedremo anche alcuni
meccanismi per l’astrazione.

I programmi richiedono una sintassi precisa

Un linguaggio di programmazione è tipicamente associato a una sintassi rigi-
da, che permette solo l’uso di una speciale combinazione di simboli e parole
chiave speciali. Un qualsiasi tentativo di alterare questa sintassi potrebbe ri-
sultare disastroso; ad esempio se input X viene scritto in un linguaggio che
prevede l’uso della forma read X molto probabilmente si otterrà un risultato
del tipo “ERRORE DI SINTASSI E4514 ALLA LINEA 108”. Ciò preclude
ovviamente anche richieste educate come “leggere per favore dall’input un
valore per X” oppure “che ne dice di recuperarmi un valore per X”. Que-
ste potrebbero risultare in un lungo e oscuro messaggio di errore. È vero che
istruzioni dolci e prolisse sono più gradevoli e forse anche meno ambigue delle
loro controparti sintetiche e impersonali, per un lettore umano, ed è anche
vero che vorremmo che i computer fossero il più user friendly (ovvero, il più
accessibili) possibile. Ciò nonostante, questi fatti sono in contrasto con l’at-
tuale incapacità dei computer di capire linguaggi naturali come l’inglese (si
veda Capitolo 15). Un insieme formale, conciso e rigido di regole sintattiche è
dunque essenziale.

La sintassi formale di un tipico linguaggio di programmazione include di-
verse versioni strutture di controllo, diversi modi di definire strutture dati, e
diversi formati per la definizione delle istruzioni base supportate dal linguag-
gio. La differenza è che ora il nostro piccolo robot immaginario [Runaround]
diventa meno immaginario, visto che è ora il computer a fare il lavoro. Non
verrà eseguita alcuna istruzione, per quanto chiara e non ambigua, se quella
istruzione non è tra quelle permesse dal linguaggio di programmazione.

Un algoritmo per la somma dei numeri compresi tra 1 e N potrebbe essere
scritto in un tipico (e ipotetico) linguaggio PL nel seguente modo:

input N ;
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X:=0;
for Y from 1 to N do

X:=X + Y
end;
output X.

Qui X := 0 rappresenta l’istruzione di assegnamento che imposta la va-
riabile X al suo valore iniziale 0 (nei nostri algoritmi scriviamo X ← 0). Si noti
l’uso del grassetto per indicare le parole chiave; esse sono parte della sintassi
di PL. Ciò significa che la definizione formale della sintassi [probabilmente]
conterrà una clausola che indica che una delle tipologie validi di statement
(ovvero, di istruzione) permessi dal linguaggio è il for, il cui formato generale
consiste nella parola chiave for, seguita da un’intestazione legale per il for, da
un do, da uno statement legale e infine da un end1. La definizioni della sin-
tassi può essere scritta in maniera simbolica, in una forma denominata BNF
(Backus-Naur Form), come segue, dove “—” indica “o”:

〈statement〉 is: 〈for-statement〉 — 〈assignment-stmt〉 — . . .

〈for-statement〉 is: for 〈for-header〉 do 〈statement〉 end

La descrizione della clausola di header (ovvero, di intestazione) potrebbe
essere:

〈for-header〉 is: 〈variabile〉 from 〈value〉 to 〈value〉

Il 〈value〉 potrebbe poi essere definito come variabile, un numero esplicito o un
altro oggetto. La Figura 3.1 illustra una forma diagrammatica per presentare
tali regole. L’esempio mostra come il linguaggio ci costringa a utilizzare uno
speciale formato per un particolare tipo di ciclo.

I formati per la definizione di strutture dati ci vengono imposti allo stesso
modo. Ad esempio, un array bidimensionale AR di dimensioni 50 per 100, i
cui valori sono numeri interi, può essere definito nell’ipotetico linguaggio PL
come:

define AR array [1..50, 8..107] of integers

E il linguaggio potrebbe permetterci di fare riferimento agli elementi della
matrice AR nel seguente modo:

AR(value, value)

1 Si noti che la definizione è ricorsiva. Gli statement sono definiti in termini di loro
stessi! Per risolvere questa apparente ciclicità ci deve essere una clausola di escape
(ovvero, di fuga) nelle cui definizioni non si faccia riferimento ad altri statement,
come nel caso degli assegnamenti di valori e variabili.
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Istruzione-for 

Assegnamento 

Istruzione 

Istruzione-for 

Intestazione-for 

Intestazione-forfor do endIstruzione

Variabile from Valore Valore 

Variabile 

Cifra 

Valore 

to Valore by 

Cifra 

Lettera 

Variabile 
Lettera 

Figura 3.1. Diagrammi di sintassi per la definizione di un linguaggio di
programmazione.

Si noti che non solo abbiamo specificato le dimensioni di AR, ma anche i valori
che indicano le righe e le colonne; le sue righe sono numerate 1, 2, . . . , 50, ma
le sue colonne sono numerate (per qualche motivo) 8, 9, . . . , 107.

In realtà la sintassi prescrive molto più delle strutture di controllo e di dati
disponibili e le operazioni elementari permesse. Di solito un linguaggio ha re-
gole rigide anche per le sequenze legali di simboli che possono essere utilizzate
per i nomi delle variabili e delle strutture dati, o per il numero massimo di cifre
ammesse per un valore numerico. Alcuni linguaggi ad esempio restringono le
lunghezze dei nomi delle variabili a non più di 8 caratteri alfanumerici, e im-
pongono che il primo sia un carattere alfabetico. Anche la punteggiatura non
viene ignorata. Non è atipico per un linguaggio di programmazione richiedere
che un punto e virgola segua determinati statement, che uno spazio ne segua
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altri, che i commenti vengano racchiusi da determinate parentesi, e cos̀ı via.
Ogni violazione è accompagnata da penalità. Questo è il motivo per cui usiamo
l’espressione “sindrome da punto e virgola” nella prefazione di questo libro.
Al fine di rendere il lettore sufficientemente navigato da piegare i computer
alla propria volontà, alcuni libri di computer cominciano con una meticolosa
descrizione della sintassi di uno specifico linguaggio di programmazione, com-
prese le regole circa l’uso dei punto e virgola. Questi dettagli tediosi, inoltre,
sono spesso gli elementi principali che si richiede che uno studente impari a
memoria.

I programmi richiedono una semantica precisa

Fornire a un linguaggio una sintassi precisa è solo una parte del compito del
progettista di un linguaggio di programmazione. Senza una semantica for-
male e non ambigua, ovvero senza un significato per ogni frase sintatticamente
corretta, la sintassi è del tutto inutile. Se non sono stati forniti significati per
le istruzioni di un linguaggio, il segmento di programma:

for Y from 1 to N do

espresso nel linguaggio ipotetico PL potrebbe, per quanto ne sappiamo,
significare sottrarre Y da 1 e mettere il risultato in N . Peggio ancora, chi ci
dice che le parole chiave from, to, do e cos̀ı via abbiano a che fare con il
loro significato convenzionale in inglese? Potrebbe anche essere che lo stesso
segmento significhi “cancellare l’intera memoria”, “cambiare i valori di tutte la
variabili a 0”, “stampare a video A QUEL PAESE TUTTI I LINGUAGGI DI
PROGRAMMAZIONE” e “stop!”. Chi ci dice che “:=” significa “assegnare
a” e che “+” significa “più”? Chi ci dice che le istruzioni vengano eseguite
nell’ordine in cui sono scritte? Forse “;” significa “dopo aver fatto ciò che
segue” e non “e poi fai ciò che segue”.

Ovviamente, potremmo riuscire a percepire cosa si voleva intendere, visto
che il progettista del linguaggio PL probabilmente avrà scelto le parole chiave
e i simboli in modo che il loro significato fosse più simile possibile a quanto
accettato di norma. Ma un computer non può agire su queste assunzioni.
Anche se potesse riflettere sui significati convenzionali delle parole inglesi e
sui simboli quali “+”, come potrebbe conoscere, senza che gli venisse detto
esplicitamente, cosa fare dell’intestazione del ciclo:

for Y from 1 to N do

quando il valore di N è, diciamo, −314, 1592? Il corpo del loop deve es-
sere eseguito 316 volte, con Y che varia tra i valori 1, 0,−1,−2, . . . ,−313 e
-314? Potrebbe essere eseguito 317 volte, incluso il caso in cui N vale −315; o
633 volte, compresi i casi 1, 1/2, 0,−1/2,−1, . . . ,−315? Potrebbe non essere



68 3 I linguaggi e i paradigmi di programmazione

eseguito affatto, se il valore di N è inferiore a 1, e i cicli for dovessero in-
crementare i loro contatori impliciti invece di decrementarli. Forse cercare di
eseguire un ciclo for con un valore di N cos̀ı bizzarro dovrebbe essere trattato
come “LOOP INDEX ERROR Z3088 ALLA RIGA 365”.

Risulta chiaro, dunque, che un linguaggio di programmazione richiede non
solo delle regole rigide per la definizione di un programma legale, ma anche
regole, altrettanto rigide, per la definizione del suo significato.

Potrebbe risultare una sorpresa per alcuni lettori che per molti linguaggi
di programmazione moderni non è mai stata fornita una semantica soddisfa-
cente. E non intendiamo un’implementazione. Alcune persone pensano che,
siccome un linguaggio è stato implementato e i suoi programmi eseguono
correttamente (ad esempio, ha un compilatore, un termine che spiegheremo
meglio più avanti nel capitolo), esso abbia una semantica soddisfacente. Il
fatto è che abbiamo bisogno di una definizione rigorosa del significato di ogni
programma scritto in un linguaggio, indipendente dalla macchina su cui è sta-
to definito; una che possa essere utilizzata per dare risposte non ambigue a
qualsiasi domanda circa il comportamento di un programma quando scritto
in un determinato modo, sia che ciò che fa risponda o no ai nostri desideri,
e cos̀ı via. (Si veda Capitolo 5 per maggiori dettagli sul divario che esiste tra
i programmi e le nostre aspettative.) Dovunque esistano adeguate definizio-
ni semantiche, solitamente è perchè sono state definite non dal progettista
del linguaggio o dal costruttore dell’hardware, ma da ricercatori indipendenti
interessati alle problematiche legate alla semantica sollevate dal linguaggio
specifico e alle loro caratteristiche.

I progettisti e i costruttori di hardware di solito rilasciano una documen-
tazione dettagliata insieme al linguaggio, composta anche di molti volumi.
Questi manuali del linguaggio, come vengono a volte chiamati, contengono
una ricchezza sconfinata di sintassi e semantica, ma l’informazione concernente
la semantica spesso non è sufficiente perchè l’utente possa capire esattamente
cosa succederà in ogni programma legale possibile. Il problema reale risulta
evidente se si guarda al lavoro profondo e intricato degli esperti di semanti-
ca dei linguaggi. A volte risulta irresistibile aggiungere una nuova e potente
caratteristica a un linguaggio, e descrivere come sfruttarla all’interno del suo
contesto naturale. Ciò nonostante, l’impredicibilità dell’interazione di tale ca-
ratteristica con tutte le altre supportate dal linguaggio può rendere le cose
diventino intrattabili.

Le routine come parametri: un esempio

Assumiamo che un linguaggio che supporta le routine ricorsive permetta l’uso
di variabili che non sono solo numeri o parole ma anche variabili speciali i cui
valori sono i nomi stessi delle routine. Una volta permessa tale feature, deve
essere possibile anche usare le variabili di tipo routine come parametri per
altre routine. Cos̀ı se una routine P è definita come:
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subroutine P -with-parameter-V

dove V è una variabile routine, e da qualche parte all’interno di P esiste
un’istruzione del tipo: call V

allora se P è invocata con Q come valore di V , questa istruzione effettivamente
eseguirà una chiamata alla routine Q all’interno di P . Se invece la routine P
è invocata passando R, allora verrà chiamata la routine R all’interno di P .
Questa è una caratteristica piuttosto potente, visto che permette il controllo
esterno sulle routine che verranno chiamate da P , semplicemente cambiando
il valore di V . Ciò nonostante, sorge un serio problema di semantica. Cosa
succede se V è a sua volta una routine che prende una variabile di tipo routine?

• Per porsi meglio la domanda, ecco un esempio di una tale routine P : subroutine

P -with-parameter-V

(1) call V -with-parameter-V e porre il valore di ritorno in X:
(2) if X = 1 then return 0; else return 1.

Ma cosa farà il nostro processore quando gli verrà chiesto di eseguire la seguente
chiamata iniziale a P :

call P -with-Parameter-P .

Sintatticamente va tutto bene; le routine sono tutte chiamate con la sintassi
giusta e con i tipi corretti di parametri. Nonostante ciò, è presente un paradosso
nella domanda stessa. E’ impossibile che una chiamata ritorni 0, perchè per
definizione del corpo di P , il valore 0 è ritornato se una chiamata a V − with −
parameter−V (che è ora una chiamata a P −with−parameter−P ) restituisce
1. Quindi la chiamata può restituire 0 solo se restituisce 1, il che è ridicolo! Una
simile argomentazione dimostra che P −with−parameter−P non può neanche
restituire 1, anche se dal testo di P risulta che non può restituire nient’altro
che 0 o 1. Quindi cosa fa? La chiamata provoca un altalenarsi infinito? O è
semplicemente proibito dal linguaggio? Nessuna delle due possibilità suona bene.
Nel primo caso potremmo volere vedere la natura infinita dell’esecuzione riflessa
più esplicitamente nel testo. Il secondo caso è ancora peggio, visto che non è
chiaro come caratterizzare dal punto di vista sintattico il programma da proibire.
Ovviamente, una semantica formale di un tale linguaggio dovrà fornire risposte
precise e non ambigue a tali domande.

Dai linguaggi di alto livello alla manipolazione di bit

Eccoci qui con un linguaggio di alto livello PL, la sua sintassi e semantica e
tutto il resto, e abbiamo appena finito di definire un algoritmo A per la so-
luzione di un problema algoritmico. Vogliamo ora procedere a programmare
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l’algoritmo nel linguaggio PL, un’azione spesso denominata “codificare A in
PL”, e presentare cos̀ı il programma risultante Ap al computer. Cosa succe-
de dopo? La risposta è che in pratica ci sono due possibilità, a seconda del
linguaggio e del computer utilizzati. Ecco la prima.

Il programma AP viene inserito nella memoria del computer grazie alla
sua trascrizione via tastiera, o una sua lettura da un archivio quale un disco
magnetico, una ricezione via comunicazione elettronica da un altro computer,
o attraverso qualche altro mezzo. Questi media fisici e il loro uso non sono qui
di interesse, quello che ci importa è ciò che segue. Il programma attraversa un
certo numero di trasformazioni, che gradualmente l’avvicinano a un livello
che il computer è in grado di trattare. Il prodotto finale è un programma AM

che si trova al livello macchina (si dice anche che è scritto in linguaggio
macchina), il che vuol dire che le sue operazioni basilari sono quelle che il
computer è in grado di comprendere, come le istruzioni per la manipolazio-
ne di bit. Il numero di trasformazioni subite varia da linguaggio a linguaggio
e da computer a computer, ma tipicamente è tra due e quattro. Gli oggetti
intermedi sono solitamente programmi validi in linguaggi di programmazione
progressivamente più primitivi. Il loro repertorio di strutture di controllo e di
dati - e quindi le loro istruzioni di base - diventano gradualmente più semplici,
fino a quando non rimangono solo le più elementari capacità di manipolare
bit. Dopo questa trasformazione finale il computer può davvero eseguire il pro-
gramma originale, o almeno dare l’impressione all’utente di farlo, chiedendo
quali debbano essere gli input dell’utente ed eseguendo la versione trasformata
AM (si veda la Figura 3.2).

Le trasformazioni ricordano in qualche modo la sostituzione delle sotto-
routine con i loro corpi. Un’istruzione di alto livello può essere vista come una
routine, o un’istruzione base che non è abbastanza di base per il computer.
Di conseguenza deve essere raffinata e portata al livello di competenza del
computer.

La compilazione e i linguaggi assembly

Parleremo ora della prima trasformazione, detta compilazione, in cui il pro-
gramma di alto livello AP viene tradotto in un programma AS scritto in un
linguaggio di più basso livello, chiamato linguaggio assembly. I linguaggi
assembly differiscono da macchina a macchina, ma, come regola, fanno uso di
strutture di controllo piuttosto semplici, che ricordano i goto e gli if-then,
e non trattano bit ma ancora una volta interi e stringhe. Possono fare riferi-
mento direttamente a diverse locazioni nella memoria del computer - quelle
enormi zone contenenti acri e acri di bit - possono leggere da tali locazioni
qualsiasi numero o stringa l̀ı codificati, e possono memorizzare in esse nuove
codifiche di numeri e stringhe.

Un tipico costrutto di ciclo di alto livello come:

for Y from 1 to N do
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Idea algoritmica
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Compilazione
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Compilatore 
(software) 

Esecuzione

Figura 3.2. La trasformazione di un programma di alto livello in codice macchina.

〈corpo-del-ciclo〉
end

potrebbe essere tradotto in un linguaggio di assembly equivalente simile a
questo (le spiegazioni tra parentesi non sono parte del programma):

MVC 0, Y (metti la costante 0 nella posizione Y )
LOOP: CMP N, Y (confronta i valori nelle locazioni N e Y )

JEQ REST (se uguali salta all’istruzione etichettata “REST”)
ADC 1, Y (aggiungi la costante 1 al valore presente nella locazione Y )
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〈corpo del ciclo tradotto〉
JMP LOOP (torna all’istruzione etichettata “LOOP”)

REST: (resto del programma)

Prima (o dopo) il programma in assembly stesso, ci sarebbero anche istru-
zioni addizionali per associare ai simboli Y e N locazioni fisse in memoria, ma
non entreremo qui in questi dettagli.

Ora arriva il punto interessante. Il processo di compilazione che traduce il
programma di alto livello nel linguaggio di assembly viene eseguito da un altro
programma. Questo software piuttosto lungo e complesso è chiamato compi-
latore. È solitamente fornito dal produttore del computer insieme all’hard-
ware. Figura 3.2 illustra il processo di trasformazione, di cui la compilazione
è il primo passo e anche quello più intricato. I passi rimanenti traducono il
linguaggio di assembly in linguaggio macchina. Sono più diretti rispetto alla
compilazione e quindi non verranno qui trattati.

Come breve digressione è utile notare che i compilatori per i vari linguaggi
di alto livello sono solo un tipo di programma fornito dai produttori di com-
puter, generalmente chiamato software di sistema. Il loro ruolo generale è
quello di facilitare tutta una serie di modalità di interazione con il computer
di alto livello, nascondendo all’utente tutti i dettagli di basso livello coinvolti.
Eseguire programmi scritti dall’utente è una di queste modalità, comunicare
con altri computer e interfacciarsi con apparecchiature esterne sono altre.

Interpreti ed esecuzione immediata

Esiste un altro modo per i computer di eseguire programmi che non com-
prende la trasformazione dell’intero programma in un linguaggio di più basso
livello. Piuttosto, ogni istruzione di alto livello del programma, viene tradotta
in un’istruzione di basso livello man mano che viene incontrata, e viene cos̀ı
eseguita immediatamente. In un certo senso, il computer gioca il ruolo del
robot o processore, eseguendo direttamente le istruzioni di alto livello una per
una come gli vengono fornite. Il meccanismo responsabile di questa trasfor-
mazione locale e dell’esecuzione immediata è anche esso un pezzo di software
di sistema, solitamente chiamato interprete.

L’approccio di tipo interprete ha alcuni vantaggi evidenti, tra cui:

• E’ di solito più facile scrivere un interprete in maniera “veloce e poco
rigorosa”, ma che sia allo stesso tempo utile, piuttosto che un compilatore;

• L’esecuzione guidata da un’interprete fornisce una traccia più evidente di
ciò che sta succedendo, specialmente quando si lavora interattivamente con
il computer attraverso un terminale.

Ci sono, comunque, anche diversi svantaggi che andremo a trattare nei capitoli
seguenti.
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Quando compilare o interpretare un programma dipende dal computer
stesso, dal linguaggio di programmazione, e dall’insieme di software in uso in
quel momento. Ciò nonostante, mentre ci sono alcuni linguaggi che si prestano
più di altri all’interpretazione, tutti i linguaggi possono, per principio, essere
compilati.

Perchè non un esperanto algoritmico?

Fin da quando cominciarono ad apparire i linguaggi di programmazione ad
alto livello negli anni cinquanta, centinaia di linguaggi sono stati progettati,
ognuno con i suoi compilatori e/o interpreti. Molti si sono estinti, e probabil-
mente molti altri avrebbero dovuto, ma ci sono tutt’oggi schiere di linguaggi
ancora in uso. Questi linguaggi sono, per la maggiore parte, molto diversi in
natura, sia nell’aspetto che nella sostanza. Inoltre, ne nascono di nuovi come
funghi dopo la pioggia.

Perchè? Non sarebbe stato meglio avere un singolo linguaggio universale,
qualcosa come un esperanto algoritmico, in cui tutti gli algoritmi sono espressi
e che chiunque possa imparare ad utilizzare? Perchè questa moltitudine di
linguaggi? Cosa li rende diversi gli uni dagli altri? Chi usa quali linguaggi, e
per quali motivi?

Per rispondere a queste domande, dobbiamo tornare indietro alla ragione
essenziale dietro la nascita dei linguaggi di programmazione di alto livello, cioè
quella di fornire nuove astrazioni per i programmatori. Ci sono fondamental-
mente due forze che spingono il bisogno di avere nuove forme di astrazione:
nuovi sviluppi tecnologici nell’hardware, e la nascita di nuove e diverse aree
applicative. Un buon esempio del primo fu lo sviluppo di computer paralleli.
Queste sono macchine che fanno uso di molti computer distinti ma intercon-
nessi tra di loro. Una delle conseguenze di questo sviluppo tecnologico è stato
lo sforzo necessario per sviluppare linguaggi di programmazione concorrenti,
che in sostanza sono in grado di gestire l’esecuzione di cose diverse simulta-
neamente su computer diversi. Il Capitolo 10 si occuperà dell’argomento, per
cui non lo tratteremo ulteriormente ora.

Man mano che il potere dei computer viene adottato all’interno di nuove
aree applicative, i programmatori incontrano nuove tipologie di astrazioni:
dalle parole alle immagini, al video, agli ambienti di realtà virtuale; dalle
stringhe di caratteri alle stringhe di DNA, al “folding” delle proteine a interi
processi biochimici; dalla sintassi dei linguaggi naturali alla comprensione di
storie, dalla lettura del senso comune all’intelligenza artificiale. Ogni area
applicativa ha il proprio insieme di concetti che devono essere incorporati nei
programmi. Questo può essere fatto in molti modi, uno dei quali è quello di
creare una varietà di linguaggi di programmazione speciali che incorporano
questi concetti.
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I paradigmi di programmazione

La moltitudine di linguaggi di programmazione esistenti può essere organizza-
ta in diverse famiglie, basandosi sui loro principi organizzativi, o paradigmi.
Un paradigma di programmazione consiste in un modo di pensare il com-
puter, intorno al quale nascono altre astrazioni. Il primo, e prevalente, dei
paradigmi è quello della programmazione imperativa, e la sua visione del
computer (il modello di “von Neumann”) è quello più vicino alla macchina
stessa. In questo paradigma, che abbiamo utilizzato per tutti gli esempi pre-
sentati fino ad adesso, pensiamo al computer come a una collezione di celle
di memoria, organizzate in molti tipi di strutture dati come array, liste, e
pile. I programmi che usano questo approccio sono interessati a costruire, at-
traversare e modificare queste strutture dati, leggendo e modificando i valori
registrati in memoria.

Mentre questo paradigma è vicino alla reale architettura del computer, è
molto lontano dalle sue origini matematiche. Come menzionato nel Capitolo
2, una variabile matematica denota un singolo valore. Attraverso l’uso di va-
riabili concepiamo diverse istanze dello stesso problema (o diverse chiamate a
una stessa funzione), nel senso che esse assumono valori diversi. Ma mentre il
valore di una variabile matematica non cambia a metà del problema, questo
è esattamente ciò che succede in un programma imperativo! Si supponga di
vedere un assegnamento del tipo X ← 3 da qualche parte all’interno di un
programma. Sarebbe sbagliato assumere che quando si incontra X qualche
linea più avanti il suo valore sia 3, anche se le nostri basi matematiche ci por-
terebbero a questa assunzione. Anche se non si sono altri assegnamenti diretti
alla variabile X nelle righe successive, ci potrebbe essere una chiamata a una
sub-routine che cambia il valore di X. In generale, sono necessari ragionamenti
attenti e tediosi per poter stabilire il valore di una variabile in ogni punto del
programma, e questa è una delle cause della complessità intrinseca di questo
tipo di programmazione e dell’inevitabile comparire di problemi, o “bug”. Si
veda il Capitolo 5 per ulteriori dettagli.

Un paradigma diverso, detta programmazione funzionale, vede il com-
puter a un livello di astrazione più alto, ovvero come un modello matematico.
In quest’ottica, i programmi definiscono funzioni matematiche e non hanno il
concetto di memoria modificabile. Invece di celle, questi programmi trattano
solo valori immutabili. I dettagli di dove questi valori sono realmente registrati
nel computer sono nascosti da astrazioni funzionali. I programmatori abituati
a pensare in maniera imperativa spesso si trovano in difficoltà per via di questa
astrazione e per via della mancanza di controllo sulla memoria. Comunque,
dopo un po’ di uso, molti lo trovano una liberazione, visto che hanno meno
cose a cui pensare. Inoltre, il fatto che la programmazione funzionale tratti
la matematica come siamo soliti fare anche noi, rende possibile l’applicazione
di un insieme di strumenti matematici standard alla sintesi e all’analisi dei
programmi funzionali, permettendoci cos̀ı di ragionarci sopra. Da un punto
di vista teorico è interessante notare che il concetto di funzione matematica è
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sufficiente a generare tutta una serie di computazioni (in un senso che verrà
spiegato nel Capitolo 9).

La programmazione logica prende il suo modello dalla logica, invece che
dalla matematica. Vede il computer come un apparato per l’inferenza logica.
Un programma logico è definito come un insieme di regole, o di semplici istru-
zioni logiche della forma if A,B, . . . then X. Quando interroghiamo il com-
puter, esso cerca all’interno dell’insieme di regole una possibile dimostrazione
(la quale può anche fornire informazioni che mancavano nell’interrogazione
originale). Questa dimostrazione fornisce la risposta all’interrogazione; se non
viene trovata alcuna dimostrazione, l’interrogazione è considerata senza rispo-
sta. Come nei programmi funzionali, i programmi logici non fanno riferimento
in maniera esplicita alla memoria del computer. È interessante notare che i
paradigmi funzionali e logici sono stati caldamente appoggiati dai ricercatori
che lavorano nel campo dell’intelligenza artificiale.

Un importante prodotto collaterale della programmazione imperativa è
il ben noto paradigma di programmazione orientata agli oggetti. Gli
ingredienti principali di un programma imperativo sono le funzioni (o sub-
routine) che costruiscono e modificano le strutture dati; le funzioni sono attive,
e le strutture dati sono passive. Il paradigma object-oriented, in contrasto,
ribalta l’immagine. Vede la memoria del computer come un insieme di molti
oggetti, i quali corrispondono alle strutture dati della visione imperativa.
Ogni oggetto ha un insieme di operazioni che può compiere, e l’esecuzione di
un programma consiste nel gestire la spedizione di messaggi da parte degli
oggetti, finalizzati a richiedere l’esecuzione di un’operazione da parte di chi
riceve il messaggio. Ottenuta una risposta, un oggetto può rispondere a sua
volta a chi lo aveva chiamato. In quest’ottica gli oggetti sono attivi, e le
funzioni della visione imperativa sono ridotte a passaggi di messaggi passivi.

Questo modo di ragionare risulta essere un meccanismo di strutturazione
potente. Ad esempio, mentre un programma imperativo potrebbe essere or-
ganizzato come un insieme di subroutine che operano su varie strutture dati,
un programma object-oriented è costruito intorno ai tipi di dati, solitamen-
te chiamati classi. Una classe potrebbe rappresentare una coda, e fornire le
operazioni necessarie per aggiungere un nuovo elemento, rimuovere il primo
elemento, scoprire se è vuota, e cos̀ı via. Un’altra classe potrebbe rappresentare
un conto in banca, con operazioni quali il deposito, il prelievo, l’interrogazione
del saldo, ecc. E la classe di conto in banca potrebbe utilizzare la classe di
coda per tenere traccia delle transazioni.

L’utilità di organizzare il programma in questo modo si basa sul fatto
che in molti casi (anche se non tutti) risulta un modo naturale di pensare
al mondo che stiamo cercando di modellizzare all’interno del computer. Ad
esempio, potremmo avere due oggetti che rappresentano conti bancari che si
scambiano messaggi per modellizzare un trasferimento di fondi. Allo stesso
modo, un oggetto che rappresenta un’auto in fase di costruzione potrebbe
scambiare messaggi con oggetti che rappresentano i vari stadi del processo che
deve attraversare, cos̀ı come le informazioni comprese nell’ordine originale che
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indica gli optional che dovranno essere inclusi. Non dovrebbe sorprendere che
i linguaggi di programmazione a oggetti sono nati dalla necessità di simulare
processi reali.

Il resto del capitolo descriverà brevemente un numero di linguaggi di pro-
grammazione, ognuno appartenente a uno di questi paradigmi. Si noti che non
verrà fatto alcun tentativo di insegnare un linguaggio di programmazione, ne
si vuole creare un’indagine accurata di tutti i linguaggi di programmazione
esistenti. Piuttosto, lo scopo sarà di presentare un piccolo sottoinsieme delle
caratteristiche principali per fornire un’idea dell’aspetto di un programma e in
cosa riseda la sua peculiarità. Molti altri linguaggi meriterebbero di essere pre-
sentati, ma la diversità di forme e applicazioni viene preferita alla copertura
estensiva.

La programmazione imperativa: i pionieri

Visto che la visione del paradigma imperativo è quella più vicino alla macchina
stessa, non stupisce che i primi linguaggi di alto livello furono imperativi.
Tre dei primi (che risalgono alla fine degli anni cinquanta) sono FORTRAN,
COBOL e ALGOL. I primi due sono tutt’oggi in uso, grazie alla loro capacità
di evolvere anche alla luce degli sviluppi compiuti nel campo dell’hardware e
e del software, mentre il terzo, sebbene defunto, è stato forse quello che ha
influito maggiormente sul settore.

FORTRAN (FORmula TRANslator) fu il risultato di un forte bisogno
di computazioni numeriche nelle applicazioni scientifiche e di ingegneria, co-
me la simulazione degli effetti di una guerra nucleare. Fu progettato tenendo
a mente la compilazione efficiente, piuttosto che la chiarezza e una buona
leggibilità. Il risultato fu che la versione di base del linguaggio non suppor-
tava molte caratteristiche per una buona strutturazione del programma, che
è considerato un aspetto importante nei linguaggi di alto livello. L’estensione
del linguaggio del 1977, FORTRAN77, migliorò non di poco questo aspetto.
FORTRAN supporta i vettori e gli array multidimensionali, ma in pratica
nessun altra struttura dati. Per quanto riguarda le sue capacità numeriche,
invece, esse sono tante e piuttosto potenti. La popolarità del linguaggio nelle
comunità scientifiche e di ingegneria è risultata nello sviluppo di numerose
funzioni matematiche complesse che sono raccolte in varie librerie di fun-
zioni. Tali funzioni, anche se non parte del linguaggio FORTRAN originale,
sono rese disponibili mediante le stesse tecniche di chiamata a funzione che il
programmatore userebbe normalmente nel linguaggio. Questo può estendere
in maniera significativa il repertorio di operazioni elementari a disposizione
del programmatore, e la disponibilità di queste librerie di funzioni ha giocato
un ruolo importante nella continua vitalità del linguaggio.

COBOL (COmmon Business Oriented Language) è l’antitesi di FOR-
TRAN sotto quasi ogni aspetto. Fu progettato come risposta al bisogno acuto
di un linguaggio appropriato al processamento di dati voluminosi, come nel
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campo bancario, nelle agenzie governative e nelle grosse corporazioni. Dunque,
mentre risulta molto naturale scrivere programmi per la gestione del personale
in COBOL, un tipico programma FORTRAN come la simulazione numerica
di una reazione nucleare risulta praticamente impossibile.

COBOL fu progettato tenendo a mente la leggibilità e la chiarezza, ed
è proprio per questo che i programmi risultano meno criptici, e più simili a
interazioni umane. Questo porta ovviamente anche svantaggi; i programmi
sono molto più lunghi in COBOL e quindi più tediosi da scrivere, e può essere
molto difficile, a volte, comprendere la struttura di base di un programma.

Diversamente dai suoi cugini che hanno avuto successo commerciale, svi-
luppati per applicazioni specifiche e che seguivano precisi dettami di proget-
tazione, ALGOL (ALGOrithmic Language) fu progettato basandosi su puri
principi algoritmici, e includeva molte idee che precorrevano i tempi di alcuni
decenni. L’ampia famiglia di linguaggi chiamata collettivamente discendenti
di ALGOL include alcuni linguaggi famosi come PASCAL e C.

PL/I: un linguaggio general-purpose

Nel 1964, IBM annunciò il proprio linguaggio, chiamato PL/I (un acroni-
mo ambizioso per Programming Language ONE). Secondo lo spirito della
scuola “più grande è meglio è”, PL/I riuniva tutte le migliori caratteristiche
di FORTRAN, COBOL e ALGOL in un unico linguaggio. In contrasto con
FORTRAN e COBOL, i progettisti di PL/I enfatizzarono la facilità di pro-
grammazione, alle spese della complessità dell’implementazione del linguaggio
stesso. Il risultato fu che PL/I fu disponibile solo per i più grossi computer
dell’epoca, i mainframe IBM. (Oggigiorno ci sono implementazioni di PL/I
disponibili per i PC, visto che sono molto più potenti dei mainframe degli
anni sessanta e settanta.)

Ecco l’algoritmo di bubblesort, codificato in PL/I2:
bubblesort: procedure(a);

declare a(∗) binary fixed;
declare i, j, temp binary fixed;
do i =lbound(a) + 1 to hbound(a);

do j =lbound(a) + 1 to i − 1;
if a(j + 1) < a(j) then
begin

temp = a(j + 1);
a(j + 1) = a(j);
a(j) = temp;

end;
end;

2 In questo libro, come altrove, i programmi aderiscono ad alcune convenzioni tipo-
grafiche, come l’uso di font speciali e indentazioni. Queste convenzioni non sono
parte della sintassi del linguaggio, e sono ignorati dal compilatore.
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end;
end;

Questa notazione è molto simile a quella utilizzato nel nostro linguaggio ipotetico
PL. Si noti l’uso sfortunato del simbolo uguale per l’assegnamento, invece del
più appropriato freccia a sinistra (tipograficamente indicato come := in molti
linguaggi di programmazione, visto che la freccia manca nella maggior parte delle
tastiere). Questo porta a istruzioni potenzialmente ambigue come x = x + 1, il
quale significa “incrementa x di 1” ma che sembra un’equazione matematica che
non ha soluzione. Inoltre, in PL/I si fa riferimento agli array usando parentesi
tonde invece che quadre.
Il costrutto di controllo precedentemente scritto come

for Y from 1 to N do

Verrebbe scritto in PL/I nel seguente modo

do Y = 1 to N ;

Ecco un programma PL/I che legge n, il numero di elementi in una lista,
alloca un vettore dalla lunghezza appropriata nel quale copiare i contenuti di
una lista, utilizza l’algoritmo di bubblesort contenuto in una sub-routine per
ordinarlo, e infine stampa a video il risultato ordinato:

sort: procedure options(main);
declare n binary fixed;
get list(n);
begin
declare a(n) binary fixed;
declare i binary fixed;
get list((a(i), do i = 1 to n));
call bubblesort(a);
put list((a(i), do i = 1 to n));

end;
end;

La parte di PL/I dedicata all’elaborazione di dati si ispira a COBOL. La
più grande innovazione nella progettazione di COBOL furono gli strumenti
per la definizione di strutture di tipo file, dove si possono creare strutture
che assomigliano ad array incrociati con alberi. Ecco la definizione in PL/I di
un semplice file per contenere informazioni riguardanti le prestazioni di uno
studente universitario nei corsi da lui seguiti. La struttura del file è illustrata
in Figura 3.3. Le parti indicate dalla parola chiave picture nella rappresen-
tazione testuale che segue specificano il formato dei dati: una “A” indica un
carattere alfabetico, un “9” indica una cifra. Dunque, per esempio, “(5)A”
significa cinque lettere, mentre “AAAA999” significa quattro lettere seguite
da tre cifre.



3 I linguaggi e i paradigmi di programmazione 79

100

30(15)A (10)A

(10)AAAAA999AAAA999 99

99999 80

20

UNIVERSITY_FILE

DEPARTMENTSTUDENT

STUDENT_NAME STUDENT_IDCOURSE

COURSE_CODE SCORE COURSE_CODE TEACHER

COURSEDEPT_NAME

Figura 3.3. Struttura di un file universitario in PL/I.

declare 1 UNIVERSITY FILE,
2 STUDENT(100) ,
3 STUDENT NAME picture ′(15)A′,
3 COURSE(30),
4 COURSE CODE picture ′AAAA999′,
4 SCORE picture ′99′,

3 STUDENT ID picture ′99999′,
2 DEPARTMENT(20),
3 DEPT NAME picture ′(10)A′,
3 COURSE(80),
4 COURSE CODE picture ′AAAA999′,
4 TEACHER picture ′(10)A′;

Rendere il tutto più snello

PASCAL, che appar̀ı nel 1970, fu in parte una reazione alle dimensioni esa-
gerate di PL/I. PASCAL fu progettato come un linguaggio per insegnare la
programmazione, ed è caratterizzato da un’estrema eleganza e semplicità inve-
ce che da caratteristiche estese. In questo, PASCAL ebbe un enorme successo,
e venne utilizzato per moltissimi anni come il linguaggio di programmazio-
ne per eccellenza nei curriculum universitari. Inevitabilmente, il suo successo
portò a un uso estensivo di PASCAL nelle applicazioni commerciali, dove i
suoi limiti, come le sue capacità rudimentali di gestione della memoria, diven-
nero evidenti. Questo portò allo sviluppo di diversi dialetti di PASCAL che
estendono il linguaggio di base con le feature necessarie allo sviluppo di appli-
cazioni di larga scala. Alla fine degli anni settanta, il linguaggio C nacque nei
laboratori AT&T e colp̀ı il mondo della programmazione come un fulmine a
ciel sereno. Ecco nuovamente l’algoritmo di bubblesort, nella sua realizzazione
in C:
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void bubblesort(int ∗a, int n)
{

int i, j, temp;
for (i = 1; i < n; i++)

for (j = 0; j < i; j ++)
if (a[j + 1] < a[j])
{

temp = a[j + 1];
a[j + 1] = a[j];
a[j] = temp;

}
}

È interessante confrontare questo programma con la corrispondente im-
plementazione in PL/I. Sono ovviamente evidenti le differenze sintattiche, ma
le ignoreremo e ci focalizzeremo su aspetti più profondi. Mentre la procedura
PL/I necessita di un singolo parametro, l’array da ordinare, la funzione C ha
bisogno di ricevere anche la dimensione dell’array (n). Gli array in PL/I sono
oggetti che contengono, oltre alle celle che memorizzano i contenuti (“le stanze
dell’albergo”), informazioni circa l’insieme di indici consentiti (“i numeri delle
stanze”); queste sono disponibili mediante le funzioni lbound e hbound. In C,
invece, l’array è semplicemente un puntatore alla prima cella e non contiene
alcuna altra informazione. La prima cella di un array in C ha sempre l’indi-
ce zero, mentre non c’è alcun modo di sapere quante celle contiene. Siccome
questa informazione non è a disposizione del compilatore, il codice macchina
generato per l’espressione a[j] prende solo l’indirizzo di a (ovvero della prima
cella dell’array), aggiunge j e ottiene il valore memorizzato a quell’indiriz-
zo (infatti, la stessa espressione può essere scritta in C come ∗(a + j), che
riflette maggiormente la sua implementazione). In contrasto, quando il com-
pilatore PL/I incontra l’espressione corrispondente genererà anche il codice
per controllare se l’indice è effettivamente all’interno dei confini di validità.

Se il chiamante della funzione C di bubblesort fornisce un valore errato
per n, maggiore del valore corretto, la funzione accederà e modificherà il va-
lore memorizzato all’indirizzo indicato, anche se non è parte dell’array. Con
grande probabilità sarà parte di un’altra struttura dati, che verrà modificata
erroneamente. Questo potrebbe causare un errore imprevedibile da parte del
computer. La stessa cosa succederà se l’algoritmo di bubblesort proverà egli
stesso ad accedere a una cella che è al di fuori dell’array (ad esempio, se il
controllo i < n è erroneamente rimpiazzato da i <= n).

In PL/I il primo tipo di errore è impossibile visto che il chiamante non
deve fornire la dimensione dell’array. Il secondo tipo di errore è ovviamente
possibile; ciò nonostante verrà scoperto molto prima e il messaggio di erro-
re saprà indicare al programmatore la procedura di bubblesort che contiene
l’errore invece che qualche altra procedura innocente.

La ragione per questo comportamento da parte del C è che l’intenzione
originale era che il C venisse utilizzato per la programmazione di sistemi;
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ovvero, per scrivere i programmi di base senza i quali il computer rimaneva
solo un manipolatore di bit. Questi includevano il sistema operativo, attraverso
il quale l’utente interagisce con il computer; il software per la gestione degli
apparecchi esterni come la tastiera, il display, le stampanti; e i compilatori.
In particolare il C fu utilizzato per scrivere l’immensamente popolare sistema
operativo Unix.

I programmi di sistema spesso hanno bisogno del controllo esplicito delle
risorse del computer, le quali sono solitamente nascoste nei linguaggi di alto li-
vello (e giustamente!). Il C fornisce questo controllo di basso livello, aggirando
molti dei controlli di “validità” incorporato nei linguaggi di alto livello. Que-
sto permette di ottenere codice altamente efficiente, necessario nei programmi
di sistema che vengono eseguiti molto spesso. Ciò nonostante, permette, e
incoraggia, anche la creazione di errori sottili del tipo appena visto. Peggio
ancora, i bug di “buffer overrun” nei programmi C sono stati utilizzati da
hacker per prendere il controllo di sistemi operativi e diffondere virus e altri
software nocivi via Internet. Nonostante sia possibile scrivere programmi di
alta qualità in C, ci vuole uno sforzo maggiore rispetto ad altri linguaggi.

Come il PASCAL, C è diventato molto popolare e viene utilizzato per
qualsiasi tipo di applicazione, ben al di là delle originali intenzioni. Sfortu-
natamente, questo ha contribuito alla produzione di un’enorme quantità di
software di bassa qualità.

Oggigiorno, i linguaggi di programmazione imperativi si sono per lo più
fusi con il più moderno paradigma ad oggetti, che discuteremo tra più avanti.

Programmazione funzionale

Uno dei primi linguaggi di alto livello fu il LISP (LISt Processing), che risale al
1958. A differenza dei suoi contemporanei, che si occupavano principalmente
di calcoli numerici, LISP venne creato per l’uso della computazione simbo-
lica. All’inizio della storia dell’informatica la gente era molto interessata alle
capacità dei computer come strumento per il reasoning (termine inglese per
indicare i ragionamenti), e non solo per il calcolo. Il reasoning viene, per sua
natura, svolto sui simboli piuttosto che sui numeri, e LISP venne creato per
trattare appunto simboli. La sua struttura dati di base è la lista, scritta come
sequenza di elementi racchiusi da parentesi; ad esempio, (I computer sono
più che uni e zeri). Uno dei primi e più famosi programmi LISP fu ELIZA
(anche chiamato Doctor), il quale imitava uno psichiatra che intraprendeva
un dialogo con un paziente. ELIZA verrà discusso ulteriormente nel Capitolo
15.

Ecco un esempio del nostro primo algoritmo, quello per la somma degli
stipendi. Questo esempio è scritto in SCHEME, uno dei tanti dialetti di LISP:

(define (sum-salaries employees)
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(if (null? employees)
0
(+ (salary (first employees))

(sum-salaries (rest employees)))))

Questo codice definisce una funzione chiamata sum-salaries con un para-
metro employees. Una delle peculiarità del LISP è immediatamente evidente
anche in questo piccolo esempio, ovvero l’uso di parentesi come caratteristica
sintattica principale. Invece di scrivere espressioni come a+b, i programmatori
LISP scrivono (+ a b). A parte la necessità di abituarsi, ciò rende la sintassi
molto lineare, grazie alla sua semplicità e uniformità: ogni cosa è scritta nello
stesso modo, e non ci sono problemi come quali argomenti vanno bene con
quali funzioni, in che ordine vengono eseguite le funzioni, e cos̀ı via.

Assumiamo che le schede degli impiegati siano date come liste; ogni ele-
mento della lista contiene il nome dell’impiegato (esso stesso una lista) e un
salario, e possibilmente altri dettagli personali. Ecco un piccolo esempio di
una tale lista:

(((John A. Doe) 85000 (Senior Accountant) Accounting)
((Jane B. Smith) 97000 Manager (Web Services))
((Michael Brown) 70000 Programmer (Systems Support)))

La funzione first restituisce il primo elemento della lista che le viene
passata, mentre rest restituisce la coda della lista, ovvero, tutti gli elemen-
ti tranne il primo. La funzione null? controlla se è stata raggiunta la fine
della lista. È facile vedere che la funzione sum-salaries percorre l’intera
lista, elemento per elemento, estraendo il salario dell’impiegato corrente e
aggiungendolo alla somma che viene cos̀ı accumulata.

Un altro modo di guardare il programma di cui sopra è come una defini-
zione. In realtà definisce il valore della funzione (sum-salaries employees)
per una lista di impiegati: 0 se la lista è vuota, oppure lo stipendio del primo
impiegato sommata alla somma degli stipendi di tutti gli altri impiegati della
lista. Diversamente dalla formulazione dell’algoritmo presentata nel Capito-
lo 1, questa definizione è ricorsiva. Infatti, la ricorsione è centrale nel LISP,
nonchè la sua struttura di controllo più naturale.

È interessante notare che, poiché lo stipendio è il secondo elemento della
struttura di un impiegato, possiamo definirlo il first (ovvero primo) elemento
del rest (ovvero resto) della lista (che ricorda l’aforismo per cui oggi è il primo
giorno del resto della tua vita. . .):

(define (salary employee)
(first (rest employee)))
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Ora, è probabile che vorremo sommare altre cose, non solo schede di im-
piegati. In un linguaggio funzionale diventa molto naturale generalizzare la
funzione sum-salaries per creare la funzione sum-records, la quale può es-
sere utilizzate per calcolare la somma di un qualsiasi campo in una lista di
schede:

(define (sum-records records selector)
(if (null? records)

0
(+ (selector (first records))

(sum-records (rest records)))))

La struttura di sum-records è esattamente la stessa di quella di sum-salaries,
a parte che prende un altro parametro, selector che è esso stesso una funzio-
ne. Questa funzione seleziona il campo del registro che vogliamo aggiungere
alla somma. Data questa definizione, sum-salaries può ora essere definita in
maniera più semplice come:

(define (sum-salaries employees)
(sum-records employees salary))

Infatti, possiamo generalizzare anche l’operazione di accumulo; oltre che
computare somme di elementi, potremmo volere calcolare il prodotto, il mas-
simo, e cos̀ı via. L’operazione di accumulo è specificata dalla funzione che
accumula il nuovo valore nel totale che via via si accumula: l’addizione per
la somma, la moltiplicazione per il prodotto, e cos̀ı via. Dobbiamo conoscere
“l’unità” dell’operazione, ovvero, il valore da utilizzare quando raggiungiamo
la fine della lista; 0 per le somme, 1 per i prodotti, ecc. Questa generalizzazio-
ne, e la nuova definizione di sum-salaries, possono essere scritte in SCHEME
nel seguente modo:

(define (accumulate-records records selector accum unit)
(if (null? records)

unit
(accum (selector (first records))

(accumulate-records records selector accum
unit))))

(define (sum-salaries employees)
(accumulate-records employees salary + 0))
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Allo stesso modo, se abbiamo una lista di voti di studenti chiamata cs101,
potremmo calcolare il voto massimo (assumendo di non avere voti negativi)
usando la seguente espressione (dove la funzione max calcola il massimo tra
due argomenti):

(accumulate-records cs101 final-grade max 0)

Come dimostrano questi esempi, i linguaggi funzionali trattano le funzioni
come qualsiasi altro tipo di dato e, in particolare, permettono il passaggio di
funzioni come parametri ad altre funzioni e il loro ritorno come risultato di
una computazione. Questa feature, che non è disponibile nei tipici linguaggi di
programmazione imperativi o non è molto conveniente, fornisce ai linguaggi
funzionali un grande potere espressivo, e permette loro di descrivere algoritmi
in maniera molto concisa. È interessante notare che questo modo di trattare
le funzioni e il suo potere computazionale, hanno le loro origini nel lambda
calcolo, che discuteremo maggiormente nel Capitolo 9, un formalismo mate-
matico inventato negli anni trenta, prima che esistessero i computer di uso
generico.

È anche chiaro dagli esempi che i programmi LISP stessi sono molto simili
alla strutture dati di base del LISP, la lista. Infatti, i programmi LISP sono a
tutti gli effetti liste, il che vuol dire che possono essere loro stessi trattati come
dati. È quindi conveniente e naturale scrivere programmi LISP che processano
e/o generano altri programmi. In particolare, è molto semplice scrivere inter-
preti LISP in LISP. Ciò, insieme al fatto che molte delle persone che usano
LISP hanno anche un forte interesse nella progettazione di linguaggi di pro-
grammazione, ha causato la proliferazione di molti dialetti LISP. Nei primi
anni ottanta, la comunità LISP raggiunse una decisione che era necessario un
unico linguaggio unificato, e il risultato fu un nuovo linguaggio, COMMON
LISP. Come PL/I, COMMON LISP nasce dal principio “più grande è meglio
è”, e contiene quasi tutte le buone idee presenti nei vari dialetti LISP che
l’avevano preceduto.

SCHEME, il linguaggio utilizzato nei nostri esempi, può essere visto come
una reazione a COMMON LISP da parte della scuola del “piccolo ed elegante”.
(SCHEME viene anche chiamato “UnCommon Lisp”.) Come con PASCAL,
l’intenzione originale era di creare uno strumento per la didattica, e quindi
venne progettato in modo da contenere poche feature ma eleganti, piuttosto
che tutto quello che poteva essere utile nella pratica.

Anche se LISP e SCHEME sono basati sullo stesso paradigma funzionale,
e possano essere utilizzati come linguaggi funzionali, essi contengono anche
alcuni costrutti di programmazione imperativa. In contrasto, ci sono alcuni
linguaggi puramente funzionali, come HASKELL e MIRANDA. Questi lin-
guaggi non contengono costrutti per la modifica di memoria; il programma
crea nuovi elementi di dati invece di modificare quelli già esistenti. Ovviamen-
te, la memoria del computer è limitata e verrà prima o poi esaurita. Una parte



3 I linguaggi e i paradigmi di programmazione 85

dell’ambiente di esecuzione fornito dai linguaggi puramente funzionali per i
loro programmi è il garbage collector, ovvero il raccoglitore di spazzatura,
responsabile dell’identificazione automatica degli elementi non più in uso e
della riscossione della memoria da loro occupata. Il risultato è che un nuovo
elemento può prendere il posto precedentemente utilizzato da qualcos’altro.
Questo riuso della memoria, però, avviene a un livello di astrazione inferiore
rispetto a quello fornito da linguaggio; il programmatore è libero di pensare
in termini di elementi che non cambiano mai.

Il risultato di questa astrazione è che la semantica di un linguaggio di
programmazione funzionale è relativamente semplice da specificare in maniera
formale. In termini pratici, questo vuol dire che i programmatori possono usare
strumenti matematici familiari per ragionare sui loro programmi. Per esempio,
le tecniche matematiche più basilari di sostituzione di elementi uguali, che non
sono valide per un linguaggio imperativo (si veda il Capitolo 2), funzionano nei
linguaggi di programmazione funzionale come ci aspetteremmo, semplificando
cos̀ı in maniera considerevole la scrittura di programmi corretti.

La programmazione logica

Tutti i linguaggi di programmazione logica sono varianti del primo e più co-
nosciuto linguaggio chiamato PROLOG (PROgrammation en LOGique), il
quale fu sviluppato nei primi anni settanta. Un programma logico consiste in
un insieme di assiomi logici, dette regole, che definiscono le varie proprietà
rilevanti del problema da risolvere. Ad esempio, un programma che gioca a
scacchi potrebbe definire un predicato legal move(P,X, Y ), che risulta vero
quando la configurazione della scacchiera Y è il risultato di una mossa valida
del giocatore P a partire da una configurazione X. Potrebbe utilizzare anche il
predicato value(P,X,N) che risulta vero quando il valore della configurazione
della scacchiera X per il giocatore P è N . (Fornire una buona definizione del
valore di una posizione di gioco è uno dei segreti per un buon programma che
gioca a scacchi; si veda Capitolo 15.)

Come esempio molto più semplice si consideri il predicato member(X, S),
il quale risulta essere vero quando un elemento X appartiene alla lista S. Le
seguenti asserzioni dovrebbero essere tutte vere (le liste in PROLOG sono
denotate da parentesi quadrate):

member(1, [1, 2, 3])
member(b, [a, b, c])
member(mele, [arance, mele])

member(2, [a, b, c]), però e falso. Ecco la definizione di questo predicato in
termini di un programma PROLOG:

member(X, [X|Xs]).
member(X, [Y |Ys])← member(X,Ys).
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Questo programma consiste di due regole. La prima indica che X è un
membro di ogni lista il cui primo elemento è X. La seconda indica che X è
un membro di una lista il cui primo elemento è Y e la cui coda è la lista Y s,
se a sua volta X è un membro della coda Y s. (La direzione di una freccia è
molto importante: questa regola non significa che perchè X sia membro della
lista debba essere un membro della coda; solo che questo è un possibile modo
in cui X è parte della lista.)

Dato questo programma, un interprete PROLOG può facilmente prova-
re che il primo insieme di esempi sono tutti veri, mentre member(2, [a, b, c])
è falso. Può fare però più di cos̀ı; per esempio, dato l’interrogazione mem-
ber(X, [a, b, c]) l’interprete dirà che l’asserzione può essere vera (solo) se X
è uno tra a, b, o c. (PROLOG tratta i nomi che iniziano con una lettera
maiuscola come variabili, e gli altri nomi come costanti.)

La prima regola del programma “member” è non condizionale; indica che
il l’obiettivo member(X, [X]Xs) è sempre vero. La seconda regola è condi-
zionale; indica che un modo di dimostrare l’obiettivo, member(X, [Y ]Y s),
è di [tentare] di dimostrare member(X, Y s). Di fronte all’interrogazione
member(X, [a, b, c]) possiamo tentare una qualsiasi delle due regole per di-
mostrarlo. La prima risulterebbe in una soluzione: X = a. La seconda ri-
durrebbe il problema a dimostrare member(X, [b, c]). Questo nuovo problema
può essere risolto usando la prima regola per ottenere X = b, o può essere
ridotto al problema di dimostrare member(X, [c]) usando la seconda regola.
Questo, a sua volta, risulterebbe nella terza soluzione, X = c, o ridurrebbe il
problema a member(X[]). Comunque vada, qui ci si ferma, visto che l’ultimo
problema non può essere risolto con nessuna delle due regole, poiché entram-
be richiedono una lista non vuota. Per questo motivo non ci sono ulteriori
soluzioni.

L’interprete PROLOG funziona come sopra. Mantiene un insieme di obiet-
tivi che sta cercando di raggiungere, e cerca di dimostrarne ciascuno a turno
usando le regole che costituiscono il programma. Una regola non condiziona-
le può dimostrare l’obiettivo direttamente, e in questo caso esso viene tolto
dalla lista di obiettivi da raggiungere. Una regola condizionale può essere uti-
lizzata per ridurre il problema a un altro, rimpiazzando l’obiettivo con uno
o più sotto-obiettivi, che poi sono aggiunti alla lista delle cose che sono da
dimostrare. Una soluzione all’interrogazione originale è trovata quando tutti
gli obiettivi sono stati raggiunti (ovvero, la lista è vuota). Se un obiettivo non
può essere dimostrato da nessuna delle regole, non esiste soluzione al problema
originale che è come dire che il programma non può essere portato a termine.

Ecco un esempio più complesso di programma PROLOG, che risolve
il problema delle Torri di Hanoi presentato nel Capitolo 2. Il predicato
hanoi(N,A, B, C, Moves) è vero quando Moves è una lista di mosse che
risolve il problema di muovere N anelli da A in B usando C.

hanoi(0, A, B, C, [ ]).
hanoi(N, A, B, C,Moves)←

N > 0,N1 is N − 1,
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hanoi(N1 , A, C, B,M1 ),
hanoi(N1 , C, B, A,M2 ),
append(M1 , [move(A, B)|M2 ],Moves).

La prima regola è non condizionale, e indica che una lista vuota di mosse
risolve il problema di spostare zero anelli. La seconda regola dice che Moves è
un insieme di mosse legali che trasferiscono un numero positivo N di anelli da
A in B usando C, se può essere decomposta in tre parti: la porzione iniziale,
M1, è un insieme di mosse che trasferiscono in maniera legale N − 1 anelli
da A in C usando B; una singola mossa per spostare l’anello in cima ad A
in B; e un insieme di mosse M2 che trasferiscono in maniera legale N − 1
anelli da C in B usando A. E’ molto simile alla nostra formulazione originale
dell’algoritmo, fornito nel Capitolo 2.

Data l’interrogazione hanoi(3, a, b, c,M), PROLOG risponderà con:

M = [move(a, b),move(a, c),move(b, c),move(a, b),move(c, a),move(c, b),move(a, b)].

Un programma PROLOG è un insieme di assiomi e regole, ma queste non
devono avere esse stesse un significato computazionale. Ci sono molti modi
di usare le regole per dimostrare un obiettivo, e l’interprete PROLOG sceglie
uno di essi (la sua strategia è di dimostrare le regole nell’ordine in cui gli ven-
gono fornite, e di controllare le condizioni delle regole nell’ordine originale).
Si supponga di avere un database di fatti riguardanti gli impiegati di un’a-
zienda. Il database contiene, tra le altre cose, fatti del tipo supervises(X, Y ),
il che indica che X è diretto supervisore di Y . Possiamo usare questi fatti per
definire la relazione outranks(X, Y ), il che significa che X è supervisore di Y
in maniera diretta o attraverso una catena di supervisori intermedi. Questo
codice potrebbe essere scritto in PROLOG nel seguente modo:

outranks(X, Y )← supervises(X, Y ).
outranks(X, Y )← outranks(X, Z), supervises(Z, Y ).

Per semplicità si supponga che l’azienda abbia solo tre impiegati: Qui, il
general manager, è supervisore di Quo, che a sua volta è supervisore di Qua.
L’interprete PROLOG proverà facilmente che outranks(Qui, Qua) è vero. Se
cambiamo però l’ordine delle regole, avranno lo stesso significato logico, ma
l’interprete si troverà nei guai quando chiesto se outranks(Qui, Qua) è vero.
Prima proverà a cercare un qualche Z per cui outranks(Qui, Z) è vero; ciò
può essere fatto usando la seconda regola (che diventa ora la prima) se pos-
siamo trovare un qualche Z1 percui è vero outranks(Z,Z1). Questo potrebbe
essere fatto trovando un Z2 percui outranks(Z1, Z2) è vero, e la ricerca con-
tinua in maniera indefinita senza mai produrre risultati utili. Infatti, anche il
programma originale fallirà allo stesso modo quando verrà fornito l’obiettivo
outranks(Qua,Qui) , invece di fermarsi e dire che ciò è falso. (Riesci a vedere
perchè?) La soluzione è riscrivere la seconda regola in modo che faccia per
prima il test per supervisori, e poi la relazione outranks.

outranks(X, Y )← supervises(X, Z), outranks(Z, Y )
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Questa dipendenza della computazione dal comportamento dell’interprete
è sfortunata, visto che implica che non è sufficiente che le regole siano esse
stesse corrette, il programmatore deve anche preoccuparsi di come l’interprete
controllerà le regole. Questo può essere fatto in molti modi, tra cui il più im-
mediato è gestire in maniera opportuna l’ordine delle regole e delle condizioni.
Dover gestire queste cose rimane comunque uno svantaggio in un linguaggio
che cerca di specificare cosa deve essere fatto, invece di come.

PROLOG ricevette un’enorme spinta per via dell’annuncio del Japanese
Fifth Generation Project nel 1981. Si considerava che questo progetto cos̀ı
ambizioso avesse le carte in regola per produrre una grossa spinta nello stato
dell’arte della ricerca informatica, usando computer paralleli e PROLOG co-
me il linguaggio di programmazione. Sfortunatamente, sebbene cominciò alla
grande, il progetto mor̀ı in silenzio, e PROLOG viene oggi utilizzato solo per
applicazioni molto specializzate.

La programmazione orientata agli oggetti

I linguaggi orientati agli oggetti nacquero con SIMULA, sviluppato agli inizi
degli anni sessanta come un linguaggio specializzato per la simulazione (anche
se poi divenne un linguaggio veramente di uso generale). L’obiettivo origina-
le dei progettisti di SIMULA fu di creare un linguaggio di programmazione
che potesse permettere una facile simulazione di eventi discreti, ovvero la pro-
grammazione di modelli computerizzati di eventi del mondo reale che non sono
continui, come fenomeni fisici che avvengono in momenti diversi del giorno.
Per esempio, la simulazione delle code per pagare al supermercato potrebbe
fornire informazioni utili per capire quante casse tenere aperte a ogni ora del
giorno in modo da minimizzare il numero di casse aperte ma senza clienti e i
casi in cui si hanno code interminabili.

E’ naturale specificare tale programma descrivendo il comportamento di
ogni oggetto che partecipa alla simulazione (a volte chiamati anche agenti) in
maniera separata. In questo esempio ci sono tre tipi di agenti: i clienti, le code
alle casse e le cassiere. I clienti verranno generati dal programma di simulazio-
ne con una frequenza che dipende dall’ora del giorno. Ogni cliente poi deciderà
il numero di oggetti che vuole comprare secondo le statistiche raccolte nel vero
supermercato. Sceglierà poi in quale coda entrare; ad esempio, se ha meno di
dieci elementi sceglierà una delle code rapide, altrimenti sceglierà la coda in
quel momento più corta. (In questa simulazione l’oggetto rappresentante il
cliente scopre quale è la coda più corta mandando un messaggio a ogni coda
chiedendo quanti clienti contiene già e attende le risposte.) L’oggetto cliente
poi spedirà un messaggio rappresentante la coda scelta, chiedendo di potersi
unire alla coda. Quando l’oggetto coda individua che il cliente ha raggiunto la
cassa, e dopo avere ottenuto un messaggio dalla cassiera che è pronta a riceve-
re un altro cliente, la coda notificherà il cliente che può procedere a interagire
con la cassiera. A questo punto il cliente informerà la cassiera sul numero di
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oggetti che ha intenzione di acquistare. La natura della simulazione è tale per
cui la cassiera non deve davvero fare alcun lavoro, ma semplicemente decidere
quanto tempo aspettare in base al numero di pezzi che ha il cliente (facendo
cos̀ı finta di passarli uno per uno), e dopo che il tempo di simulazione è finito
notificare la coda perchè faccia avvicinare il prossimo.

Una tale descrizione di un sistema del mondo reale, realizzato in termini
degli oggetti in esso contenuti e dei messaggi che devono scambiarsi risulta
molto naturale non solo per simulazioni di eventi discreti ma anche per altri
tipi di modelli computerizzati (e per concetti più astratti che non hanno alcun
corrispondente nel mondo reale). Questa visione sta alla base del paradigma
orientato agli oggetti, in cui quello che succede (le azioni) sono subordinate
a che cosa fa scattare le azioni, e su che cosa hanno effetto (gli oggetti).
Questo è in evidente contrasto con la visione imperativa, in cui le routine
sono dominanti e operano su strutture dati che rimangono passive. Questo
paradigma porta a uno stile di programmazione in cui l’unità di base, chiamata
una classe, è una descrizione di un certo tipo di oggetto, insieme alle sue
operazioni (o, equivalentemente, dei messaggi che sono in grado di ricevere).
Quando il programma viene eseguito ogni classe viene istanziata in molti
oggetti, detti appunto istanze.

Il secondo pilastro del paradigma orientato agli oggetti è l’ereditarietà
e denota l’abilità di un programmatore di definire relazioni di inclusione tra
le classi. Per esempio, la classe di mucche è una sottoclasse della classe dei
mammiferi, la quale è a sua volta una sottoclasse degli animali. O, per rima-
nere in un ambito più vicino alla matematica e alla computazione, la classe dei
quadrati è una sottoclasse dei rettangoli, la quale è a sua volta una sottoclasse
dei parallelogrammi, la quale è una sottoclasse dei quadrilateri e cos̀ı via. Que-
sto significa che i quadrati hanno tutte le proprietà dei rettangoli: tutti i loro
angoli sono piatti, e i lati opposti sono uguali. I quadrati hanno anche propo-
rietà che non tutti i rettangoli hanno: tutti i loro lati sono uguali. Dal punto di
vista del programmatore, i quadrati possono trattare tutti i messaggi definiti
per i rettangoli, come richieste di calcolare il perimetro o l’area. In aggiunta,
i quadrati possono supportare i loro propri messaggi, cosa che i rettangoli
invece non sono in grado di fare, come le richieste di restituire la lunghezza
dell’altezza del quadrato, concetto non univoco per i rettangoli. Dunque, la
classe dei quadrati eredita tutte le operazioni della classe rettangolo, incluso
il codice che li implementa.

Questo porta a uno stile importante di programmazione, in cui alcune
classi hanno solo parzialmente il codice, o non ce l’hanno affatto. Tali classi
vengono chiamate astratte e, ovviamente, non descrivono in maniera com-
pleta il comportamento dei loro oggetti. Sono comunque molto utili nei livelli
alti di gerarchie di ereditarietà. Ad esempio, è possibile definire una classe
astratta che descrive code (si veda Capitolo 2). Tale classe desciverà cosa una
coda può fare, ma non come lo fa. Ciò che è apprezzabile di una tale di-
stinzione è che il “cosa” è esattamente l’informazione che altre classi devono
conoscere per potere usare le code; non devono davvero sapere il “come”. Ci
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sono molti modi per implementare code; essi differiscono per la scelta della
rappresentazione dei dati e degli algoritmi. Tutte le implementazioni possono
essere definite sottoclassi della classe astratta di coda, il che garantisce che
supportano tutte le operazioni necessarie. In questo modo, i programmi che
usano la classe coda e quelli che la implementano hanno un’interfaccia ben
definita che si materializza nella classe astratta coda. Questa permette lo svi-
luppo indipendente delle classi, una proprietà che è cruciale nello sviluppo di
grossi programmi, come vedremo in maggiore dettaglio nel Capitolo 13.

Il primo linguaggio veramente orientato agli oggetti fu SMALLTALK, svi-
luppato negli anni settanta. Da allora molti linguaggi orientati agli oggetti
sono stati sviluppati; i più conosciuti sono C++ e JAVA. C++ si basa su C
e aggiunge costrutti di natura object-oriented. Per questo motivo soffre de-
gli stessi problemi già menzionati per il C (ciò nonostante è estremamente
popolare). JAVA è anch’esso basato sulla tradizione C/C++, ma non è un’e-
stensione di nessuno dei due; molti dei problemi di questi due linguaggi sono
stati rimossi da JAVA (e cos̀ı anche alcune delle feature positive . . .). Ecco la
classe Queue in JAVA (una “interface” è il termine JAVA per indicare una
classe interamente astratta che non possiede alcuna implementazione).

public interface Queue
{

boolean empty();
Object front();
void add(Object x);
void remove();

}

Questa classe definisce quattro operazioni (chiamate metodi nella comu-
ne terminologia orientata agli oggetti): empty, il quale restituisce un valore
booleano (vero o falso) a seconda se la coda sia vuota o meno; front, il quale
restituisce l’oggetto in testa alla coda (la classe Object è in cima alla gerarchia
di ereditarietà, e denota tutti gli oggetti del linguaggio); add, il quale aggiun-
ge un oggetto x e lo inserisce in fondo alla coda; e remove, il quale rimuove
l’oggetto in cima alla coda. Questa definizione contiene tutte le informazio-
ni riguardanti le code che servono al programmatore di una classe cliente, il
quale potrebbe essere ad esempio il cliente del nostro esempio di simulazione
di un supermercato.

Ovviamente, per poter eseguire la simulazione è necessario avere una qual-
che implementazione della classe Queue. Per implementarla, useremo una li-
sta di oggetti legati l’uno all’altro mediante link; la lista verrà implementata
usando la classe Linkable, la quale descrive un singolo elemento nel seguente
modo:

public class Linkable
{

private Object item;
private Linkable next ;
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public Linkable(Object x)
{

item= x;
next=null;

}

public Object item()
{

return item;
}

public Linkable next()
{

return next ;
}

public void set next(Linkable next)
{

next = next ;
}

}

Questa è una semplice classe che immagazzina solo dati, nel senso che è
simile a una struttura dati in un programma imperativo. I programmi orientati
agli oggetti tipicamente presentano classi con operazioni più complesse, La
definizione di una classe Linkable consiste di due campi che mantengono lo
stato dell’oggetto, un costruttore (il cui nome in JAVA è lo stesso del nome
della classe), usato per costruire nuovi oggetti di questa classe, e tre metodi.

L’oggetto contenuto nella cella correlata è memorizzato nella variabile chia-
mata item, e il riferimento alla prossima cella si trova nella variabile chiamata
next. Queste variabili sono dichiarate private, il che significa che le altre classi

non possono leggerle o modificarle. Tutti gli accessi a queste variabili dall’e-
sterno devono passare attraverso i metodi della classe Linkable. (Questo è un
esempio del principio di information hiding, che discuteremo nel Capitolo
13.) La variabile item viene impostata nel costruttore; i clienti possono solo
leggere il suo valore (usando il metodo item) ma non possono modificarlo. La
variabile next viene inizializzata a null nel costruttore, e può essere letta e
modificata dai clienti (usando i metodi next e set next).

Ecco la definizione della classe LinkedQueue che utilizza la classe Linkable
per implementare l’interfaccia Queue.

public class LinkedQueue implements Queue
{

private Linkable front=null, back = null;

public boolean empty()
{
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return front ==null;
}

public Object front()
{

return front.item();
}

public void add(Object x)
{

Linkable new back = new Linkable(x);
if ( front==null)
{

front = new back ;
back = new back ;

}
else
{

back.set next(new back);
back = new back ;

}
}

public void remove()
{

front= front.next();
}

}

Questa classe ha due campi: uno punta alla testa della coda (ovvero al primo
elemento della lista), e l’altro punta alla coda (ovvero all’ultimo elemento del-
la lista). La coda è considerata vuota quando il primo dei puntatori è null (il
che significa che non punta ad alcun oggetto). Le operazioni che modificano
la coda devono mantenere una relazione corretta tra questi due puntatori.
Rimuovere il primo elemento è facile in quanto è necessario spostare il primo
puntatore in modo che punti al prossimo elemento. L’aggiunta di un elemento
è più difficile, e bisogna considerare due possibili casi. Se la coda è inizial-
mente vuota, aggiungere un elemento comporta creare una nuova lista di un
elemento. Questo vuol dire che sia il primo puntatore che il secondo dovranno
puntare allo stesso elemento. Se la coda non è vuota, l’aggiunta di un nuovo
elemento modifica solo il puntatore alla coda della lista, che dovrà puntare al
nuovo elemento appena aggiunto in coda.

Figura 3.4 illustra il programma durante un’esecuzione. La parte (a) mo-
stra lo stato iniziale di un oggetto che può essere generato usando l’espressione
new LinkedQueue(). Se inseriamo i valori 1, 2, e 3 (usando il metodo add)
e poi rimuoviamo il primo elemento (usando il metodo remove) otteniamo la
serie di cambiamenti mostrata nelle parti (b)-(e).
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Figura 3.4. Una Linked Queue in azione.

Ci possono essere molti altri modi per implementare un’interfaccia come
quella di Queue (non solo con la classe LinkedQueue come abbiamo fatto noi).
Un cliente non deve per forza essere a conoscenza di quale implementazione
viene utilizzata; tutte le informazioni di cui ha bisogno sono nell’interfaccia
astratta. Questa proprietà, chiamata modularità, è una feature importante
del paradigma orientato agli oggetti; rende possibile e incoraggia lo spezzetta-
mento di problemi complessi in parti più piccole e relativamente indipendenti,
cruciale per lo sviluppo di sistemi di larga scala, come vedremo nel Capitolo
13.

Uno dei linguaggi orientati agli oggetti più interessanti è EIFFEL, proget-
tato a partire da una forte base teoretica, e allo stesso tempo pratico per lo
sviluppo di grossi progetti. Nel Capitolo 5 discuteremo di una feature unica di
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EIFFEL chiamata design by contract (ovvero, progettazione per contrat-
to), il quale è un tentativo di introdurre metodologie di dimostrazione di cui
parleremo nel capitolo sui progetti di larga scala.

Ricerca sui linguaggi di programmazione

I linguaggi di programmazione rappresentano un’area di ricerca molto va-
sta e attiva nel mondo dell’informatica, e abbiamo solo trattato in maniera
superficiale alcune delle questioni coinvolte.

La gente è interessata sia a linguaggi di uso generale che specialistici, alla
loro definizione precisa e alla loro implementazione efficiente. Vengono costan-
temente sviluppate nuove tecniche sofisticate di compilazione e traduzione,
vengono proposte nuove strutture di controllo e nuove strutture dati, e vengo-
no introdotti nuovi strumenti che i programmatori possono usare per definirne
di loro. Vengono studiati linguaggi che promuovono uno stile di programmazio-
ne “buono”, e si cerca di progettarli in modo da incorporarvi vari paradigmi e
algoritmi. I linguaggi di programmazione concorrenti costituiscono una
grossa parte di questa ricerca, e alcuni aspetti verranno ulteriormente discussi
nei Capitoli 10 e 14. Lo stesso vale per i linguaggi grafici, o come vengono
più comunemente detti, i formalismi visuali. Anche di questo parleremo nel
Capitolo 14.

In termini di paradigmi, non ci sono dubbi che il paradigma orientato
agli oggetti, nelle sue varie nature, riceve più attenzioni di qualsiasi altro, ed
è soggetto a una quantità di ricerca cospicua e a una commercializzazione
notevole.

Per quanto riguarda la semantica, i ricercatori sono interessati a fornire
strumenti e metodologie per produrre programmi che siano matematicamente
dimostrati corretti. Questo è necessario sia per l’ispezione manuale, guidata da
umani, sia per la verifica e analisi computerizzate, come spiegato nel Capitolo
5. Ovviamente, una sintassi precisa è un prerequisito fondamentale per una
semantica precisa, e dunque la frase “semantica degli algoritmi” in qualche
modo non ha senso. E’ solo quando un algoritmo è stato programmato in un
linguaggio di programmazione formale che può avere un significato formale e
non ambiguo.

Ci sono diversi approcci alla definizione semantica. Uno, chiamata seman-
tica operazionale, descrive il significato di un programma in maniera rigo-
rosa definendo la sequenza di passi di un’esecuzione, e l’effetto di ogni passo
sullo stato del programma. Lo stato è come un’istantanea di tutto ciò che
è rilevante per un programma in un dato istante, e solitamente include la po-
sizione corrente di controllo (ovvero del processore) nel testo del programma.
3 Un approccio più astratto, chiamato semantica denotazionale, descrive

3 I paradigmi di programmazione funzionali e di programmazione logica sono diversi
sotto questo aspetto, e devono essere fornite nozioni diverse di stato e passo.
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il significato di un programma in termini di oggetti puramente matematici,
tipicamente in termini di una funzione che cattura la trasformazione dallo
stato iniziale allo stato finale compiuta da un programma. Questo approccio
è meno attento ai passi di esecuzione di un programma, e più attento agli
effetti dell’intera esecuzione che sono osservabili esternamente. Quale che sia
l’approccio, ottenere le giuste definizioni semantiche non è facile neanche nei
linguaggi di programmazione semplici, e per quelli che invece hanno feature
complesse può essere un compito davvero formidabile.

Nel Capitolo 2 abbiamo accennato alle basi di dati. I linguaggi per l’in-
terrogazione e la manipolazione dei dati in un database possono essere visti
come linguaggi di programmazione special-purpose. La gente è interessata al-
lo sviluppo di linguaggi che siano potenti, flessibili ed efficienti, e in questo
particolare caso i team di progettazione devono anche essere sensibili al fatto
che molti utenti di database non sono programmatori professionisti, quindi i
linguaggi devono anche essere molto semplici da utilizzare.

I ricercatori sono anche interessati allo sviluppo di ambienti di pro-
grammazione, ovvero sistemi interattivi semplici che possono facilitare la
scrittura, la modifica, l’esecuzione, l’analisi della correttezza, e la simulazione
di programmi. Alcune di queste cose necessitano di tecniche visuali (rese pos-
sibili dai moderni terminali grafici dei computer e delle workstation), come la
rappresentazione di un programma in esecuzione con immagini delle strutture
dati man mano che vengono modificate. Come precedentemente menzionato,
e come vedremo in maggiore dettaglio nel Capitolo 14, c’è molto lavoro at-
tualmente nel campo dei formalismi visuali, in cui queste e altre questioni
vengono studiate, con l’aggiunta di ulteriori dimensioni. (Ad esempio, come è
possibile visualizzare al meglio la ricorsione?)

Un ultimo commento sull’universalità dei linguaggi di programmazione.
In un certo senso tecnico, tutti i linguaggi di programmazione qui discussi, e
virtualmente anche tutti gli altri, sono equivalenti in termini di potere espres-
sivo. Qualsiasi problema algoritmico risolvibile in un linguaggio è, in principio,
risolvibile anche in qualsiasi altro linguaggio. Le differenze tra i linguaggi sono
pratiche, e hanno a che vedere con l’appropriatezza per determinate applica-
zioni, la chiarezza e la struttura, l’efficienza nell’implementazione, e con i vari
modi algoritmici di pensare. Data le differenze significative tra linguaggi di
programmazione ciò potrebbe sorprendere. In realtà, è uno degli aspetti più
fondamentali dell’algoritmica, e lo discuteremo nel dettaglio nel Capitolo 9.

{...} popolo dal linguaggio astruso e dalla lingua barbara
Ezechiele 3:5



Su, venite e discutiamo.
Isaia 1:18
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Metodi e analisi
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Metodi algoritmici
ovvero, riuscirci metodicamente

{...} e la sua perizia rispetto alla regola.
Isaia 28:26

Sembra che ora possiamo continuare allegramente con i nostri compiti algorit-
mici. Sappiamo come sono strutturati gli algoritmi e come gestire gli oggetti
che manipolano, e sappiamo anche come scriverli in modo che un computer
possa eseguirli. Possiamo dunque dire al nostro processore cosa dovrebbe fa-
re e quando. Comunque, si tratta di una presa di posizione eccessivamente
ingenua, e vedremo il perché man mano che procediamo.

Uno dei problemi nasce dal fatto che non abbiamo fornito metodi o strate-
gie che possano essere utilizzati per concepire un algoritmo. Va bene parlare
dei costrutti che un algoritmo può utilizzare - ovvero i pezzi di cui è composto
- ma dobbiamo dire qualcosa in più circa i modi per utilizzare questi con-
cetti in modo che possano essere integrati in un tutt’uno. In questo capitolo
revisioneremo alcuni metodi algoritmici che un progettista può utilizzare per
trovare una soluzione a un determinato problema algoritmico.

È importante sottolineare che non ci sono buone ricette per la creazione di
ricette. Ogni problema algoritmico è una nuova sfida per il progettista. Alcuni
problemi sono banali, mentre altri sono complicati, altri ancora sembrano
impossibili; questo capitolo mostrerà che solo alcuni algoritmi seguono quello
che potremmo definire “paradigmi generali”. La morale della favola è che
ai progettisti converrà comunque conoscere questi paradigmi, per poter poi
cercare capire, di volta in volta, se possono essere utilizzati o adattati all’uso
nel caso specifico. In linea di massima, comunque, la progettazione di algoritmi
è un’attività creativa che potrebbe richiedere una reale dose di ingegno, ma
che può sicuramente beneficiare dalla padronanza delle tecniche e dei metodi
esistenti.

Ricerche e attraversamenti

Molti problemi algoritmici danno vita alla necessità di attraversare deter-
minate strutture. A volte, la struttura sarà presente esplicitamente come una
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delle strutture dati definite nell’algoritmo, ma a volte potrà essere una strut-
tura astratta, implicita, che forse non può essere “vista”, ma che esiste. Spesso
si starà cercando qualcosa di speciale dentro la struttura (“chi è il manager
del dipartimento di pubbliche relazioni?”), e a volte sarà necessario compiere
un’azione per ogni elemento della struttura (“calcolare il voto medio di tutti
gli studenti”). Il problema della somma degli stipendi presentato nel Capito-
lo 1, per esempio (si veda Figura 2.3), necessita di una attraversamento di
un array bi-dimensionale immaginario, in cui tutti gli impiegati sono appaia-
ti con gli altri impiegati, e si cercano coppie composte da un manager e un
impiegato.

In questi casi il nostro compito è trovare il modo più naturale per at-
traversare la struttura dati (che sia esplicita o implicita), e poi costruire un
algoritmo. Quando si tratta di vettori e array, solitamente si fa uso di ci-
cli e cicli annidati, come spiegato nel Capitolo 2 (si veda Figura 2.9), e allo
stesso modo, quando si ha a che fare con alberi, solitamente si fa uso di ri-
corsione, come abbiamo visto nell’esempio di treesort. È vero che l’idea dietro
all’algoritmo di treesort è piuttosto sottile, e che non può essere trovata sem-
plicemente pensando a quale sia la migliore struttura di controllo per la data
struttura dati. Ciò nonostante, una volta che abbiamo capito l’idea, diventa
molto semplice capire che la seconda visita, in cui gli elementi vengono resti-
tuiti in ordine, non è altro che la attraversamento di un albero binario, per
cui diventa naturale concludere che si debba utilizzare la ricorsione.

L’attraversamento indotto dalla ricorsione left-first (ovvero, che procede
prima a sinistra) presentata in Figura 2.14 viene a volte chiamata ricerca
depth-first (ovvero, che procede prima in profondità) con backtracking (ov-
vero, che poi ripercorre i propri passi), visto che il processore “si tuffa” in
profondità nell’albero, cercando di andare più giù possibile, e quando non può
più scendere ripercorre mestamente i propri passi, cercando a ogni passo in-
termedio di riprendere il suo “tuffo” verso il basso. L’unico requisito è che il
tuffo avvenga sempre lungo il ramo più a sinistra possibile. Ci sono molti altri
modi per percorrere o attraversare un albero, uno dei quali, il duale della ri-
cerca depth-first, viene chiamato breadth-first (ovvero, che procede sempre
prima in ampiezza). Attraversare un albero secondo una politica breadth-first
significa che i diversi livelli di profondità dell’albero vengono visitati nell’or-
dine in cui si presentano; prima la radice, poi tutti i suoi figli, poi i loro figli,
e cos̀ı via.

La ricerca esaustiva, ovvero la procedura British
Museum

Quando abbiamo bisogno di trovare qualcosa all’interno di una struttura dati,
si può semplicemente esaminare tutti gli elementi uno per uno fino a quando
non lo si trova. Questo è quello che abbiamo fatto quando cercavamo gli im-
piegati che guadagnavano più dei loro manager. Questa semplice idea viene
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chiamata ricerca esaustiva, o in maniera più colorita procedura Briti-
sh Museum. Quest’ultimo termine allude al modo in cui una persona seria
ispezionerebbe ogni singola esposizione del museo.

La ricerca esaustiva, a volte, è l’unico modo per risolvere un problema
algoritmico. A volte invece ci sono modi molto migliori. Per esempio, se voles-
simo trovare un numero di telefono in un elenco telefonico usando una ricerca
esaustiva dovremmo guardare tutti i nomi presenti nell’elenco fino a quando
non lo troviamo (o scopriamo che non c’è). Questo ci potrebbe portare via
molto tempo. Invece, potremmo stimare dove conviene aprire il libro, basan-
doci sulla prima lettera del nome, poi correggere velocemente la nostra stima
basandoci sui nomi sulle pagine aperte, e trovare poi il nome che stiamo cer-
cando in meno di un minuto. Questa cosiddetta procedura di ricerca per
interpolazione, che risulta essere molto più efficiente della ricerca esaustiva
in questo esempio, è una versione orientata agli umani di un algoritmo che
discuteremo in maggiore dettaglio nel Capitolo 6.

Dunque, ci sono molti casi in cui la ricerca esaustiva non è la scelta mi-
gliore. Ciò nonostante, è comunque una procedura utile per quei casi in cui
non ci sono altre soluzioni possibili, e serve anche da metro di paragone per
altre soluzioni.

Massima distanza poligonale: un esempio

Molti problemi algoritmici interessanti hanno a che fare con concetti geo-
metrici quali punti, linee, e distanze, e sono dunque parte di un’area detta
geometria computazionale. Molti dei problemi in quest’area sono “ingan-
nevolmente” facili da risolvere usando il sistema visivo umano, ma spesso
rappresentano una vera sfida per i progettisti di algoritmi. Ecco un esempio
molto semplice.

3
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Figura 4.1. Due poligoni convessi.
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Si supponga che ci venga fornito un semplice poligono convesso1 come
quello raffigurato in Figura 4.1, e si supponga che vogliamo conoscere i due
punti, appartenenti al perimetro, più lontani tra loro. Si assume che il poligono
possa essere rappresentato da una sequenza di coordinate dei suoi vertici,
dati in senso orario. Siccome la distanza massima sarà necessariamente tra
due vertici (perchè?), non è necessario considerare altri punti che non siano i
vertici.

Una soluzione semplice potrebbe considerare tutte le possibili paia di ver-
tici in un certo ordine, tenendo man mano, da parte, la massima distanza
corrente e i vertici coinvolti. Per ogni nuovo paio considerato verrà calcolata
la loro distanza, la quale verrà confrontata con la massima distanza corrente,
e qualora dovesse essere maggiore si procederebbe alla sostituzione delle varia-
bili, rendendola cos̀ı la nuova distanza massima. Se pensiamo per un attimo a
questa soluzione risulta evidente che stiamo in realtà attraversando un array
bi-dimensionale immaginario in cui vengono raccolte tutte le possibili paia
di vertici. I dati immaginari presenti nel punto (I, J) dell’array è la distanza
tra i vertici I e J . La traversata potrà dunque essere compiuta da due cicli
annidati, e si incoraggia il lettore a trascrivere l’algoritmo che ne risulterebbe.

Questa soluzione, comunque, considera troppe paia di vertici. Non dovreb-
be essere possibile considerare solo paia di vertici “opposti”, come (1, 4), (2, 5)
e (3, 4) in Figura 4.1(a)? Questo ci permetterebbe di attraversare solo un vet-
tore di paia “speciali”, piuttosto che tutte le paia possibili, il che risulterebbe
in un algoritmo più efficiente che necessita di un solo ciclo. Non è, comunque,
cos̀ı semplice come sembra, visto che le paia desiderate non sono necessaria-
mente quelle che hanno un uguale numero di vertici da entrambe le parti;
Figura 4.1(b) mostra un poligono per cui la massima distanza si ha tra vertici
che sono adiacenti, che sarebbero stati ignorati avessimo preso in considerazio-
ni solo vertici opposti. Una soluzione migliore, che comunque impegna un solo
ciclo e considera solo quelle paia che sono considerate “corrette”, è illustrata
in Figura 4.2.

• Descriveremo ora come funziona. Lo faremo utilizzano nozioni geometriche in-
formali, anche se una descrizione dettagliata dell’algoritmo dovrebbe tradurre
queste in manipolazioni numeriche usando strutture di dati e di controllo, cosa
che non verrà fatta qui.
Innanzitutto, viene disegnata una linea lungo il bordo congiungente i vertici 1
e 2. Poi, una linea parallela è gradualmente portata verso il poligono (partendo
da una posizione esterna al poligono dalla parte opposta alla prima linea) fino
a quando non viene incontrato il primo vertice; si veda Figura 4.2(a), in cui
è evidente che il primo vertice incontrato è il 5. L’approssimazione iniziale del
massimo è ora presa essere la distanza massima tra quelle tra il vertice (in
questo caso il 5) e i vertici 1 e 2. Poi, viene iniziato un movimento in senso
orario, composto dai seguenti passi:

1 Un poligono è detto semplice e convesso se nessun prolungamento di uno dei suoi
lati incrocia il poligono stesso e se non ha alcun angolo maggiore di 180◦.
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Figura 4.2. Trovare la distanza massima usando una traversata in senso orario.

1. viene ruotata una di queste due linee, in senso orario, fino a quando non si
trova ad essere adiacente a un bordo del poligono (in Figura 4.2. (b) si può
notare che è la linea in basso a ruotare fino ad essere adiacente al bordo
congiungente i vertici 5 e 6); e

2. viene modificata l’altra linea in modo che sia parallela alla prima (in Figura
4.2(b) è la linea superiore a essere modificata).

Esattamente quali delle due linee viene ruotata e quale invece modificata per
essere parallela alla prima è determinato dallo sforzo necessario a ruotare una
linea piuttosto che l’altra: la linea che forma un angolo più piccolo con il prossimo
bordo è quella che verrà girata (in Figura 4.2(a) l’angolo tra la linea in basso e
il bordo tra 5 e 6 è più piccolo di quello tra la linea in alto e il bordo tra 2 e 3).
Una volta completata una rotazione, un nuovo vertice appare sulla linea appena
ruotata, non presente prima della rotazione. Le distanze tra questo vertice e quelli
sulla linea ruotata vengono calcolate per vedere se si trova un nuovo massimo.
Questa procedura viene ripetuta fino a quando non viene eseguito un intero giro
del poligono. Quando la procedura finisce, il massimo corrente corrisponde alla
massima distanza desiderata.
Si può mostrare che tutte le azioni necessarie a questo algoritmo sono risolvi-
bili mediante semplici manipolazioni delle coordinate dei vertici, appartenen-
ti alla geometria analitica elementare. La Figura 4.2 illustra la sequenza di
trasformazioni delle linee.

Questo esempio è stato scelto per illustrare ulteriormente che riconoscere il
bisogno di compiere una traversata, e capire che cosa debba essere attraversa-
to, è importante e può essere di grande aiuto, ma non è sempre sufficiente alla
risoluzione di problemi algoritmici complessi; anche una buona conoscenza del
dominio applicativo non guasta.
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Divide et impera

Spesso un problema può essere risolto riducendolo a problemi più piccoli, della
stessa natura, e risolvendo quelli per primi, per poi, con del lavoro aggiuntivo,
combinare i risultati parziali per dare forma alla soluzione finale del problema
originale. Se i problemi più piccoli sono esattamente della stessa natura del
problema originale, ma applicati a input più “piccoli”o più “semplici”, allora
è evidente che si può utilizzare la ricorsione. Questo metodo viene chiamato
divide et impera per ovvi motivi.

Diversi degli algoritmi presenti in questo libro riprendono questa idea del
“dividi e affronta”. Lo abbiamo già visto implicitamente nell’esempio delle
Torri di Hanoi: l’algoritmo risolveva il problema per N anelli risolvendo due
problemi a N−1 anelli nell’ordine giusto e con i parametri giusti. Altri esempi
verranno presentati più avanti. Ora, invece, presentiamo altri due esempi di
divide et impera.

Si ipotizzi di avere un elenco telefonico tutto disordinato, o per sembrare
più formali, una lista non ordinata L. Non siamo interessati a ordinare L, ma
semplicemente a trovare l’elemento più piccolo e quello più grande al suo in-
terno. Chiaramente, potremmo semplicemente attraversare la lista una volta,
mantenendo una copia dell’elemento minimo corrente e di quello massimo,
confrontandoli di volta in volta con il prossimo elemento di L e aggiornandoli
se l’elemento considerato è più piccolo del minimo corrente o più grande del
massimo corrente. La soluzione che presentiamo, invece, utilizza la strategia
divide et impera in un modo semplice, e, come spiegheremo nel Capitolo 6,
risulta essere migliore, sebbene di poco. Schematicamente può essere descritta
come:

(1) se L consiste di un unico elemento, allora prendere quell’elemento sia come mini-
mo che come massimo; se consiste di due elementi, allora prendere il più piccolo
come minimo e quello più grande come massimo;

(2) altrimenti:
(2.1) dividere L in due metà, Lleft e Lright;
(2.2)trovare i loro elementi estremiMIN left,MAXleft,MINright, eMAXright;
(2.3)selezionare il più piccolo traMIN left eMINright; esso è l’elemento minimo

di L;
(2.4) selezionare il più grande tra MAXleft e MAXright; esso è l’elemento

massimo di L.

(Ovviamente, il dividere dell’istruzione (2.1) dovrebbe essere definito in
modo da coprire il caso di una lista L dalla lunghezza dispari, diciamo,
prendendo la prima metà in modo che sia più lunga della seconda di un
elemento.)

Ora, l’istruzione (2.2) ci chiede di rieseguire la routine in maniera ricorsiva,
visto che i problemi da risolvere sono esattamente il min&max di due liste
più piccole Lleft e Lright. Questa ricorsione non è cos̀ı semplice come sem-
bra, visto che, a differenza del caso delle Torri di Hanoi, le chiamate ricorsive
devono produrre risultati che verranno poi utilizzati in seguito. In qualche
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modo il processore non dovrà solo ricordarsi il proprio indirizzo di ritorno e
come ripristinare l’ambiente nella situazione precedente alla esecuzione della
ricorsione, ma dovrà anche essere in grado di portarsi dietro alcuni elementi
applicativi. In questo caso sarebbe molto più di aiuto se il processore potesse
tornare da una chiamata ricorsiva con il massimo e il minimo che ha trova-
to. 2 Ciò che segue è il risultato dell’appropriata estensione della nozione di
subroutine, e della sua applicazione al problema min&max:
subroutine find-Min&Max-of L:

(1) se L consiste di un solo elemento, allora impostare MIN e MAX con il suo
valore; se consiste di due elementi allora impostare MIN a quello più piccolo e
MAX a quello più grande;

(2) altrimenti:
(2.1) eseguire uno split (ovvero una suddivisione) di L in due metà, Lleft e

Lright;
(2.2) chiamare find-min&max-of Lleft e porre i valori ritornati in MINleft

e MAXleft;
(2.3) chiamare find-min&max-of Lright e porre i valori ritornati inMINright

e MAXright;
(2.4) porre MIN al valore più piccolo tra MINleft e MINright;
(2.5) porre MAX al valore più piccolo tra MAXleft e MAXright;

(3) restituire MIN e MAX.

Come già detto, la ragione per cui questo algoritmo è in realtà solo poco
meglio di quello banale sarà chiaro nel capitolo 6.

Il paradigma divide et impera può essere usato con benefici anche nell’or-
dinamento di una lista, non solo nel trovare i suoi estremi. Ecco come. Per
ordinare una lista L che contiene almeno due elementi, dividiamo nuovamente
la lista in due metà, Lleft e Lright, e poi li ordiniamo in maniera ricorsiva. Il
caso a un elemento può essere trattato in maniera separata, come anche nel-
l’esempio di min&max. Per ottenere la versione finale ordinata di L bisogna
poi procedere a eseguire il merge (ovvero la fusione) delle due metà ordinate
per produrre un’unica lista ordinata. Per fare il merge dobbiamo progressiva-
mente rimuovere e dare in output il più piccolo tra i due elementi che sono in
quel momento in testa alle due liste. Come funziona questo algoritmo, detto
mergesort, è illustrato in Figura 4.3, e si invita il lettore a riportare l’algo-
ritmo in dettaglio. Mergesort è decisamente meglio sia del bubblesort che del
treesort, un fatto che giustificheremo nel Capitolo 6.

Algoritmi greedy e appaltatori ferroviari

Molti problemi algoritmici vogliono trovare una qualche forma di miglior ri-
sultato a partire da un insieme appropriato di possibilità. Si consideri una rete
di città e un appaltatore ferroviario pigro. L’appaltatore è stato pagato per

2 Una subroutine o una procedura che restituisce valori è a volte detta una funzione.
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porre le rotaie in modo che sia possibile raggiungere ogni città a partire da
qualsiasi altra città. Il contratto, però, non specifica alcun criterio da seguire,
come il bisogno di un certo numero di viaggi diretti (ovvero senza fermate), o
un numero massimo di città che possono trovarsi sul tragitto che unisce due
città qualsiasi. Dunque, il nostro appaltatore, in quanto pigro, è interessato a
porre le rotaie nel modo meno costoso (ovvero, usando meno materiale possi-
bile). Si assuma che non tutte le città possano essere congiunte da segmenti
diretti di rotaia per ovvi motivi, come la presenza di ostacoli fisici, e che la
distanza tra due città possa essere data solo se le due città possono essere
connesse, e si assuma inoltre che il costo necessario per connettere la città A
con la città B sia proporzionale alla distanza tra loro. Inoltre, non vogliamo
incroci tra rotaie al di fuori dalle città.

Una tale rete è definita un grafo etichettato, o semplicemente un grafo.
I grafi sono simili agli alberi, eccetto per il fatto che gli alberi non possono
“chiudersi su se stessi”; ovvero, non possono contenere cicli mentre i grafi pos-
sono. Figura 4.4 presenta un esempio di grafo di città e delle tratte ferroviarie
minime. Si noti che l’appaltatore in realtà sta inseguendo quello che spes-
so chiamiamo minimal spanning tree (ovvero, l’albero corrente minimo).
Questo è un albero che copre l’intero grafo, nel senso che raggiunge ognuno
dei suoi nodi (ovvero, nel nostro caso le città), e tra tutti gli alberi possibili
è quello meno costoso, nel senso che la somma delle etichette sui suoi archi
(ovvero, nel nostro caso, la distanza tra le città) è minima. È molto sempli-
ce vedere che la soluzione desiderata deve essere un albero (ovvero, non può
contenere cicli), visto che nel caso contenesse cicli l’appaltatore pigro avrebbe
potuto ottenere una rete ferroviaria meno costosa, che continuasse a coprire
tutte le città, semplicemente eliminando uno degli archi di un ciclo.
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Figura 4.4. Una rete ferroviaria minima tra città.

Esiste un approccio algoritmico a questo problema, detto il metodo gree-
dy (ovvero, il metodo avido). Il metodo costruisce il minimal spanning tree
arco per arco, scegliendo via via l’arco meno costoso tra quelli possibili. È
come adottare una soluzione con l’atteggiamento “mangia e bevi visto che
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domani si muore”: fai quanto ti è possibile adesso perchè potresti pentirti di
non averlo fatto. Figura 4.5 illustra la costruzione di un tale albero. Si comin-
cia con un albero degenere che consiste solo dell’arco meno costoso dell’intero
grafo. A ogni ulteriore passaggio viene mantenuto l’albero generato fino ad
allora e aggiunto l’arco meno costoso non ancora considerato, a patto che la
struttura risultante sia ancora un albero valido. In particolare, non dovrebbe
creare cicli; nel caso lo facesse, viene scelto il prossimo arco meno costoso. Per
esempio, passare dalla Figura 4.5(e) alla Figura 4.5(f) richiede l’aggiunta del-
l’arco etichettato 9 invece di quello etichettato 8. Quest’ultimo infatti avrebbe
introdotto un ciclo.

Figura 4.5. L’algoritmo greedy di minimal spanning tree.

Si può mostrare che questa semplice strategia produrrà un minimal span-
ning tree, e si incoraggia il lettore a scrivere questo algoritmo nel dettaglio.

Gli algoritmi greedy esistono per una varietà di problemi algoritmici in-
teressanti. Sono solitamente molto facili da incontrare, e in alcuni casi sono
anche molto intuitivi. La parte difficile solitamente sta nel mostrare che una
strategia greedy fornisce in effetti la soluzione migliore, e come vedremo nella
prossima sezione, ci sono casi in cui essere avidi non conviene affatto.

La programmazione dinamica e i viaggiatori stanchi

Ecco un problema simile a quello del minimal spanning tree, ma che non
fa uso di soluzioni greedy. Anche’esso ha a che fare con una rete di città,
ma invece di un appaltatore pigro abbiamo a che fare con un viaggiatore
stanco interessato a viaggiare da una città a un’altra. Nonostante entrambi
abbiano un lavoro da compiere, ed entrambi vogliano minimizzare il costo per
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raggiungerlo, c’è un differenza cruciale: mentre l’appaltatore deve connettere
tutte le città mediante una rete di rotaie, il viaggiatore non vuole il minimal
spanning tree ma il percorso minimo; ovvero, il percorso meno costoso per
andare dalla città di partenza a quella di destinazione.

Per semplificare l’esposizione, assumiamo che tutte le linee in un grafo di
città siano orientati, il che significa che se due città sono connesse nel grafo
da una linea, essa rappresenta un percorso a senso unico. Inoltre assumiamo
che il grafo sia connesso, il che vuol dire che non è fatto da parti separa-
te. Assumiamo inoltre che il grafo non abbia cicli, cos̀ı che un viaggiatore
veramente stanco non possa continuare a girare in cerchio. Un grafo con tali
caratteristiche è detto un grafo aciclico orientato, o DAG (directed acyclic
graph).

Quindi ci viene fornito una DAG e sappiamo che il viaggiatore è interessato
ad andare dal punto A al punto B. Un approccio greedy potrebbe portare alla
costruzione di un percorso che a partire da A aggiunge di volta in volta l’arco
uscente meno costoso, a patto che la città in cui arriva non sia già stata
visitata, fino ad arrivare a B. Figura 4.6 mostra un esempio dell’applicazione
di tale algoritmo a un grafo il cui percorso minimo da A in B è di lunghezza
13. Questo algoritmo trova un percorso di lunghezza 15 che non va bene. In
questo caso essere avidi non paga, visto che un algoritmo intelligente dovrà
capire che deve prendere l’arco di lunghezza 5 per andare in C e poi quello di
lunghezza 3 per andare in E, anche se queste scelte non sono quelle localmente
ottime.
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Figura 4.6. L’avidità non paga nel caso dei viaggiatori stanchi.

Un algoritmo diverso, non greedy, chiamato dynamic planning (ovvero,
pianificazione dinamica), ci permette di compiere tali decisioni. (In realtà que-
sto metodo viene chiamato dynamic programming ovvero programmazione
dinamica, e non pianificazione, anche se useremo questo termine per rendere
meglio l’idea che sta dietro al metodo e per evitare conflitti con l’uso algorit-
mico del termine programmazione, il quale fa riferimento alla codifica di un
algoritmo per l’esecuzione, come spiegato nel Capitolo 3.) La programmazio-
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ne dinamica si basa sul raffinamento del criterio piuttosto grezzo di avidità
immediata, e può essere descritta nel seguente modo.

Si supponga che la soluzione di un problema algoritmico debba consiste-
re di una sequenza di scelte che portano a una soluzione ottimale. Come già
visto, è possibile che scegliere semplicemente ciò che sembra la soluzione mi-
gliore nell’insieme locale di possibilità non porterà a una soluzione ottima.
Ciò nonostante, capita spesso che il caso ottimo possa essere ottenuto consi-
derando tutte le combinazioni di (a) una scelta singola e (b) il trovare una
soluzione ottima per il problema ridotto rappresentato dalle scelte rimanenti.
Per esempio, in Figura 4.6 la lunghezza del percorso minimo tra A e B è il più
piccolo dei tre numeri ottenuti selezionando prima una delle città C,G e D
(quelli raggiungibili direttamente da A) e poi aggiungendo la sua distanza da
A al percorso meno costoso per raggiungere B da quel nodo. Simbolicamente,
indicando la lunghezza del percorso minimo da X in B con L(X) possiamo
scrivere:
L(A) = minimo tra : 5 + L(C), 14 + L(G), 3 + L(D)

(Si veda Figura 4.6.) In altre parole, stiamo trovando il percorso minimo
da A in B trovando tre percorsi minimi “più semplici” (quelli da C,G, e D
in B), combinando le loro soluzioni con l’arco diretto da A, e poi scegliendo
la migliore soluzione tra le tre. Questo vuol dire che possiamo trovare la solu-
zione ottima trovando prima la soluzione ottima di tre problemi ridotti, e poi
effettuando poche addizioni e confronti. Questo processo può essere reiterato,
scrivendo, ad esempio:
L(D) = minimo tra : 7 + L(E), 6 + L(G), 11 + L(C)

Quando tali derivazioni portano a clausole che comprendono L(B) (ovvero
la distanza minima da B verso se stessa) non è necessario alcuna nuova itera-
zione, visto che anche un viaggiatore stanco sa che L(B) è semplicemente 0, in
virtù del fatto che il migliore modo per raggiungere B da B è semplicemente
rimanere fermi.

Queste osservazioni portano all’algoritmo di pianificazione dinamica per il
problema del viaggiatore stanco (a volte chiamato il problema del percorso
minimo), che lavora a partire da B e va indietro verso A. Nell’esempio di
Figura 4.6 calcola prima il percorso minimo da F e E in B, ovvero, L(F ) e
L(E) (queste sono le uniche due città che non portano in alcun posto oltre che
B). Calcola poi L(G) e L(C) (ove G e C sono le uniche due città che portano in
B, F , e E che sono le città già trattate), poi L(D) e infine L(A). Ogni calcolo
è effettuato con l’aiuto dei risultati già disponibili in modo che, per esempio,
L(G) è il minimo tra 6 (la distanza diretta tra G e B) e 7+L(E). Mentre viene
eseguita questa procedura viene tenuta traccia anche del percorso a ritroso che
viene gradualmente costruito da B in A; esso è il percorso ottimale cercato.

Si può pensare al dynamic planning come a un divide et impera porta-
to all’estremo: tutti i sotto-problemi vengono risolti in ordine di dimensione
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crescente, e i risultati sono registrati in una qualche struttura dati per faci-
litare la soluzione di problemi più grandi. Questo metodo può anche essere
applicato a molti altri problemi elaborati, che richiedono strutture dati più
complesse di semplici vettori per memorizzare le soluzioni parziali. Il lettore
potrebbe tentare di concepire l’algoritmo di planning dinamico per il problema
del “commesso viaggiatore” descritto nel Capitolo 7.

Heap e concludere il lavoro in tempo

Molti algoritmi dipendono da una scelta intelligente delle strutture dati uti-
lizzate dall’algoritmo stesso. Per esempio, l’algoritmo treesort descritto nel
Capitolo 2 fa uso di alberi binari, che restringono il piazzamento degli ele-
menti in modo che gli elementi più piccoli vadano a sinistra e quelli più grossi
a destra. Ci sono molti tipi di strutture dati, alcuni con nomi curiosi come
“heap di Fibonacci” o “alberi rosso-neri”, ognuno più appropriato per un certo
tipo di algoritmo.

Si supponga che si voglia un algoritmo che riceve, continuamente, elementi
in un determinato ordine, e che deve essere in grado di restituire l’elemento
più piccolo nel momento in cui viene interrogato. Per esempio, si consideri
la pianificazione dei lavori in una foto-copisteria. In qualsiasi momento, un
cliente potrebbe arrivare con un nuovo lavoro di stampa. Ogni lavoro ha una
propria scadenza; alcuni sono urgenti mentre altri possono aspettare. Quando
una macchina fotocopiatrice diventa libera, il manager deve sapere quale è il
lavoro più urgente. Gli elementi di cui ha bisogno l’algoritmo sono i lavori di
stampa, ordinati per scadenza.

Una struttura dati appropriata per questo problema è lo heap, ovvero
un albero binario con la proprietà che il valore di ogni nodo è più piccolo
dei valori di tutti i suoi figli. 3 Il risultato di tale proprietà è che l’elemento
più piccolo è sempre alla radice dell’albero e dunque immediatamente acces-
sibile. Quando accediamo a quell’elemento, lo rimuoviamo dall’heap (come
nell’esempio della foto-copisteria). Nel far ciò dobbiamo però mantenere la
proprietà caratteristica dell’heap, rimpiazzando l’elemento più piccolo con il
suo figlio più piccolo, che è ora l’elemento più piccolo dell’heap. Comunque, se
semplicemente spostassimo questo elemento alla radice dell’albero creeremmo
un “buco” nell’albero, che dovrà essere coperto dal più piccolo dei suoi figli.
È proprio questo che viene fatto, e il processo viene propagato verso il basso
fino a quando non si raggiunge le foglie. L’inserimento di un nuovo elemento
è simile, eccetto che comincia da una delle foglie e cerca il suo posto mentre
percorre la strada verso la radice (fino a quando salire ancora violerebbe la
proprietà dell’heap).

Un’implementazione intelligente dell’heap fa uso di un vettore. Una heap
con N elementi occuperà le celle da 1 a N nel vettore, con i due figli del nodo
3 Si noti che a differenza del caso degli alberi binari non c’è il requisito che distingue
i figli nel ramo sinistro da quelli nel ramo destro.
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I in posizione 2 ∗ I e 2 ∗ I + 1. In questa rappresentazione rimuovere l’ele-
mento non può essere fatto come descritto prima, visto che potrebbe creare
un “buco” nel mezzo del vettore. Invece, l’elemento dell’ultima posizione del
vettore rimpiazza il primo elemento (quello appena rimosso), e poi viene spo-
stato verso il basso fino a quando non trova il suo posto nel vettore. Questa
rappresentazione a vettore gode di alcune proprietà che rendono gli algoritmi
per la manipolazione degli heap molto efficienti. Le discuteremo nel Capitolo
6.

Algoritmi non distruttivi

Un altro esempio elegante di uso di strutture dati viene dal paradigma di
programmazione funzionale, discusso nel Capitolo 3. Questo paradigma rende
i programmi più facili da capire e più facile ragionarci sopra, al prezzo di un
più alto livello di astrazione che usa solo oggetti non modificabili. Tipicamente,
gli algoritmi sono descritti in uno stile imperativo, usando strutture dati che
un algoritmo può modificare man mano che procede. Gli algoritmi funzionali,
dall’altro canto, devono trattare le loro strutture dati con maggiore rispetto,
dovendo sempre crearne di nuove. Per esempio, l’operazione di aggiunta di un
elemento a una pila restituisce una nuova pila che contiene tutti gli elementi
della pila originale più il nuovo elemento in cima. La pila originale non viene
modificata e rimane a disposizione per ulteriori computazioni se serve.

Siccome si può accedere alle pile solo dalla cima, è molto semplice imple-
mentare pile usando liste legate da link (ovvero, linked lists). Aggiungere un
elemento alla pila consiste semplicemente in aggiungere l’elemento in cima
alla lista (o più accuratamente creando una nuova lista che punta alla lista
originale che, come abbiamo detto, non cambia). In maniera simile, rimuovere
un elemento significa solo puntare al prossimo elemento della lista (si veda
Figura 4.7).

In contrasto alle pile, le code sono più difficili da implementare in un lin-
guaggio funzionale, visto che accedono (e dunque richiedono la modifica) sia
alla cima che al fondo della struttura dati. Rimuovere un elemento è facile e av-
viene come nel caso delle pile. D’altra parte, aggiungere un elemento consiste
nell’aggiungerlo in fondo, come abbiamo visto nell’esempio Java nel Capitolo
3. In un linguaggio imperativo, ciò può essere risolto facilmente modificando
il puntatore “next” dell’ultimo elemento della lista, ma ciò è impossibile in
un linguaggio funzionale. Ovviamente, potremmo copiare l’intera lista e ag-
giungere il nuovo elemento alla nuova lista ma ciò comporterebbe uno spreco
di tempo e memoria. Un’idea intelligente ci permetterebbe di implementare
code funzionali con la stessa efficienza di un’implementazione imperativa. Il
trucco è implementare ogni coda usando due pile. La pila “davanti” contiene
gli elementi che sono all’inizia della coda, ordinata in modo che l’elemento in
cima alla pila è il primo elemento della coda, e la pila “di dietro” contiene gli
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elementi in fondo alla coda, in ordine inverso - l’elemento in cima alla pila è
l’ultimo elemento della coda (si veda Figura 4.8).

Figura 4.7. Una pila funzionale: (a) una pila contenente gli elementi 1, 2 e 3;
(b) il risultato dell’aggiunta di 8 alla pila di prima; (c) il risultato della rimozione
dell’elemento in cima a (b); (d) il risultato della rimozione di un altro elemento.

Aggiungere un elemento al fondo della coda ora è semplice: basta porlo in
cima alla pila di dietro. Rimuovere un elemento dalla coda è altrettanto sem-
plice: basta rimuovere l’elemento in cima alla pila davanti. Ora, cosa succede
se la pila davanti è vuota ma la pila di dietro no? In questo caso spostiamo
gli elementi della pila di dietro nella pila davanti in ordine inverso. La pila
di dietro a questo punto risulta vuota, che va bene, visto che non dobbiamo
mai rimuoverci nulla. (In realtà, non lasciamo mai che la pila davanti si svuoti
mentre ci sono ancora elementi nella pila di dietro, eseguendo questo scambio
quando l’ultimo elemento è rimosso dalla pila davanti.) Questa operazione di
inversione seriale è un’operazione molto costosa, visto che consiste nello spo-
stare tutti gli elementi della coda di dietro. Ciò nonostante, si noti che ogni
elemento della coda di dietro si sposterà nella coda davanti soltanto una vol-
ta. I costo di questa operazione può dunque essere imputato all’elemento che
viene mosso, in modo che una volta fatta la media sull’intera esecuzione del-
l’algoritmo, ogni inserimento o rimozione costa un tempo fisso. Questo metodo
di contabilizzare, chiamato costo ammortizzato, è importante per l’analisi
dell’efficienza degli algoritmi e verrà discusso ulteriormente nel Capitolo 6.

Algoritmi on-line

Si assuma che alcuni genitori decidano di portare i propri figli in settimana
bianca per la prima volta in vita loro. Sarà impossibile sapere quanto a loro
piacerà sciare, e quanto vorranno sciare. Gli sci possono essere acquistati o
presi a noleggio. Se finirà che i ragazzi vorranno sciare molto sarebbe meno
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Figura 4.8. Una coda funzionale implementata come due pile: (a) una coda conte-
nente gli elementi 1, 2, 3 e 4; (b) il risultato dell’aggiunta dell’elemento 5 alla coda
di prima; (c) il risultato della rimozione dell’elemento in cima a (b); (d) il risultato
della rimozione di un ulteriore elemento.

costoso comprare gli sci una volta per tutte. Altrimenti converrà di più sem-
plicemente prenderli a noleggio quando avranno voglia. Se i genitori sapessero
prima di partire quanto scieranno i ragazzi, la scelta sarebbe ovvia. Purtroppo
questa informazione non è nota, e bisogna cominciare con una strategia gene-
rale che inizialmente consisterà nel prenderli a noleggio per un certo numero
di volte per vedere come vanno le cose, e poi di decidere dopo se comprarli o
no. Quale potrebbe essere la strategia migliore per i genitori?

La soluzione di questo problema è un esempio di una classe interessante di
problemi, le cui soluzioni vengono chiamate algoritmi on-line. Il nome viene
dal fatto che questi algoritmi devono prendere decisioni man mano che vanno
avanti, senza conoscere tutte le informazioni rilevanti; specialmente non sanno
che tipo di richieste potrebbero essere fatte in futuro.

La prima questione nell’analisi degli algoritmi on-line consiste in come
analizzare i loro costi. Il metodo solito è quello di confrontare ogni algoritmo
con l’algoritmo onnisciente off-line - quello in grado di predire correttamente il
futuro (in questo caso quanto vorranno sciare). Ovviamente, nessun algoritmo
potrà fare meglio di un tale algoritmo; il migliore algoritmo on-line è quello
che si avvicina di più a quell’obbiettivo.

Nel nostro esempio, risulta che il migliore algoritmo on-line per il problema
degli sci sia quello di noleggiare gli sci fino a quando il costo dei noleggi
non raggiunga il costo dell’acquisto diretto, e poi comprare. Questo algoritmo
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è meno peggio del doppio dei costi dell’algoritmo onnisciente. Per vederlo
meglio, si supponga che il costo di comprare gli sci sia uguale a M noleggi, e
si consideri il numero di volte che i ragazzi vorranno sciare. Se vorranno sciare
meno di M volte, entrambi gli algoritmi pagheranno lo stesso costo (quello
onnisciente sa già che i ragazzi scieranno meno di M volte, quindi noleggerà
invece di comprare). Se i bambini vorranno sciare più di M volte l’algoritmo
on-line noleggerà M −1 volte e poi acquisterà per un costo totale di 2∗M −1
noleggi. L’algoritmo off-line, conoscendo il futuro, acquisterà immediatamente
con un costo di M noleggi. In questo caso l’algoritmo on-line non eccede mai
il doppio del costo dell’algoritmo off-line.

È possibile dimostrare che non ci sono altre strategie in grado di fare me-
glio, in generale. 4 Una strategia che porterà i genitori ad acquistare dopo K
noleggi, dove K è meno di M − 1, potrebbe finire per costare K + M noleggi,
mentre l’algoritmo off-line pagherà solo K + 1. (Quante volte dovranno volere
sciare i ragazzi perchè ciò accada?) Se K è più di M−1, l’algoritmo on-line po-
trebbe ancora una volta costare K +M ai genitori, mentre l’algoritmo off-line
comprerebbe gli sci immediatamente, per un costo di soli M noleggi. In ogni
caso, il costo dell’algoritmo on-line è almeno il doppio del costo dell’algoritmo
off-line onnisciente.

La ricerca sui metodi algoritmici

Ci sono davvero pochi paradigmi universalmente accettati che sono abbastan-
za generali da meritarsi un nome speciale e il titolo di “metodo algoritmico”,
e quasi tutti quelli più conosciuti sono già stati presentati. Ciò nonostante,
senza mirare per forza ai paradigmi più generali, gli informatici stanno conti-
nuamente cercando metodi migliori per risolvere problemi algoritmici sempre
più difficili.

È piuttosto difficile discutere questi tentativi qui, visto che argomenti quali
l’efficienza sorgono in continuazione, e l’efficienza verrà trattata in dettaglio
solo nel Capitolo 6. Inoltre, le nozioni di concorrenza e probabilità, discusse
nei Capitoli 10 e 11, stanno diventano sempre più cruciali per i recenti sviluppi
nella progettazione algoritmica. Quando tratteremo questi argomenti vedremo
alcuni altri modi di trovare buoni algoritmi.

4 È una sorta di risultato ottimale, nel senso di caso pessimistico, che discuteremo
nel Capitolo 6.
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Esercizi

Nei seguenti esercizi un albero viene fornito mediante un puntatore alla sua radice.
Un nodo V di un albero con outdegree N ha N figli, etichettati da 1 a N , e contiene
un dato. Una foglia è un nodo senza figli. Un albero binario limita il numero di
figli di ogni nodo ad un massimo di due. La profondità di un nodo in un albero
viene definita nel seguente modo: la profondità della radice è 0, e se la profondità
di V è N allora la profondità dei suoi figli è N + 1.

Per un nodo V le operazioni disponibili servono a ottenere i suoi contenuti, a

controllare se ha un figlio i-esimo e, se esiste, a ottenere un puntatore a quel figlio.

4.1 Si consideri il problema della somma degli stipendi degli impiegati che gua-
dagnano più dei loro manager diretti, e assumiamo che ogni impiegato abbia
sempre un solo manager. Gli impiegati sono etichettati 1, 2, ecc. Scrivere l’al-
goritmo che risolve il problema per ognuna delle seguenti rappresentazioni di
dati in ingresso:

(a) L’input è fornito come un intero N e un array bi-dimensionale A, dove N
è il numero di impiegati, A[I, 1] è lo stipendio dell’ I-esimo impiegato, e
A[I, 2] è l’etichetta che rappresenta il suo manager.

(b) L’input è fornito come un albero binario costruito nel seguente modo: la ra-
dice dell’albero rappresenta il primo impiegato. Per ogni nodo V dell’albero
che rappresenta l’I-esimo impiegato

- V contiene lo stipendio dell’I-esimo impiegato,
- il primo figlio di V è una foglia contenente l’etichetta rappresentante il

manager dell’I-esimo impiegato; e
- se ci sono più di i impiegati, il secondo figlio di V è il nodo che

rappresenta l’impiegato I + 1.

4.2 (a) Scrivere un algoritmo che, dato un albero T , calcola la somma delle
profondità di tutti i nodi di T .

(b) Scrivere un algoritmo che, dato un albero T e un intero positivo K, calcola
il numero di nodi in T di profondità K.

(c) Scrivere un algoritmo che, dato un albero T , controlla se ha una foglia di
profondità pari.

4.3 Scrivere algoritmi che risolvono i seguenti problemi eseguendo traversate
breadth-first degli alberi dati. Il lettore può assumere la disponibilità di una
coda Q. Le operazioni su Q includono l’aggiunta di un elemento in fondo al-
la coda, la lettura e la rimozione di un elemento dalla testa della coda, e il
controllo della presenza o meno di un elemento.

(a) Dato un albero T i cui nodi contengono interi, stampare una lista che
contiene la somma dei contenuti dei nodi di profondità 0, la somma dei
contenuti nei nodi di profondità 1, ecc.

(b) Dato un albero T , trovare la profondità K con il numero massimo di nodi
in T . Se esistono più K che soddisfano questi criteri, restituire il massimo.

Un’espressione aritmetica formata da numeri interi non negativi e l’operazione
unaria standard “-” e le operazioni binarie “+”, “-”, “x” e “/”, può essere
rappresentata da un albero binario nel seguente modo:
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- Un intero I è rappresentato da una foglia contenente I.
- L’espressione −E, dove E è un’espressione, è rappresentata da un albero

la cui radice contiene “-” e il suo unico figlio è la radice di un albero che
rappresenta l’espressione E.

- L’espressione E ∗ F , dove E e F sono espressioni e “*” è un’operazione
binaria, è rappresentata da un albero la cui radice contiene “*”, il suo
primo figlio è la radice di un albero che rappresenta l’espressione E e il suo
secondo figlio è la radice del sotto-albero che rappresenta l’espressione F .

Notare che il simbolo “-” indica sia l’operazione unaria che l’operazione binaria,
e che i nodi dell’albero che contengono questo simbolo possono avere outdegree
1 o 2.

4.4 Progettare l’algoritmo che controlla se un dato albero rappresenta
un’espressione aritmetica.

4.5 (a) Progettare un algoritmo che calcola il valore di un’espressione aritmetica,
data la sua rappresentazione ad albero. Si noti che la divisione per zero è
indefinita.

(b) Estendere l’algoritmo in modo che stampi prima l’espressione rappresen-
tata dall’albero seguita dal simbolo di uguaglianza “=” e dalla sua valu-
tazione. L’espressione che si stampa dovrebbe essere pienamente parentiz-
zata, ovvero ogni uso di operazioni binarie dovrebbe essere racchiuso da
parentesi.

Diciamo che due espressioni E e F sono isomorfe se E può essere ottenuta da
F rimpiazzando alcuni interi non negativi con altri. Per esempio, le espressioni
(2 + 3)× 6− (−4) e (7 + 0)× 6− (−9) sono isomorfe, ma nessuna delle due è
isomorfa a (−2 + 3)× 6− (−4) o (7 + 0) + 6− (−9).
Un’espressione E è detta bilanciata se ogni operazione in essa è applicata a
due espressioni isomorfe. Per esempio, le espressioni −5, (1 + 2) ∗ (3 + 5) e
((−3)/(−4))/((−1)/(−100)) sono bilanciate, mentre 12+ (3+ 2) e (−3) ∗ (−3)
non lo sono.

4.6 Progettare un algoritmo che controlla se due espressioni sono isomorfe, date le
loro rappresentazioni ad albero.

4.7 Progettare un algoritmo che controlla se un’espressione è bilanciata, data la sua
rappresentazione ad albero. (Consiglio: eseguire una traversata breadth-first
dell’albero.)

4.8 Dimostrare che la distanza minima tra qualsiasi due punti di un poligono deve
essere per forza tra due dei vertici.

4.9 Scrivere un programma che implementa l’algoritmo di massima distanza
poligonale.

4.10Progettare un algoritmo che, dati i vertici di un poligono non necessariamente
convesso, trova un paio di vertici di distanza minima.

4.11 Scrivere algoritmi che trova i due elementi massimi in un vettore di N interi
(si assuma N > 1).
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(a) Usare un metodo iterativo.
(b) Usare un metodo divide et impera.

4.12 Scrivere nel dettaglio l’algoritmo greedy descritto nel testo per il minimal
spanning tree. Il problema dello zaino di interi chiede di riempire uno zaino,
di una determinata capacità, con alcuni elementi presi da un insieme di elementi
di vari tipi, nel modo più conveniente. L’input al problema consiste di:

- C, il peso massimo che lo zaino può sostenere;
- un numero positivo N , il numero di tipi di elementi;
- un vettore Q, dove Q[I] è il numero di elementi disponibili del tipo I;
- un vettore W , dove W [I] è il peso di ogni elemento del tipo I, per cui

0 < W [I] < C; e
- un vettore P , dove P [I] è il profitto che si guadagna a immagazzinare un

elemento di tipo I nello zaino.

Tutti i valori in ingresso sono interi non negativi. Il problema consiste nel
riempire lo zaino con elementi il cui peso totale non eccede C, e in modo che
il profitto totale dello zaino sia il massimo possibile. L’output è un vettore F
in cui F [I] contiene il numero di elementi del tipo I inserito nello zaino.
Il problema dello zaino è una variante del problema dello zaino di interi, in cui
invece di avere elementi discreti ci sono materiali. La differenza è che invece di
lavorare con numeri interi, possiamo inserire nello zaino una qualsiasi quantità
di materiale I che non ecceda la quantità disponibile Q[I]. I vettori W e P
contengono ora il peso e il profitto, rispettivamente, di unna quantità unitaria
di materiale I. Tutti i valori di input e output sono ora numeri reali non
negativi, non necessariamente interi.

4.13(a) Progettare un algoritmo di pianificazione dinamica per il problema dello
zaino di interi.

(b)Quale sarà l’output per il tuo algoritmo con i seguenti input
N = 5
C = 103
Q = [3,1,4,5,1]
W = [10,20,20,8,7]
P = [17,42,35,16,15],

e quale sarà il profitto totale dello zaino?

4.14(a) Progettare un algoritmo greedy per il problema dello zaino.
(b)Quale sarà l’output dell’algoritmo per l’input fornito nell’esercizio 4.13(b),
e quale sarà il profitto totale dello zaino in questo caso?
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4.15(a) Come si potrebbero mettere in relazione i profitti totali per un dato input
di interi nel caso del problema dello zaino e in quello del problema dello
zaino di interi.

(b)Considerare una modifica l’algoritmo progettato nell’esercizio 4.14(a) che
produca in F la parte intera delle quantità calcolate dall’algoritmo origi-
nale. Dimostrare che l’algoritmo modificato non è in grado di risolvere il
problema dello zaino di interi. Ovvero, fornire un input intero per cui l’al-
goritmo greedy modificato produrrà uno riempimento di interi accettabile
ma che non porta al profitto massimo. Trovare un tale input con N , ovve-
ro il numero di tipi, più piccolo possibile. (consiglio: soluzioni corrette al
problema dello zaino di interi, in contrasto con quelle per il problema del-
lo zaino, potrebbero lasciare determinati elementi fuori dallo zaino, anche
quando lo zaino non è ancora pieno.)

Ogni questione ha il suo tempo e i suoi metodi.
Qoelet 8:6
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La correttezza degli algoritmi
ovvero, riuscirci correttamente

Ho peccato {...}
1 Samuele 26:21

Istruitemi e allora io tacerò,
fatemi conoscere in che cosa ho sbagliato.
Giobbe 6:24

• Nei primi anni sessanta una delle navi spaziali americani della serie Ma-
riner, mandata a Venere, venne persa per sempre causando perdite per
milioni di dollari, per via di un errore nel software di controllo.

• Nel 1981 uno delle emittenti televisive che copriva le elezioni provincia-
li in Qebec, Canada, venne portato a pensare, per via di un errore in
un programma, che un piccolo partito, che sembrava non avesse speran-
ze, stesse vincendo. Questa informazione, e le risposte dei commentatori,
furono mandate in onda davanti a milioni di spettatori.

• In una serie di incidenti tra il 1985 e il 1987, diversi pazienti ricevettero una
massiccia overdose di radiazioni da sistemi Therac-25; tre di loro morirono
per via delle complicazioni successive. I controlli di sicurezza hardware
dei modelli precedenti erano stati rimpiazzati da controlli software, e tutti
questi incidenti erano stati causati da errori nella programmazione.

• Alcuni anni fa, una signora danese ricevette, per il suo centosettesimo
compleanno, una email dalle autorità della scuola locale con le istruzioni
da seguire per iscriversi alla prima elementare. Risultò che erano stati
riservati solo due cifre per il campo “età” all’interno del database.

• Alla fine del millennio, i problemi software divennero notizia da prima
pagina con il cosiddetto millennium bug. La paura era che il primo gennaio
del 2000, tutta una serie di problemi si sarebbero presentati, visto che
i computer che usavano solo due cifre per la memorizzazione delle date
avrebbero assunto che l’anno 00 fosse il 1900, quando in realtà era il 2000.
Un sforzo piuttosto costoso (e con il senno di poi anche di successo) per
correggere questo problema fu fatto da parte delle aziende di software di
tutto il mondo. (Discuteremo ulteriormente questo esempio nel Capitolo
13.)

Queste sono solo alcune delle innumerevoli storie che riguardano gli errori
nel software, molte delle quali sono finite in maniera catastrofica, spesso anche
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Figura 5.1. Una versione errata del diagramma di flusso della somma degli stipendi
di Figura 2.4.
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con la perdita di vite umane 1. L’importanza della correttezza non può esse-
re sovrastimata. Abbiamo sempre assunto fino ad ora, e in maniera ingenua,
che gli algoritmi e i programmi facessero esattamente quello per cui li aveva-
mo scritti. Non c’è giustificazione; in un manoscritto preliminare della prima
edizione di questo libro, il diagramma di flusso di Figura 2.4, che somma gli
stipendi degli impiegati che guadagnano più dei loro diretti superiori, contene-
va un errore imbarazzante che non venne rilevato per molti mesi. La versione
originale, presentata in Figura 5.1, non si comporta sempre come desiderato.
Approfondiremo questo esempio più avanti.

Gli errori di linguaggio

Uno dei tipi di errore più frequenti nella preparazione di un programma na-
sce dall’abuso della sintassi del linguaggio di programmazione. Ne abbiamo
incontrati alcuni nei capitoli precedenti. Scrivere:

for Y from 1 until N do

invece di:

for Y from 1 to N do

come richiesto dal linguaggio, è un errore, anche se non è un errore nell’al-
goritmo. Gli errori di sintassi sono una manifestazione problematica del fatto
che gli algoritmi, che devono essere eseguiti da un computer, devono essere
presentati in maniera formale.

I compilatori e gli interpreti vengono creati in modo da rendersi conto degli
errori di sintassi, e da avvisare il programmatore, il quale sarà tipicamente in
grado di correggerli facilmente. Inoltre, e qui è dove i compilatori si dimostrano
migliori degli interpreti, un compilatore intelligente cercherà di correggere
certi tipi di errori di sintassi per conto suo, rendendo possibile la traduzione
in linguaggio macchina (si veda il Capitolo 3).

Un compilatore non si limita, come un interprete, a considerare una linea
o una istruzione di programma alla volta. Di solito viene anche programmato
per cercare errori più sottili che, invece di infrangere una regola sintattica
locale, causano contraddizioni tra parti di programma possibilmente distanti,
tipicamente tra la definizione di un’istruzione e il suo uso. Esempi includono
operazioni aritmetiche applicate a variabili non numeriche, riferimenti al 150-
esimo elemento di un vettore i cui indici vanno da 1 a 100, e chiamate a
subroutine con un numero errato di parametri.

Tutti questi casi, però, rappresentano anche un uso incorretto del linguag-
gio. Sia che un compilatore o un interprete sia in grado o meno di cogliere

1 Per altri esempi notevoli si veda il Capitolo 13
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un errore in maniera preventiva, un tentativo di eseguire il programma an-
drà in fumo quando viene raggiunta la parte incriminata; il programma verrà
abortito, ovvero, verrà fermato e un messaggio appropriato verrà mostrato
all’utente. In contrasto con gli errori discussi nella prossima sezione, e no-
nostante la natura spiacevole di un fallimento del programma, gli errori di
linguaggio non vengono considerati tra i più seri. Spesso vengono individuati
in maniera automatica, e solitamente possono essere corretti facilmente.

Errori logici

Riprendiamo l’esempio dell’algoritmo per il conteggio dei “denaro” presentato
nel Capitolo 2. Il problema era quello di contare il numero di frasi contenenti la
parola “denaro”. La soluzione consisteva nell’eseguire una ricerca della parola
“denaro” e poi di eseguire una ricerca della fine della frase, che per convenzione
era sempre segnalata dalla combinazione “. ”, ovvero un punto seguito da uno
spazio. Concluse entrambi le ricerche un contatore inizialmente posto a zero
veniva incrementato, e la ricerca della parola “denaro” riprendeva dall’inizio
della frase seguente (si vedano Figura 2.5 e 2.6).

Cosa sarebbe successo se l’algoritmo avesse utilizzato “.” (senza lo spa-
zio) invece di “. ”? Si assuma per un momento che non stiamo discutendo
l’algoritmo, ma la sua versione formale, in quanto si tratta di un programma
che contiene errori. È chiaro che la nuova versione, che differisce dalla prima
solo per l’assenza dello spazio, non contiene errori di linguaggio. Per un os-
servatore, inclusi i compilatori e gli interpreti, il nuovo programma è perfetto.
Non solo non ci sono errori di sintassi, ma ogni volta che il programma viene
eseguito su un testo, il programma termina correttamente e mostra il valore
finale del contatore.

Ovviamente, un errore c’è nel nuovo programma. è dovuto al fatto che i
punti possono apparire dentro le frasi. Si consideri il seguente esempio:

La somma totale del denaro nel mio conto in banca è di 322.56, davvero
una somma considerevole, date le mie capacità di accumulare denaro.
Sono un uomo ricco.

Quando eseguito su queste due frasi, la versione modificata del programma
ci fornirà 2 come risposta, anche se la parola “denaro” appare solo nella prima
frase. Il programma è tratto in inganno dal punto decimale che appare in
322.56. Il programma nuovo è corretto per quanto riguarda il linguaggio e
risolve, a tutti gli effetti, un problema algoritmico, ma sfortunatamente non
quello che volevamo risolvere.

Il programma contiene quello che chiameremo un errore logico, che
provoca non un programma sintatticamente scorretto o senza senso, ma un
programma che fa qualcosa di diverso rispetto a quello per cui era stato scritto.

Gli errori logici possono essere notoriamente molto elusivi. Mentre po-
trebbe non essere difficilissimo accorgersi della mancanza di uno spazio nella
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combinazione “. ” nel programma per il conteggio di “denaro”, il seguente
errore non è cos̀ı semplice da trovare. Si assuma che vengano utilizzati di-
versi puntatori al testo per la ricerca di “denaro” e della combinazione “. ”.
Chiaramente, una volta incontrato “. ” e incrementato il contatore, il primo
puntatore dovrebbe essere spostato in avanti fino alla posizione del secondo,
prima di riprendere la ricerca di “denaro”. Non farlo costituirebbe un errore
logico che restituirebbe di nuovo 2 nel caso dell’esempio precedente, ma per
un motivo diverso; questa volta il numero di frasi lette è individuato corretta-
mente, ma il contatore è incrementato due volte all’interno della prima frase.
(Come mai?)

Tali errori non indicano che qualcosa è sbagliato nel programma in sè, ma
che qualcosa è sbagliato nelle combinazione di programma e di un particolare
problema algoritmico; il programma che, di per se è corretto, non risolve il
problema in maniera corretta.

Gli errori logici possono essere causati da un’errata comprensione della
semantica del linguaggio di programmazione (“Pensavo che X ∗Y volesse dire
elevare X alla Y e non X per Y ”, oppure, “Ero sicuro che quando un ciclo della
forma for Y from 1 to N veniva completato il valore di Y fosse N e non N +
1”), nel qual caso potremmo chiamarli errori semantici. Comunque, è molto
più comune trovare “veri” errori logici; ovvero, errori nel processo logico usato
dal progettista dell’algoritmo per risolvere il problema algoritmico. Questi
non hanno nulla a che vedere con il programma scritto per implementare
l’algoritmo. Rappresentano errori nell’algoritmo stesso, in quanto soluzione del
problema. Sono errori algoritmici, e sono quelli a cui ci stiamo interessando
ora. Non spostare il puntatore di “denaro” all’inizio della prossima frase è un
errore algoritmico. Cos̀ı come lo era la connessione errata, nella prima versione
della Figura 2.4 presentata in Figura 5.1, tra una delle uscite di “lo stipendio
di P è più alto di quello di Q?” e “fare avanzare P in modo che punti al
prossimo impiegato” invece di “P è alla fine della lista?”.

I computer non sbagliano

L’analogia tra algoritmi e ricette fallisce quando si parla di correttezza.
Quando non riesce una ricetta possono esserci due motivi:

• È colpa dell’“hardware”, oppure
• la ricetta è imprecisa o non chiara.

Per lo più, il primo è il vero motivo, specialmente dopo che abbiamo deci-
so, come abbiamo effettivamente fatto, che i cuochi e i panettieri sono parte
dell’hardware. Ma se ci sono problemi con la ricetta, invece che con il panet-
tiere, il forno, o gli utensili, di solito hanno a che fare con le assunzioni fatte
dall’autore sulle competenze dei suoi utenti. “Sbatti le uova fino a quando non
diventano spumose” richiede che il panettiere capisca correttamente cosa vuol
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dire che le uova sono spumose. Senza questa conoscenza il risultato potrebbe
non essere una mousse al cioccolato ma un disastro al cioccolato.

Contrariamente alle ricette, gli algoritmi per computer vengono scritti in
un linguaggio di programmazione formale e non ambiguo, che finisce per elimi-
nare il motivo (2). Inoltre, anche il motivo (1) può essere eliminato. In genere,
i computer non fanno errori! Un errore hardware è cos̀ı poco comune nei com-
puter moderni che quando nel nostro estratto conto bancario c’è un errore e il
banchiere bofonchia che c’è stato un errore con il computer, possiamo essere
sicuri che non è stato il computer a sbagliare - ma probabilmente è stato uno
degli impiegati della banca. O sono stati immessi dati sbagliati nel computer,
oppure uno dei programmi, scritti ovviamente da umani, conteneva un errore.

Un programma che non funziona correttamente non è il risultato di un
problema con il computer. Se i dati in ingresso vengono controllati e risultano
essere corretti, il problema è del programma e dell’algoritmo sottostante.

Test e debug

Gli errori algoritmici potrebbero non essere scoperti per anni. A volte non
vengono mai scoperti. È possibile che gli input che causano un output errato
non accadano mai nel ciclo di vita di un algoritmo. In alternativa, tale input
potrebbe apparire ma ci si potrebbe non accorgere mai dell’output sbagliato.

Per trovare l’errore nella versione errata di Figura 2.4, illustrata in Figura
5.1, per esempio, sarebbe necessario trovare un elenco di input in cui l’ultimo
impiegato ha in effetti un diretto superiore (che non è diciamo il presidente
dell’azienda). (Perchè?) Allo stesso modo, si invita il lettore a cercare di ca-
pire perchè la versione migliore dell’algoritmo, rappresentato in Figura 2.4,
funziona correttamente solo se si richiede che gli impiegati abbiano non più
di un diretto superiore. Siccome non abbiamo mai imposto questa restrizio-
ne sugli input del Capitolo 2, siamo caduti in una piccola trappola; Figura
2.4, strettamente parlando, è anche essa scorretta! Solo rendendo esplicito che
non si possono avere impiegati con più di un diretto superiore, o correggendo
l’algoritmo stesso (come?), si potrà dire che è davvero corretto.

Alcuni errori logici appaiono quando il processore non riesce a compiere
una determinata istruzione per un motivo non previsto. Cercare di dividere
X per Y , ad esempio, fallirà se Y è 0. Allo stesso modo, il fallimento potrebbe
risultare dal tentativo di spostarsi in profondità in un albero a partire da
un nodo che risulta essere una foglia (non c’è dove andare). Questi non sono
errori di linguaggio, e il compilatore, in genere, sarà incapace di scovarli prima
dell’esecuzione. Sono detti errori a run-time, e nascono da errori logici nella
progettazione dell’algoritmo. Spesso gli errori consistono semplicemente nel
dimenticarsi di fornire trattamenti speciali per casi speciali come quelli che
hanno a che fare con gli zero (nei numeri) e con le foglie (negli alberi).

Un progettista potrebbe provare un algoritmo su diversi input tipici e
atipici e non trovare l’errore. Infatti, un programmatore, normalmente, farà il
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testing di un programma usando numerosi input diversi, detti casi di test,
e toglierà dal programma, in maniera graduale, gli errori di linguaggio e gli
errori logici incontrati. Non può essere certo, comunque, che il programma (e
l’algoritmo sottostante) saranno completamente liberi da errori, per il semplice
fatto che molti problemi algoritmici ammettono infiniti input legali, e quindi
infiniti casi di test possibili, ognuno dei quali potenzialmente capace di rendere
esplicito un nuovo errore.

Gli errori logici, come disse una volta qualcuno, sono come le sirene. Il
semplice fatto che non ne hai mai vista una non vuole dire che non esistano.

Il processo secondo il quale viene eseguito ripetutamente un algoritmo, o un
programma, con l’intenzione di trovare ed eliminare gli errori viene chiamato
debugging. Il nome ha una storia interessante. Uno dei primi computer a
essere costruiti smise un giorno di funzionare, e si scopr̀ı che un grosso insetto
(in inglese “bug”) si era andato a incastrare in un punto cruciale dei suoi
circuiti. Da allora, gli errori, solitamente quelli logici, sono affettuosamente
detti bug.

Debuggare un programma, specialmente uno complesso e lungo, può essere
un compito gravoso. Anche se il programma produce gli output sbagliati in
un certo caso di test, non è detto che ciò porti a un’indicazione concreta
riguardante la sorgente dell’errore. Comunque, esistono diverse tecniche per
diminuire le possibilità. Una versione del programma può essere eseguita con
delle istruzioni intermedie (inserite in maniera artificiale) che stampano a
video alcune informazioni parziali, cos̀ı come alcuni valori dell’esecuzione. In
alternativa, se il programma è interpretato, non compilato, la sua esecuzione
potrebbe essere seguita linea per linea, rendendo possibile la scoperta di valori
parziali ambigui, specialmente se si lavora con un display interattivo. Abbiamo
anche citato gli ambienti di sviluppo. Questi supportano molti tipi di test e
molti tool di simulazione che possono aiutare il progettista dell’algoritmo o il
programmatore a fare s̀ı che le cose funzionino come dovrebbero.

È necessario rimarcare, comunque, che nessuno di questi metodi garantisce
algoritmi interamente esenti da bug, che producono sempre l’output corretto
per l’input inserito. Come disse qualcuno [prima di me], il testing e il de-
bugging non possono essere utilizzati per dimostrare l’assenza di errori nel
software, solo la loro presenza.

Cicli infiniti

La scorrettezza di un algoritmo come soluzione a un problema algoritmico
può manifestarsi o come un’esecuzione che termina correttamente ma con un
output sbagliato, o come un’esecuzione che abortisce.

Per complicare le cose, un algoritmo può anche non terminare mai! Ovvia-
mente anche questo rappresenta un errore. Le computazioni infinite, o cicli
infiniti, come vengono spesso chiamati, possono essere di natura oscillatoria,
ripetendo alcune istruzioni sugli stessi valori continuamente, o di natura non



128 5 La correttezza degli algoritmi

oscillatoria ma divergente, il che vuol dire che risultano in valori sempre più
grandi o sempre più piccoli. Un esempio di ciclo oscillatorio è un algoritmo
di ricerca in cui non c’è alcuna istruzione per fare avanzare il puntatore; l’al-
goritmo continua a cercare nella stessa area della struttura dati. Un esempio
di ciclo divergente, invece, è un ciclo che incrementa X di 1 ogni volta che
viene ripetuto e che deve fermarsi quando X diventa uguale a 100. Se il ciclo,
per errore, viene inizializzato con X uguale a 17.6, non incontrerà mai 100 e
incrementerà X per sempre (si veda Figura 5.2). Ovviamente, i veri computer
hanno memorie limitate e in genere abortiranno i programmi del secondo tipo
quando il valore di X eccede un qualche limite massimo, ma ciò nonostante
l’algoritmo su cui si basa il programma ammette il ciclo infinito.

X = 17.6 in questo punto

X = 100?

X  X  1

SÌ 

Fine 

NO 

Figura 5.2. Un algoritmo che entra in un ciclo infinito.

Il testing e il debugging possono aiutare a scovare potenziali cicli infiniti.
Stampando i valori intermedi, un debugger noterà oscillazioni ambigue o una
crescita (o decrescita) anormale del valore, che potranno portare il programma
a non terminare mai. Come abbiamo già detto, ci sono sempre altri valori di
input che potremmo scegliere, per cui il metodo non può garantirci di trovare
tutti i cicli infiniti.

Nei Capitoli 10 e 14 discuteremo di algoritmi che non devono terminare.
Per questi, il fatto che il programma non termini mai è una benedizione,
e la terminazione indicherebbe la presenza di un errore. Per adesso, invece,
un algoritmo corretto deve terminare normalmente su valori di input legali e
produrre i valori di output corretti ogni volta.
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Correttezza parziale e totale

Come discusso nel Capitolo 1, un problema algoritmico può essere diviso in
due parti:

• una specifica dell’insieme degli input legali; e
• la relazione desiderata tra gli input e gli output.

Per esempio, ogni input legale potrebbe dovere essere una lista L di paro-
le in Inglese. La relazione con gli output desiderati potrebbe specificare che
l’output deve essere una lista di parole in L ordinate in senso lessicografico.
In questo modo, abbiamo specificato il problema algoritmico che necessita di
un algoritmo A in grado di ordinare ogni input legale L.

Algoritmo A 

Qualsiasi input 
legale 

Output 

Se
questo punto è raggiunto Il punto è raggiunto

e
questo è l’output desiderato

Correttezza totale Correttezza parziale 

allora 
questo è l’output desiderato 

Output 

Qualsiasi input 
legale 

Algoritmo A 

Figura 5.3. Correttezza parziale e totale.

Per facilitare un trattamento preciso del problema della correttezza di
un algoritmo, i ricercatori distinguono tra due tipi di correttezza, a seconda
che la terminazione sia inclusa o no. O meglio, si dice che un algoritmo A
è parzialmente corretto (rispetto alla definizione degli input legali e della
loro relazione desiderata con gli output) se è vero che, per ogni input legale X,
se A termina quando eseguito su X allora la relazione specificata vale per X e
l’uscita. Dunque, un algoritmo parzialmente corretto di ordinamento potrebbe
non terminare correttamente su tutte le liste di input legali, ma quando lo fa, il
risultato è una lista ben ordinata. Diciamo che A termina se si ferma quando
eseguito su un input legale. Prendendo queste nozioni insieme - la correttezza
parziale e la terminazione - si ottiene la correttezza totale, che risolve il
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problema algoritmico per tutti i possibili valori legali di input: eseguire A su
un tale input X termina e produce output soddisfacenti secondo la relazione
desiderata (si veda Figura 5.3).

Il bisogno di dimostrare la correttezza

Sappiamo perfettamente cosa vorremmo dimostrare quando ci troviamo di
fronte a un problema algoritmico e una possibile soluzione, e abbiamo varie
tecniche di testing e di debugging che ci possono aiutare. Ciò nonostante,
nessuna di queste tecniche è a prova di bomba, e proprio come per gli esempi
presentati all’inizio del capitolo, l’informatica è piena di storie di catastrofi,
alcune fatali, altre che hanno causato la perdita di somme altissime di denaro,
e tutte dovute a errori algoritmici presenti all’interno di sistemi software grossi
e complessi.

Dichiarare che un algoritmo è corretto rispetto a un dato problema algorit-
mico potrebbe sembrare un pensiero meno “profondo” che dire che le sirene
sono immaginarie, ma tale dichiarazione può essere cos̀ı cruciale che molte
vite umane o fortune economiche possono dipendere da essa. Basti pensare ai
sistemi che controllano le armi nucleari o le transazioni monetarie da milioni
di dollari.

Comunque, non ci interessano solo i molti casi pubblicizzati (e non) di
errori. Si ritiene che il 70% (!) dello sforzo e dei costi di sviluppo di un sistema
software complesso sono indirizzati, in un modo o nell’altro, alla correzione
degli errori. Questi includono ritardi causati da specifiche mal definite (ovvero,
specifiche non chiare e imprecise dei problemi algoritmici), da un testing e
un debugging estensivo degli algoritmi stessi, e, peggio ancora, da cambi e
riscritture di sistemi che già funzionano (generalmente detto manutenzione)
per via di un nuovo bug riscontrato.

Guardando ai sistemi software molto usati, la situazione è stata ben de-
scritta dicendo che il software viene rilasciato per l’uso non quando si sa che è
corretto, ma quando la frequenza con cui vengono scoperti nuovi bug è scesa
abbastanza da essere considerata accettabile.

La situazione ovviamente non è rosea. Abbiamo bisogno di metodi per
dimostrare che un algoritmo è corretto al di là di ogni dubbio. Nessuno si
chiede se esiste una qualche forma “sconosciuta” di triangolo equilatero che ha
angoli disuguali. Qualcuno ha provato una volta per tutte che tutti i triangoli
equilateri hanno angoli uguali, e da allora non ci sono più dubbi a proposito.

È possibile fare qualcosa per facilitare tali dimostrazioni? Può il computer
stesso verificare la correttezza dei nostri algoritmi? In realtà quello che più
vorremmo avere è un verificatore automatico; vorremmo una qualche forma
di super-algoritmo in grado di accettare in ingresso una descrizione di un
problema algoritmico P e un algoritmo A che viene proposto come soluzione,
e determinare se effettivamente A risolve P . Inoltre, idealmente, potrebbe
anche fornirci gli errori nel caso la risposta fosse no (si veda Figura 5.4). Nel
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Capitolo 8 vedremo come in buona parte questo rimanga un sogno. Nessun
verificatore di questo tipo può essere costruito.

Problema algoritmico P; 
Algoritmo A 

Verificatore  
di algoritmi 

 “SÌ: l’algoritmo A 
è corretto rispetto 

a P”

“NO: l’algoritmo A
non è corretto rispetto 

a P”

 

Figura 5.4. Un ipotetico verificatore algoritmico.

Per ora, invece, ignoreremo il tentativo di farci aiutare dal computer stesso.
Possiamo noi dimostrare la correttezza dei nostri algoritmi? C’è un modo per
usare tecniche formali e matematiche per ottenere questo obiettivo? Qui ci
sono notizie più incoraggianti.

Invarianti e convergenti

Esistono metodi per la verifica dei programmi. Infatti, in un certo senso tecni-
co, qualsiasi algoritmo corretto può essere dimostrato essere corretto!2 Prima
di illustrare questo fatto con un esempio, diremo qualcosa circa le tecniche di
dimostrazione.

Quando cerchiamo di stabilire la correttezza parziale non siamo interessati
a dimostrare che certe cose che desidereremmo accadono, ma a dimostrare che
certe cose non desiderabili non accadono. Non ci interessa se l’esecuzione arriva
al punto finale, ma che se lo fa non possiamo avere valori di output diversi da

2 Ciò nonostante, nel Capitolo 8 vedremo come sia impossibile trovare certe di-
mostrazioni in maniera algoritmica. Tutto quello che dobbiamo dire qui è che se
un algoritmo è corretto esiste la prova di questo fatto. Attualmente, non diremo
niente circa quanto sia facile o difficile ottenere tali prove.
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quelli attesi. Allo stesso modo desideriamo catturare il comportamento di un
algoritmo facendo dichiarazioni accurate su cosa sta facendo in certi punti. Per
dimostrare la correttezza parziale, dunque, inseriamo asserzioni intermedie
in vari checkpoint (ovvero punti di controllo) nel testo dell’algoritmo. Inserire
un’asserzione in un determinato checkpoint vuol dire che crediamo che quando
l’esecuzione raggiungerà quel punto, in qualsiasi esecuzione dell’algoritmo con
qualsiasi input legale, l’asserzione sarà vera. Questo, ovviamente, include punti
che sono raggiunti più volte all’interno di una singola esecuzione, ad esempio
per via di cicli. Per questo motivo tali asserzioni sono spesso dette invarianti;
rimangono vere indipendentemente dal numero di volte che sono incontrate.

Per esempio, un algoritmo di ordinamento potrebbe essere tale che, in
un determinato punto del testo, esattamente la metà della lista in input sia
ordinata. In tal caso potremmo aggiungere l’asserzione “metà della lista è
ordinata”. È più tipico, comunque, che le variabili dipendano dai valori delle
variabili disponibili al checkpoint. Per cui, potremmo aggiungere a un certo
punto l’asserzione “la lista parziale che comprende gli elementi della lista dalla
prima locazione alla X-esima è ordinata”, dove X è una variabile che cresce
man mano che la lista viene ordinata.

L’asserzione iniziale, ovvero, quella inserito all’inizio dell’algoritmo, è tipi-
camente formulata in modo da catturare i requisisti sugli input legali, e, allo
stesso modo, l’asserzione finale, quella inserito in fondo all’algoritmo, cattura
la relazione desiderata tra output e input (si veda Figura 5.5.).

Si supponga, ora, che siamo in grado di stabilire che tutte le asserzioni
aggiunte sono effettivamente invarianti, ovvero che sono vere ogni volta che
vengono raggiunte. Allora, in particolare, l’asserzione finale è anch’essa un
invariante. Ma questo vuol dire che l’algoritmo è, in maniera particolare, cor-
retto. Dunque, tutto quello che dobbiamo fare è stabilire l’invarianza delle
nostre asserzioni. Questo viene fatto stabilendo alcune proprietà locali del-
le nostre asserzioni, a volte chiamate condizioni di verifica, in modo che
l’avanzare, di checkpoint in checkpoint, non porti ad alcuna violazione delle
proprietà di invarianza. Questo approccio alla dimostrazione della correttezza
viene a volte chiamato metodo dell’asserzione invariante, o metodo di
Floyd, in onore di uno dei suoi inventori.

Come dobbiamo scegliere i checkpoint e le asserzioni intermedie, e come
dobbiamo stabilire le condizioni di verifica? L’esempio fornito nella prossima
sezione darà alcune risposte.

Spostando la nostra attenzione dalla correttezza parziale alla terminazio-
ne, il nostro interesse principale è dimostrare che l’algoritmo effettivamente
termina con successo. Per dimostrarlo usiamo i checkpoint come prima, ma
ora cerchiamo una qualche quantità che dipenda dalle variabili e dalle strut-
ture dati, e che converge. Intendiamo che il suo valore deve continuare a
decrescere man mano che l’esecuzione procede da un checkpoint all’altra, ma
che non può decrescere per sempre - dobbiamo dimostrare che esiste un li-
mite inferiore sotto il quale non può mai andare. In quel caso non c’è alcun
modo che l’algoritmo possa continuare ad eseguire per sempre, visto che il
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Input è legale

Output soddisfa 
le relazioni desiderate

Inizio 

Fine 

Algoritmo

Asserzione 

Asserzione

Asserzione

Asserzione

Asserzione

Asserzione 

Asserzione 

Figura 5.5. Un algoritmo annotato con invarianti.

convergente, come a volte viene chiamato, dovrebbe decrescere per sempre,
oltrepassando il limite.

In un algoritmo di ordinamento, ad esempio, si può dimostrare che il nume-
ro di elementi che non sono ancora nella loro posizione finale scende man mano
che l’esecuzione procede, ma che non può mai scendere sotto lo 0. Quando il
numero raggiunge lo 0 l’algoritmo ragionevolmente termina. Come scegliere
questi convergenti, e come dimostrare che effettivamente convergono? Ancora
una volta, un esempio aiuterà a rispondere a queste domande.

Invertire una stringa: un esempio

Un input legale al problema che segue è una stringa S di simboli, ad esempio
una parola o un testo in lingua inglese. Lo scopo è quello di produrre l’imma-
gine inversa di S, indicato come reverse(S), che consiste degli stessi simboli
di S ma in ordine inverso. Dunque, ad esempio:

reverse(“ ajj$dt8”) = “ 8td$jja”
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Inizio 

Fine 

SÌ NO 

X  S; 
Y  

X = ? 

Y head(X) . Y 

X tail(X) 

Figura 5.6. Diagramma di flusso per l’inversione di una stringa.

La Figura 5.6 mostra un semplice diagramma di flusso dell’algoritmo A
che risolve il problema. Usa un’unica stringa vuota Λ, la quale non contiene
simboli (e che potremmo indicare con le virgolette vuote “”), e le funzioni
head(X) (ovvero, testa) e tail(X) (ovvero, coda), che, per qualsiasi stringa
X, denotano rispettivamente il primo simbolo di X e la stringa X dopo la
rimozione della testa. Dunque abbiamo che:

head(“ ajj$dt8”) = “ a”

e

tail(“ ajj$dt8”) = “ jj$dt8”

Inoltre, usiamo il simbolo speciale “·” per la concatenazione di stringhe.
Dunque:

“ ajj$dt8” . “ tdd9tr” = “ ajj$dt8tdd9tr”

Il lettore sarà in grado di dimostrare da se che attaccando la testa alla
coda di una qualsiasi stringa si ottiene la stringa stessa. In simboli:
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head(S) . tail(S) = S

L’algoritmo per invertire S funziona in modo da togliere ripetutamente i
simboli di S uno ad uno, e attaccarli di volta in volta alla testa di una nuova
stringa Y . La nuova stringa Y inizia completamente vuota. La procedura
finisce quando non ci sono più elementi disponibili in S. Per non distruggere
S durante il processo, il lavoro viene svolto su una variabile X, inizializzata
al valore di S.

L’affermazione da dimostrare è che l’algoritmo produce correttamente re-
verse(S) in Y . Ovvero che l’algoritmo A di Figura 5.6 è totalmente corret-
to rispetto al problema algoritmico che richiede che Y sia l’immagine inversa
dell’input S.

Inizio 

Fine 

SÌ NO 

X  S; 
Y  

X = ? 

S è una stringa 

Y head(X) . Y 

(2)

(3)

(1)

Asserzione 1

X tail(X) 

S = reverse (Y) . X 

Asserzione 2

Y = reverse (S) 

Asserzione 3

Figura 5.7. Un diagramma di flusso annotato per l’inversione di una stringa.

Prima stabiliremo che A è parzialmente corretto, usando il metodo del-
l’asserzione intermedia, e poi, separatamente, che termina. Per questo, prima
mostriamo che se A riesce a terminare su una stringa in input S allora Y
assume il valore reverse(S).

Per fare ciò si consideri la Figura 5.7, in cui sono stati identificati tre
checkpoint intermedi. Come già spiegato, l’asserzione 1 cattura i requisiti sugli
input legali, e asserzione 3 rappresenta la relazione tra la stringa in input S e
l’output Y .
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Ciò che conta in Figura 5.7, comunque, è l’Asserzione 2, la quale dovrebbe
catturare la situazione prima di ricominciare il ciclo, oppure prima di ter-
minare. L’asserzione 2 afferma che al checkpoint(2) i valori di X e Y devono
fornire la stringa originale S, nel senso che Y contiene la porzione iniziale di S
ordinata in senso contrario, e X contiene il resto di S ordinato normalmente,
il che è come dire che concatenare reverse(Y ) con X fornisce S.

Inizio 

Fine 

SÌ NO 

(2)

(1)

(3)

 

Figura 5.8. I tre percorsi all’interno dell’algoritmo reverse.

Vogliamo dimostrare che tutte e tre le asserzioni sono invarianti, ovvero
che sono vere in ogni esecuzione di A su input legali, quando vengono raggiun-
te. Il trucco è considerare tutti le possibili “strade”, che portano di checkpoint
in checkpoint, che il processore potrebbe prendere durante l’esecuzione del-
l’algoritmo. In questo caso, data la particolare forma del diagramma di flusso,
ci sono tre possibili strade: da punto (1) a punto (2), da punto (2) a punto
(3), e dal punto (2) in punto (2) (si veda Figura 5.8). La prima viene percorsa
esattamente una volta in qualsiasi esecuzione di A; la seconda viene percor-
sa al più una volta, visto che porta alla terminazione dell’algoritmo; la terza
può essere percorsa molte volte (quante?). Si noti che i segmenti algoritmici
corrispondenti alle diverse strade sono senza cicli. Consistono di semplici
sequenze di istruzioni elementari e di test, e non contengono iterazioni. Co-
me vedremo, questo implica che possono essere trattate in maniera piuttosto
semplice.

Dimostreremo ora che, per ognuno di questi semplici segmenti, se assu-
miamo che l’asserzione definita nel punto di partenza è vera, e che il segmento
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viene effettivamente percorso, allora l’asserzione definita nel punto di arri-
vo è anch’essa vera. Questo è tutto ciò che serve per stabilire la correttezza
parziale, visto che ne segue l’invarianza di tutte e tre le asserzioni.

(1)

Inizio Fine 

(2) (2) (2) (2) (3)

Figura 5.9. Una tipica sequenza di esecuzione dell’algoritmo reverse.

Perchè? La ragione è che qualsiasi esecuzione legale di A consiste di una
sequenza di segmenti separati da checkpoint (si veda Figura 5.9). Se la verità
dell’asserzione posta all’inizio di ognuno di questi segmenti implica la verità
dell’asserzione posta alla fine dello stesso segmento, e se la prima asserzione
dell’intera sequenza corrisponde al ricevere un input legale, e quindi si può
assumere che sia vera per forza, allora la verità delle asserzioni si propaga lungo
l’intera sequenza, rendendo tutte le asserzioni vere man mano che procede.
In particolare, come spiegato, l’asserzione finale asserzione 3 sarà vera alla
terminazione dell’algoritmo, stabilendo cos̀ı la correttezza parziale di A.

Per riassumere, dobbiamo ora dimostrare che viene effettivamente propa-
gata la verità delle asserzioni lungo i semplici percorsi esistenti tra checkpoint.

I dettagli di queste dimostrazioni non verranno presentati, ma si invita
il lettore a pensarci. Sarà comunque utile prendere nota, simbolicamente e
non a parole, di cosa bisogna dimostrare. Se consultiamo le Figure 5.7 e 5.8, e
riprendiamo le tre strade già individuate, vediamo che ci sono tre affermazioni
da dimostrare:

(1 → 2): per qualsiasi stringa S, dopo avere eseguito le due istruzioni X ← S;
Y ← ∧, l’uguaglianza S = reverse(Y) · X sarà vera.
(2→ 3): se S = reverse(Y ) · X e X = Λ allora Y = reverse(S).
(2 → 2): se S = reverse(Y ) · X e X 	= Λ allora, dopo avere eseguito le
istruzioni Y ← head(X) · Y ; X ← tail(X), la stessa uguaglianza, ovvero S =
reverse(Y ) · X sarà vera per i nuovi valori di X e Y .

Stabilire formalmente che queste tre affermazioni sono vere conclude la
dimostrazione che l’algoritmo è corretto parzialmente.

Dobbiamo ora dimostrare che l’algoritmo termina per qualsiasi stringa in
ingresso S. Per fare ciò, riconsideriamo il checkpoint (2). L’unico modo per cui
un’esecuzione dell’algoritmo potrebbe non terminare è quello di passare dal
checkpoint (2) infinite volte. Si può dimostrare che ciò è impossibile esibendo
un convergente (ovvero, una quantità che dipende dai valori correnti delle
variabili) che, da una parte, decresce ogni volta che si passa per il checkpoint
(2), ma, che dall’altra parte, non può diventare sempre più piccolo.

Il convergente che serve nel nostro caso è semplicemente la lunghezza della
stringa X. Ogni volta che viene percorso il ciclo, X viene resa più corta di un
simbolo, visto che diventa la “coda” del suo valore precedente. Ciò nonostante,
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la sua lunghezza non potrà mai essere meno di 0 visto che quando X è di
lunghezza 0 (ovvero diventa una stringa vuota) il ciclo non viene più percorso
e l’algoritmo termina.

Questo conclude la dimostrazione che l’algoritmo reverse è corretto total-
mente. Potrebbe sembrare al lettore che non valesse la pena svolgere questa
dimostrazione, visto che la correttezza del programma sembra piuttosto ovvia,
e che la dimostrazione risulta essere tediosamente tecnica. In parte è vero, e la
dimostrazione è stata scelta per illustrare la tecnica in sè, e non tanto la sua
necessità in questo particolare esempio. Ciò nonostante, non è difficile imma-
ginare una versione dell’algoritmo con un baco subdolo, oppure una versione
più complicata in cui le posizioni pari devono essere scambiate ma quelle di-
spari no. In questi casi, una verifica “a occhio” del programma potrebbe essere
pericolosamente inadeguata e le dimostrazioni formali potrebbero diventare
una necessità.

Ciò detto, non è sempre necessario lavorare con i diagrammi di flusso quan-
do si vuole verificare la correttezza. Sebbene la natura visuale del diagramma
possa aiutare nello scegliere i checkpoint chiave e nel ragionare sulle dinamiche
dell’algoritmo, ci sono modi più diretti di associare un’asserzione intermedia
a un punto dell’algoritmo in forma testuale.

Anche in questo piccolo esempio, appare evidente la natura problematica
della programmazione imperativa. Le affermazioni da dimostrare erano tutte
fornite in termini di diversi tempi, distinguendo tra i “nuovi” e i “vecchi”
valori delle variabili. Scrivere questo algoritmo in un linguaggio funzionale è
più semplice, cos̀ı come scrivere le affermazioni da dimostrare. Per esempio,
l’ultima diventerebbe:

(2 → 2): se S = reverse(Y ) · X e X 	= Λ allora S = reverse(head(X) · Y ) ·
tail(X).

Ciò non risolve il problema essenziale della prova di correttezza, ma rimuove
la necessità scomoda di dovere trattare in maniera esplicita il cambiamento
del valore delle variabili nel tempo, cosa che non sempre si sposa bene con le
aspettative “matematiche” che abbiamo delle variabili.

Cosa fa parte di una dimostrazione?

La prova di correttezza dell’ultima sezione è una delle più semplici nel suo
genere, senza però essere banale. Ciò non consola.

Discutiamo ciò che la costituisce. Un elemento di base sia della prova di
correttezza parziale che della terminazione è la selezione dei checkpoint nel
testo dell’algoritmo. Questi, in genere, consistono nei punti di inizio e di fine
e in sufficienti punti intermedi, in modo che ogni ciclo nel testo dell’algoritmo
contenga almeno un checkpoint.

Dopo avere scelto i checkpoint, bisogna associarvi le asserzioni intermedie,
l’invarianza delle quali dovrà essere stabilita dimostrando condizioni di verifi-
ca locali. Questi avranno a che fare solo con segmenti di algoritmi senza cicli,
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visto che saremo stati cos̀ı attenti da “aprire” i cicli con un corretto posiziona-
mento dei checkpoint. Dobbiamo anche esibire un convergente per dimostrare
che converge. Quali di queste attività possono essere automatizzate algoritmi-
camente? In altre parole, per quali possiamo aspettarci di ottenere un aiuto
dal computer?

Può essere automatizzato il compito di trovare un insieme, anche minimo,
di checkpoint per ogni ciclo. Inoltre, sotto determinate condizioni tecniche,
anche molti dei controlli locali sulle condizioni di verifica, cosi come il decre-
scere locale del convergente, possono essere automatizzati. Ciò nonostante il
vero cuore di tali prove è altrove. Risiede nella scelta corretta degli invarian-
ti e dei convergenti. Si può dimostrare che non esiste un algoritmo generico
per trovare in maniera automatica invarianti e convergenti che “funzionano”,
ovvero che soddisfano le condizioni locali necessarie per avere una dimostra-
zione (questo argomento verrà ulteriormente approfondito nel Capitolo 8). La
scelta dell’invariante giusto è un’arte delicata, e può richiedere più ingegno
che produrre l’algoritmo stesso. Infatti, il progettista dell’algoritmo potrebbe
avere l’intuizione giusta per produrre un buon algoritmo, ma potrebbe per-
dersi nel cercare di formulare in maniera precisa “che cosa sta succedendo” in
un determinato punto dell’algoritmo.

Paradossalmente, invarianti e convergenti adeguati esistono sempre, e
quindi, come abbiamo già detto, è sempre possibile, in principio, dimostrare
che un algoritmo corretto è corretto. Ciò sembra contraddire le nostre affer-
mazioni per cui il processo di verifica non può essere reso automatico, e per
cui il progettista potrebbe non essere in grado di provare la correttezza. Non
è cos̀ı. E i termini chiave sono “in principio”. Sebbene le prove di correttez-
za esistano, non possono sempre essere prodotte da un computer, e anche le
persone possono essere in difficoltà. Per sistemi software grossi e complessi,
la verifica è spesso impossibile, semplicemente per la grandezza e intricatez-
za del compito, che diventa ingestibile. Di fronte a un software grande che è
stato modificato, cambiato e aggiornato innumerevoli volte, fornire asserzio-
ni formali e precise in grado di caratterizzare il suo comportamento è fuori
impossibile.

In questi casi, si può adottare un metodo alternativo, chiamata verifica
strada-facendo, di cui discuteremo più avanti.

Le torri di Hanoi: un esempio

Detto ciò, la verifica può a volte essere più semplice del previsto. Potrebbe
sembrare, infatti, che la natura subdola della ricorsione possa rendere la veri-
fica di subroutine ricorsive più difficile di quella di algoritmi iterativi. Non è
sempre cos̀ı.

Si faccia riferimento al problema delle Torri di Hanoi e alla seguente
soluzione ricorsiva, già presentata nel Capitolo 2:
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subroutine move N from X to Y using Z:

(1) if N è 1 allora produrre in output “spostare X in Y ”;
(2) altrimenti (N > 1):

(2.1) chiamare move N − 1 from X to Y using Z;
(2.2) produrre in output “ spostare X in Y ”
(2.3) chiamare move N − 1 from Z to Y using X;

(3) return.

Che questa subroutine termini per qualsiasi N (dove i valori di X, Y , e
Z sono A, B, e C in un qualche ordine) sembra facile da vedere: l’unico tipo
di computazioni infinita possibile è ottenuta eseguendo un numero infinito di
chiamate ricorsive. Ciò nonostante, osservando che la profondità dell’albero
delle chiamate ricorsive (si veda Figura 2.8) non può essere più di N , visto che
l’unica cosa che succede a N durante l’esecuzione di una chiamata ricorsiva è
che viene decrementato di 1, possiamo vedere che a un certo punto N dovrà
essere 1. Ma quando N raggiunge 1, diventa vera la clausola di uscita del-
la ricorsione, il che causa non una nuova chiamata ricorsiva ma l’esecuzione
di una semplice istruzione di return, la quale implica la risalita dell’albe-
ro. Di conseguenza, l’albero di chiamate ricorsive è finito e l’esecuzione deve
terminare.

Si noti che la prova di terminazione non richiede una profonda “compren-
sione” di come funziona l’algoritmo; abbiamo utilizzato solo l’osservazione su-
perficiale circa il comportamento di N e la presenza di una clausola di uscita
adeguata. La dimostrazione però non è del tutto corretta! Se il valore iniziale
di N dovesse essere uguale o inferiore a zero, sarebbe possibile decrementare
il valore di N infinite volte senza mai raggiungere 1, e la routine non termine-
rebbe mai. Ciò che dobbiamo fare in questo caso è fornire una specifica degli
input legali che precluda valori non positivi di N . (è interessante notare che
un confronto tra questo algoritmo e quello fornito in PROLOG nel Capitolo
3 dimostra che la versione PROLOG gestirà in maniera corretta il caso di
N = 0.)

Per dimostrare la correttezza parziale usiamo una variante del metodo
dell’asserzione intermedia che meglio si addice alla natura non iterativa degli
algoritmi ricorsivi. Invece di cercare di formulare la situazione locale in un cer-
to punto del programma, proviamo a formulare le nostre aspettative sull’intera
routine ricorsiva nel momento immediatamente prima di entrarci. Possiamo
poi utilizzare questa descrizione in maniera ciclica, ma perfettamente sensata,
per supportare se stessa! Ecco una possibile formulazione della routine move.

Per qualsiasi N , la seguente affermazione, detta (S), è vera:

Si assuma che i pioli A, B e C siano associati, in un qualche ordine,
alle variabili X, Y e Z. Un’esecuzione della chiamata move N from
X to Y using Z fornisce un elenco di istruzioni di spostamento di
anelli, che, se iniziata (ed eseguita correttamente) a partire da una
qualsiasi configurazione legale di anelli e pioli in cui ci sono almeno
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gli N anelli più piccoli sul piolo X, sposta correttamente quegli N
anelli da X in Y , usando Z come magazzino temporaneo. Inoltre,
la sequenza aderisce alle regole del problema delle Torri di Hanoi, e
lascia tutti gli altri anelli al loro posto.

Se riusciamo a dimostrare che (S) è vera per qualsiasi N , avremo stabilito la
correttezza parziale della soluzione, siccome siamo interessati in modo parti-
colare alla chiamata move N from A to B using C dove su A ci sono N
anelli e B e C sono vuoti. In questo caso (S) è semplicemente un altro modo
di proporre i requisiti del problema.

L’affermazione (S) può essere stabilita secondo il metodo classico dell’in-
duzione matematica. Ciò significa che possiamo prima dimostrare che l’af-
fermazione è vera con N uguale a 1 e poi dimostrare che se è vero per un
qualsiasi N − 1 (dove N − 1 è almeno 1, e dunque N almeno 2) deve essere
vero anche per N . Segue, dunque, che (S) deve essere vero per ogni N , visto
che abbiamo dimostrato separatamente che il caso N = 1 implica la verità di
(S) per N = 2, il quale a sua volta implica la verità di (S) per N = 3 e cos̀ı
via, ad infinitum.

• Analizzeremo ora passo a passo i dettagli della dimostrazione. Che (S) sia vero
nel caso N = 1 è banale: asserire (S) in questo caso equivale ad asserire che
quando la subroutine è chiamata con N = 1 viene prodotta una sequenza che
sposta correttamente l’anello in cima al piolo X in Y . È evidente che è la prima
riga della subroutine a garantire questo fatto.

Si assuma ora che (S) sia vero per un arbitrario (N−1). Dobbiamo ora dimostrare
che è vero anche per N . Assumiamo dunque che sia appena stata fatta una
chiamata alla routine con N e un’associazione dei pioli A, B e C alle variabili
X, Y e Z. I tre pioli contengono una configurazione valida degli anelli, con X
che contiene almeno gli N anelli più piccoli (si veda Figura 5.10(a)). Siccome
il valore di N non è 1, la prima cosa che fa la routine è chiamare se stessa
in maniera ricorsiva alla riga (2.1) passando come parametro N − 1. Per via
dell’ipotesi induttiva, ovvero per via dell’assunzione che (S) sia valida per
chiamate con parametro N −1, la chiamata, se portata a termine correttamente,
sposterà correttamente gli N − 1 anelli posti in cima a X in Z, lasciando tutto
il resto come era prima (si veda Figura 5.10(b)). Siccome si garantiva che X
avesse gli N anelli più piccoli, rimane un anello da spostare dopo la chiamata
di riga (2.1), e l’istruzione di riga (2.2) lo sposta direttamente su Y (si veda
Figura 5.10(c)). Siccome qualsiasi anello si trovasse su Y prima di questa mossa
doveva essere più grande degli N anelli che stiamo spostando, questa mossa è
legale. Rifacendo la stessa considerazione fatta per N − 1, ma ora applicandola
alla chiamata successiva, ovvero quella di riga (2.3) della subroutine, si può
completare il quadro generale spostando N −1 anelli da Z in Y , e posizionandoli
sopra l’anello già spostato (si veda Figura 5.10(d)).

Si invita il lettore a ripercorrere la dimostrazione attentamente, cercando di capi-
re come mai la validità di ogni mossa è garantita durante tutto il procedimento,
e non solo alla sua fine. Si può inoltre dimostrare (usando la stessa ipotesi indut-
tiva) che nessun anello, a parte gli N in cima al piolo X, è stato toccato dalla
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X 
(a) Configurazione iniziale: X contiene (almeno) gli N anelli più piccoli; gli altri sono sparsi. 

N 

Y Z 

X 
(b) Ipotesi induttiva: gli N  1 anelli che vanno in cima sono stati spostati correttamente su Z.

N  1 

Y Z 

N  1 

X 
(c) Mossa diretta: 1 anello su X è spostato su Y.

Y Z 

X 
(d) Ipotesi induttiva: gli N  1 anelli che vanno in cima sono spostati correttamente su Y.

N 

Y Z 

Figura 5.10. La correttezza parziale delle Torri di Hanoi: dimostrare il caso N a
partire dal caso N − 1.

procedura, stabilendo cos̀ı la correttezza di (S) per la chiamata effettuata con
parametro N , assumendo la correttezza nel caso N − 1. Come già menzionato,
ciò dimostra che l’affermazione (S) è valida per ogni N .

La correttezza parziale dell’algoritmo ricorsivo delle Torri di Hanoi è
dunque dimostrata, e siccome abbiamo già dimostrato la sua terminazione,
l’algoritmo è totalmente corretto.
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Le Torri di Hanoi: una semplice soluzione iterativa

Nel Capitolo 2 abbiamo promesso di mostrare un algoritmo iterativo semplice
da eseguire per il problema delle Torri di Hanoi. La ragione per discuterla
ora, piuttosto che nel Capitolo 2, trova fondamento nel fatto che non è ben
chiaro il perchè funzioni, e nel fatto che richiede una dimostrazione. Non
forniremo una prova della sua correttezza, e si invita il lettore a ricostruire
una dimostrazione, mostrando che la versione iterativa e la versione ricorsiva
sono effettivamente equivalenti. Ciò puo’ essere fatto in maniera induttiva su
N .

Per descrive l’algoritmo assumiamo che i tre pioli siano posti in cerchio,
e che tutti gli N anelli siano posti uno sull’altro (i nomi dei pioli non sono
importanti). Ecco l’algoritmo:

(1) fare ciò che segue ripetutamente fino a quando, prima del passo (1.2) tutti gli
anelli siano correttamente impilati su un altro piolo:
(1.1) spostare l’anello più piccolo dal piolo corrente al piolo successivo in senso

orario;
(1.2) fare l’unica mossa possibile che non coinvolge l’anello più piccolo.

Dovrebbe essere chiaro che il passo (1.2) è ben definito e non ambiguo, visto
che uno dei pioli deve avere per forza l’anello più piccolo in cima, e tra i due
rimanenti uno dei due deve avere, in cima, un anello più piccolo dell’altro;
dunque l’unica mossa che non coinvolge l’anello più piccolo è quello di spostare
questo secondo anello su l’altro piolo.

Questo algoritmo può essere eseguito facilmente da un bambino, anche se
molti anelli sono coinvolti. Si noti che se N è dispari gli anelli appariranno sul
prossimo piolo in senso orario, e se N è pari appariranno sul prossimo piolo
in senso antiorario.

La verifica ex post contro la verifica strada-facendo

L’alternativa a provare la correttezza di un algoritmo già completo è quella
di sviluppare l’algoritmo e la prova di correttezza mano nella mano. L’idea è
quella di unire alla costruzione disciplinata, graduale e passo a passo dell’algo-
ritmo (o del sistema), la graduale costruzione di segmenti di dimostrazione, che
alla fine si accumuleranno per formare una dimostrazione completa dell’intero
sistema.

Chiaramente, è più facile a dirsi che a farsi. Un meccanismo ovvio che inco-
raggia tale pratica è quella delle subroutine. Come spiegato nel Capitolo 2, un
programma complesso può essere costruito attentamente a partire da routine,
alcune annidate all’interno di altre. La buona progettazione prevede che ogni
subroutine venga analizzata in termini del suo obiettivo, e poi verificata come
entità separata, In principio, una volta fatto ciò, la correttezza dell’intero si-
stema sarà anch’essa verificata. La ragione è che ciò che è stato dimostrato per
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una routine può essere utilizzato per dimostrare aspetti delle routine che la
chiamano. Se, per esempio, verifichiamo che la routine search-for presentata
nel Capitolo 2 (si veda Figura 2.6) è in grado di trovare X all’interno di un
testo e di fornire il contatore se raggiunge la fine del testo, allora quella dimo-
strazione può essere utilizzata per verificare l’algoritmo utilizzato per trovare
la parola “denaro”.

’indexsubroutine Anche qui, però, ci sono diversi rischi nascosti. È molto
difficile identificare correttamente l’interfaccia di una routine e il suo com-
portamento atteso in tutte le circostanze possibili, ma la buona progettazione
algoritmica raccomanda di non costruire una subroutine a meno che non sia-
mo in grado di farlo. Ovviamente, una routine ricorsiva richiede un processo
di verifica ciclico, il quale richiede che sia possibile assumere la sua corret-
tezza per tutte le chiamate a se stessa, come nel caso delle Torri di Hanoi.
Ovviamente, anche questo processo non è cos̀ı semplice come può sembrare.

In breve, una buona progettazione passo a passo, insieme a una precisa
documentazione delle scelte progettuali, possono fornire le basi per la costru-
zione di software verificato, permettendo di suddividere la prova di correttezza
complessiva in pezzi che rispecchiano la struttura stessa del software. Quan-
do la concorrenza e la reattività sono introdotti negli algoritmi, come nei
Capitoli 10 e 14, le cose diventano più difficili, e anche un algoritmo piccolo e
apparentemente innocente può causare problemi formidabili quando si tratta
di fornire una verifica. Descriveremo il problema, quando verrà il momento,
senza però fornire una soluzione esaustiva.

Design by Contract

Il paradigma orientato agli oggetti porta questa idea di verifica strada-facendo
ancora un passo in avanti, sotto forma della metodologia chiamata design by
contract (ovvero, di progettazione per contratto). Come detto nel Capitolo 3,
ogni classe in un programma orientato a oggetti descrive un insieme astratto
di oggetti con i loro comportamenti, o metodi. Tale descrizione può includere
istruzioni su come eseguire ogni metodo, ma non deve per forza. Infatti, è
spesso utile avere classi astratte che specificano solo cosa fare, ma non co-
me. L’incarnazione JAVA della classe Queue ne è un esempio, visto che non
specifica il comportamento di ogni metodo, ma solo come chiamarlo. Inoltre,
rimpiazzando la parola “Queue” con “Stack” avremmo una descrizione perfet-
tamente valida di pila invece che di una coda. Ciò che manca è il significato di
ogni metodo, l’impatto che esso ha sullo stato dell’oggetto e che cosa restitui-
sce. Nell’approccio di design by contract questa specifica è detta contratto,
e consiste di tre tipi di asserzioni: invarianti di classe, precondizioni sui
metodi e postcondizioni sui metodi.

Le invarianti di classe indicano le condizioni che devono essere vere per
ogni oggetto della classe prima e dopo ogni esecuzione di un’operazione. Le
precondizioni specificano gli input legali di ciascun metodo (o, in altre parole,
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cosa deve essere vero prima dell’esecuzione del metodo), mentre le postcon-
dizioni specificano cosa deve essere vero dopo l’esecuzione del metodo. Nei
termini usati nelle precedenti discussioni fatte in questo capitolo, le precondi-
zioni e postcondizioni sono semplicemente la asserzioni di inizio e fine di una
routine, e gli invarianti di classe sono analoghi agli invarianti di ciclo.

Per esempio, nella classe Queue, la precondizione per il metodo front sa-
rebbe che la coda non deve essere vuota. La postcondizione per add(X) è che
il metodo front restituisca X se la coda era vuota prima di chiamare add,
o altrimenti lo stesso valore che avrebbe restituito prima dell’operazione. Al
contrario, la postcondizione per il corrispondente metodo della classe Stack
direbbe che, dopo avere chiamato add(X), front ritornerà X, indipendente-
mente dallo stato precedente dell’oggetto. Cioò cattura la differenza essenziale
tra pile e code.

La metodologia design by contract richiede che il contratto venga specifi-
cato prima di implementare il programma, e che venga cambiato in maniera
molto attenta con il cambiare dei requisiti. Da ciò il passo verso la verifica
del programma è breve, e stanno emergendo molti tool per aiutare in questo
compito.

Il design by contract è una caratteristica nativa del linguaggio di program-
mazione EIFFEL, il quale supporta anche gli invarianti di ciclo e i convergenti.
Anche se non ancora parte del linguaggio di programmazione JAVA, ci sono
già diversi tool che aggiungono questa caratteristica al linguaggio. Permettono
al compilatore di generare codice in grado di controllare le asserzioni durante
l’esecuzione del programma, avvertendo il programmatore nel caso di viola-
zioni. Mentre questi tool sono utili per il test dei programmi, il contributo
principale della metodologia design by contract è l’attenzione data alla cor-
rettezza del programma mentre viene scritto e mentre viene modificato. Per
questo motivo, i programmatori possono praticarlo usando linguaggi orienta-
ti agli oggetti che non hanno ancora tool per il controllo delle asserzioni a
run-time.

Specificare il comportamento di funzioni o subroutine mediante precondi-
zioni e postcondizioni è possibile in qualsiasi linguaggio. Ci sono essenzialmen-
te due motivi per cui il design by contract è particolarmente appropriato nel
paradigma orientato agli oggetti. Per prima cosa, la suddivisione del program-
ma in classi e metodi e la possibilità di avere classi astratte fornisce i punti più
naturali per posizionare le asserzioni. In secondo luogo, lo stile orientato agli
oggetti forniscono la promessa di codice riutilizzabile, ovvero la possibilità
di usare la stessa classe - con il suo codice e tutto il resto - all’interno di mol-
te applicazioni diverse. Perchè questa cosa funzioni, comunque, è necessaria
una specifica chiara del significato delle classi e dei metodi. Senza questo un
programmatore che vuole riutilizzare la classe di qualcun’altro potrebbe fare
errori come confondere una pila per una coda. Un esempio spettacolare è la
perdita del primo lancio di Ariane 5 nel 19963. Si è scoperto che il guasto del

3 La serie di razzi Ariane sono parte del programma spaziale dell’Unione Europea.
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modulo di navigazione era stato causato dal riuso di codice da Ariane 4 senza
avere capito prima le assunzioni valide al tempo; queste assunzioni non erano
più vere per Ariane 5, ma non erano state documentate nel codice. (Alcuni
dettagli su questo incidente verranno fornite nel Capitolo 13.)

La verifica interattiva e il controllo delle dimostrazioni

Nonostante il fatto che, in generale, la verifica automatica degli algoritmi sia
impraticabile, ci sono molte cose che si possono fare con l’aiuto di un computer.
Ne esamineremo solo un sottoinsieme, visto che per molti i dettagli sarebbero
troppo tecnici.

Un computer può essere programmato per aiutare nella verifica dopo-il-
fatto. Uno scenario possibile ha a che vedere con un programma interattivo che
tenta di verificare un algoritmo rispetto a una descrizione formale del problema
algoritmico. Ogni tanto chiede all’utente umano di fornire, ad esempio, un
candidato di invariante (si ricordi che è esattamente il tipo di compito che non
è in grado di svolgere, in generale, da solo). Poi procede e cerca di stabilire
le condizioni di verifica rilevanti; a quel punto, se ci riesce, passa a punti
successivi dell’algoritmo, altrimenti torna indietro sui suoi passi.

Siccome l’intera procedura è interattiva, l’utente umano può fermarla
quando il programma sembra andare nella direzione sbagliata, e cercare di
rimetterla in carreggiata. Si sta utilizzano qui il computer come un appren-
dista veloce e meticoloso, il quale controlla i dettagli delle condizioni logiche
locali, tenendo a mente gli invarianti già visti, cos̀ı come le asserzioni e i
commenti, senza stancarsi mai di provare un’altra possibilità.

Un tale processo può anche portare alla scoperta di bug nascosti, o di
assunzioni ignorate. Per esempio, un verificatore computerizzato non accetterà
la prova erronea data prima per la terminazione del programma delle Torri di
Hanoi. L’esame del perchè la prova è respinta ci porta a capire che mancava
una precondizione.

L’idea può anche essere utilizzata nel caso della verifica strada-facendo. In
questo caso, le prove precedentemente accettate per porzioni di algoritmo (di-
ciamo subroutine) possono essere memorizzate dall’apprendista automatico, e
utilizzate nei tentativi di verificare porzioni più grandi (diciamo routine). Un
tale sistema interattivo può essere parte di un intero ambiente di programma-
zione, che potrebbe fornire anche tool per la scrittura, il debug, e il testing
del software. Un utente potrebbe essere interessato a verificare algoritmi più
piccoli e meglio definiti all’interno del software in via di sviluppo, e lasciare
che venga fatto il debug e il testing convenzionale dei casi più ingestibili.

Un altro caso di aiuto da parte dei computer potrebbe essere quello del
proof checking (ovvero, del controllo delle dimostrazioni). In questo caso,
un umano produce ciò che sembra essere una dimostrazione di correttezza -
comprendente invarianti, convergenti, ecc. - e un computer viene programmato
per generare e verificare sequenze di manipolazioni logiche e simboliche che
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costituiscono la dimostrazione. È stato fatto considerevole lavoro in questo
campo, e si continua a farlo. Esistono diversi sistemi in grado di aiutare nella
progettazione e nella verifica di programmi non banali.

Come vedremo nei Capitoli 10 e 14, sono stati sviluppati metodi potenti
(molti di essi basati su una tecnica chiamata model checking) per la verifica
di software e hardware anche molto complessi. Sotto determinate assunzioni,
come un numero finito di stati di comportamenti del sistema, e date proprietà
da verificare semplici e ben definite, queste tecniche funzionano bene. Ci sono
dunque segnali incoraggianti. Rimangono ancora molti problemi, e passerà
ancora del tempo prima che l’uso di supporti alla verifica diventi comune.

La ricerca sulla correttezza degli algoritmi

Al di là degli algoritmi trattati nella sezione precedente, i ricercatori sono
interessati allo sviluppo di nuovi e più utili metodologie di verifica, e gli inva-
rianti e i convergenti sono esempi degli approcci più basilari. Diversi costrutti
linguistici sono la base di partenza di metodologie diverse, come sarà evidente
quando parleremo di concorrenza e probabilismo nei Capitoli 10 e 11.

Un argomento che non abbiamo trattato è quello dei linguaggi di spe-
cifica, a volte detti linguaggi di asserzione. Come possiamo specificare il
problema algoritmico in maniera formale? Come possiamo scrivere le asser-
zioni intermedie in modo che non siano ambigue e che possano essere utili alla
manipolazione algoritmica? Le alternative differiscono non solo da un punto
di vista pragmatico, ma anche dal punto di vista matematico. Per alcuni tipi
di linguaggi per le asserzioni, stabilire la verifica locale delle condizioni di seg-
menti di programmi esenti da cicli è algoritmicamente possibile, mentre per
altri può essere difficile quanto il problema di verifica globale stesso, e quindi
non risolvibile in maniera algoritmica. In entrambi i casi, la gente è interessata
allo sviluppo di tecniche per il theorem proving (ovvero, la dimostrazione
dei teoremi), che rappresentano la base degli algoritmi per il controllo delle
condizioni.

Molti argomenti di ricerca sono rilevanti sia alla verifica che al debugging,
e anche alla compilazione efficiente e informata. Un buon esempio è l’analisi
del flusso di dati, dove vengono sviluppati metodi per seguire in maniera
simbolica il flusso dei dati in un algoritmo. Ciò significa che i cambiamenti
possibili a cui una variabile può essere sottoposta durante l’esecuzione sono
analizzati senza eseguire per davvero il programma. Questa analisi può rivelare
potenziali errori, come valori di indice per array fuori dal range consentito,
variabili al denominatore di una frazione che diventano zero, e cos̀ı via.

I ricercatori sono anche interessati a proprietà di algoritmi più complesse.
A volte può essere importante sapere se due algoritmi sono equivalenti. Un
motivo potrebbe essere la disponibilità di un algoritmo semplice ma inefficien-
te, e un secondo candidato che è più efficiente ma più intricato. Si vuole qui
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dimostrare che entrambi gli algoritmi termineranno se lanciati con lo stesso
insieme di input, e che produrranno gli stessi output.

Uno degli approcci all’investigazione di tali proprietà è quello di formulare
logiche di programma, o logiche algoritmiche, le quali sono analoghe a
sistemi classici di logica matematica, ma ci permettono di ragionare sugli
algoritmi e sui loro effetti. Laddove i sistemi classici sono a volte detti statici,
le logiche algoritmiche sono dinamiche per natura; la verità di affermazioni
espresse in questi formalismi dipende non solo dallo stato presente del mondo
(come nell’affermazione che “sta piovendo”), ma anche dalla relazione che
esiste tra stato presente e altri possibili stati futuri.

Ad esempio, si consideri il costrutto di base di una tale logica dinamica:

after(A,F )

il quale significa che dopo avere eseguito l’algoritmo A, l’asserzione F dovrà
essere necessariamente vera. L’asserzione F potrebbe dire che la lista L è or-
dinata, nel quale caso l’affermazione potrà essere utilizzata per formalizzare
la correttezza parziale di una routine di ordinamento. Il potere di un tale
costrutto, però, sta nella possibilità di utilizzarlo più di una volta in un’affer-
mazione, e di combinarlo con altri oggetti logici. Si consideri il seguente, dove
“→” sta per “implica”:

if F1 → after (A,F2) and F2 → after (B,F3)
then F1 → after (A; B,F3) .

Questa affermazione dice che se: (1) quando F1 è vero F2 è vero dopo avere
eseguito A, e se anche: (2) quando F2 è vero F3 è vero dopo avere eseguito
B, allora possiamo concludere (3) che quando F1 è vero F3 è vero dopo avere
eseguito A; B (ovvero, A seguito immediatamente da B). Questa affermazione
potrebbe sembrare ovvia, ma è alquanto subdola. Fornisce la giustificazione
matematica per inserire un’asserzione intermedia nell’algoritmo. F2 può essere
pensato come un’asserzione intermedia attaccata al punto che separa A da B,
e l’affermazione dice che stabilire le condizioni locali su A e B separatamente
è come stabilire la condizione più globale su A; B.

Usando queste logiche è possibile fare (e dimostrare) altre affermazioni
più complesse riguardanti l’equivalenza e la terminazione di programmi, cos̀ı
come altre proprietà di interesse. Le logiche di programma dunque aiutano
a porre basi matematiche forti sotto le teorie di verifica algoritmica. Inoltre,
ci permettono di investigare la fattibilità dei metodi automatici di dimostra-
zione della terminazione, correttezza, equivalenza, e cos̀ı via. Uno dei metodi
di maggiore successo per la verifica, chiamato model checking, può essere
utilizzato per confrontare un programma con una formula logica, ma anche
qui ci sono limiti che approfondiremo nei Capitolo 7 e 8. Il Capitolo 10 discute
la verifica di sistemi concorrenti, il Capitolo 12 discute l’aggiunta dell’intera-
zione nelle dimostrazioni matematiche, cos̀ı come le dimostrazioni interattive
e verificabili probabilisticamente. I Capitoli 13 e 14, che discutono di sistemi
grossi e complessi, affronteranno anch’essi alcuni aspetti di correttezza.
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Un’altra linea promettente di ricerca ha a che fare con la sintesi algorit-
mica automatica o semi-automatica. In questo campo l’interesse è sintetizzare
un algoritmo o un programma a partire dalla specifica del problema algoritmi-
co. Come per la verifica, il problema generale della sintesi è algoritmicamente
irrisolvibile, anche se parti del processo possono usufruire dell’aiuto di un
computer.

Una questione di rilievo sia per la sintesi che per le dimostrazioni di equi-
valenza è quella delle trasformazioni di programma, in cui una parte di
un algoritmo o di un programma viene trasformata mantenendo l’equivalenza.
Ad esempio, potremmo essere interessati a trasformare un algoritmo perchè
sia coerente con le regole di un linguaggio di programmazione particolare (ad
esempio, rimpiazzando la ricorsione con l’iterazione) o per motivi di efficienza,
come illustrato nel Capitolo 6.

La ricerca nei campi della correttezza e delle logiche di algoritmi si spo-
sa bene con la ricerca sulla semantica dei linguaggi di programmazione. È
impossibile dimostrare qualsiasi cosa circa un programma senza conoscere in
maniera rigorosa e non ambigua il significato del programma. Più complessi
sono i linguaggi che utilizziamo, più difficile è fornire loro una semantica, co-
me più difficile è concepire metodi per le dimostrazioni e studiarli mediante
logiche di algoritmo. Ecco un altro motivo per cui i linguaggi funzionali sono
più aperti alle prove di correttezza rispetto ai linguaggi imperativi.

Il teorema dei quattro colori

Ci sembra appropriato chiudere questo capitolo con una storia di interesse
filosofico. Il problema dei quattro colori fu formulato nel 1852, e per circa
120 anni fu considerato uno dei problemi aperti della matematica di maggiore
interesse. Ha a che fare con le cartine, come quelle che si trovano in un atlante:
diagrammi con partizioni finite del piano che rappresentano le diverse nazioni.

Si assuma di volere colorare una tale mappa, associando un colore a ogni
nazione, ma in modo che non ci siano due nazioni confinanti colorate con lo
stesso colore. (Figura 5.11 mostra un esempio corretto; si noti che due nazioni
che condividono solo un vertice possono avere lo stesso colore.) Quanti colori
sono necessari per colorare una mappa?

A prima vista sembrerebbe che possiamo costruire mappe sempre più in-
tricate aggiungendo semplicemente più colori. Giocando con qualche esempio,
però, risulta che quattro colori bastano in ogni caso. Il problema dei quattro
colori chiede se ciò è sempre vero. Da una parte nessuno riusciva a dimostrare
che bastavano quattro colori, mentre dall’altra nessuno riusciva a creare un
esempio in cui ne erano necessari cinque.

Attraverso gli anni, molte persone hanno affrontato il problema, e molti
risultati eleganti sono emersi nel ramo della matematica chiamata topolo-
gia. Furono pubblicate anche alcune dimostrazioni secondo le quali bastavano
quattro colori, ma è sempre stato dimostrato, in un secondo momento, che
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Figura 5.11. Colorare una mappa.

contenevano degli errori sottili. Poi, nel 1976 il problema fu finalmente risolto
da due matematici. Proposero ciò che viene chiamato il teorema dei quattro
colori, che dimostrava che in effetti bastavano quattro colori.

Questo che cosa ha a che fare con noi? Bene, nel 1976 quella dimostra-
zione fu sviluppata con l’aiuto di un computer. La dimostrazione consisteva
principalmente di due parti. Nella prima, i ricercatori usarono diversi risultati
già forniti da altri, e la matematica, per dimostrare che il problema gene-
rale poteva essere ridotto a dimostrare che un numero finito di casi speciali
potevano essere colorati usando solo quattro colori. Il computer venne poi
utilizzato per generare in maniera meticolosa tutti quei casi (alla fine furono
circa 1700) e per colorarli tutti utilizzando quattro colori. Il teorema fu sta-
bilito alla terminazione del programma: tutti e 1700 i casi furono colorati con
quattro colori.

Si può aggiungere un C.V.D. (ovvero quod erat demonstrandum, che in
italiano vuole dire come volevasi dimostrare) alla fine della prova? Il problema
è che nessuno ha mai verificato i programmi utilizzati nella dimostrazione. È
possibile che i programmi utilizzati nella generazione dei casi fosse errato.
Inoltre, nessuno ha mai verificato la correttezza del compilatore utilizzato per
trasformare il programma in codice eseguibile dalla macchina. Nessuno ha mai
verificato gli altri programmi rilevanti che potevano influenzare la correttezza
del programma, e (anche se non è di interesse qui) nessuno ha mai verificato
la correttezza dell’hardware su cui veniva eseguito il programma.

In realtà, la comunità matematica ha accettato il teorema. Forse è rilevante
ricordare che dal 1976 in poi sono apparse anche prove supplementari, tutte
che fanno uso del computer, ma che necessitavano di un insieme di casi speciali
più piccolo e che usavano meno codice, con il risultato di avere programmi
più chiari. La domanda filosofica, però, rimane: la verità assoluta matematica,
contrapposta alla pratica dei computer, può dipendere dalle prestazioni dubbie
di software non verificato?
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Esercizi

5.1 Si consideri il problema di ordinare liste contenenti interi mutuamente distinti,
compresi tra 1 e 12. Assumiamo di avere un algoritmo candidato per la soluzione
del problema, che si sa che termina per ogni input.
(a) Si potrebbe dimostrare la correttezza parziale di questo algoritmo (nel caso

fosse davvero corretto) usando solo il testing?
(b) La tua risposta al punto (a) cambierebbe se l’algoritmo fosse progettato per

ordinare in senso lessicografico liste di parole distinte inglesi?
(c) Come si potrebbe generalizzare le risposte alle prime due domande?
(d) Quando consiglieresti l’uso del testing?

5.2 Si consideri il seguente suggerimento per la costruzione di un verificatore au-
tomatico di algoritmi che operano su un insieme finito di input. Il verificatore
accetta tre input:

un algoritmo;
un insieme finito di input legali per l’algoritmo;
una specifica del requisiti sugli input e sugli output dell’algoritmo.

Ricevuti questi input, il verificatore “esegue” il dato algoritmo usando il pri-
mo input legale, poi il secondo, ecc. Se tutte queste esecuzioni forniscono out-
put che soddisfano la specifica fornita, il verificatore dichiara che l’algoritmo è
parzialmente corretto. Altrimenti dichiara che l’algoritmo è errato.
Cosa non va bene con questo suggerimento, e come possiamo aggiustarlo facendo
una semplice assunzione sugli algoritmi? Questa assunzione può essere verificata
in maniera simile?

5.3 Costruire una lista di impiegati che genera un errore se data in pasto all’algoritmo
di Figura 5.1, ma che produce una risposta corretta se data all’algoritmo di
Figura 2.4.

5.4 (a) Modificare Figura 2.4 in modo che se un impiegato ha diversi diretti superiori
allora il suo stipendio è aggiunto alla somma che si sta accumulando solo se è
maggiore di almeno uno degli stipendi dei suoi manager. Chiamare il nuovo
algoritmo CA.

(b) Dimostrare la totale correttezza dell’algoritmo CA rispetto a questa nuova
specifica.

(c) Assumendo che ogni impiegato ha al più un manager, l’algoritmo CA è
corretto rispetto alla specifica originale fornita per Figura 2.4?

(d) Assumendo che ogni impiegato ha al più un manager, l’algoritmo di Figura
2.4 è corretto rispetto alla nuova specifica per l’algoritmo CA?

5.5 Supponiamo che l’algoritmo CA venga utilizzato come subroutine in un grosso
sistema per la gestione degli stipendi degli impiegati, e che si scopra a un certo
punto l’esistenza di un report degli stipendi errato.

(a) Quali sono le possibili sorgenti di errore? Quale potenziale sorgente di errore
può essere eliminata in tutta sicurezza?

(b) Cosa si può dire in generale della correttezza di un sistema, di cui una qualche
parte è stata dimostrata essere parzialmente corretta? e totalmente corretta?

(c) Si supponga ci venga richiesto di progettare e gestire la produzione di un
grosso sistema software. Il nostro team include qualcuno in grado di verifi-
care i programmi, ma che non è in grado di verificare tutti i software che si
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intende progettare. Ha senso chiedere a quella persona di lavorare alla veri-
fica (assumendo che lui o lei potrebbe essere utilizzato in alternativa come
programmatore)? Se la vostra risposta è “si”, come caratterizzereste i tipi di
programmi dei quali avete chiesto la verifica a questa persona?

5.6 Abbiamo visto nella dimostrazione di correttezza dell’algoritmo reverse che
sono sufficienti solo tre invarianti, a patto che vengano posti in maniera corretta.

(a) Come si potrebbe generalizzare questa affermazione a un qualsiasi algoritmo
che ha una struttura (in termini di diagramma di flusso) simile a quella di
reverse?

(b) Che tipo di diagramma di flusso permette una dimostrazione di correttezza
parziale con soli due invarianti, che siano posti nei punti di inizio e fine?

(c) Quanti invarianti ben posti sono sufficienti a dimostrare la correttezza
parziale di un algoritmo il cui diagramma di flusso contiene due cicli?

(d) Per qualsiasi diagramma di flusso con due cicli, quanti invarianti sono neces-
sari a dimostrare la parziale correttezza usando il metodo fornito nel testo?
Come si potrebbe classificare il numero sufficiente di asserzioni secondo la
struttura di un diagramma di flusso a due cicli? (Consiglio: si consideri il
grado di connessione e l’annidamento.)

5.7 Dimostrare le tre condizioni di verifica per l’algoritmo di inversione presentato
nel testo.

Per gli esercizi 5.8-5.14 sono fornite le seguenti tre operazioni su stringhe:

last(X): restituisce l’ultimo simbolo della stringa X;
all-but-last(X): fornisce la stringa X senza il suo ultimo simbolo;
eq(s, t): applicabile solo ai simboli, restituisce vero se s e t sono simboli
identici.

Per esempio, last(“town”) = “n”, all-but-last(“towń’) = “tow” e eq(“a” , “a”)
sono vere, mentre eq(“a” , “b”) è falsa.

Inoltre, per convenzione head(Λ) = last(Λ) = tail(Λ) = all − but − last(Λ) =
Λ.

5.8 Costruire una funzione rev(X) che fornisce l’inverso della stringa X, usando
solo le operazioni last, all-but-last, eq, e l’operazione di concatenamento (“·”),
oltre al test per vedere se una stringa è vuota. Dimostrare la correttezza totale
dell’algoritmo.

5.9 Costruire una funzione equal(X, Y ) che controlla se le due stringhe X e Y
sono uguali. Deve ritornare vero o falso. Si permette l’uso delle operazioni già
menzionate nel testo e quelle definite qui sopra. (Si noti, però, che non esiste
alcun modo di confrontare stringhe arbitrariamente lunghe mediante una singola
operazione.) Dimostrare la correttezza totale dell’algoritmo.

5.10 Un palindromo è una stringa che rimane uguale se la si legge da sinistra verso
destra o da destra verso sinistra. Si consideri il seguente algoritmo Pal1 che con-
trolla se una stringa è palindroma. L’algoritmo restituisce vero o falso, a seconda
se S sia palindroma o no.

Y ← rev(S);
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return equal(S, Y ).

(a) Dimostrare la totale correttezza di Pal1.
(b) La terminazione di Pal1 può essere facilmente dimostrata usufruendo della

terminazione di rev e equal. Si può generalizzare questo tipo di ragiona-
mento a una simile composizione di due programmi qualsiasi?

5.11 L’algoritmo Pal1 non è molto efficiente, visto che inverte sempre la stringa.
Spesso si può verificare se una stringa è palindroma con molte meno esecuzioni
delle istruzioni di base.

(a) Fornire un esempio di una tale stringa.
(b) Quante operazioni sarebbero sufficienti per determinare se una stringa è

palindroma?

5.12Ecco un altro algoritmo Pal2, progettato per eseguire lo stesso compito di Pal1,
ma in maniera più efficiente.

X ← S;
E ← true;
while X 	= Λ :

if eq(head(X), last(X)) then X ← all-but-last(tail(X));
else E ← false;

return E.

Sfortunatamente Pal2 non è corretto totalmente. Dimostrare o fornire un
controesempio per le seguenti affermazioni:

(a) Pal2 è parzialmente corretto.
(b) Pal2 termina per ogni stringa in ingresso S.

5.13 Il seguente algoritmo, Pal3 , è un ulteriore tentativo di migliorare Pal1 :

X ← S;
E ← true;
while X 	= Λ and E is true:

Y ← tail(X);
if eq(head(X), last(Y )) then X ← all-but-last(Y );
else E ← false.

return E.

Anche Pal3 non è totalmente corretto. Dimostrare o fornire un controesempio
per le seguenti affermazioni:

(a) Pal3 è parzialmente corretto.
(b) Pal3 termina per qualsiasi stringa in ingresso S.

5.14 (a)Costruire una soluzione corretta al problema del controllo efficiente di una
stringa palindroma, seguendo le idee generali di Pal2 e Pal3 . Chiamare
questo algoritmo Pal4 .

(b)Dimostrare la correttezza totale di Pal4 .
(c)Spiegare perchè la stringa fornita nell’esercizio 5.11 per dimostrare l’inef-
ficienza di Pal1 non è più un buon esempio “cattivo” per l’efficienza di
Pal4 .

Per due interi positivi qualsiasi m e n, indicare con mn il numero m elevato alla
potenza n. Per esempio, 23 = 2× 2× 2 = 8 e 32 = 3× 3 = 9. Inoltre m1 = m e
1n = 1 per qualsiasi interi positivi m e n. Infine, con n = 0 definiamo m0 = 1
per qualsiasi intero positivo m.
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5.15Ognuno dei seguenti algoritmi Pwr1 , Pwr2 , Pwr3 and Pwr4 calcola il valore di
mn e pone il risultato nella variabile PW . Si assume che m sia un intero positivo
e che n sia un numero naturale (ovvero o 0 o un intero positivo). Dimostrare la
totale correttezza di tutti e quattro gli algoritmi.

i. Algoritmo Pwr1 :

PW ← 1;
do n volte:

PW ← PW × m.
ii. Algoritmo Pwr2 :

call compute-power-of m and n.

La subroutine compute-power è definita come:

subroutine compute-power-of B and E:

if E = 0 then PW ← 1;
else (E è positivo):

call compute-power-of B and E − 1;
PW ← B × PW ;

return.

iii. Algoritmo Pwr3 :
PW ← 1;
B ← m;
E ← n;
while E 	= 0 :

if E è un numero positivo:
B ← B × B;
E ← E/2;

altrimenti (if E è dispari) then
PW ← PW × B;
E ← E − 1.

iv. Algoritmo Pwr4 :

call times-power-of 1, m and n.

La subroutine times-power è definita come:

subroutine times-power-of

if E = 0 then PW ← Q;
else if E è un numero pari
call times-power-of Q, B × B, and E/2;

else (if E è un numero dispari)
call times-power-of Q × B, B, and E − 1;

return

5.16(a) Dimostrare la correttezza totale dell’algoritmo fornito nell’esercizio 2.10 per
capire se un vettore rappresenta una permutazione.

(b) Dimostrare la correttezza totale dell’algoritmo per la generazione di tutte le
permutazioni di AN fornito nell’esercizio 2.11.

5.17Dimostrare la correttezza totale degli algoritmi dell’esercizio 4.3.
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5.18Dimostrare la correttezza totale dell’algoritmo per il test di isomorfismo di alberi
progettato nell’esercizio 4.6.

5.19 Si può dire che gli algoritmi Pwr1 e Pwr2 sono equivalenti, nel senso che per
ogni numero positivo m e numero naturale n, terminano entrambi e entrambi
inseriscono il valore di mn nella variabile PW . Dunque, una dimostrazione della
correttezza totale di entrambi è anche una dimostrazione della loro equivalenza.

(a) Come definiresti l’equivalenza di programmi che non terminano necessaria-
mente con tutti gli input legali?

(b) Una dimostrazione della correttezza parziale dei due algoritmi serve come
dimostrazione di equivalenza nel senso fornito in (a)? Se non è cos̀ı, rispon-
dere nuovamente al punto (a) in modo che sia sufficiente la dimostrazione di
correttezza parziale.

(c) Ha senso definire l’equivalenza di programmi per cui non abbiamo la specifica
di correttezza?

{...} si adempia la parola {...}
2 Cronache 6:17
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ovvero, riuscirci a buon mercato

Il numero dei miei passi gli manifesterei {...}
Giobbe 31:37

Rispondimi velocemente!
Salmi 69:18

Quando ci viene chiesto di costruire un ponte sopra un fiume, è facile costruir-
ne uno scorretto. Il ponte potrebbe non essere largo abbastanza per contenere
tutte le carreggiate richieste, potrebbe non essere resistente abbastanza per gli
orari di alto traffico, o potrebbe non raggiungere addirittura l’altra sponda.
Comunque, anche se “corretto”, nel senso che soddisfa pienamente i requisiti
operazionali, non tutti i progetti saranno accettabili. Potrebbe essere che il
progetto richieda troppa manodopera, o troppi materiali o componenti. Po-
trebbe anche essere troppo lungo da costruire. In altre parole, anche se dovesse
risultare un buon ponte, un progetto potrebbe essere troppo costoso.

Il campo dell’algoritmica è suscettibile di problematiche simili. Un algorit-
mo potrebbe essere troppo costoso, e quindi inaccettabile. E dunque, mentre
il Capitolo 5 è stato dedicato a dimostrare che un algoritmo non corretto è
un problema, e che abbiamo bisogno di metodi per stabilire la correttezza di
un algoritmo, questo capitolo affronta il problema per cui anche un algoritmo
corretto potrebbe lasciare molto a desiderare.

Siccome la manodopera e altri costi relativi non sono rilevanti in questo
caso, abbiamo solo due criteri per misurare l’economia - materiali e tempo.
Nell’informatica questi vengono chiamati misure di complessità dello spa-
zio e del tempo. La prima è misurata in diversi modi, guardando il numero
delle variabili, e il numero e la dimensione delle strutture dati usate in un
algoritmo. La seconda è misurata in termini di numero di azioni elementari
eseguite dal processore durante l’esecuzione.

Sia lo spazio che il tempo richiesti da un algoritmo possono differire da
input a input e, di conseguenza, le performance di un algoritmo riflettono
come queste risorse vengono consumate al variare degli input. È evidente che
l’algoritmo per il calcolo degli stipendi ci mette di più su liste molto lunghe.
Questo non vuol dire che non siamo in grado di formulare la sua performan-
ce temporale in modo preciso; significa solamente che la formulazione dovrà
tenere presente che il tempo di esecuzione dell’algoritmo dipende da, o è fun-
zione di, la lunghezza della lista in ingresso. Lo stesso si applica allo spazio in
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memoria. Nella soluzione di pianificazione dinamica al problema del viaggia-
tore stanco del Capitolo 4, abbiamo calcolato molti percorsi ottimali parziali,
e li abbiamo memorizzati in un vettore per uso successivo. Il loro numero,
e dunque la quantità di memoria usata dall’algoritmo, dipende direttamente
dal numero di nodi nel grafo che rappresenta le città.

Anche se in questo capitolo ci concentreremo di più sulla misura del tempo,
bisogna ricordare che questioni analoghe a quelle sollevate qui possono essere
applicate anche alla misura dello spazio.

I miglioramenti sono necessari

È appropriato iniziare la nostra discussione sull’efficienza temporale degli al-
goritmi respingendo un mito riguardante la velocità dei computer. Alcune per-
sone credono che i computer siano cos̀ı incredibilmente veloci che non esiste
il problema del tempo. Bene, questa opinione non ha fondamenta.

Ecco due esempi semplici, che riprenderemo anche nei capitoli a venire.
Assumiamo che siamo interessati a trovare il percorso più breve per un viag-
giatore che deve visitare ognuna, diciamo, di 200 città. A oggi non esiste un
computer in grado di trovare una soluzione in meno di diversi milioni di an-
ni ! Allo stesso modo non esiste un computer in grado di fattorizzare grossi
interi (ovvero, trovare i suoi fattori primi), diciamo di 300 cifre, in meno di
diversi milioni di anni. Lo stato di entrambi questi problemi potrebbe cam-
biare, anche se a oggi nessuno è a conoscenza di una soluzione soddisfacente.
Una discussione più approfondita di quanto tempo ci metterebbe un computer
moderno a risolvere questi problemi verrà affrontata nel Capitolo 7.

Il tempo è un fattore cruciale praticamente in ogni uso del computer.
Anche negli applicativi di tutti i giorni, come nei programmi di previsione
del tempo, i sistemi di gestione di inventario, e i programmi di ricerca per
una biblioteca, esiste un ampio margine di miglioramento. Il tempo è denaro,
e il tempo dei computer non fa eccezione. Inoltre, dove abbiamo a che fare
con i computer, il tempo potrebbe addirittura essere un fattore critico. Taluni
sistemi computerizzati, come quelli per la gestione di volo di un aereo, per
il puntamento missilistico, per i programmi di navigazione, vengono infatti
chiamati sistemi real-time. Devono rispondere ai stimoli esterni, come la
pressione di un tasto, in tempo “reale”; ovvero, quasi istantaneamente. Non
riuscirci potrebbe risultare fatale. Ne parleremo in maniera più approfondita
nel Capitolo 14.

Miglioramenti a fatto compiuto

Ci sono molti modi standard di migliorare il tempo di esecuzione di un dato
algoritmo. Alcuni sono incorporati nei compilatori, rendendoli compilatori ot-
timizzanti in grado di far ammenda per alcuni tipi di decisioni infelici prese
dal programmatore.
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Molti dei compiti di un compilatore ottimizzante possono essere visti come
“eseguire” un certo tipo di trasformazione di programma (si veda Capitolo
5). Una delle più comuni consiste nel modificare un algoritmo o un programma
spostando righe di codice da dentro un ciclo a fuori. A volte è molto semplice,
come nel seguente esempio. Assumiamo che un insegnante, per cercare di fare
ottenere ai suoi studenti un buon risultato in un esame, normalizzi la lista
dei voti in modo da dare 100 punti allo studente che ha preso il voto più
alto, migliorando in maniera corrispondente anche i voti di tutti gli altri. Una
descrizione di alto livello dell’algoritmo potrebbe essere:

(1) calcolare il voto più alto e memorizzarlo in MAX ;
(2) moltiplicare ogni voto per 100 e dividerlo per MAX.

(Dobbiamo assumere che ci sia almeno un voto che non sia zero, perché la
divisione possa essere ben definita.)

Se la lista è data in termini di un vettore L(1), ...L(N), entrambe le parti
potranno essere eseguite scorrendo il vettore. La prima parte cerca in qualche
modo il valore massimo, mentre la seconda potrebbe essere scritta come:

(2) for I from 1 to N do:
(2.1)L(I)← L(I)× 100/MAX .

Si noti che per ogni voto L(I) l’algoritmo esegue una moltiplicazione e una
divisione all’interno del ciclo. Comunque, nè 100 nè il valore di MAX vengono
cambiati all’interno del ciclo. Dunque, il tempo necessario all’esecuzione del
secondo ciclo può essere quasi dimezzato (!) calcolando il rapporto 100/MAX
prima di entrare nel ciclo. Basta inserire la seguente riga di codice:

FACTOR ← 100/MAX

tra le righe (1) e (2), e moltiplicare L(I) per FACTOR all’interno del ciclo.
L’algoritmo risultante è:

(1) calcolare il voto massimo e porlo in MAX ;
(2) FACTOR ← 100/MAX ;
(3) for I from 1 to N do:

(3.1)L(I)← L(I)× FACTOR .

Ciò che giustifica un miglioramento di circa il 50% è che il corpo del secondo
ciclo, che originariamente consisteva di due operazioni aritmetiche, ora ne
ha una sola. Ovviamente non sarà, in tutte le implementazioni, il tempo di
esecuzione delle istruzioni aritmetiche il fattore dominante; potrebbe essere
che aggiornare il valore di L(I) sia più costoso della divisione numerica in
termini di tempo. Anche qualora lo fosse, abbiamo comunque ottenuto un
miglioramento significativo nel tempo di esecuzione, e chiaramente più lunga
è la lista più è il tempo risparmiato grazie a questa modifica.

Come già detto, le modifiche come questa sono piuttosto banali, e molti
compilatori sono in grado di farle in maniera automatica. Comunque, anche
semplici rimozioni di istruzioni possono a volte richiedere un trucchetto o due.
Guardiamo un altro esempio.
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La ricerca lineare: un esempio

Supponiamo che stiamo cercando un elemento X all’interno di una lista non
ordinata (ad esempio un numero di telefono all’interno di un elenco telefoni-
co disordinato). L’algoritmo standard prevede l’utilizzo di un semplice ciclo,
all’interno del quale vengono eseguiti due test: (1) “abbiamo trovato X?” e
(2) “abbiamo raggiunto la fine della lista?”. Una risposta positiva a qualsiasi
delle due causerà la terminazione dell’algoritmo - con successo nel primo caso
e senza successo nel secondo. Ancora una volta, possiamo assumere che que-
sti test siano le istruzioni temporalmente più costose dell’intero algoritmo di
ricerca.

Il secondo test può essere portato fuori dal ciclo usando il seguente truc-
chetto. Prima di cominciare la ricerca, l’elemento richiesto X viene posto in
maniera fittizia alla fine della lista. A questo punto si può intraprendere il
ciclo testando di volta in volta se abbiamo trovato X. In questo caso il tem-
po di esecuzione viene ridotto quasi del 50%. Siccome abbiamo aggiunto X
alla lista, verrà sempre trovato X, anche se nella lista originale non c’era. La
differenza è che in questo caso lo troveremmo in fondo alla lista; invece, nel
caso fosse già presente nella lista originale, lo troveremmo in un qualche punto
intermedio. Dunque, trovato X eseguiamo un test una volta sola per capire se
siamo alla fine della lista. A seconda del risultato di questo test, l’algoritmo
riporterà un successo o un fallimento. (Incidentalmente, potremmo incorrere
in un errore se ci dimenticassimo di togliere la X fittizia dal fondo della lista
una volta terminata la ricerca.) In questo caso abbiamo dovuto essere un po’
più creativi per ottenere il nostro miglioramento del 50%.

Miglioramenti dell’ordine di grandezza

Un miglioramento del 50% nel tempo di esecuzione di un algoritmo è piuttosto
impressionante. Comunque, spesso possiamo fare molto meglio di cos̀ı. Quando
diciamo “meglio” non intendiamo decrementi col tasso fisso del 50%, 60% o
addirittura 90%, ma decrementi col tasso che diventa sempre più grande al
crescere della dimensione dell’input.

Uno degli esempi più noti ha a che vedere con la ricerca di un elemento
all’interno di una lista ordinata (ad esempio, cercare un numero di telefono
all’interno dell’elenco). Per essere più precisi, assumiamo che l’input consista
di un nome Y e di una lista L di nomi e dei loro numeri di telefono. Si
assume che questa lista, la cui lunghezza è N , sia ordinata per nome in ordine
alfabetico.

Un algoritmo banale che cerca il numero di telefono di Y potrebbe essere
quello appena descritto per le liste non ordinate: iterare sugli elementi di L
uno alla volta, confrontando Y con il valore appena letto, e, o controllare di
volta in volta se si è arrivati in fondo alla lista oppure usare il trucchetto
descritto nella sezione precedente e controllare se si è in fondo solo una volta,
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dopo che si è trovato Y . Anche se si usa il trucchetto per tagliare circa il 50 del
tempo di esecuzione, può sempre succedere che siano necessari N confronti,
cioè quando Y non appare proprio in L, oppure quando appare nell’ultima
posizione. Diciamo che l’algoritmo, che chiameremo A, abbia un tempo di
esecuzione che nel caso pessimo è lineare in N , o, per usare un termine
equivalente, che è nell’ordine di N . Ciò può essere descritto in maniera più
precisa dicendo che A esegue, nel caso pessimo, in un tempo O(N), dove la O
grande sta per “ordine di”.

La notazione O(N) è piuttosto subdola. Si noti che abbiamo detto che “A
esegue in un tempo O(N)”. Non abbiamo precisato che questa affermazione
si riferisce solo al numero di confronti, anche se contiamo solo le istruzioni
di confronto tra Y e i nomi presenti in L. Il motivo per cui facciamo cos̀ı
verrà chiarito più avanti. Per ora è sufficiente dire che quando utilizziamo
la notazione O grande, come viene a volte chiamata, non ci interessa se
l’algoritmo ci mette esattamente N istanti di tempo (ovvero, che esegua N
istruzioni elementari), o 3N istanti di tempo (ovvero, tre volte il numero di
istruzioni elementari), o 10N , o addirittura 100N . Inoltre, anche se ci mettesse
solo una frazione di N , come N/6, continueremmo a dire che esegue in un
tempo O(N). L’unica cosa importante è che il tempo di esecuzione cresce
linearmente con N . Ciò vuol dire che esiste un numero costante K, tale per
cui l’algoritmo esegue in un tempo non superiore a K · N nel caso pessimo.
In effetti, la versione dell’algoritmo che controlla tutte le volte se è stato
raggiunto il fondo della lista esegue circa in un tempo 2N , e la versione con il
trucchetto fa scendere il tempo a N . Entrambi hanno un tempo di esecuzione
direttamente proporzionale a N . Sono dunque entrambi algoritmi lineari, che
hanno un tempo di esecuzione nel caso pessimo di O(N).

Il termine “caso pessimo” significa che l’algoritmo potrebbe metterci molto
di meno con altri input, magari conquasi tutti gli altri input. Tutto quello che
stiamo dicendo è che l’algoritmo non esegue mai in un tempo superiore a K ·N ,
e che ciò è vero per qualsiasi N e per qualsiasi input di lunghezza N , anche
quelli peggiori. Chiaramente, se provassimo a migliorare l’algoritmo di ricerca
lineare iniziando i confronti dal fondo della lista, ci sarebbero comunque casi
ugualmente “cattivi” - Y non appare affatto, o Y appare come primo della
lista. In realtà, se l’algoritmo deve fare una ricerca esaustiva della lista, l’ordine
in cui questi nomi vengono affrontati è indifferente. Un tale algoritmo avrà
sempre un tempo di esecuzione nel caso pessimo di O(N).

Nonostante ciò, possiamo fare meglio di cos̀ı nel caso di una lista ordinata,
non solo in termini del fattore costante “nascosto” dentro alla O grande,
ma in termini della stima stessa di O(N). Trattasi di un miglioramento
nell’ordine di grandezza, e vedremo ora come si ottiene.
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La ricerca binaria: un esempio

Per concretezza, assumiamo che l’elenco telefonico contenga un milione di
nomi, ovvero che N sia 1000000, e che chiamiamo X1, X2, ..., X1000000.

Il primo confronto eseguito dal nuovo algoritmo non è tra Y e il primo (o
l’ultimo) elemento di L, ma tra Y e il nome in mezzo, ovvero X500000. Assu-
mendo che i due nomi confrontati non siano uguali, il che vuol dire che non
abbiamo ancora finito,ci sono due possibilità: (1) Y precede X500000 in ordine
alfabetico, oppure (2) X500000 precede Y . Siccome l’elenco è ordinato alfabe-
ticamente, se siamo nel caso (1) sappiamo che se Y si trova nella lista dovrà
trovarsi nella prima metà, mentre se siamo nel caso (2) sappiamo che dovrà
apparire nella seconda metà. Possiamo dunque indirizzare il nostro successivo
passo di ricerca alla metà appropriata della lista.

Di conseguenza, il successivo confronto sarà tra Y e l’elemento che sta nel
mezzo della metà scelta: X250000 nel caso (1) e X750000 nel caso (2). Ancora
una volta, il risultato di questo confronto ci permetterà di fare diminuire il
numero di candidati alla metà di questa nuova lista; ovvero a un numero di
elementi che è un quarto del numero di elementi nella lista originale. Questo
processo continua, riducendo la lunghezza della lista, o in termini più generali,
la dimensione del problema, di metà a ogni passo, fino a quando non viene
trovata Y , e in quel caso la procedura termina con successo, o fino a quando
si incontra una lista vuota, e in quel caso la procedura termina con errore (si
vedano le Figure 6.1. e 6.2).

Questa procedura viene chiamata ricerca binaria, e in realtà è un’appli-
cazione del paradigma divide et impera discusso nel Capitolo 4. La differenza
tra questo esempio e quelli presentati l̀ı (la ricerca min&max e il mergesort)
è che qui, dopo aver eseguito la divisione a metà, ci rimane da “conquistare”
solo una delle due parti e non entrambe. Figura 6.1 contiene una versione
iterativa schematica della ricerca binaria, ma è anche possibile scriverne una
semplice versione ricorsiva. Si invita il lettore a provarci.

Qual è la complessità della nostra ricerca binaria? Per rispondere a que-
sta domanda, cominciamo a contare i confronti eseguiti. È molto istruttivo
cercare di indovinare il numero di confronti eseguiti dall’algoritmo di ricerca
binaria nel caso pessimo sul nostro esempio con un milione di numeri di te-
lefono. Si ricordi che l’algoritmo di ricerca naive necessiterebbe di un milione
di confronti.

Bene, nel caso pessimo (quale potrebbe essere un buon esempio? quanti
scenari di caso pessimo ci sono?) l’algoritmo richiede solo 20 confronti! Inoltre,
più diventa grande N più diventa notevole questo risultato. Un elenco tele-
fonico internazionale contenente, diciamo, un miliardo di numeri di telefono,
richiederebbe al massimo 30 confronti, invece di un miliardo!

Si ricordi che ogni confronto riduce la lunghezza della lista L della metà,
e che il processo termina quando, o prima che, la lista sia vuota. Dunque, il
numero di confronti nel caso pessimo è ottenuto cercando di capire quante
volte un numero N può essere diviso per 2 prima che venga ridotto a 0.
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Inizio

Considerare l’intera 
lista L in input

Confrontare 
Y con l’elemento che si 

trova al centro 
della lista

Y
NON TROVATO Y TROVATO

Considerare la prima 
o la seconda metà 

della lista, a seconda 
del confronto

 
La lista 
è vuota? 

Produrre in uscita
“non trovato”

Produrre in uscita 
“trovato” 

Fine

NO SÌ 

Fine

Figura 6.1. Il diagramma di flusso per la ricerca binaria.

(la regola è ignorare le frazioni.) Questo numero viene detto logaritmo in
base 21 di N , e viene indicato come log2N . In realtà log2N conta il numero
necessario per ridurre N a 1, non 0, quindi il numero che stiamo cercando in
realtà è 1 + log2N

2. Possiamo, in qualsiasi caso, dire che l’algoritmo esegue
O(logN) confronti nel caso pessimo.

Possiamo capire meglio il tipo di miglioramento offerto dalla ricerca binaria
studiando la seguente tabella, la quale indica il numero di confronti necessari
per un certo insieme di valori di N nel caso pessimo:

1 L’assonanza tra le parole “algoritmo” e “logaritmo” è puramente casuale.
2 Stiamo abusando leggermente del termine usando la parte intera di 1 + logN .
Si può immaginare che i nostri logaritmi restituiscano sempre numeri interi.
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  (1)  Allen

  (2)  Baley

  (3)  Boyer

  (4)  Casy

  (5)  Davis

  (6)  Davison

  (7)  Glen

  (8)  Greer

  (9)  Haley

(10)  Hanson

(11)  Harrison

(12)  Lister

(13)  Mendel

(14)  Morgenstern

(15)  Patton

(16)  Perkins

(17)  Quinn

(18)  Reed

(19)  Schmidt

(20)  Woolf

Eureka! 

Casy > Boyer 

Casy < Davis 

Casy < Davison 

Casy < Harrison 

Inizio

Lunghezza = 20

Numero di confronti = 5

Figura 6.2. La ricerca binaria applicata a un piccolo elenco telefonico (i numeri di
telefono sono omessi).

N 1 + log2 N

10 4
100 7
1000 10

un milione 20
un miliardo 30
mille miliardi 60

Vale la pena notare che siamo noi stessi una variante della ricerca binaria
quando cerchiamo un numero all’interno di un elenco telefonico. La differenza è
che noi non effettuiamo necessariamente un confronto tra il nome e l’elemento
che sta nel mezzo e poi con quello che si trova a 1/4 o a 3/4, e cos̀ı via. Piuttosto
sfruttiamo alcune conoscenze in più che possediamo, le quali hanno a che
fare con la distribuzione dei nomi nell’elenco. Questa tecnica viene spesso
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chiamata ricerca interpolata. Se stiamo cercando “Mary D. Ramsey”, per
esempio, potremmo aprire inizialmente il libro a circa due terzi. Ovviamente
ciò è ben lontano dall’essere preciso, e lavoriamo con alcune regole intuitive,
che discuteremo con il termine euristiche nel Capitolo 15. Ciò nonostante, ci
sono formulazioni precise di algoritmi di ricerca che procedono in questo modo,
in base alla natura e alla distribuzione degli elementi. In generale, oltre a essere
mediamente più economici, queste varianti esibiscono un comportamento nel
caso pessimo simile a O(log2N) confronti.

Perché è sufficiente contare i confronti?

Per completare la nostra analisi della complessità della ricerca binaria, spie-
ghiamo perché, se ci accontentiamo della notazione O grande, è sufficiente
contare solo i confronti. Perché? Chiaramente, nella ricerca binaria, ci sono
più istruzioni che vengono eseguite. Rifocalizzare il lavoro sulla metà corretta
della lista e preparala per il prossimo giro nel ciclo richiederanno presumibil-
mente il test e il cambiamento di alcuni indici. E poi c’è il test per una lista
vuota, e cos̀ı via.

Inizio

(1)

(2)

(4)

(3)

K1

Fine

Fine

K2

K3

K4

Figura 6.3. La ricerca binaria con checkpoint e limiti di tempo locali.
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Risulta, inoltre, che i checkpoint usati nel capitolo precedente per le dimo-
strazioni di correttezza sono utili anche qui. Figura 6.3 mostra il diagramma
di flusso schematico di Figura 6.1, ma con l’aggiunta dei checkpoint, e illustra
quali siano i possibili percorsi locali tra checkpoint. Si noti che anche in questo
caso i checkpoint tagliano tutti i cicli - ce n’è uno solo in questo esempio - in
modo che i quattro percorsi locali siano senza cicli, come nell’esempio fornito
nel Capitolo 5. Laddove questo fatto era importante per le dimostrazioni di
correttezza perché dava il via a condizioni di verifica gestibili, adesso è impor-
tante perché segmenti liberi da cicli, cos̀ı come le chiamate a subroutine, hanno
bisogno al massimo di un tempo fisso. È vero che la presenza di condizioni
all’interno del segmento possono dare il via a diversi modi di attraversarlo.
Ciò nonostante, l’assenza di cicli (e di chiamate a routine ricorsive) garantisce
la presenza di un limite per questo numero, e quindi che il numero totale di
istruzioni eseguiti in una qualsiasi esecuzione di un tale segmento non sarà mai
più grande di una certa costante. Come vedremo ora, questo spesso facilita il
calcolo del tempo di esecuzione di un algoritmo.

In Figura 6.3 abbiamo associato le costanti da K1 a K4 a quattro possibili
percorsi locali. Per esempio, questo vuol dire che si assume che una qualsiasi
esecuzione singola del percorso locale dal checkpoint (2) verso nuovamente se
stesso non coinvolga più di K2 istruzioni. (Per convenzione ciò include il con-
fronto fatto all’inizio del segmento, ma non alla fine.) Si consideri ora una tipica
esecuzione di ricerca binaria (si veda Figura 6.4). Siccome il checkpoint (2) è l’u-
nico punto nel testo dell’algoritmo che esegue un confronto, viene raggiunto (nel
caso pessimo) esattamente 1+ log2N volte, visto che, come abbiamo già discus-
so, questo è il numero di confronti che vengono fatti. Ora, tutti tranne l’ultimo
dei confronti fanno s̀ı che il ciclo debba essere ri-percorso, eseguendo al massimo
altre K istruzioni. Ciò vuol dire che il tempo totale delle log2N traversate del
segmento (2)→(2) è K2 · log2N .

Per completare l’analisi, si noti che il numero totale di tutte le istruzioni eseguite,
che non sono parte del segmento (2)→(2), è o K1+K3 o K1+K4, a seconda che
l’algoritmo si fermi al checkpoint (3) o (4) (si veda Figura 6.4); in entrambi i casi
abbiamo una costante che non dipende da N . Se denotiamo con K la maggiore
di queste due somme, possiamo concludere che il numero totale di istruzioni
eseguite dall’algoritmo di ricerca binaria su una lista di lunghezza N :

K + (K2 × log2 N)

Di conseguenza, siccome stiamo utilizzando la notazione a ordine di grandezza,
le costanti K e K2 possono essere “nascoste” dietro all’O grande, e possiamo
concludere che la ricerca binaria esegue in un tempo O(logN) nel caso pessimo.
Un algoritmo di questo tipo viene detto a tempo logaritmico.
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(1)
K1 K2 K2 K2 K2

K3

K4

(2) (2) (2) (2)

(3)

(4)

log2N segmenti
per un totale di K2 log2N istruzioni

Figura 6.4. Un tipico caso pessimo nell’esecuzione della ricerca binaria.

La robustezza della notazione a O grande

Come già spiegato, l’O grande nasconde fattori costanti. Dunque, nell’analisi
del caso pessimo della ricerca binaria non c’era bisogno di essere più specifici
nei dettagli riguardanti le istruzioni che compongono l’algoritmo. Era suffi-
ciente analizzare la struttura a cicli dell’algoritmo e convincerci che tra due
confronti ci fosse solo un numero costante di istruzioni nel caso pessimo.

Per qualche motivo ciò non sembra essere del tutto corretto. Sicuramente la
complessià temporale della ricerca binaria dipende dalle istruzioni elementari
che contiene. Se volessimo permettere l’istruzione:

cercare Y nella lista L

l’algoritmo consisterebbe semplicemente di una singola istruzione, e dunque la
sua complessità temporale sarebbe O(1), ovvero, un numero costante che non
dipende affatto da N . Come possiamo dire allora che i dettagli delle istruzioni
sono irrilevanti?

La complessità temporale di un algoritmo è effettivamente un concetto
relativo, e ha senso solo in relazione a un insieme predefinito di istruzioni ele-
mentari. Ciò detto, molti problemi standard sono progettati nel contesto di
istruzioni elementari standard. Ad esempio, problemi di ricerca e ordinamento
hanno solitamente a che fare con confronti, aggiornamento di indici, test di
fine lista, e quindi possiamo analizzare la complessità in base a questi. Inoltre,
se si sceglie un particolare linguaggio di programmazione, allora anche l’insie-
me di operazioni elementari è scelto una volta per tutte, nel bene e nel male.
Ciò che rende queste osservazioni significative è il fatto che per quasi la to-
talità di queste istruzioni elementari standard possiamo permetterci di essere
vaghi quando si parla dell’ordine di grandezza della complessità. Scrivere un
programma in un particolare linguaggio di programmazione, o usare un parti-
colare compilatore, può ovviamente fare la differenza nel tempo totale finale.
Però, se l’algoritmo utilizza istruzioni di base convenzionali, queste differenze
consisteranno solo in un fattore costante per istruzione di base, e ciò vuol
dire che la complessità a O grande è invariante rispetto a tali fluttuazioni
implementative.
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In altre parole, se l’insieme di istruzioni elementari consentite è predefinito,
e se le “scorciatoie” prese nelle descrizioni di alto livello (come quella di Figura
6.1) non nascondono iterazioni non limitate di tali istruzioni, ma solo cluster
finiti, le stime a O grande sono robuste.

In realtà, per il beneficio dei lettori che si trovano a loro agio con i loga-
ritmi, si dovrebbe aggiungere che la base logaritmica è anche essa di nessuna
importanza. Per qualsiasi K, i numeri log2N e logKN differiscono solo per un
fattore costante, e dunque questa differenza può anche essa essere nascosta
all’interno della notazione a O grande). Di conseguenza, faremo riferimento
alle performance temporali logaritmiche come a O(logN) e non O(log2N).

La robustezza della notazione O grande costituisce sia la sua forza che la
sua debolezza. Quando qualcuno esibisce un algoritmo A logaritmico, men-
tre l’algoritmo di un altro, diciamo B, esegue in un tempo lineare, si può
ancora scoprire che B esegue più velocemente di A su certi input! La ragio-
ne sta nelle costanti. Diciamo di aver preso in considerazione, con fatica, il
numero costante di istruzioni elementari tra checkpoint, il linguaggio di pro-
grammazione con cui viene codificato l’algoritmo, il compilatore che esegue
la traduzione, le istruzioni di base della macchina su cui viene eseguito, e la
velocità stessa del computer. Fatto ciò, potremmo scoprire che l’algoritmo A
esegue in un tempo limitato da K · log2N nanosecondi, e che B esegue in J ·N
nanosecondi, ma con K uguale a 1000 e J uguale a 10. Questo vuol dire, che
per qualsiasi input dalla dimensione inferiore a mille (in realtà il numero pre-
ciso è 996), l’algoritmo B è superiore all’algoritmo A. Solo quando gli input
superano mille (in dimensione) diventa evidente la differenza tra N e log2N ,
e, come abbiamo già detto, quando la differenza si fa vedere lo fa con stile:
ora che gli input diventano un milione l’algoritmo A diventa fino a 500 volte
più efficiente di B, e per input di un miliardo di elementi il miglioramento
diventa di 300000 volte!

Dunque, un utente che è interessato solo a input inferiori a mille dovrebbe
sicuramente adottare l’algoritmo B, sebbene A sia un ordine di grandezza
superiore. Nella maggior parte dei casi, comunque, i fattori costanti non sono
distanti quanto 10 e 1000, dunque le stime a O grande sono solitamente molto
più realistici che in questo semplice esempio.

La morale della favola è che conviene prima cercare un algoritmo buono
ed efficiente, considerando la sua prestazione a O grande, e poi cercare di
migliorarlo mediante “trucchetti” come quello visto prima per fare diminui-
re l’entità delle costanti coinvolte. In qualsiasi caso, siccome l’efficienza a O
grande può essere fuorviante, gli algoritmi candidati devono essere eseguiti
sperimentalmente in modo da tabulare le loro performance temporali per vari
tipi di input.

La robustezza delle stime a O grande, insieme al fatto che nella maggiore
parte dei casi gli algoritmi che sono meglio rispetto alla prestazione a O grande
sono anche meglio in pratica, rende lo studio della complessità temporale per
ordine di grandezza la più importante per i ricercatori. Per gli stessi motivi, in
nome della scienza e della robustezza, ci concentreremo in seguito sulle stime
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a O grande e su notazioni simili, anche se potrebbero nascondere dettagli di
importanza pratica, come i fattori costanti.

L’analisi temporale dei cicli annidati

Ovviamente, algoritmi complicati, che hanno a che fare con strutture di con-
trollo annidati e che contengono subroutine ricorsive, possono diventare diffi-
cili da analizzare. Discuteremo brevemente la complessità temporale di alcuni
degli algoritmi già visti nei capitoli precedenti.

L’algoritmo di bubblesort visto nel Capitolo 2 consisteva di due cicli
annidati:

(1) do N − 1 volte:
. . .
(1.2) do N − 1 volte:

. . .

Il ciclo interno viene eseguito N − 1 volte per ognuna delle N − 1 volte che
viene eseguito quello esterno. Come prima, tutto il resto è costante; dunque
il tempo totale per l’algoritmo di bubblesort è nell’ordine di (N − 1)x(N −
1), che equivale a N2 − 2N + 1. In questo caso N2 viene detto termine
dominante dell’espressione, il che vuole dire che le altre parti, ovvero −2N e
+1, vengono “nascosti” da N2 quando viene utilizzata la notazione a grande O.
Di conseguenza, bubblesort è un algoritmo O(N2), o dal tempo quadratico.

Si ricordi poi la nostra discussione riguardante una versione ottimizzata
dell’algoritmo di bubblesort, la quale ci permetteva di attraversare porzioni
via via più piccole della lista in ingresso. La prima traversata è di N − 1
elementi, la seconda di N − 2 elementi, e cos̀ı via. L’analisi temporale risulta,
dunque, essere:

(N − 1) + (N − 2) + (N − 3) + · · · + 3 + 2 + 1 ,

che può essere valutato come (N2−N)/2. Questo è meno del N2−2N +1
della versione semplice, ma è sempre quadratica, visto che il fattore domi-
nante è N2/2 e anche il fattore costante 1/2 viene perso. Abbiamo dunque
una riduzione del 50%, ma non abbiamo alcun miglioramento nel senso di O
grande.

Si può poi vedere che il semplice algoritmo per la somma degli stipendi
(Figura 2.3) è lineare, ovvero O(N). La versione più sofisticata, che usava un
ciclo annidato per cercare i manager diretti (Figura 2.4), però, è quadratica.
Come mai?

Si può notare che l’algoritmo di ricerca della parola “denaro”, con o senza
l’uso di una routine (Figure 2.5 e 2.6), è lineare. Si invita il lettore a controllare.
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Sebbene ci siano due puntatori che avanzano separatamente, il testo viene
percorso una sola volta, in maniera lineare.

Con le conoscenze acquisite in questo capitolo, dovrebbe risultare quasi
naturale capire il motivo per cui abbiamo cercato di migliorare l’algoritmo
per la massima distanza poligonale del Capitolo 4. L’algoritmo banale, che
percorreva tutte la possibili coppie di vertici, è quadratico (dove N è il numero
di vertici). La versione ottimizzata invece faceva il giro del poligono una sola
volta, e risultava essere lineare.

L’analisi temporale della ricorsione

Consideriamo ora il problema min&max del Capitolo 4, che cercava gli ele-
menti estremi di una lista L. La versione semplice dell’algoritmo percorreva la
lista iterativamente, aggiornando due variabili che tengono gli estremi corren-
ti. È chiaramente lineare. Ecco la versione ricorsiva, dichiarata essere migliore
nel Capitolo 4 :

subroutine find-Min&Max-of L:

(1) se L consiste di un solo elemento impostare MIN e MAX con questo valore; se
consiste di due elementi allora impostare MIN con il valore più piccolo e MAX
con quello più grande;

(2) altrimenti:
(2.1) dividere L in due metà Lleft e Lright;
(2.2) chiamare find-Min&Max-of Lleft, e porre i valori ritornati in MIN left e

MAX left;
(2.3) chiamare find-Min&Max-of Lright, e porre i valori ritornati inMIN right

e MAX right;
(2.4) porre MIN al minore tra MIN left e MIN right;
(2.5) porre MAX al maggiore tra MAX left ed MAN right;

(3) restituire MIN e MAX.

Vedremo che anche la versione ricorsiva esegue in un tempo lineare. (Infat-
ti, discuteremo più avanti come nessun algoritmo per il problema min&max
possa mai essere sub-lineare, ad esempio logaritmico.) Comunque, la routine
ricorsiva ha una costante più piccola nascosta dentro la O grande.

Per vedere perché, dobbiamo eseguire un’analisi della complessità più raf-
finata. L’algoritmo iterativo opera eseguendo due confronti per ogni elemento
della lista, uno con il massimo corrente e uno con il minimo corrente. Dunque
comporta un numero di confronti pari a 2N . La parte interessante consiste
nel valutare il tempo nel caso della routine ricorsiva. Siccome non sappiamo
a priori quanti confronti saranno necessari, usiamo una notazione astratta
particolare: sia C(N) il numero di confronti necessari alla routine ricorsiva
min&max (nel caso pessimo) per una lista di N elementi.

Anche se non sappiamo il valore esplicito di C(N) in funzione di N ,
sappiamo due cose:
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1. Se N è 2, viene eseguito esattamente un confronto - quello della linea
(1) della routine; se N è 3, tre confronti vengono eseguiti, come potrete
verificare.

2. Se N è maggiore di 3, i confronti eseguiti consistono in esattamente due
insiemi di confronti per liste di lunghezza N/2, visto che ci sono esat-
tamente due chiamate ricorsive, e due confronti addizionali - quelli che
appaiono alla linee (2.4) e (2.5). (Se N è dispari, le liste sono di lunghezza
(N + 1)/2 e (N − 1)/2.)

Possiamo dunque scrivere le seguenti equazioni, a volte dette equazio-
ni alle ricorrenze, le quali catturano, rispettivamente, le due osservazioni
appena fatte:

i. C(2) = 1
ii. C(N) = 2 × C(N/2) + 2.

(Questo è per il caso in cui N è una potenza di 2. Il caso generale è un po’
più complicato.) Vorremmo trovare una funzione C(N) in grado di soddisfare
questi vincoli. Esistono metodi per risolvere queste equazioni ricorsive, e in
questo caso, come si può verificare, la soluzione è:

C(N) = 3N/2 − 2 ˙

Ovvero, C(N) è meno di 1.5N . Anche nel caso generale, per numeri che
non sono potenze di 2, la routine ricorsiva richiede meno di 1.7N confronti
per liste di N elementi, che è meglio di 2N della soluzione iterativa. Come
abbiamo già detto, è comunque O(N), anche se abbiamo un miglioramento,
soprattutto se i confronti sono molto costosi nell’applicazione desiderata.

La routine ricorsiva min&max è stata presentata qui per dare un esem-
pio di analisi temporale di un algoritmo ricorsivo. È bene notare, però, che
possiamo in realtà ottenere un comportamento migliore, che fa uso di soli
1.5N confronti nel caso generale e che è iterativa. Per prima cosa dobbiamo
sistemare gli N elementi in coppie, e poi confrontare i due elementi tra di loro
segnalando quello più grande. Questo ci costa N/2 confronti. Poi dobbiamo
percorrere gli N/2 elementi più grandi e tenere traccia del massimo corrente,
e fare allo stesso modo per gli N/2 elementi più piccoli tenendo traccia del
minimo corrente. Questo ci costa altri due N/2 confronti, per un totale di
1.5N

Nei Capitoli 2 e 4 furono brevemente descritti altri due algoritmi di ordina-
mento, treesort e mergesort. Non ne intraprenderemo un’analisi temporale
dettagliata. Faremo solo le seguenti osservazioni: Treesort, se implementato in
maniera banale, è un algoritmo quadratico. La ragione consiste nella possibi-
lità che certe sequenze di elementi risultino in alberi di ricerca molto lunghi e
stretti, come quello in Figura 6.5. Anche se attraversare un albero scendendo
prima a sinistra è una procedura lineare, si può dimostrare che costruire l’al-
bero a partire dall’input è quadratico. Si può, comunque, usare uno schema
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auto-aggiustante, come quello suggerito nel Capitolo 2, in modo da man-
tenere l’albero corto e largo. Se aggiungiamo un tale schema nella fase di
costruzione il treesort godrà di un miglioramento a livello di ordine di gran-
dezza, diventando un algoritmo che esegue nell’ordine di N per il logaritmo
di N (invece che N); in simboli, dunque, è un algoritmo O(N · logN). La se-
guente tabella dovrebbe dare un’idea di quanto si risparmia con questa nuova
versione, sebbene non vengano mostrati i suoi effetti sui fattori costanti.

[h]

28

28

Primo Ultimo 

1018 402 396 35 46 354 76 128 112 106 100

1018

402

396

35

46

354

76

128

112

106

100

Figura 6.5. Una lista e il suo albero di ricerca binario lungo e stretto (confrontare
con Figura 2.13).
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N N2 N × log2 N

10 100 33
100 10000 665
1000 un milione 9966

un milione un miliardo 20 milioni
un miliardo un miliardo di miliardi 30 miliardi

Parlando invece di mergesort, lasciamo al lettore l’esercizio di dimostrare
che l’algoritmo è O(N · logN). Mergesort è solo uno di tanti algoritmi di or-
dinamento molto efficienti, ed è in definitiva quello più semplice da descrivere
tra quelli O(N · logN). Si deve però sottolineare che fa uso di una lista per
immagazzinare risultati parziali, e dunque richiede una quantità di spazio li-
neare addizionale, che è uno svantaggio quando confrontato con altri metodi
di ordinamento.

Dunque, mergesort è una delle routine di ordinamento più efficienti dal
punto di vista del tempo e una delle più semplici da descrivere. Vorremmo dare
il merito per entrambe queste cose alla ricorsione: rende un algoritmo facile
da descrivere, e fornisce anche un modo elegante per spezzare un problema in
due problemi di dimensioni dimezzate, che è poi il motivo che sta dietro alla
performance temporale O(N · logN).

Un approccio diverso (descritto nel Capitolo 4) fa uso di un heap invece di
un albero binario come nel caso del treesort. L’algoritmo di heapsort prima
inserisce tutti gli elementi della lista in un heap, e poi estrae ripetutamente
l’elemento minimo per creare la versione ordinata della lista. La rappresenta-
zione di un heap usando un vettore (si veda Capitolo 4) fa s̀ı che l’heap sia
sempre bilanciato, e dunque che ogni inserimento ed estrazione del minimo
necessiti di un tempo logaritmico, fornendo cos̀ı un tempo di O(N · logN).

Complessità nel caso medio

La natura caso pessimo delle nostre analisi temporali potrebbe risultare uno
svantaggio. È vero che non si può garantire, una performance diciamo lineare
nel tempo di un algoritmo a meno che il limite temporale non si applichi a tutti
gli input legali. Comunque, potrebbe capitare che un algoritmo sia molto ve-
loce per quasi tutti gli input standard, e che quelli che causano la performance
di caso pessimo siano cos̀ı pochi che siamo anche disposti a ignorarli.

Allo stesso modo, ci sono altri stime delle performance di un algoritmo che
sono utili, come quella del caso medio. In questo caso siamo interessati al
tempo richiesto dall’algoritmo mediamente, presi l’intero insieme di possibili
input e prendendo in considerazione la probabilità con cui capitano. Non
entreremo nei dettagli tecnici. Sottolineiamo, però, che l’analisi del caso medio
è considerevolmente più difficile da eseguire rispetto a quella del caso pessimo.
La matematica richiesta è di gran lunga più sofisticata, ed esistono molti
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algoritmi per cui i ricercatori non sono in grado di ottenere una stima nel
caso medio.

Nonostante la differenza fondamentale, molti algoritmi hanno lo stesso
limite a O grande nel caso medio e nel caso pessimo. Per esempio, l’algoritmo
per la somma degli stipendi si comporta sempre allo stesso modo. Va sempre
fino in fondo alla lista ed è dunque lineare nel caso pessimo, quello medio e
quello ottimo. La versione che cerca i manager diretti, che è quadratica nel
caso pessimo, potrebbe, in media, dovere solo cercare in metà della lista per
ogni manager di impiegato. Anche cos̀ı però la performance scende solo da
N2 a N2/2, mantenendo l’ordine di O(N2) anche nel caso medio, visto che la
costante un mezzo viene nascosta all’interno della O grande.

In contrasto, per alcuni algoritmi l’analisi nel caso medio può esibire un
miglioramento delle performance significativo. L’esempio classico è ancora una
volta un altro algoritmo di ordinamento, chiamato quicksort, che non descri-
veremo. Quicksort è anch’esso un algoritmo ricorsivo. Nel caso pessimo esegue
in un tempo quadratico, e quindi sembrerebbe essere inferiore rispetto a mer-
gesort e alla versione auto-aggiustante del treesort. Ciò nonostante, si può
dimostrare che nel caso medio esegue in O(N · logN), uguagliando gli algorit-
mi citati. Ciò che rende quicksort particolarmente interessante è il fatto che
la sua performance nel caso medio nasconde un fattore costante molto pic-
colo. Infatti, solo contando i confronti, la performance del quicksort è un po’
più che 1.4N · logN . Prendendo in considerazione anche il fatto che necessita
solo di un piccolo aumento di spazio di memoria, nonostante la sua peggiore
performance nel caso pessimo, quicksort è in effetti uno dei migliori algorit-
mi di ordinamento conosciuti, ed è sicuramente quello migliore tra quelli qui
presentati.

Per completare la nostra breve discussione dei metodi di ordinamento,
sottolineiamo che il bubblesort è quello peggiore, visto che ha un costo medio
di O(N2). (Questo fatto, comunque, è difficile da dimostrare.) Molte persone
sono contrarie all’insegnamento di bubblesort nei corsi di informatica, visto
che la sua eleganza è fuorviante, e gli studenti potrebbe essere indotti a usarlo
in pratica...

Limiti superiori e inferiori

Abbiamo mostrato prima come l’algoritmo banale lineare per la ricerca all’in-
terno di una lista ordinata potesse essere migliorato e reso logaritmico usando
la ricerca binaria. Più precisamente, abbiamo mostrato che esisteva un algo-
ritmo che eseguiva una tale ricerca usando non più di log2N confronti nel caso
pessimo, per una lista di lunghezza N .

Possiamo fare di meglio? È possibile cercare un elemento in un elenco
telefonico di un milione di numeri in meno di 20 confronti nel caso pessi-
mo? È possibile trovare un algoritmo per la lista ordinata che richieda solo
sqrt((log2N)), o magari solo log2(log2N) confronti nel caso pessimo?
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Per metter in prospettiva queste domande, si immagini che ogni problema
algoritmico sia dotato di una soluzione ottimale, che è quella che stiamo
cercando. Si immagini ora che arrivi qualcuno con un algoritmo, diciamo di
ordine O(N3) (detto cubico), e che quindi cerca di arrivare alla soluzione
ottimale “dall’alto”. Usando questo algoritmo come prova, sappiamo che l’al-
goritmo non può richiedere un tempo di esecuzione superiore a quello cubico;
non può essere peggio di O(N3). Immaginiamo che più tardi arrivi un altro
con una soluzione migliore, diciamo una quadratica, e che quindi si avvici-
na di più alla soluzione ottimale, sempre dall’alto. Siamo ora convinti che il
problema non può essere intrinsecamente peggio di O(N2), e quindi l’algo-
ritmo precedente diventa obsoleto. La domanda è, quanto siamo in grado di
scendere?

Tenendo a mente la metafora dell’“avvicinarsi dall’alto” (si veda Figura
6.6), si dice che la scoperta di un nuovo algoritmo ponga un limite superiore
al problema algoritmico. Algoritmi migliori portano il limite sempre più in
basso, e sempre più vicino alla complessità intrinseco al problema stesso. Le
domande che ci poniamo hanno a che vedere con il limite inferiore del
problema. Se riusciamo a dimostrare in maniera rigorosa che un problema
algoritmico P non possa essere risolto da un algoritmo che richiede meno di,
poniamo, un tempo quadratico nel caso pessimo, allora chi cerca di trovare
una soluzione al problema P può arrendersi se e quando trova un algoritmo
quadratico, visto che non c’è modo di fare di meglio. Una tale dimostrazione
costituisce un limite inferiore al problema algoritmico, visto che dimostra che
nessun algoritmo può migliorare il limite O(N2).3

In questo modo, scoprire un algoritmo intelligente mostra che la perfor-
mance temporale intrinseco al problema non può essere peggio di un certo
limite, e scoprire la dimostrazione di un limite inferiore mostra che non può
essere meglio di un certo limite. In entrambi i casi, si è riuscito a scoprire
una proprietà del problema algoritmico, non la proprietà di un particolare
algoritmo. Potrebbe sembrare confusionale, specialmente visto che un limite
inferiore ci dice delle cose su tutti gli algoritmi possibili, mentre un limite su-
periore viene trovato costruendo un algoritmo particolare e studiando la sua
performance (si veda Figura 6.6).

Riuscire a trovare il limite inferiore potrebbe sembrare impossibile. Come
possiamo dimostrare qualcosa che riguarda tutti i possibili algoritmi? Co-
me possiamo essere sicuri che qualcuno non riuscirà a trovare un algoritmo
efficiente che non avevamo previsto? Non sono domande facili a cui risponde-
re, ma forse la discussione del seguente esempio potrà darci alcune risposte
parziali.

3 Tutto ciò ovviamente ha solo a che vedere con gli ordini di grandezza. Riuscire
a fare diminuire il fattore costante nascosto nella O grande potrebbe comunque
essere possibile. I Capitoli 10 e 11 mostreranno che usando nozioni più liberali di
algoritmo le cose cambiano drasticamente.
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Un algoritmo O(N3) per P

Un algoritmo O(N2) per P

Limiti superiori su P

Limiti inferiori di P

Una dimostrazione che P  
richiede O(N  logN)  

La complessità temporale inerente a P 

Una dimostrazione che P  
richiede O(N)  

O(N)

O(N2)

O(N3)

O(N  logN)

Problema  
algoritmico P 

? 

Figura 6.6. Limiti superiori e inferiori per un problema algoritmico.

Un limite inferiore per la ricerca in un elenco telefonico

Prima di affrontare l’esempio vorremmo enfatizzare nuovamente che qualsiasi
discussione intorno alla complessità temporale, incluso il limite inferiore, deve
essere fatta nel contesto delle istruzioni di base consentite. Nessuno è in grado
di dimostrare che il problema di ricerca richiede più di una singola unità di
tempo se una delle seguenti istruzioni di base è la seguente:

cercare Y in L



6 L’efficienza degli algoritmi 177

Le regole del gioco, dunque, devono essere ben specificate prima di fare
qualsiasi tentativo di scoprire un limite inferiore.

Vogliamo ora dimostrare che la ricerca binaria è ottimale. In altre parole,
vorremmo dimostrare che in generale non si può trovare un nome in un elenco
telefonico di lunghezza N in meno di log2N confronti nel caso pessimo; 20
confronti sono il minimo per un milione di nomi, 30 per un miliardo, e 60
per un miliardo di miliardi, e cos̀ı via. In termini più generali non esiste alcun
algoritmo per il problema della ricerca in una lista ordinata la cui performance
nel caso pessimo sia meglio che logaritmica.

Le regole del gioco sono banali. L’unico modo per cui un algoritmo pro-
posto possa estrarre qualsiasi informazione dagli input è eseguendo confronti
tra due elementi. L’algoritmo potrebbe confrontare due elementi della lista L
tra di loro, o un elemento della lista L con l’elemento Y dato in ingresso. Non
è possibile fare altre richieste agli input L e Y . Non ci sono invece restrizioni
su istruzioni che non riguardano L o Y ; qualsiasi istruzione può essere inclusa
e ognuna costerà solo un istante di tempo.

Sequenze di istruzioni 
esenti da confronti 

Contesti 

Y è il sesto 
in L 

Y è il quarto
in L

Y è il quarto
in L

Y è il terzo 
in L 

Y è il settimo
in L

Conclusioni finali 

Y è il primo
in L

Y è il quinto
in L

Y è il settimo
in L

Y è il secondo
in L

Figura 6.7. Un albero di confronti per la ricerca in una lista.
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Per dimostrare che un qualsiasi algoritmo per questo problema richiede
log2N confronti, svolgeremo la seguente argomentazione. Dato un algoritmo,
qualsiasi algoritmo, dimostreremo che non può essere meglio del presunto
limite inferiore log2N del problema. In altri termini, ipotizziamo di avere
trovato un algoritmo A per il problema della ricerca in una lista ordinata che
è basato su confronti tra due elementi. Dimostreremo che ci sono liste di input
di lunghezza N per cui l’algoritmo A eseguirà per forza log2N confronti.

• A questo fine osserviamo il comportamento di A su una tipica lista L di lun-
ghezza N . Per facilitarci la vita, affrontiamo il caso particolare in cui L consiste
esattamente dei numeri 1, 2, 3, . . . , N in ordine, e dove Y è uno di questi nume-
ri. Possiamo anche assumere in tutta sicurezza che tutti i confronti hanno solo
due possibili risultati, “meno di” o “più di”, visto che se un confronto ci dice
che sono “uguali” allora Y è stato trovato (a meno che non abbiamo fatto un
confronto di un elemento con se stesso, nel qual caso l’algoritmo ne può fare a
meno). L’algoritmo A, lavorando su questa lista L speciale, potrebbe eseguire
qualche altra operazione, ma prima o poi raggiungerà il suo primo confronto.
A quel punto presumibilmente procederà in una di due possibili direzioni, vi-
sto che ci sono due soli possibili risultati nel confronto. In ognuna di queste A
potrebbe effettuare altre operazioni prima di incontrare il prossimo confronto,
che ancora una volta presenterà ad A altre due possibili vie. Il comportamento
di A può dunque essere descritto in maniera schematica con un albero binario
(si veda Figura 6.7), in cui gli archi corrispondono a possibili sequenze di azioni
che non eseguono confronti, e i nodi corrispondono a confronti e ai loro possibili
risultati. Questo albero cattura il comportamento di A per tutte le possibili liste
contenenti i numeri 1, 2, 3, . . . , N .

Ora, l’albero è sicuramente finito, visto che A deve terminare per tutti i possibili
input legali, e le sue foglie corrispondono a una decisione finale riguardante la
posizione di Y all’interno di L, o in altre parole, riguardante il valore di Y preso
tra quelli disponibili 1, 2, 3, . . . , N . Chiaramente non ci possono essere due valori
di Y rappresentati dalla stessa foglia, perché ciò vorrebbe dire che A produce lo
stesso output (ovvero, posizione in L) per due diversi valori di Y - che è ovvia-
mente assurdo. Siccome Y ha N valori, l’albero deve avere almeno N possibili
foglie. (Potrebbe averne di più, visto che ci sono più modi per raggiungere lo
stesso risultato circa la posizione di Y .) Usiamo ora il seguente fatto riguardante
gli alberi binari, la verità del quale potrà essere verificata dal lettore:

Qualsiasi albero binario con N foglie ha una profondità di almeno log2N ; ovvero,
l’albero contiene almeno un percorso che parte dalla radice la cui lunghezza è
log2N o più.

Segue che il nostro albero di confronti contiene un percorso di lunghezza almeno
pari a log2N . Ma il percorso in questo albero corrisponde precisamente all’ese-
cuzione dell’algoritmo A su una lista di lunghezza N , in cui i nodi evidenziano
i confronti eseguiti nell’esecuzione (si veda Figura 6.7). Dunque, se esiste un
percorso di lunghezza almeno log2N nell’albero, segue che esiste un input che
richiede che A esegua almeno log2N confronti.
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Ciò completa la dimostrazione che log2N è effettivamente un limite infe-
riore per il numero di confronti, e dunque che il problema algoritmico della
ricerca all’interno di una lista ordinata ha un limite inferiore logaritmico. Si
noti come la dimostrazione si stata fornita in termini del tutto generici, in
modo che potesse essere applicata a qualsiasi algoritmo proposto, a patto che
utilizzasse confronti come l’unico mezzo per ottenere informazioni dalla lista
in ingresso.

Problemi chiusi e divari algoritmici

È possibile stabilire limiti inferiori per molti problemi algoritmici. La ricerca
all’interno di una lista non ordinata, per esempio, è un problema intrinseca-
mente lineare, e si può dimostrare che richiede nel caso pessimo N confronti.
Ha dunque un limite inferiore di O(N) per algoritmi basati su confronti. Si
invita il lettore a cercare di dimostrare questa affermazione.

Diversi dei problemi di cui abbiamo parlato possono essere visti come
varianti della ricerca non ordinata, e di conseguenza anch’essi hanno un limite
inferiore di O(N). Tra questi abbiamo il problema min&max, la somma degli
stipendi, la massima distanza poligonale, e cos̀ı via. Si noti che per ognuna
di questi abbiamo in effetti fornito algoritmi lineari. Questo significa che il
limite inferiore e il limite superiore sono lo stesso (a meno di possibili fattori
costanti). In altre parole, questi problemi algoritmici sono chiusi per quanto
riguarda la stima a O grande. Abbiamo un algoritmo lineare e sappiamo che
non possiamo fare di meglio.

La ricerca all’interno di una lista ordinata, come abbiamo visto, è anch’es-
so un problema chiuso; ha un limite superiore e un limite inferiore di ordine
logaritmico. L’ordinamento è anch’esso chiuso: da una parte abbiamo algorit-
mi, come mergesort, heapsort, o la versione auto-aggiustante del treesort, che
sono O(N · logN), e dall’altra possiamo dimostrare che il limite inferiore per
l’ordinamento di una lista di N elementi è O(N · logN). In entrambi i casi i
limiti sono basati sul modello a confronti, in cui informazioni riguardanti gli
input sono ottenibili solo mediante confronti.

Molti problemi algoritmici, però, non godono della proprietà di essere chiu-
si. I loro limiti inferiori e superiori non sono uguali. In questi casi diciamo che
danno luogo a divari algoritmici, in cui il migliore limite superiore cono-
sciuto è diverso (e quindi maggiore) dal migliore limite inferiore conosciuto.
Nel Capitolo 4 abbiamo presentato un algoritmo quadratico per trovare linee
ferroviarie minime (il problema dell’albero dalla larghezza minima) anche se
il limite inferiore migliore conosciuto è lineare. Sebbene siamo in grado di di-
mostrare che il problema richiede un tempo O(N) (dove N è il numero rami
nel grafo della ferrovia, non il numero di nodi), nessuno è stato in grado di
trovare un algoritmo lineare, e quindi il problema non può dirsi chiuso.

Nel Capitolo 7 vedremo diversi esempi lampanti di gap algoritmici che sono
eccessivamente ampi. Per ora è sufficiente capire se un problema dà origine a
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un gap algoritmico, quanto esso sia largo non è caratteristico del problema,
ma da quanto noi siamo in grado di capire il problema. Abbiamo o fallito nel
tentativo di trovare l’algoritmo migliore o nel dimostrare che uno non esiste,
o in entrambe le cose.

Rinchiudere tigri dormienti: un esempio

Il seguente algoritmo usa l’ordinamento in maniera alquanto inaspettata, e
eredita i suoi limiti di complessità.

Assumiamo di avere N tigri addormentate, e di volere evitare di essere
divorati quando una di essi si sveglia, costruendo un recinto. Algoritmicamente
ci viene fornito dove si trovano le tigri, e vogliamo trovare il poligono più
piccolo in grado di circondarle tutti. Chiaramente il problema si riduce a
trovare la sequenza minima di posizioni delle tigri per cui, quando connesse
da pezzi lineari di recinto (che chiameremo segmenti di linea) permettono
di rinchiudere tutte le altre tigri (si veda Figura 6.8). Questa chiusura viene
chiamata guscio convesso dell’insieme di punti.

Figura 6.8. Le tigri dormienti e il guscio convesso.

Si noti che il problema è stato presentato sotto spoglia zoologiche solo per
renderlo un po’ più interessante. Il problema del guscio convesso è in realtà
uno dei problemi più comuni nella computer grafica. Trovare algoritmi veloci
per questo problema e per un numero di altri problemi nella geometria com-
putazionale, può fare una grossa differenza nella velocità e nell’utilizzabilità
di molte applicazioni grafiche.

L’algoritmo che presenteremo si basa sulla seguente semplice osservazione.
Perché un segmento di linea che unisce due punti sia parte dell’involucro
convesso è necessario e sufficiente che tutti gli altri punti siano dallo stesso
lato della linea (o meglio, della sua estensione a linea retta completa).

Questa osservazione da vita a un algoritmo banale: considerare ogni pos-
sibile segmento di linea uno alla volta, e controllare se tutti gli altri N − 2
punti non si trovano sulla linea ma tutti da una stessa parte rispetto a essa.
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Questo test può essere facilmente realizzato in un tempo costante usando la
geometria analitica. Siccome ci sono N punti, ci saranno N2 potenziali seg-
menti di linea, uno per ogni paia di punti, e per ognuno dobbiamo effettuare
il test contro N − 2 punti. Ciò porta a un algoritmo cubico (O(N3)), come
può vedere il lettore. Comunque c’è un modo per fare molto meglio.

Ecco i principali passi dell’algoritmo proposto:

(1) Trovare il punto P1 più in basso;
(2) ordinare i punti rimanenti secondo l’ampiezza dell’angolo che formano con l’asse

orizzontale quando connessi con P1, e rinominare i punti in modo che la lista sia
P2, . . . , PN ;

(3) cominciare con P1 e P2 nell’involucro corrente;
(4) per I che va da 3 a N :

(4.1) aggiungere temporaneamente PI all’involucro;
(4.2) lavorare all’indietro sull’involucro corrente eliminando un punto PJ se

i due punti P1 e PJ sono su lati diversi della linea che unisce PJ−1 e
PJ , e terminare questo andare a ritroso fino a quando non si incontra un
PJ che non deve essere eliminato.

Figura 6.9. I punti di Figura 6.8 ordinati per ampiezza d’angolo.

Potrebbe essere un po’ difficile vedere cosa stia facendo l’algoritmo, ma
uno sguardo alle Figure 6.9 e 6.10 dovrebbe aiutare. Figura 6.9 indica i punti
ordinati dopo il passo (2), secondo l’ordine in cui verranno considerati al passo
(4), mentre Figura 6.10 mostra le prime aggiunte e cancellazioni effettuate al
passo (4). In Figura 6.10 il punto P13 è appena stato aggiunto, e il prossimo
passo considererà P14. Siccome la linea tra P12 e P13 attraversa P1 e P14,
punto P13 verrà eliminato, facendo s̀ı che l’involucro passi introno ai punti,
sopra P13. Dimostrare la correttezza dell’algoritmo è un esercizio istruttivo,
ma siamo più interessati ora a capire la sua efficienza. Assumeremo dunque
che l’algoritmo è corretto e ci concentreremo sulla sua analisi temporale.
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Figura 6.10. I primi passi nel rinchiudere le tigri di Figura 6.8.

È facile vedere che il passo (1), che esegue una semplice ricerca del punto
che si trova più in basso nella figura, ovvero quello con la coordinata verticale
più bassa, impiega un tempo lineare. Ora, il passo (2), ovvero l’ordinamento,
può essere eseguito da un algoritmo efficiente di ordinamento. Dunque, sicco-
me il calco di un angolo o il confronto di due angoli possono essere eseguiti
in tempo costante, il passo (2) impiega un tempo totale di O(N · logN). La
parte interessante riguarda il passo (4).

Sembrerebbe che la struttura a ciclo annidato del passo (4) richieda un
tempo quadratico. Invece, il modo giusto di analizzare questa parte dell’al-
goritmo è dimenticarsi della sua struttura ed evitare di cercare di calcolare
il tempo su una base punto-a-punto. Si noti che il passo (4.2) non fa altro
che eliminare punti, e si ferma quando viene trovato un punto che non deve
essere eliminato. Ora, siccome nessun punto viene eliminato più di una volta,
il numero totale di volte che i punti vengono considerati all’interno del ciclo
annidato del passo (4.2) non può essere più di O(N). Siccome tutte le parti
rimanenti del passo (4) non richiedono più di un tempo lineare, il passo (4)
nella sua interezza richiede un tempo lineare.

Il tempo totale dell’algoritmo è dunque:

Passo (1) O(N)
Passo (2) O(N × logN)
Passo (3) O(1)
Passo (4) O(N)

Totale O(N × logN)

È sorprendente che l’ordinamento abbia avuto a che fare con trovare l’in-
volucro convesso. Ma è ancora più sorprendente che esso rappresenti la parte
dominante dell’algoritmo per quanto riguarda la sua complessità.
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Ricerca nel campo dell’efficienza degli algoritmi

Trovare algoritmi efficienti per problemi algoritmici è uno dei campi di ricerca
più comuni dell’informatica. Infatti, quasi tutti gli argomenti trattati in questo
capitolo sono soggetto di ricerca, e buona parte di essi sono riuniti sotto il
termine più generale di teoria della complessità concreta.

In questa disciplina, interessa sviluppare e usare strutture dati e metodi
algoritmici per migliorare algoritmi esistenti o per concepirne di nuovi. Molte
idee ingegnose sono finite dentro algoritmi sofisticati, fornendo a volte impres-
sionanti riduzioni dei tempi di esecuzione. Il più delle volte ciò viene fatto con
l’obiettivo pratico di risolvere un problema in maniera più veloce mediante
uso del computer. Comunque, a volte la motivazione principale è semplice-
mente il desiderio di raggiungere l’ordine di grandezza di complessità inerente
al problema stesso, anche se i risultati, da un punto di vista pratico, non sono
necessariamente migliori di quelli che già si hanno.

Un buon esempio potrebbe essere il problema della stesura delle linee fer-
roviarie del Capitolo 4. Abbiamo presentato un algoritmo quadratico, che con
un po’ di impegno può essere migliorato fino ad ottenere O(N · logN). Per
tutti i casi pratici, questo algoritmo migliorato, o qualsiasi algoritmo con una
simile complessità, va benissimo. Comunque, i teorici della complessità non
sono felici, visto che il miglior limite inferiore conosciuto è lineare. Vogliono
sapere se è effettivamente possibile o no ottenere un algoritmo lineare per que-
sto problema. Recentemente, usando tecniche complicate, il limite superiore
è stato portato molto vicino a O(N). In particolare, esiste un algoritmo che
esegue in O(f(N) · N), dove f(N) è una funzione che cresce incredibilmen-
te lentamente - molto, molto più lentamente di, diciamo, logN . La seguente
tabella mostra gli N più piccoli per i primi valori di questa funzione:

N più piccolo tale per cui f(N) è

4 2
16 3

64000 4
molto più del numero
totale di particelle

nell’universo conosciuto 5
assolutamente inimmaginabile 6

Chiaramente, da un punto di vista pratico O(f(N)xN) è già lineare; il
valore di f(N) è 5 o meno per qualsiasi numero potrebbe mai interessarci.
Comunque, dobbiamo ricordarci che per quanto possa crescere lentamente
f(N) può infine diventare più grande di qualsiasi costante. Quindi, da un
certo punto in poi, per qualsiasi N sufficientemente grande, qualsiasi algoritmo
lineare farà meglio di O(f(N) ·N), e diciamo che il primo è asintoticamente
meglio del secondo. Dunque, il problema è ancora aperto, visto che c’è ancora
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un divario algoritmico, e i ricercatori non si sono ancora dati per vinti. Si
spera che nel prossimo futuro il problema possa essere chiuso, in un modo o
nell’altro. Si spera di trovare un algoritmo lineare, oppure una dimostrazione
del fatto che il limite inferiore in realtà è non lineare e che uguaglia il limite
superiore conosciuto.

Come già detto, i limiti inferiori sono difficili da trovare, e per molti pro-
blemi nessuno conosce limiti inferiori non lineari. In altre parole, nonostante
il fatto che gli algoritmi migliori per alcuni problemi sono quadratici, cubici,
o peggio, nessuno può dimostrare che non esistono algoritmi lineari per quei
problemi. I metodi per dimostrare i limiti inferiori non lineari sono estrema-
mente pochi, e i ricercatori spendono tantissimo tempo e sforzi cercando di
trovarli.

La performance nel caso medio rappresenta un’altra direzione di ricerca, e
ci sono ancora molti algoritmi conosciuti per cui l’analisi nel caso medio non
sono stati eseguitiè stata eseguita.

Non abbiamo discusso la complessità spaziale, ma vale la pena indicare
che anche riuscire a trovare buoni limiti superiori e inferiori per i requisiti di
spazio di un problema algoritmico è un obiettivo della ricerca nel campo della
teoria della complessità concreta. La gente è interessata non solo ai limiti di
spazio e tempo, ma anche alla complessità del problema algoritmico dove si
prendono in considerazione insieme sia l’uno che l’altro. Potrebbe essere possi-
bile ottenere, diciamo, un algoritmo che rappresenti un limite superiore per un
problema che è lineare nello spazio, e un altro algoritmo che ha un limite su-
periore quadratico nel tempo per lo stesso problema. Ciò non ci dice che esiste
un algoritmo in grado di avere entrambe le cose simultaneamente. Potrebbe
esistere nel problema stesso la necessità di controbilanciare il tempo e lo
spazio, il che significa che il costo di una maggiore efficienza temporale viene
pagato in termini di spazio, e viceversa. In questi casi i ricercatori cercano di
dimostrare che questo controbilanciamento esiste per davvero. Solitamente la
dimostrazione prende una forma per cui la prestazione di un algoritmo soddi-
sfa una certa equazione, la quale è o un limite inferiore o un limite superiore
(o entrambe le cose). L’equazione tipicamente cattura una relazione a tre tra
la lunghezza dell’input N , il tempo di esecuzione nel caso pessimo e lo spazio
necessario per la soluzione algoritmica.

• Per esempio, si assuma che la seguente equazione sia un limite superiore e un
limite inferiore per la complessità temporale/spaziale di un problema P :

S2 × T = O(N3 × (logN)2)

Questo vuol dire che se siamo disposti a spendere O(N3) tempo possiamo ri-
solvere il problema usando solo O(logN) spazio, invece se insistiamo a spendere
non più di O(N2) tempo, allora avremmo bisogno di O(sqrt(N) · logN) spazio.
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I prossimi due capitoli si concentreranno sulle cattive notizie che arrivano
dal campo della teoria della complessità. Discuteranno anche nozioni che sono
ancora più robuste della notazione a O grande.
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Esercizi

6.1 Consideriamo il seguente problema di calcolo degli stipendi. L’input consiste di
un numero N , una lista, BT (1), . . . , BT (N), di stipendi al lordo delle tasse, e
due indici di tasse,Rh per gli stipendi superiori aM eRl per gli stipendi inferio-
ri aM . Supponiamo che Rh e Rl siano frazioni positive, ovvero 0 < Rh, Rl < 1.
Si richiede di calcolare una lista AT (1), . . . , AT (N), di stipendi dopo l’appli-
cazione delle tasse, e due somme Th e T l contenenti i totali delle tasse pagate
secondo i due indici rispettivamente. Ecco una soluzione al problema. Calcola
prima gli stipendi dopo l’applicazione delle tasse e poi i due totali:

per I che va da 1 a N :
se BT (I) > M allora AT (I)←BT (I)× (1− Rh);
altrimenti AT (I)←BT (I)× (1− Rl);

Th← 0;
T l← 0;
per I che va da 1 a N :

se BT (I) > M allora Th←Th+BT (I)× Rh;
altrimenti T l←T l +BT (I)× Rl.

(a) Suggerire una serie di trasformazioni che rendano il programma il più effi-
ciente possibile, minimizzando sia il numero di operazioni aritmetiche che
il numero di confronti. Stimare il miglioramento ottenuto da ognuna delle
trasformazioni.

(b) Come si potrebbe migliorare ancora il programma, se ci viene garantito che
nessuno stipendio lordo è minore di M (ovvero, potrebbero esserci stipendi
lordi uguali a M , ma non meno)? Come si potrebbe caratterizzare il tasso
di miglioramento in questo caso?

6.2 Per le seguenti coppie di complessità temporali per gli algoritmi A e B, trovare
l’intero positivo N più piccolo per cui algoritmo B è meglio dell’algoritmo A:

A B

N/2 4× log2 N
N2 100× N × log2 N
N6 6× N5

3N 12× 2N

2N 4× N log2 N

2N×log2 NN 100× 2N

6.3 Analizzare la complessità temporale nel caso pessimo di ognuno dei quat-
tro algoritmi forniti nell’esercizio 5.15 per il calcolo di mn. Contare solo le
moltiplicazioni.

6.4 Si consideri lo schema di ricerca binaria in figura 6.1, e si immagini di fornire
come input all’algoritmo un elenco telefonico con un milione di numeri.

(a) Descrivere un elenco telefonico che evidenzia il comportamento di caso
pessimo.

(b) fornire una stima di quanti casi pessimi esistono, e della loro proporzione.
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6.5 (a) Scrivere un algoritmo per la ricerca di un elemento all’interno di una lista
ordinata che si basa su confronti ternari. Un confronto ternario può essere
scritto nel seguente modo:

compare(L, M, N)
case L ≤ M ≤ N : . . . ;
case L ≤ N ≤ M : . . . ;
case M ≤ N ≤ L : . . . ;
. . .

con il numero di clausole “case” che servono. Il costo di un tale confronto
sia di un’unità di tempo.

(b) Dato che il costo di ogni confronto ternario è di un’unità di tempo, ana-
lizzare la complessità temporale nel caso pessimo dell’algoritmo, e spiegare
perché non è meglio, in termini di notazione a O grande, della ricerca
binaria.

6.6 Analizzare la complessità temporale del seguente schema di programma:

while N > 0 :2
4 . . .

3
5;

do N times:2
4 . . .

3
5;

N ← N/5;

(Ogni segmento di programma indicato da . . . è eseguito in un numero di unità
di tempo fisso e si può assumere che il valore di N non cambi. “/” indica la
divisione intera, per cui 4/5 = 0.)

6.7 Dato che la lunghezza della lista di impiegati è di lunghezza N , usare la tecnica
dei checkpoint per analizzare la complessità temporale dell’algoritmo di Figura
2.4.

6.8 Dimostrare che i seguenti algoritmi hanno una complessità temporale lineare:

(a) L’algoritmo per contare il numero di frasi che contengono la parola “denaro”
presentato nel Capitolo 2.

(b) L’algoritmo per la massima distanza poligonale, presentato nel Capitolo 4.

6.9 (a) Dimostrare che l’algoritmo di treesort necessita, nel caso pessimo, di un
tempo quadratico.

(b) Fornire un esempio di input per il treesort che provochi il caso pessimo.
(c) Dimostrare che l’algoritmo di mergesort è, nel caso pessimo, O(N ×

log2 N)
(d) Qual è la complessità media del mergesort?

6.10 Analizzare la complessità nel caso pessimo degli algoritmi progettati negli
Esercizi 4.3 e 4.2, i quali attraversano un albero e lavorano sui suoi contenuti.
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6.11Analizzare le complessità temporali e spaziali nel caso pessimo dell’algoritmo
breadth-first progettato nell’Esercizio 4.7 per controllare se un albero è bilan-
ciato. Si confrontino queste complessità con quelle di un algoritmo depth-first
in grado di risolvere lo stesso problema, che usa l’algoritmo per l’isomorfismo
degli alberi progettato nell’Esercizio 4.6, dove veniva usato come subroutine da
applicare a ogni figlio di ogni nodo che contenesse un operatore binario.

6.12Analizzare le complessità temporali e spaziali nel caso pessimo dell’algoritmo
di planning dinamico progettato per l’Esercizio 4.13.

6.13Dimostrare che O(N× log2 N) è un limite inferiore di complessità per qualsiasi
algoritmo di ordinamento che si basi su confronti.

6.14 Spiegare la rilevanza, se esiste, dei limiti superiori e inferiori nel caso pessi-
mo del problema dell’ordinamento, per la complessità temporale dell’algoritmo
greedy progettato nell’Esercizio 4.14.

6.15 Si ricordi il problema di trovare palindrome, descritto nell’esercizio 5.10. Si
considerino le due seguenti soluzioni corrette per il problema: Pal1, presentato
nell’Esercizio 5.10, e l’algoritmo Pal4, progettato nell’Esercizio 5.14. Si assu-
ma che le stringhe siano composte soltanto dai due simboli “a” e “b”, e che
ci interessi contare solo le operazioni di confronto (ovvero le applicazioni del
predicato eq).

(a) Analizzare la complessità temporale nel caso pessimo degli algoritmi Pal1
e Pal4, e fornire per entrambi un limite superiore.

(b) Suggerire un buon limite inferiore per il problema di trovare palindromi.
(c) Assumiamo che le stringhe fornite in input agli algoritmi seguano una di-

stribuzione uniforme. In altre parole, per ogni N , tutte le stringhe di lun-
ghezza N costruite a partire dall’alfabeto {a, b} possono apparire con la
stessa probabilità. Si esegua un’analisi temporale nel caso medio per gli
algoritmi Pal1 e Pal4.

6.16 Una soluzione corretta dell’Esercizio 6.15 mostra che la complessità nel caso
medio dell’algoritmo Pal4 è meglio di limite inferiore del problema del trovare
palindrome.
(a) Spiegare perché non si tratta di una contraddizione.
(b) Cosa significa in termini di performance di Pal4 su un insieme molto grande

di stringhe in ingresso (quantificabile come “buona parte” delle stringhe)?
Cosa significa in termini di performance per un insieme ridotto di stringhe?

(c) Come cambierebbe la risposta al quesito (b) se la complessità nel caso
pessimo di Pal4 fosse significativamente più grande del limite inferiore del
problema?

6.17Assumiamo che i due algoritmi A e B risolvano lo stesso problema algoritmico,
che la complessità nel caso pessimo di A sia inferiore a quella di B, e che la
complessità nel caso medio di B sia inferiore a quella di A. Considereresti uno di
questi algoritmi migliore dell’altro? Nel caso di risposta affermativa, spiegare
il perché; altrimenti, descrivere situazioni nelle quali si può considerare un
algoritmo migliore dell’altro.
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Se mk = n per m, n > 1 e k ≥ 0 diciamo che k è la base logaritmica m di n.
Definiamo la base logaritmica intera m di n come l’intero più grande k ≥ 0
tale per cui mk ≤ n, e lo indichiamo come k = lgm n.
Negli Esercizi 6.18-6.20 si inviterà il lettore a progettare una serie di algoritmi
per il calcolo della funzione logaritmica intera. Le uniche operazioni matema-
tiche consentite saranno la somma e la moltiplicazione. Quando si analizza la
complessità temporale di questi algoritmi si dovranno contare solo le opera-
zioni aritmetiche, assumendo che ogni operazione necessiti di un’unica unità
di tempo. Per l’analisi spaziale contare il numero di interi memorizzati con-
temporaneamente, assumendo che un intero possa essere memorizzato (in una
variabile o in una lista) in un’unica unità di spazio in memoria.

6.18 Progettare un algoritmo LG1 che prende in ingresso gli interi m, n > 1 e
che calcola lgm n calcolando ripetutamente le potenze m0, m1, . . . , mk, fino a
quando non viene trovato un numero k tale per cuimk ≤ n < mk+1. Analizzare
la complessità temporale e spaziale di LG1.

È risaputo che un qualsiasi intero positivo k può essere scritto in maniera
univoca come somma di potenze intere di 2, ovvero nella forma k = 2l1 +
2l2 + · · · + 2lj , dove l1 > l2 > · · · > lj ≥ 0. Per esempio, 12 = 23 + 22 e

31 = 24 + 23 + 22 + 21 + 20. Dunque, mk = m2l1 × m2l2 × · · · × m2
lj
, e se

dobbiamo calcolare k = lgm n è sufficiente trovare gli esponenti l1, l2, . . . , lj
appropriati.

6.19Progettare un algoritmo LG2 iterativo (ovvero, non ricorsivo) che calcoli lgm n

trovando prima un intero l1 tale per cui m2l1 ≤ n < m2l1+1
, poi un intero

l2 < l1 tale per cui m2l1 × m2l2 ≤ n < m2l1 × m2l2+1
, e cos̀ı via. Usare

una quantità fissa di spazio in memoria (non si usino le liste). Analizzare la
complessità temporale e spaziale dell’algoritmo LG2.

6.20 La complessità temporale dell’algoritmo precedente può essere migliorata

calcolando ognuno dei valori m2l1
, m2l2

, . . . , m2
lj
una volta sola.

(a) Progettare un tale algoritmo LG3 e fornire l’analisi delle sue complessità
temporali e spaziali.

(b) Discutere i contro bilanciamenti tempo/spazio presenti nei due algoritmi
precedenti. Suggerire misure di complessità temporali/spaziali congiunte
tale per cui LG3 ha una complessità migliore/equivalente/peggiore di LG2.
Cosa succede se, in questa analisi, rimpiazziamo LG2 con LG1?

{...} quando finirà?
2 Samuele 2:26



Hai posto un limite alle acque: non lo passeranno.
Salmi 104:9
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ovvero, non sempre si riesce a buon
mercato

{...} prolificarono e crebbero, divennero numerosi {...}
Esodo 1:7

D‘altra parte non è lavoro di un giorno o di due.
Esra 10:13

Nel capitolo precedente abbiamo visto che certi problemi algoritmici ammet-
tono soluzioni che sono molto più efficienti delle loro controparti banale. Ab-
biamo visto, ad esempio, che è possibile effettuare una ricerca all’interno di
una lista ordinata in un tempo logaritmico, un risultato che, quando raffinato,
ci permette di trovare un nome in un elenco telefonico contenente un milione
di nomi con soli 20 confronti nel caso pessimo, invece che un milione. Allo
stesso modo, ordinare un elenco telefonico contenente un milione di nomi non
ordinati può essere eseguito con una manciata di milioni di confronti, non mol-
ti miliardi, visto che esistono algoritmi di ordinamento dell’ordine O(N ·logN)
che sono molto meglio delle loro controparti naive.

A questo punto il lettore potrebbe non impressionarsi. Potrebbe pensare di
essere abbastanza “ricco” da poter effettuare un milione di confronti quando
deve cercare all’interno di una lista. O che quei pochi secondi aggiuntivi di
lavoro da parte del computer non facciano la differenza, e che quindi la ricerca
lineare vada bene quanto quella binaria. Questa argomentazione diventa più
credibile se si pensa che effettivamente non è un umano a dover scorrere tutti
i nomi del libro, ma un computer. Una simile affermazione può essere fatta
anche per l’ordinamento, in particolare se l’applicazione viene eseguita di rado,
e le liste da ordinare non contengono, diciamo, più di un milione di voci. Se si
tiene questo punto di vista, anche le questioni riguardanti i divari algoritmici
diventano poco interessanti. Una volta trovato un algoritmo ragionevole per
il problema da risolvere, diciamo lineare o quadratico, potremmo non essere
interessati a trovare algoritmi migliori o a dimostrare che non esistono.

L’obiettivo di questo capitolo è di dimostrare che l’approccio “accettiamo
quello che abbiamo” non può sempre essere adottato. Vedremo che in molti
casi algoritmi ragionevoli, diciamo lineari o quadratici, non esistono. Gli algo-
ritmi migliori che abbiamo, per molti problemi algoritmici importanti, posso-
no richiedere quantità formidabili di tempo o spazio in memoria, rendendoli
inutili.
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Una rivisitazione delle torri di Hanoi

Invitiamo il lettore a ricordarsi del problema delle Torri di Hanoi presentato
nel Capitolo 2, in cui ci veniva chiesto di produrre una sequenza di mosse in
grado di trasferire N anelli da uno tra tre pioli a un altro piolo rispettando de-
terminate regole (si veda Figura 2.7). Si incoraggia il lettore a fare una piccola
analisi della complessità temporale della soluzione ricorsiva move descritta l̀ı,
in modo simile all’analisi intrapresa nel Capitolo 6 per la routine min&max.
Essa mostrerà che il numero di mosse prodotte dall’algoritmo per il caso a N
anelli è precisamente 2N −1, ovvero uno meno di 2 ·2 ·2 · . . . ·2, con N volte 2.
Siccome N appare all’esponente, una tale funzione è detta esponenziale. Si
può dimostrare che 2N − 1 è anche un limite inferiore per il numero di mosse
richieste per risolvere il problema, e che quindi la nostra soluzione è in realtà
ottimale e non possiamo fare di meglio. 1

Sono buone o cattive notizie? Per rispondere a questa domanda in maniera
indiretta, se i preti Hindu avessero voluto confrontarsi con il caso a 64 anelli,
muovendo un milione di anelli al secondo, ci sarebbero voluti comunque più
di mezzo milione di anni per finire! Se, per essere più realistici, riuscissero a
muovere un anello ogni 10 secondi, ci sarebbero voluti cinque mila miliardi di
anni per finire il lavoro. Ci credo che pensano che il mondo finirà prima di
allora!

Sembra, quindi, che ci voglia una quantità di tempo imbarazzante per
risolvere il problema delle Torri di Hanoi, almeno nella versione a 64 anelli.
Questa affermazione sembra difficile da contrastare, e potrebbe fare sorgere
in noi il dubbio che la difficoltà derivi dal fatto che vogliamo produrre l’intera
sequenza di mosse. Siccome ci vuole un numero impressionante di mosse,
ovviamente ci vorrà un tempo impressionante per trovarle tutte e stamparle.
Potremmo essere tentati, quindi, di aspettarci una performance temporale
devastante solo per problemi i cui output sono irragionevolmente lunghi.

Per convincerci che non è cos̀ı, è istruttivo considerare alcuni problemi
s̀ı/no; ovvero algoritmi che non producono un output “reale” ma solo un “s̀ı”
o un “no”. Questi vengono a volte detti problemi di decisione, visto che il
loro obiettivo è decidere se una certa proprietà è vera per il loro input. Buona
parte di questo capitolo (e del prossimo) affronterà questi problemi decisionali.

1 Per inciso, la soluzione iterativa presentata nel Capitolo 5 e quella ricorsiva
presentata nel Capitolo 2 producono esattamente la stessa sequenza di 2N − 1
mosse.
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Il problema del puzzle delle scimmie: un esempio

A un certo punto della vostra vita, vi può essere capitato di imbattervi in una o
più versioni del frustrante puzzle delle scimmie (si veda Figura 7.1). Prevede
l’uso di nove carte quadrate, sui cui lati sono stampate le metà superiori
e inferiori di scimmie colorate. L’obiettivo è ordinare le carte secondo un
quadrato di 3 per 3 in modo che le metà e i colori delle scimmie combacino
dove si incontrano i lati delle carte.

Figura 7.1. Un’istanza 3-per-3 del puzzle delle scimmie.

Nel problema generale associato a questo puzzle, ci vengono fornite le
descrizioni di N carte, dove N è un quadrato, diciamo M2. Il problema richiede
di trovare un quadrato M per M di N carte, in modo che i colori e le metà siano
post come abbiamo già indicato. Assumeremo che le carte siano orientate, il
che significa che i lati sono dotati di direzioni fisse, “su”, “giù”, “destra” e
“sinistra”, in modo che non possano essere ruotate. Ci concentreremo sulla
versione a prima vista più semplice del “si o no”, in cui l’algoritmo deve dire
se esiste una qualsiasi disposizione M per M , senza che questa debba essere
prodotta.

Una soluzione banale al problema non è difficile da trovare. Dobbiamo solo
osservare che ogni input ha che fare con un numero finito di carte, e che ci
sono solo un numero finito di possibili modi per disporle in un quadrato di M
per M . Inoltre, è semplice testare la validità di un dato ordinamento (ovvero
che tutte le carte siano state utilizzate e che i colori e le metà combacino),
considerando semplicemente ogni carta e di volta in volta ogni suo lato che
è posto di fianco a un altro. Di conseguenza, si può scrivere un algoritmo
che copra tutti i possibili ordinamenti, e che si fermi e dica “s̀ı” se trova un
ordinamento legale, o che si fermi e dica “no” se sono stati analizzati tutti gli
ordinamenti e si sono rivelati tutti illegali. Ovviamente, è possibile rendere la
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soluzione più elegante, evitando di analizzare tutti gli ordinamenti che sono
estensioni di ordinamenti parziali che si sono già rivelati illegali. È necessario
tenere traccia di alcune cose per potere essere sicuri che tutti gli ordinamenti
sono stati considerati e che nessuno venga considerato due volte, ma non
ci concentreremo sui dettagli dell’algoritmo - siamo più interessati alla sua
performance temporale.

Assumiamo che N sia 25, il che vuol dire che il quadrato finale sarà di 5
per 5. Assumiamo anche di avere un computer in grado di costruire e valu-
tare un miliardo di ordinamenti ogni secondo (ovvero, un ordinamento ogni
nanosecondo), e che questo includa tutte le operazioni di immagazzinamento
per tenere traccia del lavoro. È un’assunzione ragionevole, dati i computer
odierni. La domanda è: quanto ci vorrà perché l’algoritmo finisca nel caso
pessimo (ovvero quando non esiste un ordinamento legale e quindi sono stati
controllati tutti gli ordinamenti possibili)?

Se enumeriamo le posizioni in maniera arbitraria secondo una matrice di
5 per 5, ci sono ovviamente 25 possibilità tra cui scegliere per posizionare la
prima carta. Posta la carta, ci sono 24 possibili carte tra cui scegliere per il
secondo posto, 23 per il terzo, e cos̀ı via. Il numero totale di ordinamenti,
dunque, diventa:

25 · 24 · 23 · . . . · 3 · 2 · 1 un numero che si scrive 25! e che viene chiamato 25

fattoriale. Quello che è stupefacente è la dimensione di questo numero che
sembra tanto innocente; contiene 26 cifre, un fatto che non sembra allarmante
fino a quando non ci rendiamo contro che il nostro computer in grado di gestire
un miliardo di ordinamenti al secondo ci metterebbe ben più di 490 milioni
di anni a coprire tutti e 25! gli ordinamenti. Se volessimo semplicemente
aumentare la dimensione del quadrato di uno, passando da 5 per 5 a 6 per
6, in modo che N fosse 36, le cose peggiorerebbero di molto. Questa volta il
tempo che ci vorrebbe per coprire tutti i 36! casi sarebbe inimmaginabilmente
lungo, molto, molto, MOLTO più lungo del tempo passato dal Big Bang.

Ovviamente, è possibile preparare le carte del puzzle in modo da sempli-
ficarci la vita. (Per dare un paio di esempi estremi, se tutte le carte fossero
identiche a quella di Figura 7.2(a) o identiche a quella di Figura 7.2(b), la
domanda avrebbe una risposta banale.) Inoltre, la versione più intelligente
dell’algoritmo, quella che non considera le estensioni di ordinamenti parziali
illegali, si comporterà molto meglio per moltissimi casi di input. Noi però ci
occupiamo del caso pessimo. Il progettista del puzzle cerca infatti casi che
presentano molti risultati parziali (in cui porzioni del quadrato finale sono
correttamente coperte da carte), ma solo poche soluzioni complete - addirit-
tura una sola. Questo evita che il problema presenti soluzioni rapide e facili.
Dunque, anche la versione meno banale dell’algoritmo esibirà comportamenti
pressoché disastrosi.

La soluzione a forza bruta, dunque, è praticamente inutile, anche per una
versione piccola di 5 per 5 (cos̀ı come la versione meno banale nel caso, dicia-
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Le disposizioni esistono sempre 

(a) 

Le disposizioni non esistono mai 

(b) 
 

Figura 7.2. Puzzle delle scimmie banali.

mo, 10 per 10, e siamo anche disposti a considerare solo il caso medio). Se ora
vi state aspettando la presentazione di una versione estremamente intelligen-
te, rimarrete delusi. Le uniche versioni conosciute che sono meglio di queste
non riescono comunque a essere ragionevoli; con N uguale a 25 necessitereb-
bero, nel caso pessimo, comunque di molti, molti anni di computazioni per
una singola istanza, e se N fosse 36, bene, . . . dimenticatevelo...

Esiste una qualche soluzione nascosta al problema del puzzle delle scim-
mie, una che potrebbe essere praticabile con un numero ragionevole di carte,
diciamo, 255? Intendiamo chiedere se esiste un modo semplice di risolvere
il problema che non abbiamo ancora trovato. Magari esiste un ordinamen-
to preciso quando il numero di carte distinte è multiplo di 17 per qualche
strana ragione. La risposta alla domanda è “probabilmente no, ma non ne
siamo sicuri”. Discuteremo la questione ulteriormente dopo avere discusso il
comportamento generale degli algoritmi impraticabili come questo.

Tempo ragionevole vs. tempo irragionevole

La funzione fattoriale N ! cresce a una velocità che è un ordine di grandezza
maggiore di quelle delle funzioni viste nei capitoli precedenti. Cresce molto,
molto più velocemente delle funzioni lineari o quadratiche, ad esempio, e riesce
a fare sembrare minuscole le funzioni della forma NK , qualsiasi valore assuma
K. È vero che N1000, per esempio, è più grande di N ! per molti valori di N
(per tutti gli N fino a 1165 per essere precisi). Comunque, per qualsiasi K,
esiste un valore di N (1165 se N è uguale a 1000) oltre il quale la funzione N !
lascia indietro NK molto, molto velocemente.

Altre funzioni esibiscono velocità di crescita altrettanto inaccettabili. Per
esempio, la funzione NN , ovvero N · N · N · . . . · N con N volte N , cresce
più velocemente di N !. La funzione 2N , ovvero 2 · 2 · 2 · . . . · 2 con N volte
2 cresce meno velocemente di N !, ma anch’essa è considerata una “cattiva”
funzione; infatti cresce comunque molto più velocemente delle funzioni NK .
Se N è uguale a 20 il valore di 2N è circa un milione, e se N è uguale a 30
diventa circa un miliardo. (Questo perché 2N sta a N come N sta a log2N .) Se
N fosse 300 il numero 2N sarebbe miliardi di volte più grande del numero di
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N               20 60 100 300 1000

100 300 500 1500 5000

86 354 665 2469 9966

400 3600 10,000 90,000 1 milione
(7 cifre)

8000 216,000 1 milione
(7 cifre)

27 milioni
(8 cifre)

1 miliardo
(10 cifre)

1 048 576 Un numero 
a 19 cifre

Un numero 
a 31 cifre

Un numero 
a 91 cifre

Un numero 
a 302 cifre

Un numero 
a 19 cifre

Un numero
a 82 cifre

Un numero 
a 161 cifre

Un numero 
a 623 cifre

Inimmaginabilmente
 grande

Un numero 
a 27 cifre

5N

N  log2N
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N3
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NN Un numero 
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a 201 cifre

Un numero 
a 744 cifre

Inimmaginabilmente 
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Figura 7.3. Alcuni valori per alcune funzioni. Un esempio di confronto: il numero
di protoni nell’universo conosciuto ha 79 cifre; il numero di nanosecondi passati dal
Big Bang ha 27 cifre.

protoni nell’intero universo conosciuto. Figure 7.3 e 7.4 illustrano le velocità
di crescita di alcune di queste funzioni.

Un’illustrazione stupefacente delle differenze tra queste funzioni si può
trovare nei tempi di esecuzione degli algoritmi. Figura 7.5 fornisce i tempi
di esecuzione di diversi algoritmi ipotetici per il problema del puzzle delle
scimmie per vari valori di N . Si assume che gli algoritmi vengano eseguiti su
un computer in grado di eseguire un miliardo di istruzioni al secondo (ovvero,
un’istruzione ogni nanosecondo). Come si può vedere, anche la più piccola
delle “cattive” funzioni, 2N potrebbe richiedere fino a 400 miliardi di secoli
per una singola istanza di 10 per 10! Per le funzioni come N ! o NN , il tempo
e inimmaginabilmente peggio.

Questi fatti portano a una fondamentale classificazione delle funzioni in
“buone” e “cattive”. La distinzione è fatta tra funzioni polinomiali e super-
polinomiali. Per i nostri scopi una funzione polinomiale è una funzione di
N che è limitata dall’alto da NK per un K fisso (il che vuol dire essenzial-
mente che non è mai più grande in valore di NK per tutti i valori di N da un
certo punto in poi). Tutte le altre sono super-polinomiali. Quindi, le funzio-
ni logaritmiche, lineari e quadratiche sono polinomiali. Invece, funzioni come
1001N +N6, 5N , NN , e N ! sono esponenziali o peggio. Sebbene ci siano funzio-
ni come N log2N , per esempio, che sono super-polinomiali ma non esponenziali,
e altre come NN che sono super-esponenziali, ci permetteremo un abuso della
terminologia e useremo “esponenziale” come sinonimo di “super-polinomiale”
nel seguito.

Un algoritmo il cui ordine di grandezza di performance temporale possiede
un limite superiore che è funzione polinomiale di N , dove N rappresenta la
dimensione degli input, viene chiamato un algoritmo polinomiale, e fare-
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Figura 7.4. Tasso di crescita per alcune funzioni.

mo riferimento a esso come a un algoritmo ragionevole. Allo stesso modo,
un algoritmo che, nel caso pessimo, richiede un tempo super-polinomiale o
esponenziale verrà detto irragionevole.

Per quanto riguarda il problema algoritmico, un problema che ammette
una soluzione ragionevole o polinomiale nel tempo verrà detto trattabile,
mentre un problema che ammette solo soluzioni irragionevoli o dal tempo
esponenziale, verrà detto intrattabile.

La discussione e gli esempi che hanno a che vedere con le Figure 7.3-7.5
servono a supportare questa distinzione. In generale, problemi intrattabili ri-
chiedono quantità di tempo impraticabili anche su input relativamente piccoli,
mentre i problemi trattabili ammettono algoritmi praticabili anche su input
di dimensioni ragionevoli. Potremmo sentirci giustificati nel contestare il fatto
che venga posta una linea che separa il bene dal male nell’esatto punto dove
la abbiamo posta noi. Come abbiamo già detto, un algoritmo N1000 (ragio-
nevole secondo la nostra distinzione, visto che è polinomiale) è peggio di un
irragionevolissimo N ! per tutti gli input più piccoli di 1165, e il punto di non
ritorno è molto più grande se confrontiamo N1000 con la funzione esponenzia-
le 1001N . Ciò nonostante, la maggior parte degli algoritmi irragionevoli sono
davvero inutili, e la maggior parte di quelli polinomiali sono sufficientemen-
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Figura 7.5. Il consumo temporale di alcune soluzioni ipotetiche al problema delle
scimmie (assumendo un’istruzione ogni nanosecondo). Per fare un confronto: il Big
Bang è successo 13− 15 miliardi di anni fa.

te utili da supportare questa distinzione. Infatti, la stragrande maggioranza
degli algoritmi polinomiali per problemi pratici sono dotati di un esponente
che non supera 5 o 6. Nel Capitolo 9 presenteremo prove che dimostrano che
la dicotomia qui presentata è davvero robusta, ancora di più che ignorare le
costanti nella notazione a O grande. 2

Problemi 
intrattabili 

Problemi 
trattabili 

Problemi che non ammettono 
algoritmi ragionevoli 

Problemi che ammettono
algoritmi ragionevoli
(tempo polinomiale)

Figura 7.6. La sfera dei problemi algoritmici: Versione I.

La sfera di tutti i problemi algoritmici può dunque essere divisa in due
grandi classi come mostrato in Figura 7.6. La linea divisoria rappresenta una
delle più importanti classificazioni nella teoria della complessità algoritmi-

2 Esiste un possibile limite a questa robustezza. Ha a che vedere con la relativamente
nuova ed eccitante area della computazione quantistica, discussa nel Capitolo
10, la quale potrebbe possibilmente portare alla trattabilità di problemi che sono
ora intrattabili. Il perché siamo cos̀ı attenti in questo nota di piè di pagina verrà
spiegato quando avremo raggiunto quel punto del libro. Comunque, anche se
dovesse capitare è ancora distante nel futuro, per cui per adesso procederemo con
la nozione che la trattabilità sia robusta e forte.
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ca. Nel Capitolo 8 tracceremo una seconda, e anche più importante, linea
divisoria.

Di nuovo il problema del puzzle delle scimmie

Il problema del puzzle delle scimmie è davvero peggio di qualsiasi altra cosa
abbiamo incontrato fino ad adesso. Richiede una semplice risposta “si/no”, ma
anche con il migliore degli algoritmi, potremmo passare la nostra intera vita
a cercare di risolvere un’istanza molto piccola del problema e non trovare mai
una risposta. Un problema per cui non si conosce alcun algoritmo polinomiale
non è meglio di un problema per cui non si conosce alcun algoritmo. La vera
domanda qui è se non esiste davvero alcuna soluzione ragionevole; in altre
parole, il problema è davvero intrattabile?

Per migliorare la nostra comprensione della situazione, focalizziamo alcuni
aspetti potenzialmente fastidiosi.

1. I computer stanno diventando più veloci di settimana in settimana. Negli
ultimi dieci anni la velocità dei computer è incrementata di un fattore 50.
Una soluzione pratica potrebbe essere trovata semplicemente aspettando
un ulteriore miglioramento nella velocità dei computer.

2. Il fatto che non siamo riusciti a trovare un algoritmo migliore per questo
problema indica la nostra incompetenza nel progettare algoritmi efficienti?
Gli studiosi non dovrebbero passare più tempo cercando di risolvere questo
problema invece di scrivere libri?

3. La gente non ha provato a trovare un limite inferiore esponenziale del
problema, in modo da poter dimostrare che non esiste un algoritmo
ragionevole?

4. Forse l’intera questione non vale la pena, visto che il problema del puzzle
delle scimmie è solo un problema specifico. Potrebbe essere interessante,
ma sicuramente non sembra essere un problema importante.

Funzione 

N 
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2N
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B 

C 
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con i computer 
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1000 volte più veloci

Numero massimo di carte gestibili in un’ora

Figura 7.7. Miglioramenti algoritmici derivati dalla velocizzazione dei computer.
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Sembra esserci del vero in tutti questi punti, ma il seguente esempio insolito
fornisce risposte per ognuno. Prima di tutto, affrontiamo l’obiezione numero
(1). Figura 7.7 mostra che se anche rendessimo il computer 1000 volte più
veloce, un algoritmo 2N per il problema del puzzle delle scimmie riuscirebbe
in un arco di tempo (diciamo, un’ora) a gestire solo circa 10 carte in più di
quanto riesca a fare ora. In contrasto, se l’algoritmo richiedesse un tempo
N potrebbe gestire 1000 volte il numero di carte che è in grado di gestire
ora. Dunque, migliorare la velocità del computer di un fattore costante, anche
se grande, migliorerà s̀ı le cose, ma se l’algoritmo è esponenziale lo farà in
maniera insignificante.

Affrontiamo ora il punto (4) - gli altri due punti verranno trattati impli-
citamente più avanti. Innanzitutto, il problema del puzzle delle scimmie non
è solo. Ci sono altri problemi sulla stessa barca. Inoltre, la barca è grande,
enorme. Il problema del puzzle delle scimmie è solo uno dei circa 1000 diver-
si problemi algoritmici che esibiscono lo stesso fenomeno. Ammettono tutti
soluzioni esponenziali e irragionevoli, e per nessuno di loro sappiamo se ne
esistano altre più ragionevoli. Inoltre nessuno è stato in grado di dimostrare
che richiedono un tempo super-polinomiale. Infatti, i limiti inferiori migliori
che conosciamo per buona parte dei problemi sono O(N), il che vuole dire
che si può pensare (anche se è improbabile) che possano ammettere algoritmi
molto efficienti e lineari.

Come vedremo più avanti, chiameremo questa classe di problemi NPC,
ovvero problemi NP-completi. Il gap algoritmico associato ai problemi NPC
è enorme. I loro limiti inferiori sono lineari, e i loro limiti superiori esponenziali!
La questione non è se spendiamo un tempo lineare o quadratico nel risolverli,
o se abbiamo bisogno di 20 confronti per cercare un numero tra un milione. Il
tutto si risolve alla domanda ultima se possiamo o no risolverli per input anche
ragionevolmente piccoli anche sui computer più grandi e potenti. È tutto qui.
Nella sfera di Figura 7.6 la locazione di questi problemi è sconosciuta, visto
che i loro limiti inferiori e superiori si trovano ai lati opposti della linea.

Ci sono due proprietà addizionali che caratterizzano questa speciale classe
NPC, e che la rendono ancora più straordinaria. Comunque, prima di discu-
terle, dovremmo sottolineare il fatto che la classe NPC contiene una sempre
più grande varietà di problemi che nascono in aree come la ricerca operativa,
l’economia, la teoria dei grafi, la teoria dei giochi, e la logica. Conviene prima
analizzare alcuni di questi problemi.

Problemi di ordinamento bi-dimensionali

Alcuni dei problemi NPC più interessanti sono i problemi che derivano dai
puzzle bi-dimensionali come quello delle scimmie. Altri buoni esempi sono
quei puzzle, a volte regalati sulle linee aree, che hanno delle figure irregolari
che devono essere disposti in modo da formare un rettangolo (si veda Figura
7.8). Il problema decisionale generale chiede se date N figure possono essere
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Figura 7.8. Un puzzle da linea aerea.

disposte a formare un rettangolo, e si trova nella classe NPC. Una ragione
dell’apparente mancanza di una soluzione veloce si basa sull’esistenza di molte
soluzioni parziali che non possono essere estese a formarne una completa. A
volte un problema di disposizione ammette una sola soluzione completa.

Consideriamo i normali puzzle. Potenzialmente non ammettono nessuna
soluzione parziale che non sia parte dell’unica soluzione finale. Aggiungere un
pezzo a un puzzle parzialmente risolto alla fine può risolversi scorrendo tutti
i pezzi non ancora aggiunti fino a trovare l’unico pezzo che ci sta. Questa è
una conseguenza o delle forme uniche dei pezzi, o del carattere eterogeneo
dell’immagine che si deve formare, o di tutti e due. Dunque, come possiamo
facilmente verificare, puzzle di N pezzi che si “comportano bene” possono
essere risolti in un tempo quadratico.

Comunque, chiunque abbia mai faticato con un puzzle che illustra mol-
to cielo, oceano o deserto sa che non tutti i puzzle sono semplici. (In questi
puzzle diversi pezzi possono dare l’idea di stare bene in un posto, e spesso
è necessario disfare pezzi già fatti per ottenere una soluzione completa.) Un
problema algoritmico generale basato su puzzle deve poter gestire tutti i pos-
sibili puzzle in ingresso, inclusi quelli con figure meno eterogenee e i cui pezzi
hanno estremità identiche. Anche il problema generale dei puzzle sta nella
classe NPC. In essenza, è il problema del puzzle delle scimmie o il problema
delle forme irregolari sotto mentite spoglie.

Problemi di ricerca del percorso

Nel Capitolo 4 abbiamo descritto due problemi che avevano a che fare con
strutture di costo minimo in reti di città. Riguardavano, rispettivamente, ap-
paltatori ferroviari pigri (dove si cercava l’albero dall’ampiezza minima) e
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viaggiatori stanchi (dove si cercavano i percorsi minimi). Una rete di città
è un grafo che consiste di N punti (città), e rami a cui associamo costi (le
distanze tra le città). Il comportamento di entrambi gli algoritmi presentati
nel Capitolo 4 è quadratico, e quindi entrambi i problemi sono trattabili.

3
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(Non in scala) Costo totale: 28 

Figura 7.9. Una rete di città e un ciclo minimo per visitarle tutte.

Ecco un altro problema, che a prima vista potrebbe sembrare simile agli
altri due. Ha a che fare con un commesso viaggiatore che deve visitare
tutte le città in una rete prima di tornare al punto di partenza, dove finisce il
suo viaggio. Il problema algoritmico chiede di trovare il percorso più breve in
grado di permettergli un ciclo di tutte le città nel grafo e il cui costo totale
(ovvero, la somma di tutte le distanze percorse e indicate sui rami del grafo)
è minimo. Figura 7.9 mostra una rete di sei città e un ciclo ottimo.

Nella versione “s̀ı/no” gli input includono un numero K, oltre al grafo G
della città, e si chiede se è possibile visitare tutte le città con un costo non
superiore a K. Dunque, per il grafo di Figura 7.9, la risposta sarebbe “s̀ı” se
K fosse 30, ma “no” se fosse 27.

Nonostante la descrizione giocosa, il problema del commesso viaggiatore,
come quello dell’ampiezza minima di un albero o quello del percorso più breve,
non è un esempio giocattolo. Sono molto comuni varianti nel mondo della
progettazione di reti telefoniche e di circuiti integrati, nella pianificazione di
linee di costruzione, e nella programmazione di robot industriali, per citarne
solo alcuni. In tutti questi esempi, l’abilità di trovare tour poco costosi sui
grafi può essere cruciale.

Ancora una volta, è facile trovare una soluzione banale esponenziale del
problema. Basta considerare tutti i possibili tour, e fermarsi e rispondere
“s̀ı” se il costo di un tour non è superiore a K, o fermarsi e dire “no” se
sono stati considerati tutti i tour possibili e nessuno di questi ha avuto un
prezzo inferiore o uguale a K. Si tratta di un algoritmo O(N !). (Perché?)
Ancora una volta, il caso in cui N è uguale a 25 è senza speranza, e dobbiamo
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capire che, mentre per un commesso viaggiatore con una valigia di prodotti
25 città potrebbero sembrare molte, nel mondo delle applicazioni reali, come
quelle viste sopra, esso rappresenta un numero irrisorio. Il problema è che
il problema del commesso viaggiatore è NPC, rendendolo irrisolvibile nella
pratica, per quanto ne sappiamo.

(a) (b) 

Senza l’arco aggiunto non possiede 
percorsi hamiltoniani 

Un percorso hamiltoniano 

Figura 7.10. Percorsi hamiltoniani.

Vale la pena considerare brevemente altri problemi di ricerca di percorso.
Vediamo cosa succede quando ignoriamo del tutto la lunghezza dei rami. Dato
un grafo che consiste di nodi e rami, possiamo semplicemente chiedere se esiste
un percorso qualsiasi che passa su tutti i nodi esattamente una volta. Percorsi
di questo tipo vengono detti hamiltoniani. La Figura 7.10(a) mostra un
grafo che non possiede percorsi hamiltoniani, mentre la Figura 7.10(b) mostra
come l’aggiunta di un singolo ramo possa cambiare la situazione. Anche se a
prima vista pare molto più semplice, anche questo problema è NPC. Esiste
un semplice algoritmo esponenziale che controlla tutti gli N ! percorsi, alla
ricerca di uno che tocchi tutti i nodi, ma nessuno sa se esiste una soluzione
polinomiale.

Curiosamente, se siamo alla ricerca di un percorso che deve passare su
tutti i rami esattamente una volta, piuttosto che su tutti i nodi, la storia è
decisamente diversa. Questi percorsi vengono detti euleriani, e Figura 7.11
è l’analoga euleriana della Figura 7.10. A prima vista sembra non esserci una
strategia migliore per trovare un percorso euleriano che controllare tutti i
percorsi possibili. (Nel caso peggiore ce ne sono (N2)!. Perché?) Invece una
soluzione polinomiale semplice ma piuttosto furba del problema fu trovata nel
1736 dal grande matematico svizzero Eulero. La soluzione è ottenuta mostran-
do che un grafo contiene un percorso euleriano quando soddisfa le seguenti
due proprietà: (1) è connesso (ovvero, ogni punto è raggiungibile da qualsiasi
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Senza l’arco aggiunto  
non possiede percorsi euleriani 

Un percorso euleriano 

(a) (b) 

Figura 7.11. Percorsi euleriani.

altro punto), e (2) il numero di rami collegati a un qualsiasi nodo (eccetto
al più due nodi) è pari. Secondo questa osservazione basta controllare che un
grafo in ingresso soddisfi queste due proprietà. Controllare la seconda è ba-
nale, mentre per la prima si può dimostrare che esiste un algoritmo veloce,
lineare nel numero di rami.

Problemi di schedulazione e di abbinamento

Molti problemi NPC hanno a che fare, in un modo o nell’altro, con la sche-
dulazione o l’abbinamento. Per esempio, supponiamo che ci vengano dati
gli orari in cui ciascuno di N insegnanti è libero, e il numero di ore che devono
essere assegnate a ciascuna di M classi. In aggiunta, ci vengono date anche
il numero di ore che ciascun insegnante deve dedicare a ciascuna classe. Il
problema degli orari chiede se è possibile abbinare insegnanti, classi e ore
in modo che vengano soddisfatti tutti i requisiti, in modo che non ci siano
due insegnanti che insegnano alla stessa classe nello stesso orario, e che non
ci siano due classi che aspettano lo stesso insegnante nello stesso orario.

Il problema degli orari appartiene anch’esso alla classe NPC. Altri problemi
di abbinamento nella classe NPC hanno a che fare con il carico di camion
dalle capacità differenti (a volte detto il problema del carico merci), o con
l’assegnamento di studenti alle camere dei dormitori in modo da soddisfare
determinati requisiti.

Bisogna enfatizzare che ci sono altri problemi di schedulazione e abbina-
mento che sono invece trattabili, cos̀ı come per i problemi di disposizione, di
ricerca di percorso, e cos̀ı via.
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Determinare la verità logica

Uno dei problemi NPC più conosciuti ha a che fare con il determinare la ve-
rità o la falsità di affermazioni scritte in un formalismo logico detto calcolo
proposizionale. In questo linguaggio possiamo combinare simboli che rap-
presentano asserzioni elementari per creare asserzioni più complesse mediante
l’uso dei connettivi logici & (“e”), ∨ (“o”), ∼ (“negato”), e → (“implica”).
Quindi, per esempio, l’affermazione:

∼(E → F ) & (F ∨ (D →∼E)) ,

indica che (1) non è vero che la verità di E implica la verità di F , e (2)
che o F è vero o la verità di D implica la falsità di E.

Il problema algoritmico chiede di determinare la soddisfacibilità di que-
ste affermazioni. In altre parole, data un’affermazione come input, vogliamo
sapere se è possibile assegnare “vero” o “falso” alle affermazioni elementari in
essa contenute, in modo che l’intera affermazione sia vera. Un assegnamento
dei valori di verità alle affermazioni di base viene detto assegnamento di
verità. In questo esempio, possiamo decidere che E è vero ma F no, in modo
che E non possa implicare F . Inoltre (2) è vero, nonostante la falsità di F , in
virtù della falsità di D. 3 Dunque, l’affermazione di esempio è soddisfacibile.
Si invita il lettore a verificare che la seguente affermazione:

∼((D & E) → F ) & (F ∨ (D → ∼E))

è insoddisfacibile; non c’è modo di assegnare valori di verità a D, E, e F
in modo da rendere l’affermazione vera.

Non è molto difficile trovare un algoritmo esponenziale per il problema
della soddisfacibilità, dove N è il numero di asserzioni elementari presenti
nell’asserzione globale. Basta provare tutti i possibili assegnamenti di verità,
che sono 2N (come mai?), ed è facile testare la verità della formula rispetto
a uno di questi assegnamenti in un tempo che è polinomiale in N . Di conse-
guenza, l’intero algoritmo esegue in un tempo esponenziale. Sfortunatamente,
il problema della soddisfacibilità per il calcolo proposizionale è anch’esso NPC,
e l’algoritmo esponenziale è il migliore risultato conosciuto. È impossibile, per
quanto ne sappiamo adesso, controllare algoritmicamente se delle asserzioni
anche piccole possono essere vere.

Colorare cartine e grafi

Nel Capitolo 5 abbiamo descritto il teorema dei quattro colori, che dimostra
che qualsiasi cartina geografica può essere colorata usando solo quattro colori
3 Un’asserzione falsa implica qualsiasi cosa. L’affermazione “se sono un alligatore
intelligente allora lo sei anche tu” è vera in virtù del fatto che io non sono un
alligatore, indipendentemente da cosa tu sia.
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in modo che non ci siano paesi adiacenti che usano lo stesso colore (si veda
Figura 5.11). Ne segue che il problema algoritmico di determinare se una
cartina possa essere colorata con quattro colori è banale: per qualsiasi cartina
data in ingresso la risposta è semplicemente “s̀ı”. Lo stesso problema, ma con
soli due colori, è anch’esso abbastanza facile. Una cartina può essere colorato
con due colori quando non contiene alcun punto dove si incontrano un numero
dispari di paesi (perché?), e questa proprietà è facile da verificare.

Si noti che il numero di colori non è preso come parte degli input. Stiamo
discutendo problemi algoritmici ottenuti fissando a priori il numero di colori
consentiti, e chiedendo se una cartina possa essere colorata usando esatta-
mente quel numero di colori. Come abbiamo visto, i casi con due o quattro
colori sono banali. Il caso interessante è quello rappresentato da tre colori.
Determinare se una cartina può essere colorata usando solo tre colori è NPC,
il che vuol dire che conosciamo solo soluzioni irragionevoli, rendendo il proble-
ma irrisolvibile nella pratica a meno di cartine con un numero di paesi molto
ridotto.

Un problema che ha a che vedere con questo è quello della colorazione dei
grafi. La regola è simile a quella della colorazione delle cartine eccetto che i
nodi (i punti nel grafo) giocano il ruolo dei paesi. Non ci devono essere due
nodi vicini (ovvero, connessi da un ramo) dello stesso colore. A contrario delle
cartine geografiche, la cui planarità restringe i modi in cui le nazioni possono
essere confinanti, qualsiasi nodo in un grafo può essere collegato a qualsiasi al-
tro. È facile costruire grafi che richiedono un grosso numero di colori. Un grafo
contenete K nodi, ognuno connesso a tutti gli altri, chiaramente richiede K
colori. Un grafo cos̀ı composto viene detto un cricca. Il problema algoritmico
chiede il numero minimo di colori richiesti per colorare un grafo che viene
passato in ingresso. La versione “s̀ı/no”, che chiede se un grafo può essere
colorato con K colori, dove K è un parametro dato in ingresso, è anch’esso
NPC, e quindi non si sa se esiste una soluzione ragionevole. Siccome la versio-
ne originale è almeno difficile quanto quella “s̀ı/no” (perché?), non sappiamo
se è risolvibile in un tempo ragionevole.

Certificati brevi e monete magiche

Tutti questi problemi NPC sembrano richiedere, per via della loro natura,
uno studio di abbinamenti, assegnamenti, disposizioni, o colorazioni parziali,
da cui cercare di estendere il risultato nella speranza di trovare una soluzione
completa. Quando non si riesce ad estendere una soluzione parziale è necessa-
rio fare back-tracking (ovvero, diventaè necessario tornare sui propri passi);
in pratica dobbiamo disfare alcune cose già fatte, in modo da prepararci a un
nuovo tentativo. Se questo processo viene fatto in maniera attenta non viene
ignorata alcuna soluzione possibile, anche se richiede un tempo esponenziale
nel caso pessimo.
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Dunque, dato un input a un problema NPC, appare essere estremamente
difficile dire se la risposta alla domande del problema sia un “s̀ı” o un “no”.
Ciò nonostante è interessante che in tutti questi problemi se la risposta è “s̀ı”
c’è sempre un modo facile di convincere qualcuno che ciò sia vero. È come se ci
fosse un cosiddetto certificato che contiene prove conclusive del fatto che la
risposta è effettivamente “s̀ı”. Inoltre, questo certificato può essere sempre reso
ragionevolmente corto. La sua dimensione è sempre limitata da un polinomio
in N . (Infatti, il più delle volte è lineare in N .)

Per esempio, come abbiamo già discusso, sembra estremamente difficile
dire se un grafo contiene un percorso hamiltoniano, o se contiene un percorso
la cui lunghezza è non superiore a un numero K. D’altra parte, se un tale
percorso esiste esso può essere mostrato (come in Figure 7.9 e 7.10) e si può
facilmente verificare se è effettivamente un percorso che rispetta quei vincoli.
Dunque risulta essere un’eccellente dimostrazione del fatto che la risposta è
“s̀ı”. Allo stesso modo, anche se è difficile trovare un assegnamento di verità
che soddisfi un’asserzione scritta in calcolo proposizionale, è molto sempli-
ce certificare la sua soddifacibilità semplicemente esibendo un assegnamento
che la soddisfa. Inoltre, è facile verificare in un tempo polinomiale che questo
particolare assegnamento va bene. In modo del tutto simile, esibire una dispo-
sizione valida delle carte del puzzle delle scimmie serve come prova conclusiva
del problema algoritmico che risponde “s̀ı” quando applicato a un dato puzz-
le. Anche qui, la validità della disposizione (colori e abbinamenti) può essere
verificata facilmente in un tempo polinomiale.

Scoprire se un problema NPC dice “s̀ı” a un ingresso è dunque difficile,
ma certificarlo una volta che lo dice è facile

C’è un altro modo per descrivere questo fenomeno. Assumiamo di avere
una moneta magica, da usare nel processo di back-tracking appena descritto.
Quando è possibile estendere il problema in due modi (ad esempio, quando
due carte con le scimmie possono essere validamente poste in una posizione
vuota, o si può assegnare sia “vero” che “falso” al prossimo simbolo), si tira
la moneta e la scelta viene fatta di conseguenza. Comunque, la moneta non
cade in maniera casuale; possiede la capacità magica di indicare la possibilità
migliore. Questa moneta sceglierà sempre una strada che porta a una soluzione
completa, se esiste una soluzione completa. (Se entrambe le strade portano a
una soluzione completa, o se nessuna delle due lo fa, la moneta si comporta
esattamente come una moneta casuale.)

Tecnicamente, diciamo che gli algoritmi che usano tali monete magiche so-
no non-deterministici, nel senso che riescono sempre a “indovinare” quale
delle possibilità è meglio, piuttosto che usare una procedura deterministi-
ca per attraversarle tutte. In qualche modo riescono sempre a fare la scelta
giusta. Chiaramente, se si permettesse agli algoritmi di usufruire di questo
non-determinismo magico forse si riuscirebbe a migliorare la soluzione di certi
problemi algoritmici, visto che si risparmierebbe il tempo necessario a gestire
tutte le possibilità. Per i problemi NPC questi miglioramenti non sarebbe-
ro marginali: ogni problema NPC possiede un algoritmo non-deterministico
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polinomiale. Questo fatto può essere dimostrato mostrando che i certificati
“corti”, di cui sopra, corrispondono direttamente alle esecuzioni polinomiali
“magiche”; tutto quello che dobbiamo fare è seguire le istruzioni della moneta
magica e quando abbiamo un candidato di soluzione completa controllare se
è valida. Siccome la moneta indica sempre la possibilità migliore, possiamo
in tutta sicurezza dire “no” se il candidato viola le regole. Infatti, la moneta
avrebbe trovato una soluzione valida se fosse esistita.

Dunque, i problemi NPC sono apparentemente intrattabili, ma diventano
“trattabili” usando il non-determinismo magico. Questo spiega parte dell’acro-
nimo NPC: la N e il P indicano “Nondeterministic Polynomial-time” (ovvero,
tempo polinomiale non-deterministico), il che vuol dire che un problema è NP
se ammette un certificato breve. Cercheremo ora di spiegare la C, che significa
“Complete” (ovvero, completo).

NP-completezza: stare in piedi insieme o cadere insieme

Oltre ad accettare soluzioni deterministiche che hanno bisogno di un tempo
irragionevole per terminare, e soluzioni magiche “non -deterministiche” che
hanno bisogno di un tempo invece ragionevole, i problemi NPC hanno un’altra
proprietà rimarchevole. Il destino di ognuno di essi è inevitabilmente legato
a quello di tutti gli altri. O tutti i problemi NPC sono trattabili, o nessuno
di essi lo è! Il termine “complete” (ovvero, completo) viene utilizzato per
indicare questa proprietà, cos̀ı che sono noti, come abbiamo detto, con il nome
di problemi NP-completi.

Approfondiamo questa affermazione. Se qualcuno dovesse trovare un al-
goritmo polinomiale per un qualsiasi problema NP-completo, ci sarebbero
immediatamente algoritmi polinomiali per ciascuno di essi. Questo implica
anche che se qualcuno dovesse dimostrare che per un problema esiste un li-
mite inferiore che è esponenziale, e che quindi non è risolvibile in un tempo
polinomiale, seguirebbe immediatamente che nessun problema può avere una
soluzione polinomiale. In termini della Figura 7.6 non si sa a quale lato del-
la linea i problemi NP-completi appartengono, si sa invece che appartengono
tutti allo stesso lato.

Si tratta di solidarietà estrema, e non è una congettura - è stato dimostrato:
tutti i problemi NP-completi stanno in piedi o cadono insieme. Semplicemente
non sappiamo quale delle due sia. Parafrasando il coraggioso Duca di York
potremmo dire:

E quando sono su sono su
E quando sono giù sono giù
E siccome non possono essere a metà strada
sono o giù o su

Come possiamo dimostrare un’affermazione cos̀ı forte? Ricordiamoci che
ci sono circa 1000 problemi che si sanno essere NP-completi!
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Il concetto usato per stabilire il fatto è quello di riduzione a tempo poli-
nomiale. Dati due problemi NP-completi una riduzione a tempo polinomiale
è un algoritmo che esegue in tempo polinomiale, e che riduce un problema
all’altro, nel seguente senso. Se qualcuno arriva con un input X per il primo
problema e chiede una risposta si o no, usiamo l’algoritmo per trasformare X
in un input Y per il secondo problema, in modo che la risposta del secondo
problema con input Y sia precisamente la risposta del primo con input X.

1
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1 1

Un percorso hamiltoniano 

G T 

Il problema del commesso viaggiatore; 
un ciclo di lunghezza 6

Figura 7.12. Riduzione da un problema di percorsi hamiltoniani a un problema di
commesso viaggiatore.

Per esempio, è molto facile ridurre il problema del percorso Hamiltonia-
no al problema del commesso viaggiatore.4 Dato un grafo G con N nodi, si
costruisce una rete per il commesso viaggiatore T nel seguente modo. I nodi
di T sono esattamente gli stessi nodi di G, ma si disegnano rami tra tutti le
possibili coppie di nodi, assegnando un costo di 1 a un ramo già presente nel
grafo di partenza e 2 a un ramo che prima non esisteva. Figura 7.12 illustra
questa trasformazione. Non è difficile vedere che T ha un ciclo per il com-
messo viaggiatore di lunghezza N + 1 o meno (passando una volta per ogni
nodo) se G contiene un percorso hamiltoniano. Dunque, per rispondere alla
domanda se esiste un percorso hamiltoniano, basta prendere G ed eseguire la
sua trasformazione in T . Poi possiamo chiederci se T possiede un ciclo per il
commesso viaggiatore che non è più lungo di N + 1, dove N è il numero di
nodi in G. La risposta alla prima domanda su G è “s̀ı” quando la risposta alla
seconda domanda su T è “s̀ı”. Si noti anche che per eseguire la trasformazione
è sufficiente un tempo polinomiale.

4 Prendiamo la versione del commesso viaggiatore che impedisce che il ciclo passi
sui nodi più di una volta.
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Figura 7.13. Come usare la riduzione di Figura 7.12.

Perché ciò ci interessa? Perché è stato dimostrato che, in termini di trat-
tabilità, il problema del percorso hamiltoniano non è peggio del problema del
commesso viaggiatore; se il secondo ha una soluzione ragionevole allora la ha
anche il primo. Figura 7.13 illustra come la riduzione venga usata per otte-
nere un algoritmo ragionevole per il percorso Hamiltoniano a partire da un
(ipotetico) algoritmo ragionevole per il commesso viaggiatore.

Arriviamo dunque al punto che stabilisce il destino comune dei problemi
NP-completi: ogni problema NP-completo è riducibile polinomialmente a ogni
altro problema NP-completo! Di conseguenza, la trattabilità di uno implica la
trattabilità di tutti, e l’intrattabilità di uno implica l’intrattabilità di tutti.
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È interessante il fatto che per stabilire se un nuovo problema R è NP-
completo non dobbiamo costruire riduzioni tra R e tutti gli altri problemi
NP-completi. È sufficiente, infatti, ridurre polinomialmente R a un singolo
problema che si sa già essere un problema NP-completo, diciamo Q, e ridurre
un altro problema (eventualmente lo stesso), diciamo S, a R. La prima delle
riduzioni mostra che, in termini di trattabilità, R non può essere peggio di Q,
mentre la seconda mostra che non può essere meglio di S. Dunque, se Q è trat-
tabile allora lo è anche R, e se R è trattabile allora lo è anche S. Ma siccome Q
e S sono entrambi NP-completi, stanno in piedi o cadono insieme, dunque an-
che R sta in piedi o cade con loro, il che implica la sua NP-completezza. Segue
che una volta che conosciamo un problema NP-completo possiamo dimostrare
che lo sono anche gli altri, usando la riduzione due volte per ogni nuovo pro-
blema. In pratica si esegue solo la seconda delle due. Per stabilire che R non
può essere peggio dei problemi NP-completi, ovvero che sta nella classe dei
problemi NP, è solitamente più facile esibire un certificato breve o un algorit-
mo magico polinomiale non-deterministico invece che ridurre esplicitamente
R a un problema NP-completo noto. Inoltre, per dimostrare che R è completo
in NP non abbiamo necessariamente bisogno di un problema precedentemente
mostrato essere NP-completo. Possiamo invece usare un argomento generale
per cui ogni problema nella classe NP può essere polinomialmente ridotto a
R.

Ora, ovviamente tutto ciò deve avere avuto un’origine; ci deve essere stato
un primo problema che è stato dimostrato NP-completo. Infatti nel 1971 il
problema della soddisfacibilità del calcolo proposizionale fu dimostrato esse-
re NP-completo, fornendo cos̀ı l’inizio delle dimostrazioni di completezza dei
problemi NP. Il risultato, noto come Teorema di Cook, viene considerato
uno dei risultati più importanti della teoria della complessità algoritmica. La
sua dimostrazione si basa su concetti che discuteremo nel Capitolo 9.

Ridurre arance a mele

Le riduzioni polinomiali tra problemi NP-completi possono essere più sottili
di quella appena mostrata. Mentre non è chiaro cosa possono avere in comune
gli orari e i puzzle delle scimmie, sappiamo che ci deve essere una possibile ri-
duzione tra i due, visto che sono entrambi NP-completi. Siccome un problema
nuovo richiede solo una riduzione in ciascuna direzione, spesso la riduzione
meglio conosciuta tra due problemi consiste in una catena di riduzioni che
porta attraverso diversi altri problemi NP-completi.

Non avrebbe senso tediare il lettore con uno dei casi davvero difficili, quindi
ecco un esempio di una riduzione che non è troppo difficile ma che allo stesso
tempo non è banale. Mostriamo come ridurre il problema del colorare una
cartina con tre colori a quello della soddisfacibilità del calcolo proposizionale.
Ciò stabilisce che il primo non può essere peggio, in termini di trattabilità,
del secondo. Specificatamente, dobbiamo descrivere un algoritmo che prende
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come input la descrizione di una cartina M e produce un’affermazione propo-
sizionale F , in modo che M può essere colorato con tre colori se e solo se F è
soddisfacibile. Inoltre, l’algoritmo deve poter eseguire in un tempo polinomia-
le, il che implica, tra le altre cose, che il numero di simboli nella formula F
deve essere al massimo polinomialmente più grande del numero di paesi nella
cartina M .

Sia M una cartina che comprende i paesi C1, . . . , CN . Descriveremo l’affer-
mazione F , e mostreremo che la sua dimensione è polinomiale in N . Il lettore
dovrebbe riuscire a vedere facilmente come questo possa essere convertito in
un algoritmo polinomiale generale che funziona per ogni M .

• Assumendo che i tre colori siano R, G, e Y (rosso, verde e giallo), l’affermazione
F ha a che vedere con 3N asserzioni di base, una per ogni combinazione di colore
e paese. L’asserzione “CI -è- Y ”, ad esempio, significa che ce il paese CI viene
colorato di giallo. Costruiamo F ponendo in “and” due parti.

La prima parte asserisce che ogni paese è colorato con esattamente uno dei
tre colori, nè di più nè di meno. Essa consiste nel porre in “and” le seguenti
sotto-affermazioni per ogni paese CI :

((CI−e ′−R & ∼CI−e ′−B & ∼CI−e ′−G)
∨ (CI−e ′−B & ∼CI−e ′−R & ∼CI−e ′−G)
∨ (CI−e ′−G & ∼CI−e ′−B & ∼CI−e ′−R))

il che vuol dire che CI è colorato di rosso e non di blu o giallo, oppure di blu e
non di rosso o giallo, oppure di giallo e non di blu o rosso. La seconda parte è
ottenuta identificando tutte le coppie di paesi CI e CJ che sono adiacenti sulla
cartina M , e nel porre in “and” le seguenti sotto-affermazioni per ogni coppia,
che asseriscono che i due paesi non sono colorati con lo stesso colore:

∼((CI−e ′−R& CJ−e ′−R)
∨ (CI−e ′−B & CJ−e ′−B)
∨ (CI−e ′−G& CJ−e ′−G)) .

il che vuol dire che non è mai il caso che sia CI che CJ siano entrambi colorati
di rosso, di blu o di giallo.

Quanto è lunga l’affermazione F? La prima parte è lineare inN , siccome contiene
una sotto-affermazione dalla lunghezza fissa per ogni paese CI . La seconda non
è peggio che quadratica in N , siccome contiene una sotto-affermazione dalla
lunghezza fissa per ogni paia di paesi confinanti I e J , e non ci possono essere
più di N2 paia. Dunque, F è chiaramente polinomiale in N .

Rimane da dimostrare che F è soddisfacibile se e solo se M può essere colorato
con tre colori. Per dimostrare ciò, procediamo lungo due direzioni. Se M è co-
lorabile con tre colori usando uno schema S (il quale si può assumere abbia a
che fare con i colori rosso, blu e giallo), possiamo soddisfare F semplicemente
assegnando “vero” all’asserzione elementare CI -è-X se lo schema prevede che il
paese CI venga colorato con il colore X, e “falso” altrimenti. È facile vedere che
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tutte le parti di F sono dunque soddisfatte. Dall’altra parte se F è soddisfatto
mediante un qualche assegnamento di verità S, allora M può essere colorato con
tre colori assegnando il colore X al paese CI quando l’assegnamento S assegna
il valore “vero” all’asserzione CI − e′ − X. La costruzione di F garantisce che
ogni paese è colorato con esattamente un colore, e che non ci sono conflitti. Ciò
conclude la riduzione.

P è equivalente a NP?

Cos̀ı come NP indica la classe di problemi che ammettono algoritmi polino-
miali non-deterministici, P indica la classe di problemi che abbiamo fin’ora
indicato come trattabili; ovvero quelli che ammettono algoritmi polinomiali.
La classe di problemi che abbiamo discusso a lungo, quelli NP-completi, sono
i problemi “più difficili” nella classe NP, nel senso che ci sono riduzioni poli-
nomiali da ogni problema in NP a ciascuno di essi. Se uno di questi risulta
essere facile, ovvero in P, allora tutti i problemi in NP sono sono anche in P.
Ora, siccome P ovviamente è parte di NP (perché?) la questione diventa se P
è equivalente a NP o no.

Il problema P = NP?, come viene chiamato, è rimasto aperto fino da
quando è stato posto nel 1971, ed è indubbiamente uno dei problemi irrisol-
ti più difficili dell’informatica. È sicuramente quello più intrigante. O tutti
questi problemi interessanti e importanti possono essere risolti in maniera ra-
gionevole da un computer, o nessuno di loro può. Molti dei ricercatori teorici
più talentuosi hanno lavorato al problema, ma senza successo. Molti credono
che P e NP non siano equivalenti, e che i problemi NP-completi siano per loro
natura intrattabili, ma nessuno lo sa con certezza. In ogni caso, mostrare che
un problema algoritmico è NP-completo viene riconosciuto come una prova
forte della sua probabile intrattabilità.

Ci sono problemi che sono stati mostrati essere in NP che non si sa se sono
NP-completi o in P. Per molti anni l’esempio più conosciuto fu il test per capire
se un numero era primo, in cui ci si chiedeva se avesse altri fattori (numeri
che la dividono senza resto) che non fossero 1 e se stesso. Se il problema viene
parafrasato nella forma in cui ci si chiede se un numero non è primo, esiste un
certificato breve nel caso in cui la risposta è “s̀ı” (ovvero, che il numero non
è primo). Il certificato consiste semplicemente in un fattore che non è nè 1
nè il numero stesso. Controlliamo che sia effettivamente un fattore eseguendo
una semplice divisione. Dunque il problema di un numero che non è primo
è evidentemente in NP. Dall’altra parte, se il problema chiede se il numero è
primo, è ben lontano dall’essere evidente che esiste un certificato breve. 5 Ciò
nonostante, quasi 30 anni fa si riusc̀ı a dimostrare che anche questo problema

5 Nei problemi di teoria dei numeri, la dimensione del numero in ingresso non è
il numero stesso ma, piuttosto, la sua lunghezza in cifre, che è nell’ordine del
logaritmo del numero.
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era in NP. Però, cos̀ı come per tutti i problemi che sono in NP ma non si sa se
sono in P, rimase la possibilità che il problema potesse risultare intrattabile.

La grossa sorpresa è che il problema del numero primo è effettivamen-
te in P. Poco prima che questa edizione del libro fosse completata, è stato
scoperto un algoritmo polinomiale per il problema del test di primalità (chia-
mato l’algoritmo AKS, dalle iniziali dei suoi autori), chiudendo cos̀ı uno dei
problemi più interessanti dell’algoritmica. I Capitoli 11 e 12 conterranno mag-
giori dettagli sui numeri primi e la loro rilevazione, cos̀ı come alcune questioni
riguardanti la loro centralità e importanza nell’algoritmica.

Soluzioni imperfette a problemi NP-completi

Molti problemi decisionali NP-completi sono versioni “si/no” di problemi che
spesso sono detti di ottimizzazione combinatoria. Il problema del com-
messo viaggiatore ne è un buon esempio. Chiaramente, il problema di trovare
un tour ottimo non può essere trattabile se non è trattabile la sua versione
decisionale, visto che una volta che abbiamo trovato un tour ottimo possiamo
facilmente controllare se la sua lunghezza complessiva è non maggiore di un
numero dato K. Per questo motivo, il problema originale viene detto anch’esso
NP-completo, e dunque, per quanto ci è dato sapere, è intrattabile.

In alcuni casi, però, possiamo risolvere problemi di ottimizzazione in modi
che sono non perfetti, ma comunque di grosso valore. Gli algoritmi progettati
per questo scopo sono genericamente detti algoritmi approssimati, e sono
basati sull’assunzione che in molti casi un tour non proprio ottimo è comunque
meglio che nessun tour, e che un orario con un po’ di violazioni delle regole è
meglio che non avere del tutto un orario.

Un tipo di algoritmo approssimato produce risultati che sono garantiti
essere “vicini” alla soluzione ottima. Per esempio, esiste un algoritmo piuttosto
furbo per una certa versione del problema del commesso viaggiatore (dove si
assume che il grafo rappresenti una cartina realistica bi-dimensionale) che
esegue in un tempo cubico e produce un tour che è garantito essere non più
lungo di 1.5 volte il tour ottimo (che rimane sconosciuto). Questa garanzia,
ovviamente, è basata su una rigorosa dimostrazione matematica. In realtà
esiste un algoritmo molto meno sofisticato che garantisce un tour che non è
più lungo di due volte il tour ottimo, e che il lettore potrebbe volere cercare di
costruire. Si basa sul trovare l’albero dall’ampiezza minima (vedasi i Capitoli
4 e 6) e nell’attraversarlo passando su ogni ramo due volte. (Perché il tour
non può essere più lungo di due volte quello ottimo?)

Un altro approccio all’approssimazione fornisce soluzioni che non sono ga-
rantite essere all’interno di una certa distanza dalla soluzione ottima, ma che
sono quasi sempre vicine all’ottimo. In questi casi l’analisi è simile a quella
che viene fatta per la performance nel caso medio degli algoritmi, e spesso
hanno a che fare con teorie probabilistiche. Per esempio, esiste un algoritmo
rapido per il problema del commesso viaggiatore che per alcuni grafi potrebbe



7 Inefficienza e intrattabilità 217

fornire tour molto più lunghi di quello ottimo. Comunque, nella stragrande
maggioranza dei casi l’algoritmo fornisce risultati molto vicini a quello ottimo.
Questo particolare algoritmo si basa su una euristica, ovvero, su una regola
approssimativa, secondo la quale il grafo viene primo partizionato in molti
aggregati locali contenenti pochi nodi. Poi si cerca il tour ottimo all’interno
di ciascuno di questi, e poi vengono combinati in un tour globale usando un
metodo simile all’algoritmo greedy per il problema dell’albero dall’ampiezza
minima.

I problemi NP-completi hanno sempre algoritmi approssimati rapidi? Se
siamo disposti a essere flessibili nei nostri requisiti di ottimalità, possiamo es-
sere sicuri di avere successo? Bene, questa è sicuramente un domanda difficile.
La gente aveva cullato speranze che potenti algoritmi approssimati potessero
essere trovati per buona parte dei problemi NP-completi anche senza sapere la
risposta alla domanda sull’equivalenza tra P e NP. La speranza era che sarem-
mo riusciti ad avvicinarci al risultato ottimo anche se il vero ottimo rimanesse
al di fuori della nostra portata. In anni recenti, comunque, questa speranza
è lentamente svanita per via della scoperta di altre cattive notizie: per molti
problemi NP-completi (non tutti) le approssimazioni risultano essere compli-
cate quanto le soluzioni complete! È stato dimostrato che trovare un buon
algoritmo approssimato per uno qualsiasi di questi problemi è equivalente a
trovare una soluzione non approssimata. 6

Ciò ha la seguente conseguenza. Trovare una buona approssimazione per
uno di questi problemi NP-completi è abbastanza per rendere tutti i problemi
NP-completi trattabili; ovvero, stabilirebbe che P = NP. Posto al contrario,
se P non fosse equivalente a NP non solo i problemi NP-completi non avreb-
bero buone soluzioni complete, ma molti di loro non ammetterebbero neanche
buone approssimazioni!

Come esempio, si consideri il problema che chiede il numero minimo di
colori necessari per colorare un grafo arbitrario. Siccome questo problema
è NP-completo i ricercatori hanno cercato un algoritmo approssimativo che
potesse avvicinarsi al numero ottimo in una quantità di tempo polinomiale.
Quindi forse c’è un metodo, il quale, dato un grafo trova un numero che non è
mai il 10% o il 20% più grande del numero minimo di colori necessari a colorare
la rete. Bene, risulta che questo è difficile quanto trovare il numero vero. È
stato mostrato che se un qualsiasi algoritmo polinomiale è in grado di trovare
una colorazione che dista non più di un fattore costante dal numero minimo di
colori necessari a colorare un grafo, allora esiste un algoritmo polinomiale per
il problema originale in cui si cerca il numero stesso. Ciò porta alla conclusione
appena descritta: scoprire una buona approssimazione per colorare i grafi è
difficile quanto dimostrare che P = NP .

6 Questi risultati hanno a che vedere con la recente (e potente) caratterizzazione
di NP in termini di interazioni probabilistiche, le quali verranno discusse nel
Capitolo 12.
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Problemi che possono essere dimostrati essere
intrattabili

Nonostante la nostra incapacità di trovare soluzioni ragionevoli ai numerosi
problemi NP-completi, non siamo sicuri che tali soluzioni non esistano; per
quanto ne sappiamo i problemi NP-completi potrebbero avere soluzioni po-
linomiali molto efficienti. Bisogna rendersi conto, però, che molti problemi
(anche se non quelli NP-completi) sono stati dimostrati essere intrattabili,
e questi non si limitano a quelli (come le Torri di Hanoi) i cui output sono
irragionevolmente lunghi. Ecco alcuni esempi.

Verso la fine del Capitolo 1 abbiamo discusso il problema di decidere se,
data una configurazione di una scacchiera, si potesse garantire una strategia
di successo per i bianchi. Come si sarà reso conto il lettore, l’albero di gioco
per gli scacchi cresce esponenzialmente. In altre parole se fissiamo una configu-
razione iniziale per la radice dell’albero, e ogni nodo si sviluppa verso il basso
in modo da riflettere tutte le possibili prossime configurazioni, la dimensio-
ne della profondità dell’albero, in generale, diventa esponenziale. Se vogliamo
guardare alle N giocate successive dovremmo considerare KN configurazioni,
per un numero fissato K maggiore di 1.

Questo fatto non significa che gli scacchi, come gioco, siano intrattabi-
li. Infatti, siccome ci sono solo un numero finito di configurazioni possibili
nell’intero gioco (anche se un numero molto grande) il problema di trovare
una strategia vincente non è un vero problema algoritmico, per cui possiamo
parlare di un ordine di grandezza di performance. Il problema algoritmico
comunemente associato al gioco degli scacchi ha a che vedere con una sua
versione generalizzata, dove esiste un gioco diverso per ogni N , giocato su un
tabellone di N per N , in cui l’insieme dei pezzi e delle loro mosse è esteso in
modo opportuno. Gli scacchi generalizzati, cos̀ı come la dama generalizzata,
sono stati dimostrati avere un limite inferiore esponenziale. Sono dunque stati
dimostrati essere intrattabili.

Oltre a queste generalizzazioni forzate di giochi che hanno dimensioni fini-
te, esistono altri giochi molto semplici le cui configurazioni iniziali possono
variare d dimensione e che sono stati dimostrati avere un limite inferiore
esponenziale. Uno di questi è il gioco del blocco stradale, in cui giocano
due giocatori, Alice e Bob, su una rete di strade che si intersecano, ognuna
colorata con uno di tre colori. (Le strade possono passare sotto altre.) Certi
incroci sono segnalati come “vince Alice” o “vince Bob”, e ogni giocatore ha
una squadra di automobili che occupano certi incroci. A turno, ogni giocatore
sposta una delle sue macchine su un pezzo di strada, i cui segmenti devono
essere tutti dello stesso colore, fino ad arrivare a un nuovo incrocio, a patto di
non incontrare altre auto strada facendo. Vince chi è il primo a raggiungere
uno degli incroci in cui “vince”.

Il problema algoritmico prende in ingresso la rete, con le auto posizionate a
certi incroci, e chiede se Alice (di cui è il turno) ha una strategia vincente. Figu-
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ra 7.14 mostra una configurazione in cui Alice può vincere, indipendentemente
da quello che fa Bob. (Perché?)

B 

Vince B

Vince B  

Vince A 

Vince A  

A 

A 

B 

Figura 7.14. Una configurazione di incroci in cui Alice può vincere.

Il problema del blocco stradale ha un limite inferiore esponenziale, il che
significa che esiste un numero costante K (più grande di 1) tale per cui qual-
siasi algoritmo in grado di risolvere il problema ci metterà un tempo che cresce
almeno come KN , dove N è il numero di incroci nella rete. In altre parole,
mentre alcune configurazioni potrebbero essere facili da analizzare, non esi-
ste un metodo algoritmo pratico, e non esisterà mai, per determinare se un
giocatore ha una strategia garantita per vincere. Per il migliore algoritmo
che potremmo mai concepire ci saranno sempre configurazioni relativamente
piccole che faranno s̀ı che richieda una quantità di tempo irragionevole.

Dovemmo sottolineare che questi problemi per loro natura esponenziali
non ammettono il tipo di certificato breve ammesso dai problemi NP-completi.
Non solo si può dimostrare che è difficile dire se esiste una strategia vincente
per un giocatore di “blocco stradale” data una configurazione iniziale, è an-
che inaccettabilmente costoso convincere qualcuno che ne esiste uno, qualora
esista.

Un problema di soddisfacibilità dimostrabile intrattabile

Un altro esempio di problema dimostrabile intrattabile ha a che vedere con
la soddisfacibilità logica. Prima abbiamo visto il caso del calcolo proposizio-
nale, un formalismo che ci permette di scrivere affermazioni che consistono di
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combinazioni logiche di asserzioni più basilari. Un insieme di valori di verità
per le asserzioni di base determina il valore di verità dell’intera affermazione.
Un’affermazione scritta in logica proposizionale è dunque “statica” - la sua
verità dipende solo dai valori di verità nel presente dei suoi costituenti. Nel
Capitolo 5 abbiamo discusso brevemente le logiche dinamiche, dove possiamo
usare il seguente costrutto:

after(A,F ) .

dove A è un algoritmo e F un’asserzione, o un’affermazione. Asserisce che
F è vera dopo che è stato eseguito A. In questo caso, ovviamente, la verità
di un’affermazione non dipende più solo dallo stato dei suoi costituenti, ma
anche dallo stato delle cose dopo che sarà eseguito l’algoritmo.

Una versione di logica dinamica, chiamata logica proposizionale di-
namica (o PDL) restringe gli algoritmi, o i programmi, che possono essere
utilizzati all’interno del costrutto after. Devono essere combinazioni di pro-
grammi elementari non specificati. Proprio come possiamo costruire asserzioni
complesse a partire da simboli di asserzione di base, usando ∧,∨,∼, e →, pos-
siamo ora costruire programmi complessi a partire da simboli di programmi di
base usando costrutti di programmazione come la composizione sequenziale,
il salto condizionale e l’iterazione. I programmi e le asserzioni sono poi com-
binati usando il costrutto after. Ciò che segue è un’affermazione scritta in
PDL, la quale afferma che E è falso dopo che i due programmi che si trovano
dentro l’after sono eseguiti in ordine:

after(while E do A end; if E then do B end, ∼E) .

L’affermazione è sempre vera, qualsiasi cosa rappresenti E e indipendente-
mente dai programmi rappresentati da A e B, anche se B potrebbe cambiare
il valore di verità di E. Si incoraggia il lettore a convincersi di questo fatto.

Il problema della soddisfacibilità per il calcolo proposizionale è interessante
perché concerne la fattibilità di ragionare circa frasi logiche di natura statica.
Allo stesso modo, il problema della soddisfacibilità per la PDL è interessante
perché concerne la fattibilità di ragionare su frasi logiche di natura dinamica,
che hanno a che vedere con programmi e le loro proprietà più elementari. Il
problema della soddisfacibilità per il calcolo proposizionale è NP-completo, e
quindi si sospetta che sia intrattabile. Il problema della soddisfacibilità per
la PDL, dall’altra parte, ha un limite inferiore esponenziale, e quindi si sa
che è intrattabile. Non esiste un metodo algoritmico, e non ci sarà mai, che
possa essere utilizzato nella pratica per decidere se una frase PDL possa essere
resa vera. Un qualsiasi algoritmo per forza di cose eseguirà in una quantità di
tempo grande anche nei casi in cui abbiamo frasi di dimensioni molto piccole.

Dovremmo sottolineare che tutti i problemi appena descritti (scacchi, da-
ma, il blocco stradale, e il PDL) ammettono algoritmi esponenziali, per cui
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abbiamo limiti superiori e limiti inferiori che coincidono, e dunque sappia-
mo esattamente quale sia il loro stato di trattabilità; sono tutti problemi
intrinsecamente esponenziali.

Problemi ancora più difficili!

Questo capitolo è basato sull’assunzione che i problemi algoritmici per i quali
i migliori algoritmi che abbiamo sono esponenziali, sono intrattabili. Ci sono
però problemi che sono anche peggio. Tra questi alcuni di quelli più interes-
santi hanno a che vedere con la soddisfacibilità e la determinazione di verità
di formalismi logici ricchi.

Abbiamo già visto il calcolo proposizionale e la PDL, in cui le asserzioni
di base erano semplici simboli come E ed F che potevano assumere valori di
verità. Comunque, quando le affermazioni vengono fatte su oggetti matematici
reali, come i numeri, vogliamo che le asserzioni di base siano più espressive .
Vorremmo essere in grado di scrivere X = 15, o Y + 8 > Z; vorremmo poter
considerare insiemi di numeri o di altri oggetti, e poter parlare di tutti gli
elementi in un insieme; vorremmo poter parlare dell’esistenza di elementi che
godano di determinate propietà, e cos̀ı via. Ci sono numerosi formalismi logici
in grado di soddisfare questi desideri, e possono essere utilizzati per scrivere
la maggior parte dei teoremi matematici, delle congetture e delle affermazioni
interessanti.

È dunque naturale che i ricercatori cerchino metodi efficienti per determi-
nare se le frasi scritte in questi formalismi sono vere; è un modo per stabilire
la verità matematica assoluta. Ora, sappiamo che molto probabilmente non è
possibile determinare la soddisfacibilità del calcolo proposizionale in meno di
un tempo esponenziale visto che il problema è NP-completo, e che in defini-
tiva non è possibile determinare la verità di un’affermazione PDL visto che
il problema è stato dimostrato essere esponenziale. Diversi dei formalismi più
elaborati sono molto peggio.

Si consideri la funzione 22N

che equivale a 2 · 2 · . . . · 2 con 2 che appare 2N

volte. Se N è 5 il valore è ben più di un miliardo, mentre se N è 9 il valore è
molto più grande del numero dei protoni nell’universo conosciuto. La funzione
22N

sta all’irragionevole 2N cos̀ı come 2N sta alla funzione estremamente
ragionevole N . È dunque due volte irragionevole, e viene infatti chiamato
doppia esponenziale. La funzione tripla esponenziale 222N

è definita più
o meno allo stesso modo, cos̀ı come tutte le funzioni esponenziali di K-esimo
grado 22...2N

dove K è il numero di volte che appare 2.
Diversi formalismi sono stati mostrati avere limiti inferiori di tempo dop-

piamente esponenziali. Tra questi c’è una logica conosciuta con il nome di
aritmetica di Presburger, la quale ci permette di parlare di numeri interi,
e variabili i cui valori sono interi positivi. Permette anche l’uso dell’operazione
“+”, e del simbolo “=”. Combiniamo le asserzioni usando gli operatori logici
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del calcolo proposizionale, cos̀ı come i quantificatori existsX e forallX. Per
esempio, la seguente formula afferma che ci sono infiniti numeri pari, dicendo
che per ogni X esiste un numero pari Y che è almeno grande quanto X:

forallX existsY existsZ (X + Z = Y & existsW (W + W = Y )) .

Mentre determinare la verità per l’aritmetica di Presburger è dimostrato
essere doppiamente esponenziale, un altro formalismo, chiamato WS1S, è mol-
to peggio. In WS1S possiamo non solo parlare di interi (positivi), ma anche
di insiemi di interi. Possiamo asserire che l’insieme S contiene un elemento
X scrivendo X ∈ S.

• Ciò che segue è una formula vera scritta in WS1S, la quale afferma che ogni
numero pari è ottenuto aggiungendo 2 a 0 un certo numero di volte.

forallB ((0 ∈ B ∧ forallX (X ∈ B → X + 2 ∈ B))
→ forallY (existsW (Y = W +W ) → Y ∈ B))

Essa asserisce che qualsiasi insieme B, contenente 0, e X+2. Se contiene X deve
contenere tutti i numeri pari.

WS1S è inimmaginabilmente difficile da analizzare. È stato dimostrato che es-
so non ammette alcun algoritmo esponenziale di K-esimo grado, per qualsiasi
K! (Questo è un punto esclamativo, non il segno di fattoriale...) Ciò significa
che per qualsiasi algoritmo A che determina la verità di una formula WS1S
(e tali algoritmi esistono), e per qualsiasi numero K, ci saranno formule di
lunghezza N , per N via via più grandi, che richiederanno che A esegua per
un tempo più lungo di 22...2N

, dove K indica il numero di occorrenze di 2.
In casi cos̀ı devastanti diciamo che il problema decisionale è provato essere
non elementare. Non solo è intrattabile, ma non è neanche doppiamente o
triplamente intrattabile. La sua performance è peggio di qualsiasi esponenzia-
le di K-esimo grado, e potremmo ragionevolmente dire che è illimitatamente
intrattabile.

Quantità irragionevoli di spazio

Anche se avevamo promesso di concentrarci sulla performance temporale, dob-
biamo spendere un momento per contemplare i requisiti di spazio irragionevoli.
Ci sono problemi algoritmici che sono stati dimostrati avere un limite inferiore
di spazio esponenziale. Questo vuol dire che qualsiasi programma in grado di
risolvere il problema richiederebbe, diciamo, 2N celle di memoria su input di
dimensione N . Infatti, può essere dimostrato che una conseguenza dell’avere
un limite inferiore temporale doppiamente esponenziale (come nel caso della
verità dell’aritmetica Presburg) è quello di avere un limite inferiore spaziale
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esponenziale. Allo stesso modo, un limite inferiore temporale non elementa-
re (come quello della verità delle formule WS1S) implica un limite inferiore
spaziale non elementare.

Questi fatti hanno conseguenze importanti. Se un problema ha un limite
inferiore spaziale di 2N , allora per qualsiasi algoritmo ci saranno input di di-
mensioni ragionevoli (per essere precisi, meno di 270) che richiederebbero cos̀ı
tanto spazio per i dati intermedi che se anche ogni bit fosse della dimensione
di un protone l’intero universo non sarebbe sufficiente a contenerlo tutto! La
situazione è chiaramente inimmaginabilmente peggio per limiti spaziali non
elementari.

Ricerca sulle classi di complessità e sull’intrattabilità

A metà degli anni sessanta la gente cominciò a realizzare l’importanza di
ottenere algoritmi polinomiali per i problemi algoritmici, e il significato della
linea divisoria di Figura 7.6. Da allora le questioni e i concetti discussi in questo
capitolo sono stati materia di studio intenso da parte di molti informatici
teorici.

Ogni tanto viene scoperto un algoritmo polinomiale o un limite inferio-
re esponenziale per un problema il cui stato di trattabilità era sconosciuto.
L’esempio recente più impressionante è quello del test dei numeri primi, men-
zionato prima. Un altro è quello del planning lineare, meglio conosciuto come
programmazione lineare. Il planning lineare è un framework generale entro
il quale possiamo definire molti tipi di problemi di pianificazione che nascono
nelle organizzazioni, dove il tempo, le risorse e le necessità personali devono
essere garantiti in maniera efficiente rispetto al costo. Il problema del plan-
ning lineare, dobbiamo dire, non è NP-completo, anche se il migliore algoritmo
che si fosse riusciti a trovare era una procedura esponenziale conosciuto come
metodo del simplesso. Nonostante il fatto che certi input costringevano
il metodo del simplesso ad eseguire per una quantità di tempo esponenziale,
erano piuttosto complessi e tendevano a non capitare in pratica; quando il
metodo veniva utilizzato per problemi reali anche di dimensioni non banali
solitamente si comportava molto bene. Nonostante ciò, non si sapeva se il pro-
blema fosse ufficialmente in P o se esistesse un limite inferiore che dimostrasse
che non lo fosse.

Nel 1979 fu trovato un algoritmo polinomiale ingegnoso per il problema,
ma fu una delusione. Il metodo del simplesso esponenziale si comportava me-
glio in molti dei casi che apparivano nella pratica. Ciò nonostante, dimostrò
comunque che la programmazione lineare era in P. Inoltre, lavori recenti basati
su questo algoritmo hanno prodotto versioni più efficienti, e la gente attual-
mente crede che tra non molto avremo un algoritmo veloce polinomiale per
la programmazione lineare che sarà utile nella pratica per tutti gli input di
dimensioni ragionevoli.
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Questo tipo di lavoro è mirato a migliorare la nostra conoscenza circa
problemi specifici, ed è analogo alla ricerca di algoritmi efficienti all’interno
di P stesso, come discusso nel Capitolo 6.

Un lavoro di ricerca più generale ha a che vedere con le classi di comples-
sità come P e NP stesse. Qui siamo interessati a identificare classi di problemi
che siano grosse e significative, e identifichino problemi che condividono carat-
teristiche di performance comuni. Usando il prefisso LOG per logaritmico, P
per polinomiale, EXP per esponenziale, e 2EXP per doppiamente esponenzia-
le, possiamo scrivere LOGTIME per indicare la classe di problemi risolvibili
in un tempo logaritmico, PTIME per la classe di problemi sopra chiamata P,
PSPACE per i problemi risolvibili con una quantità di memoria polinomiale,
e cos̀ı via. Possiamo poi stabilire le seguenti relazioni di inclusione (dove ⊆
indica un “è un sottoinsieme di” (si veda Figura 7.15):

LOGTIME⊆LOGSPACE⊆PTIME⊆PSPACE
⊆EXPTIME⊆EXPSPACE⊆ 2EXPTIME. . .

Se aggiungiamo il prefisso N “non-deterministico” per poter scrivere, ad
esempio, NPTIME per NP, siamo in grado di indicare molte più classi, facendo
sorgere molte domande circa le relazioni presenti tra gli insiemi. Per esempio, si
sa che NP sta tra PTIME e PSPACE, ma in molti casi nessuno sa se il simbolo
⊆ rappresenti un’inclusione stretta o no. Esiste un problema in PSPACE che
non è in PTIME? Se si, vorremmo sapere quale delle due inclusioni nella
seguente sequenza è stretta:

PTIME⊆NPTIME⊆PSPACE .

Se la prima sia stretta è nuovamente il problema di equivalenza tra P e
NP.

Possiamo anche considerare classi di complessità duali, come co-NP che è
la classe di problemi il cui complemento, o versione duale (in cui le risposte
“s̀ı” e “no” sono scambiate) è in NP. Non si sa, per esempio, se NP = co−NP .
D’altra parte si sa che qualora fosse vero che NP �= co-NP, allora sarebbe vero
che P �= NP. Il contrario, comunque, non è vero; potrebbe essere il caso che
NP e co-NP sono uguali mentre P e NP no. Molte altre domande sorgono, per
alcune delle quali abbiamo la risposta, mente per altre no.

Un’altra importante area di ricerca concerne le soluzioni approssimate, e le
soluzioni garantite essere mediamente buone. Queste vengono cercate anche se
si sa o si sospetta che il problema sia intrattabile. I ricercatori stanno ancora
lottando per capire le connessioni tra la complessità nel caso pessimo di un
problema, e l’esistenza di una soluzione approssimata veloce.

Nonostante la natura scoraggiante dei fatti discussi in questo capitolo, ap-
pare evidente che molti dei problemi più comuni che nascono nelle applicazioni
di tutti i giorni possono essere risolti in maniera efficiente. Questa afferma-
zione è però leggermente fuorviante, visto che tendiamo a fare combaciare i
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EXPSPACE 

Aritmetica Presburger  

Blocco stradale
(si veda Figura 7.14)

Il puzzle delle scimmie
(si veda Figura 7.1)

Somma degli stipendi (banale)  
e 

test di primalità (non banale) 

Ricerca di un elenco telefonico
(si vedano le Figure 6.1 e 6.2)  

EXPTIME 

PSPACE 

PTIME 

LOG 
TIME 

LOG 
SPACE 

NPC 

co-NPTIME NPTIME 

Figura 7.15. Alcune classi di complessità con problemi di esempio.

problemi “comuni” e “di tutti i giorni” con quelli che siamo in grado di risol-
vere. In realtà c’è un numero crescente di problemi che sorgono in applicazioni
non banali che risultano essere NP-completi o peggio. In questi casi dobbiamo
affidarci agli algoritmi approssimati, o alla probabilità, o all’euristica, come
discuteremo nei Capitoli 11 e 15.

Prima di ritornare a trattare argomenti più allegri, però, dobbiamo vede-
re alcune cose ancora peggiori. Alcuni problemi algoritmici non ammettono
alcuna soluzione, neanche soluzioni irragionevoli.
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Esercizi

7.1 (a) Eseguire l’analisi ricorsiva descritta nel testo per la procedura move (la
procedura ricorsiva per risolvere il problema delle Torri di Hanoi).

(b) Dimostrare che il problema delle Torri di Hanoi ha un limite inferiore di
2N .

(c) Calcolare il tempo necessario a risolvere le Torri di Hanoi con 64 anelli
ipotizzando i seguenti costi: gli N anelli hanno dimensioni da 1 a N ; per
spostare un anello di dimensione i ci vogliono i unità di tempo.

7.2 (a) Ripetere il calcolo del numero di disposizioni delle carte nel puzzle delle
scimmie, nel caso in cui le carte possano essere ruotate.

(b) Quanto impiegherebbe una ricerca esaustiva di tutte le possibili disposi-
zioni assumendo, come nel testo, che sia possibile valutare un miliardo di
possibilità in un secondo (indipendentemente dal numero di carte presenti
nella disposizione)?

(c) Perché è sciocco il suggerimento per cui ci può essere una disposizione valida
quando il numero di carte distinte presenti è un multiplo di 17? (Consiglio:
si cerchi di costruire un insieme diverso con un numero diverso di carte, ma
con un comportamento simile.)

7.3 Per ognuna delle seguenti coppie di complessità temporali per A e B, tro-
vare il numero positivo intero N più piccolo per cui l’algoritmo B è meglio
dell’algoritmo A:

A B

2(log2 N)3 N10

3(log2 N)5 9(log2 N)3

N ! 5N

NN 100× N !

(N2)! 18× NN2

22
2N

200× (N2)N
2

7.4 (a) La seguente tabella aggiunge diverse righe alla tabella presentata in Figura
7.7. Riempire gli spazi rimasti vuoti.

Numero massimo di carte risolvibili in un’ora:

computer computer computer
Funzione odierni 100 volte più potenti 1000 volte più potenti

logN A
(logN)2 B

2N2
C

22
N

D
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(b) Come per la tabella appena presentata, fornire una stima del numero di carte
risolvibili in un’ora da computer 10, 100, 1000 volte più potenti di quelli odierni,
ma per la funzione N !, assumendo che con i computer odierni siano risolvibili
9 carte.

7.5 (a) Spiegare perché la soluzione banale del problema del commesso viaggiatore
descritta nel testo (considerare tutti i possibili cammini) ha una complessità
di O(N !).

(b) Spiegare perché la soluzione banale del problema dei percorsi euleriani
presentata nel testo ha una complessità di O((N2)!), invece di O(N !).

(c) Dimostrare la correttezza dell’algoritmo di Eulero e stabilire la sua
complessità temporale.

7.6 (a) Per ognuna delle seguenti formule scritte in calcolo proposizionale, deter-
minare se essa è soddisfacibile, e se lo è, trovare una assegnamento di verità
che la soddisfa:

ϕ1 : ∼E
ϕ2 : (∼E ∨ ∼F ∨ G) & E & F
ϕ3 : (E & F ) ∨ (∼E & ∼F )
ϕ4 : (E ∨ F )→ (E → ∼F )
ϕ5 : G & (E ∨ F ) & ∼(E & F ) & (G → E) & (G → ∼F )
ϕ6 : (E ∨ F ) & ∼(E & F ) & (E → G) & (G → F )
ϕ7 : ((E & F ) ∨ (E & ∼G)) & ((∼E & ∼F ) ∨ (E & G)) .

(b) Qual è il numero di assegnamenti di verità per una formula scritta in calcolo
proposizionale che ha N proposizioni elementari distinte?

(c) Mostrare che la soddisfacibilità delle formule di lunghezza N in calcolo
proposizionale può essere verificata in un tempo O(2N ). Quanto spazio
userebbe l’algoritmo?

(d) Migliorare l’algoritmo proposto nella parte (c) in modo che fornisca quanti
assegnamenti delle verità soddisfacenti ha la formula. Le complessità tem-
porali e spaziali del nuovo algoritmo sono peggio di quelle dell’algoritmo
precedente?

7.7 Per ognuna delle seguenti formule scritte in logica proposizionale dinamica,
determinare se è sempre vera (ovvero, vera per qualsiasi assegnamento iniziale
delle proposizioni elementari, e sotto ogni interpretazione dei programmi di
base):

ϕ1 : after(A;B, E)→ after(A,after(B, E))
ϕ2 : (after(A, E) & after(A, F ))→ after(A, E&F )
ϕ3 : (after(A, E) & after(A, F → E))→ after(A, F )
ϕ4 : (after(A, E) & (E → F ))→ after(A, F )
ϕ5 : (after(A, E) & after(A, E → F ))→ after(A, F )
ϕ6 : (after(if E then A else if F then A, E) & (E ∨ F ))→ after(A, E)
ϕ7 : (after(if E then A else (A;B), E) & after(A, E → after(B, E)))

→ after(A;B, E)
ϕ8 : (after(while E do A, G) & after(while F do A, G))

→ after(while E&F do A, G)
ϕ9 : (after(while E do A, G) & after(while F do A, G))

→ after(while E ∨ F do A, G)
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7.8 In questo esercizio “numero” significa “intero positivo”.

(a) Indicare in maniera informale il significato di ognuna delle seguenti formule
scritte usando l’aritmetica di Presburger, e determinare se sono sempre
vere. Giustificare le risposte.

χ1 :forallX (X = 1 ∨ existsY (X = Y + 1))
χ2 :forallX forallY existsZ (X = Y + Z)
χ3 :∼forallX existsY existsZ (X = Y + Z)
χ4 :existsX (X +X = X)

χ5 :forallX forallY
((existsU (X = U + U) & existsV (Y = V + V )) →
existsW (X + Y = W +W ))

χ6 :existsX forallY (existsZ (Y = Z + Z) ∨ existsZ′ (X = Y + Z′))

(b) Scrivere usando l’aritmetica di Presburger le seguenti affermazioni, e
determinare se sono vere o false:
i. “La somma di tre numeri dispari qualsiasi è un numero pari.”
ii. “Ogni numero, eccetto 1, è la somma di altri due numeri.”
iii. “Ci sono infiniti numeri divisibili per 4.”
iv. “Ci sono un numero finito di numeri dispari divisibili per 3.”

7.9 Dimostrare che una mappa può essere colorata usando due colori quando ogni
bordo tocca un numero pari di paesi. (Il “resto del mondo” viene considerato
anch’esso un paese; un paese che tocca un bordo due volte conta “due volte”.)

7.10 Spiegare perché la versione ottimizzata del problema della colorazione di un
grafo (il problema in cui si vuole trovare il numero minimo di colori necessari
per colorare un grafo) è difficile almeno quanto la versione s̀ı/no (in cui si vuole
sapere se un dato grafo è colorabile con K colori, per un dato K).

7.11 Nella descrizione fornita della riduzione del problema dei percorsi hamilto-
niani a un problema di commesso viaggiatore, un grafo G con N nodi viene
trasformato in una rete corrispondente T . Dimostrare che T ammette un tour
per il commesso viaggiatore di lunghezza che non può superare N + 1 quando
G contiene un percorso hamiltoniano.

Sia G un grafo non direzionato che consiste di N nodi e di un insieme di rami
E. Un sottoinsieme N i dei nodi N viene detto una copertura dei vertici per
G se, per ogni ramo in E, almeno uno dei suoi vertici è in N i. Un sottoinsieme
N i dei nodi N viene detto un insieme dominante per G se ogni nodo o è
in N i o è connessa a un nodo in N i attraverso un ramo presente in E. Un
sottoinsieme N i dei nodi N è detto un cricca di G se ogni due nodi in N i sono
connessi da un ramo in E.

Il problema della copertura dei vertici consiste nelè il seguente: dato un
grafo G e un numero intero positivo K, cercare se esiste una copertura dei
vertici di G con al più K nodi. Allo stesso modo, il problema dell’insieme
dominante consisteè il seguente: dato un grafo G e un numero positivo K,
cercare se esiste un insieme dominante per G con al più K nodi. Il problema
cricca consiste nelè il seguente: dato un grafo G e un numero positivo intero
K, cercare se esiste un cricca per G con al più K nodi.
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Si sa (visto che può essere dimostrato mediante riduzione dal problema della
soddisfacibilità proposizionale) che il problema della copertura dei vertici è
difficile quanto i problemi NP-completi.

7.12
(a) Mostrare che il problema della copertura dei vertici è, n effetti,

NP-completo.
(b) Dimostrare che il problema della cricca è NP-completo, usando

l’NP-completezza del problema della copertura dei vertici.
(c) Dimostrare che il problema dell’insieme dominante è NP-completo, usando

l’NP-completezza del problema della copertura dei vertici.
(d) Dimostrare che il problema dell’insieme dominante, quando ristretto ai grafi

G che sono alberi, è risolvibile in un tempo polinomiale.

Un’istanza di task consiste in un insieme T di task, un intero positivo d(t)
per ogni t in T che indica la scadenza del task t, e un insieme (non circolare)
di esplicite precedenze su T della forma “t precede t′”. Una schedulazione
per un’istanza di task è una disposizione dei task in T in una sequenza σ:
t1, t2, . . . , tl (ogni task appare nella sequenza solo una volta) tale per cui tutte
le precedenze siano soddisfatte, ovvero per cui per qualsiasi precedenza “ti

precede tj” il task ti precede tj in σ, ovvero i < j.

Il problema di schedulazione dei task è il seguente: data un’istanza di un
task e un numero positivo intero K, cercare se esiste una schedulazione σ tale
per cui ci siano al più K task in ritardo (task ti è in ritardo se d(ti) ≤ i).

7.13
(a) Stabilire la NP-completezza del problema della schedulazione dei ta-

sk, usando l’NP-completezza del problema della cricca dimostrata
nell’Esercizio 7.12(b).

(b) Mostrare che il problema della schedulazione dei task è risolvibile in un
tempo polinomiale quandoK = 0, ovvero quando non si ammettono ritardi.

(c) Qual è la complessità del problema di schedulazione (si può dimostrare
che è risolvibile in un tempo polinomiale o è NP-completo) quando ci si
concentra solo su istanze che non hanno requisiti di precedenza?

7.14Costruire una versione precisa dell’algoritmo doppio dell’ottimo per il proble-
ma del commesso viaggiatore a cui si faceva cenno nel testo, e stabilire la sua
correttezza (mostrare che produce sempre un tour corretto che non è mai più
di due volte più lungo di quello ottimo).

7.15
(a) Dimostrare i seguenti contenimenti e uguaglianze tra classi di complessità:

i. PTIME = co-PTIME.
ii. PTIME ⊆ NPTIME.
iii. NPSPACE ⊆ PSPACE.
iv. PSPACE = NPSPACE.

(b) Spiegare perché la dimostrazione di “PTIME = co-PTIME” nella parte (a)
non funziona per dimostrare che “NPTIME = co-NPTIME”.

7.16
(a) Dimostrare i seguenti contenimenti tra classi di complessità:

i. LOGTIME ⊆ LOGSPACE.
ii. LOGSPACE ⊆ PTIME.
iii. PTIME ⊆ PSPACE.
iv. NPTIME ⊆ PSPACE.
v. NPSPACE ⊆ EXPTIME.
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(b) Dimostrare che un problema può essere dimostrato essere temporalmen-
te non elementare quando si può dimostrare che è spazialmente non
elementare.

7.17 Come dimostreresti che il limite inferiore temporale bi-esponenziale nella de-
terminazione della verità di un’espressione scritta in aritmetica di Presburger
implica un limite spaziale inferiore esponenziale del problema?



Folle e folle nella Valle della decisione {...}
Gioele 4:14
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Non computabilità e indecidibilità
ovvero, a volte non puoi proprio
farlo!

{...} perché il compito è troppo pesante per te.
Esodo 18:18

Nell’Aprile 1984, Time scrisse un importante articolo sull’informatica. Nell’ar-
ticolo, per il resto eccellente, c’era un paragrafo in cui veniva citato l’editore
di una rivista di software, il quale diceva:

Installate il software corretto su un computer, e il computer farà qual-
siasi cosa vogliate. Ci potrebbero essere limiti su cosa potete fare con
le macchine stesse, ma non ci sono limiti a cosa si può fare con il
software.

In un certo modo, i risultati del Capitolo 7 già contraddicono quest’af-
fermazione, mostrando che ci sono problemi che sono intrattabili. Potremmo,
però, argomentare che l’intrattabilità è in realtà una conseguenza di risorse
insufficienti. Dato tempo e spazio sufficienti (anche se in quantità irragione-
voli), forse qualsiasi problema può essere, in principio, risolto dal software
giusto. In effetti, le ragioni per cui la gente spesso non riesce a fare s̀ı che i
loro computer facciano quello che vogliono sono di tre tipi: soldi insufficienti,
tempo insufficiente, o cervello insufficiente. Con più soldi si può comprare un
computer più grande e sofisticato, con software migliore, e forse risolvere il
problema. Con più tempo possiamo aspettare di più la terminazione dell’al-
goritmo, e con più cervello possiamo forse inventare algoritmi per problemi
che sembrano non avere soluzioni.

I problemi algoritmici di cui vogliamo discutere in questo capitolo sono tali
per cui nessuna quantità di soldi, tempo o cervello ci permetterà di ottenere
una soluzione. Richiediamo, ovviamente, che gli algoritmi terminino per input
validi in una quantità di tempo finita, ma ora permettiamo che questa quantità
sia illimitata. L’algoritmo può metterci quanto vuole per ogni input, ma deve
infine finire e produrre l’output desiderato. Allo stesso modo, lavorando su
un certo input, l’algoritmo avrà a disposizione qualsiasi quantità di spazio
desideri. Anche cos̀ı, vedremo che ci sono problemi interessanti e importanti
per cui non esistono algoritmi, e non importa quanto siamo intelligenti o
quanto siano sofisticati e potenti i nostri computer.
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Tali fatti hanno implicazioni filosofiche profonde, non solo sui limiti della
macchine prodotte dall’uomo, ma anche sui nostri limiti in quanto mortali e
dalla massa finita. Anche se ci venissero date carta e matite illimitate, e un
tempo di vita illimitato, ci sarebbero comunque determinati problemi che non
saremmo in grado di risolvere. Ci sono persone che non sono disposte a trarre
conclusioni cos̀ı forti a partire da meri risultati algoritmici per diversi motivi.
Considerando che questa questione, in questa forma estesa, necessiterebbe
di un trattamento più approfondito, ci atterremo alla pura algoritmica, e
lasceremo le implicazioni più profonde ai filosofi e ai neurobiologi. Nonostante
ciò, il lettore dovrebbe tenere presente che queste implicazioni esistono.

Le regole del gioco

Per chiarire alcune cose, conviene enfatizzare che domande riguardanti la capa-
cità di un computer di gestire un’azienda, prendere buone decisioni, o amare,
non sono rilevanti alle nostre discussioni, visto che non hanno a che vedere
con problemi algoritmici ben definiti.

Un altro fatto importante da ricordare è il requisito che il problema algorit-
mico sia associato a un insieme valido di input, e che la soluzione proposta sia
applicabile a tutti gli input in questo insieme. Di conseguenza, se un insieme
di input è finito il problema ammette sempre una soluzione. Come semplice
esempio, per un problema decisionale i cui soli input legali sono I1, I2, . . . , IK ,
esiste un algoritmo che “contiene” una tabella con le K risposte. L’algoritmo
potrebbe essere:

(1) se l’input è I1 produrre “s̀ı” e terminare;
(2) se l’input è I2 produrre “s̀ı” e terminare
(3) se l’input è I3 produrre “no” e terminare

. . .
(K)se l’input è IK produrre “s̀ı” e terminare.

Ciò funziona, ovviamente, perché la finitezza dell’insieme di input rende
possibile creare una tabella che riporta tutte le coppie input/output e “ca-
blarla” nell’algoritmo. Potrebbe essere difficile costruire un algoritmo guidato
da una tale tabella, ma non siamo interessati a questa “meta-difficoltà”. È
sufficiente dire che i problemi finiti hanno sempre soluzioni. Sono i problemi
che hanno input infiniti che sono davvero interessanti. In tali casi, un algorit-
mo finito deve essere in grado di gestire infiniti casi, il che ci porta a chiederci
se un tale algoritmo può esistere per tutti i problemi.

Per essere sicuri di fare affermazioni più precise e generali possibile il let-
tore dovrà tollerare l’uso di una terminologia vaga in questo capitolo, che
comunque giustificheremo nel capitolo successivo. In particolare, assumere-
mo che ci sia un linguaggio di programmazione di alto livello L arbitrario
che viene utilizzato per esprimere gli algoritmi, mentre la parola “algoritmo”
verrà utilizzata come sinonimo di “programma scritto in L”. In particolare,
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quando diciamo che “non esiste un algoritmo” intendiamo che non esiste un
programma valido che possa essere scritto in L. Questa convenzione potrebbe
sembrare pretenziosa, e che faccia perdere di validità alle nostre conclusioni.
Non è cos̀ı. Nel prossimo capitolo vedremo che, sotto l’assunzione di risorse
illimitate, tutti i linguaggi di programmazione sono equivalenti. Dunque se
nessun programma può essere scritto in L, allora lo stesso vale per qualsiasi
linguaggio effettivamente implementabile, per qualsiasi computer di qualsiasi
dimensione o forma, ora e per sempre.

Il problema delle piastrelle: un esempio

Il seguente esempio ricorda il problema del puzzle delle scimmie del Capitolo 7.
Il problema ha a che vedere con il volere coprire grandi aree usando piastrelle
quadrate, o carte, con i bordi colorati, in modo che lati adiacenti siano dello
stesso colore. Una piastrella è un quadrato di 1 per 1, diviso in quattro parti
mediante le sue diagonali, e ogni quarto è colorato con un qualche colore (si
veda Figura 8.1). Come con le carte delle scimmie, assumiamo che le piastrelle
abbiano un orientamento fisso e che non possano essere ruotate. (In questo
caso l’assunzione è, in effetti, necessaria. Riesci a vedere perché?)

Figura 8.1. Tipi di piastrelle in grado di coprire qualsiasi superficie.

Il problema algoritmico prende come ingresso un insieme finito T di descri-
zioni di piastrelle, e chiede se una qualsiasi area finita, di dimensione qualsiasi,
possa essere coperta utilizzando solo piastrelle come quelle nell’insieme T , in
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modo che i lati adiacenti siano dello stesso colore. Si assume che siano dispo-
nibili un numero illimitato di piastrelle di ogni tipo, ma che il numero di tipi
di piastrelle sia finito.

Si pensi al caso in cui si vuole piastrellare una casa. L’input T è una
descrizione dei vari tipi di piastrelle a disposizione, e si immagini che la re-
strizione sull’abbinamento dei colori rifletta una regola che è stata dettata
dall’architetto per motivi estetici. La domanda che vorremmo chiedere prima
di cominciare è: può una stanza di dimensione qualsiasi essere piastrellata
usando solo i tipi di piastrelle a disposizione, aderendo alle regole imposte?

Questo problema algoritmico e le sue varianti sono comunemente cono-
sciuti come problemi di piastrellamento, ma sono anche detti problemi
domino, visto che la restrizione sui lati adiacenti ricorda la regola specifica
dei domino.

Figura 8.1 mostra tre tipi di piastrelle e un piastrellamento di 5 per 5, e
non dovrebbe risultare difficile al lettore capire che lo schema rappresentato
nella porzione inferiore della figura può essere esteso indefinitamente in tut-
te le direzioni per piastrellare una qualsiasi area. In contrasto, se dovessimo
cambiare i colori in basso nelle piastrelle (2) e (3) si potrebbe dimostrare piut-
tosto facilmente che anche aree molto piccole non sarebbero più piastrellabili.
Figura 8.2 è un’illustrazione di questo fatto. Un algoritmo per il problema del
piastrellamento, dunque, dovrebbe rispondere “s̀ı” con gli input di Figura 8.1
e “no” con gli input di Figura 8.2.

Figura 8.2. Tipi di piastrelle che non sono in grado di coprire neanche spazi molto
piccoli.

Il problema consiste nel rendere meccanico, o “algoritmico”, il ragiona-
mento che abbiamo utilizzato per generare queste risposte. Ed ecco che arriva
la parte interessante: è impossibile! Più specificamente, per qualsiasi algorit-
mo che potremmo progettare per questo problema, ci saranno sempre insiemi
di input T (in realtà ci saranno infiniti di questi insiemi) per sui l’algoritmo
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o eseguirà per sempre senza mai terminare, oppure terminerà con la risposta
sbagliata.

Come possiamo rendere questa affermazione generale, senza restringere le
operazioni di base che possiamo utilizzare nel nostro algoritmo? Ovviamente,
se fosse permessa qualsiasi cosa allora la seguente procedura risolverebbe il
problema:

(1) se i tipi in T possono piastrellare qualsiasi area, produrre in uscita “si” e
terminare;

(2) altrimenti, produrre in uscita “no” e terminare.

La risposta sta nel nostro uso di “algoritmo” per indicare un program-
ma scritto in un linguaggio di programmazione convenzionale L. Nessun pro-
gramma in un linguaggio effettivamente eseguibile può eseguire la procedura
riportata nel testo di riga (1) con successo, e dunque, una tale “procedura”
non sarà considerata un algoritmo.

Un problema algoritmico che non ammette un algoritmo è detto non com-
putabile; se è un problema decisionale, come in questo caso e come in buona
parte di quelli che seguiranno, viene detto indecidibile. Il problema del pia-
strellamento, o del domino, è dunque indecidibile. Non esiste alcun modo per
costruire un algoritmo, che debba essere eseguito su un computer, qualsiasi
computer, indipendentemente dalla quantità di tempo e spazio a disposizio-
ne, che sarà in grado di decidere se l’insieme finito di tipi di piastrelle possa
permettere il piastrellamento di un’area di dimensione qualsiasi.

Possiamo ora raffinare la sfera dei problemi algoritmici apparso nel Capi-
tolo 7 (si veda Figura 7.6), prendendo in considerazione anche i problemi non
computabili. Figura 8.3 rappresenta la nuova versione.

Problemi che non ammettono algoritmi 
Problemi  

indecidibili 
(o non computabili) 

Problemi intrattabili 

Problemi trattabili 

Problemi che non ammettono 
algoritmi ragionevoli

Problemi che ammettono 
algoritmi ragionevoli
(tempo polinomiale)

 

Figura 8.3. La sfera dei problemi algoritmici: Versione II.
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È interessante osservare che il problema che segue, che ha un’aria vaga-
mente diversa, è in realtà equivalente a quello appena descritto. In questa
versione, invece di richiedere che T sia in grado di piastrellare un’area finita
di dimensione qualsiasi, richiediamo che T sia in grado di piastrellare la gri-
glia degli interi, ovvero l’intero piano infinito. Una direzione dell’equivalenza
è banale (se siamo in grado di piastrellare l’intero piano possiamo piastrellare
qualsiasi area finita), ma l’argomentazione che stabilisce l’altra direzione di
equivalenza è piuttosto delicata, e si incoraggia il lettore a trovare la soluzione
da sè.

È interessante notare come l’indecidibilità di questa versione significhi che
ci deve essere un insieme di piastrelle T che possa essere utilizzato per pia-
strellare l’intera griglia, ma non in maniera periodica. Ovvero, mentre un tale
insieme T ammette un piastrellamento completo della griglia, il piastrellamen-
to, a differenza di quello in Figura 8.1, non deve consistere di una porzione
che si ripete indefinitamente in tutte le direzioni. La ragione è che altrimenti
potremmo decidere il problema usando un algoritmo che procede a control-
lare tutte la aree finite in maniera esaustiva, cercando o un’area finita che
non possa essere piastrellata o una che ammette la ripetizione in tutte le dire-
zioni. Per “altrimenti” intendiamo che, se ogni insieme di piastrelle in grado
di fornire un piastrellamento completo della griglia dovesse permettere un
piastrellamento completo periodico, allora questo algoritmo garantirebbe la
terminazione per qualsiasi input con un risultato corretto.

La mancanza di limiti può essere fuorviante

Alcune persone reagiscono a risultati come questi dicendo: “Beh, ovviamente
il problema è indecidibile”, perché un singolo input può dare origine a un
numero potenzialmente infinito di casi da controllare, e non c’è modo per
eseguire un compito infinito mediante un algoritmo che deve terminare dopo
un numero finito di passi. Effettivamente, in questo caso abbiamo un input T
che apparentemente richiede che tutte le aree di tutte le dimensioni possibili
vengano controllate (o equivalentemente, una singola area di dimensione infi-
nita), e non sembra esserci un modo per fornire un limite al numero di casi
da controllare.

Il principio secondo il quale questa mancanza di limite implica l’indeci-
dibilità è sbagliato, e può essere molto fuorviante. È come dire che qualsiasi
problema che sembra richiedere un numero esponenziale di controlli è necessa-
riamente intrattabile. Nel Capitolo 7 abbiamo visto i due problemi dei percorsi
hamiltoniani e euleriani, entrambe sembravano richiedere una ricerca che per-
corresse tutti i percorsi (esponenziali) del grafo in input. Il secondo problema,
però, è stato dimostrato ammettere un semplice algoritmo polinomiale. An-
che con l’indecidibilità è possibile esibire due varianti simili di un problema,
entrambi che sembrano avere una natura che non ammette limiti, che violano
questo principio in maniera piuttosto sorprendente.
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Gli input, in entrambi i casi, contengono un insieme finito T di tipi di
piastrelle e due locazioni V e W su una griglia di interi infinita. Entrambi
i problemi chiedono se è possibile connettere V e W usando un “serpente
di domino”, ovvero usando piastrelle prese da T e ponendole in modo che
abbiano lati adiacenti monocromatici (si veda Figura 8.4). Si noti che un
serpente che parte da V potrebbe girarsi e cambiare direzione in maniera
erratica, raggiungendo punti che si trovano a distanze illimitate, prima di
convergere su W . Dunque, a prima vista, il problema sembra richiedere una
ricerca potenzialmente infinita, il che ci porterebbe a dire che è indecidibile.

W

V

Figura 8.4. Un serpente di domino che collega V a W .

È interessante, dunque, che la decidibilità del problema dei serpenti di do-
mino dipende dalla porzione del piano a disposizione per posare le piastrelle.
Chiaramente se questa porzione è finita il problema è banalmente decidibile,
visto che ci sono solo un insieme finito di modi con cui possiamo posizionare i
serpenti in un’area finita. La distinzione che vogliamo fare è tra due porzioni
infinite, ed è contro-intuitiva. Se i serpenti possono andare dove vogliono (ov-
vero, se la porzione permessa è l’intero piano), il problema è decidibile, ma se
la porzione d’area permessa è solo una (diciamo quella superiore) il proble-
ma diventa indecidibile! Il secondo caso sembra avere “limiti” più precisi del
primo, e quindi potrebbe sembrare “più decidibile”. I fatti, però, dicono altro.

Il problema dei serpenti di domino è stato dimostrato essere indecidibile
per quasi qualsiasi restrizione infinita del piano, a patto che la porzione che
viene considerata sia illimitata secondo due direzioni ortogonali. Dunque, è
indecidibile non solo in metà del piano, ma anche in un quarto, un ottavo, ecc.
Il risultato più sbalorditivo è che un singolo punto distingue ciò che è decidibile
da ciò che non lo è: il problema è decidibile nell’intero piano ma diventa
indecidibile se viene rimosso dal piano anche un solo punto! Più precisamente,
gli input sono l’insieme finito T di tipi di piastrelle, i due punti V e W sulla
griglia infinita di interi, e un terzo punto U . Il problema chiede se è possibile
connettere V e W usando un serpente di domino valido costruito usando le
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piastrelle in T , e le cui piastrelle possono andare dove vogliono nel piano
eccetto sul punto U .

La corrispondenza delle parole e l’equivalenza sintattica

Ecco altri due problemi indecidibili. Il primo, il problema della corrispon-
denza delle parole ha a che vedere con cercare di formare una parola in due
modi. I suoi input sono due gruppi di parole definite su un alfabeto finito. Li
chiameremo X e Y . Il problema chiede se è possibile concatenare parole dal
gruppo X per formare una nuova parola Z in modo che concatenando le paro-
le corrispondenti nel gruppo Y si ottiene la stessa parola composta Z. Figura
8.5(a) mostra un esempio in cui abbiamo cinque parole in ogni gruppo, e per
il quale la risposta è “s̀ı”, visto che scegliendo le parole secondo la sequenza
2, 1, 1, 4, 1, 5 da X o da Y si ottiene la stessa parola “aabbabbbabaabbaba”.
Dall’altra parte, l’input descritto in Figura 5.8(b), ottenuto da Figura 8.5(a)
semplicemente rimuovendo la prima lettera dalla prima parola di ogni gruppo,
non ammette una scelta valida, come possiamo verificare. La sua risposta è
dunque “no”.

X 

Y 

abb 

bbab 

a 

aa 

bab 

ab 

baba 

aa 

aba 

a 

1 2

(a)  Ammette una corrispondenza: 2, 1, 1, 4, 1, 5.

3 4 5 

X 

Y 

bb 

bab 

a 

aa 

bab 

ab 

baba 

aa 

aba 

a 

1 2

(b)  Non ammette corrispondenze. 

3 4 5

Figura 8.5. Istanze del problema della corrispondenza delle parole.

Il problema della corrispondenza delle parole è indecidibile. Non esiste un
algoritmo in grado di distinguere, in generale, tra input come quelli di Figure
8.5(a) e 8.5(b). La natura illimitata del problema nasce dal fatto che il numero
di parole che devono essere scelte per produrre la parola composta comune è
illimitato. Anche qui, però, possiamo trovare una variante con meno ”limiti”,
in cui sembra che ci siano più casi da verificare, ma che in realtà è decidibile.
In questo problema, gli input sono come prima, ma non c’è restrizione su come
vengono fatte le scelte da X e Y ; e non deve essere scelto lo stesso numero
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di parole sia da X che da Y . Chiediamo semplicemente se è possibile formare
una parola comune concatenando alcune parole prese da X e alcune prese da
Y . In Figura 8.5(b), che aveva dato origine alla risposta “no” nella versione
standard del problema, la parola “babaa”, ad esempio, può essere ottenuto da
X con la sequenza 3, 2, 2 e da Y con la sequenza 1, 2, e dunque la risposta è
“s̀ı” nella nuova versione. Questo problema più liberale in realtà ammette un
algoritmo polinomiale veloce!

Il secondo problema concerne la sintassi dei linguaggi di programmazione.
Supponiamo che qualcuno ci fornisca le regole sintattiche di un linguaggio,
diciamo nella forma diagrammatica di Figura 3.1. Se qualcuno’altro dovesse
arrivare con un diverso insieme di regole, potremmo essere interessati a sa-
pere se le due definizioni sono equivalenti, nel senso che definiscono lo stesso
linguaggio; ovvero, la stessa classe sintattica di affermazioni ( o programmi).
Questo problema è rilevante per la costruzione di compilatori, visto che i
compilatori, tra le altre cose, sono anche responsabili del controllo di validità
sintattica del programma ricevuto in ingresso. Per potere fare ciò, devono
avere incorporato un insieme di regole sintattiche. È facile concepire che nel-
l’interesse di creare un compilatore efficiente il progettista potrebbe volere
rimpiazzare l’insieme di regole con un insieme più compatto. Chiaramente è
importante sapere prima se i due insiemi sono intercambiabili.

Anche questo problema è indecidibile. Non esiste un algoritmo, il quale,
acquisiti due insiemi di regole sintattiche, è in grado di decidere in un tempo
finito se definiscono precisamente lo stesso linguaggio.

I problemi che hanno output non sono meglio

Dovremmo forse enfatizzare nuovamente il fatto che la semplicità tecnica è
l’unica ragione per limitarci ai problemi decisionali in questa sede. Ognuno
dei problemi indecidibili che descriviamo possiede una variante che produ-
ce output, e che è non computabile. Varianti banali sono quelle che sono
fondamentalmente lo stesso problema decisionale ma sotto un travestimento
(trasparente). Un esempio è il problema che chiede, dato un insieme di tipi di
piastrelle T , di fornire la dimensione dell’area più piccola possibile che non è
piastrellabile da T e 0 se ogni area finita può essere piastrellata.È chiaro che
questo problema non è computabile, visto che la distinzione nell’output tra 0
e tutti gli altri numeri è precisamente la stessa che intercorre tra il “s̀ı” e il
“no” del problema originale.

• Ci sono altri problemi, più sofisticati, che nascondono molto meglio la capa-
cità di prendere una decisione indecidibile. Il seguente problema è anch’esso non
computabile. Per poterlo definire, diciamo che una porzione finita della griglia
è un’area limitata per un insieme T di piastrelle se può essere piastrellata in
maniera valida da T , ma non può essere estesa in qualsiasi modo con altre pia-
strelle senza infrangere le regole. Ora, il problema consiste nel trovare particolari
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insiemi T che hanno grosse aree limitate. In particolare, al problema algoritmico
viene dato un numero N (che deve essere almeno 2) e viene chiesto di produrre
in output la dimensione della più grande area limitata, per qualsiasi insieme di
piastrelle che non usa più di N colori. Il lettore dovrebbe convincersi che per
qualsiasi N > 1 questo numero è ben definito.
È ben lontano dall’essere ovvio che per poter risolvere il problema dell’area
limitata dobbiamo essere in grado di decidere il problema del piastrellamento. E
quindi, anche se il problema dà origine a una funzione ben definita di N che non
sia del tipo “s̀ı/no”, questa funzione semplicemente non può essere computata
algoritmicamente.

La verifica algoritmica dei programmi

Nel Capitolo 5 ci siamo chiesti se i computer possono verificare i programmi
per noi. In pratica cercavamo un verificatore automatico (si veda Figura
5.4). In particolare, eravamo interessati al problema decisionale che prendeva
in ingresso la descrizione di un problema algoritmico e il testo di un algoritmo,
o un programma, che si credeva fosse in grado di risolvere il dato problema.
Eravamo interessati a determinare algoritmicamente se il dato algoritmo risol-
veva il problema o no. In altre parole, volevamo un “s̀ı” per ogni programma
legale dato in ingresso in grado di terminare e produrre gli output specificati
dal problema, e volevamo un “no” se esisteva anche un solo input per cui
l’algoritmo non terminava o terminava con il risultato sbagliato. Si noti che
il problema richiedeva che l’algoritmo funzionasse con ogni possibile coppia
problema/algoritmo.

Chiaramente il problema della verifica non può essere discusso senza
prima specificare meglio gli input ammessi. Quale linguaggio di programma-
zione dovrà essere utilizzato per la codifica dell’algoritmo in ingresso? Quale
linguaggio di specifica dovrà essere utilizzato per fornire la descrizione del
problema algoritmico in ingresso?

Qualsiasi scelta facessimo, anche quella più umile, in termine di linguaggi
renderebbe il problema indecidibile. Anche se permettessimo ai programmi di
manipolare solo interi e stringhe e di usare solo le operazioni basilari di somma
o concatenamento di stringhe, essi non potrebbero essere verificati algoritmi-
camente. Alcuni candidati di verificatore algoritmico potrebbero funzionare
bene per molti esempi di input, ma il problema generale rimarrebbe indecidi-
bile, il che vuol dire che ci saranno sempre algoritmi che il verificatore non è
in grado di verificare. Come discusso nel Capitolo 5 ciò implica l’infondatezza
della speranza di avere un giorno un sistema software in grado di eseguire
una verifica di programma automatica. Riduce anche le speranze di avere un
compilatore ottimizzato in grado di trasformare un programma in quello otti-
male da punto di vista dell’efficienza. Un tale compilatore potrebbe non essere
neanche in grado di dire, in generale, se una nuova versione risolve o meno lo
stesso problema del programma originale, figuriamoci se è più efficiente.
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Inoltre, non solo è indecidibile se un programma garantisce l’intera speci-
fica del problema, ma lo è anche verificare solo una parte della specifica. Per
esempio, controllare che i programmi non abbiano il Millenium bug (si vedano
Capitoli 5 e 13) è anch’esso impossibile in generale. Un programma rilevatore
di Millenium bug potrebbe fare il suo lavoro per un certo tipo di program-
mi, e potrebbe anche essere in grado di scovare alcune questioni riguardanti
il bug, ma come soluzione generale al problema sicuramente fallirebbe. Pos-
siamo dunque dimenticarci di una soluzione computerizzata al problema del
Millenium bug.

Per fare un ulteriore passo, non solo è indecidibile la verifica comple-
ta o parziale, non possiamo neanche decidere se un dato algoritmo termina
con input validi. Inoltre, non è neanche decidibile se l’algoritmo termina su
un solo dato input! Questi problemi di terminazione meritano un’attenzione
particolare.

Il problema della terminazione

Si consideri il seguente algoritmo A

(1) while X 	= 1: X ← X − 2;
(2) termina.

In altre parola A riduce il suo input X di 2 fino a quando X non diventa
uguale a 1. Assumendo che i suoi input validi consistano solo di interi positivi
< 1, 2, 3, . . . > è piuttosto ovvio che A termina precisamente per input dispari.
Un numero pari verrà decrementato ripetutamente di 2 unità fino a quando
raggiunge 2, e poi salterà il valore 1, andando dunque avanti ad eseguire pas-
sando per 0,−2,−4,−6, e cos̀ı via. Dunque, per questo particolare algoritmo,
decidere se un input valido causerà la terminazione è banale: basta controllare
se l’input è dispari o pari e rispondere di conseguenza.

Ecco un altro algoritmo simile B:

(1) while X 	= 1:
(1.1) se X è pari allora X ← X/2;
(1.2) altrimenti (X è dispari) X ← 3X + 1;

(2) termina.

L’algoritmo B divide X ripetutamente per 2 se è pari, ma incrementa il suo
valore di tre volte se è dispari. Per esempio, se B viene eseguito sul valore 7 la
sequenza di valori sarebbe: 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1,
raggiungendo alla fine la terminazione. In realtà, se provassimo a eseguire l’al-
goritmo su un numero intero positivo arbitrario troveremmo che termina. La
sequenza di valori è spesso inusuale, raggiungendo valori alti e poi fluttuando
prima di arrivare a 1. In effetti, durante gli anni B è stato testato su nume-
rosi input e è sempre terminato. Nonostante ciò, nessuno è stato in grado di
dimostrare che termina per tutti gli interi positivi, anche se molti pensano
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che lo faccia. La domanda se sia davvero cos̀ı è in realtà un problema aperto
molto difficile nel ramo della matematica chiamato teoria dei numeri. Ora,
se in effetti B (o qualsiasi altro programma) dovesse terminare per tutti i
suoi input, esisterebbe una dimostrazione di questo fatto, come discusso nel
Capitolo 5, ma per non è ancora stata trovata per B. Questi esempi mostrano
esattamente quanto è difficile analizzare la proprietà di terminazione, anche
di un algoritmo molto semplice.

Definiamo ora una versione specifica del problema della terminazione algo-
ritmica, chiamato il problema della terminazione. Lo definiamo in termini
del nostro linguaggio di programmazione di alto livello L.

R 

se 
R(X)

se 
R(X)

R termina  
su X? 

Programma o 
algoritmo 

Potenziale
input

X 

“No” “Sì” 

Figura 8.6. Il problema della terminazione.

Il problema ha due input: il testo di un programma legale R scritto nel
linguaggio L e un potenziale input X.1 Il problema della terminazione chiede
se R avrebbe terminato se lo avessimo eseguito con l’input X, un fatto che
denotiamo con R(X) ↓. Il caso di R che non termina, o la divergenza di R con
X è denotato con R(X) ↑ (si veda Figura 8.6).

Come già detto, il problema della terminazione è indecidibile, il che vuol
dire che non c’è modo di dire, in un tempo finito, se il dato R terminerà con
l’input X. Nell’interesse di risolvere questo problema, potremmo voler pro-
porre un algoritmo che semplicemente esegue R usando X per vedere cosa
succede. Bene, se e quando dovesse terminare, potremmo concludere corret-
tamente che la risposta è “s̀ı”. La difficoltà sta nel decidere quando smettere
di guardare e dire “no”. Non possiamo semplicemente arrenderci a un certo

1 Possiamo assumere che R si aspetti un solo input, visto che un numero qualsia-
si di input può essere codificato in una singola stringa di simboli, con le varie
parti separate da un qualche simbolo speciale come “#”. Questo punto verrà
maggiormente trattato nel Capitolo 9.
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punto e concludere che siccome R non ha ancora finito non finirà mai. Forse,
se avessimo aspettato anche solo un po’ di più R sarebbe terminato. Eseguire
R con X, dunque, non risponde alla domanda, e, come abbiamo già detto,
niente può rispondere a questa domanda, visto che il problema è indecidibile.

Niente sulla computazione è computabile!

Il fatto che la verifica e la terminazione siano indecidibili è solo una parte
di un fenomeno molto più generale che è molto più profondo e molto più
devastante. Esiste un risultato sorprendente, chiamato il Teorema di Rice,
il quale mostra che non solo non possiamo verificare programmi o determinare
la loro capacità di terminare, ma non possiamo in realtà determinare niente
di loro. Nessun algoritmo può decidere alcuna proprietà non banale di una
computazione. Più precisamente, diciamo che siamo interessati a decidere una
qualche proprietà dei programmi, che è (1) vera di alcuni programmi e falsa di
altre e (2) non sensibile alla sintassi del programma o al suo modo di operare;
ovvero, è una proprietà di quello che il programma fa, del problema che risolve,
e non della particolare forma di soluzione che assume. Per esempio, potremmo
voler sapere se un programma produce mai un “s̀ı”, se produce sempre numeri,
se è equivalente a altri programmi, ecc.

Il teorema di Rice ci dice che non è possibile decidere alcuna proprietà di
quel tipo. Neanche una. Sono tutte indecidibili. Possiamo davvero dimenticarci
di ragionare in maniera automatica sui programmi, o di dedurre cosa fanno
i nostri programmi. Ciò è vero se il nostro programma è piccolo o grande,
semplice o complesso, indipendentemente da quale sia la proprietà generale
che vorremmo conoscere. Virtualmente niente riguardo la computazione è
computabile!

Cosa ne pensate?

Dimostrare l’indecidibilità

Come possiamo dimostrare che un problema P è indecidibile? Come possiamo
stabilire il fatto che nessun algoritmo può esistere per P, indipendentemente
da quanto è furbo il progettista dell’algoritmo?

Questa situazione è simile a quella descritta nel Capitolo 7 per i problemi
NP-completi. Prima ci deve essere un problema iniziale, la cui indecidibilità è
stata stabilita usando un qualche metodo diretto. Nel caso dell’indecidibilità
questo ruolo è giocato dal problema della terminazione, l’indecidibilità del
quale verrà dimostrata dopo. Una volta stabilita l’indecidibilità di un primo
problema, l’indecidibilità degli altri può essere stabilita mediante riduzioni
a partire da problemi che già si sanno essere indecidibili. La differenza è che
in questo caso la riduzione da un problema P a un problema Q non deve
essere per forza limitata, può usare tutto il tempo e lo spazio che desidera.
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Tutto ciò che si richiede è che esista un modo algoritmico per trasformare
un input di P in un input di Q, in modo tale che la risposta “s̀ı/no” di P
sia precisamente la risposta di Q per gli input trasformati. In questo modo,
se sappiamo che P è indecidibile allora anche Q dovrà essere indecidibile.
Altrimenti avremmo potuto risolvere P prendendo un algoritmo che trasforma
un suo input in un input per Q e chiedendo a Q la risposta. Un tale ipotetico
algoritmo per Q viene chiamato un oracolo, e si può pensare alla riduzione
come alla dimostrazione che P è decidibile dato un oracolo per decidere Q. In
termini di decidibilità, questo dimostra che P non può essere meglio di Q.

• Per esempio, è relativamente facile ridurre il problema della terminazione al
problema della verifica. Si assuma che il problema della terminazione sia inde-
cidibile (lo dimostreremo nella prossima sezione). Per mostrare che il problema
della verifica è indecidibile dobbiamo dimostrare che un oracolo per la verifica ci
permetterebbe di decidere anche il problema della terminazione. Bene, dato un
algoritmo R e uno dei suoi potenziali input X, trasformiamo la coppia < R, X >,
che è input per il problema della terminazione, nella coppia < P, R > che è un
input del problema della verifica. L’algoritmo R rimane lo stesso, e il problema
algoritmico P è descritto specificando che X è il solo input legale per R, e che
l’output di questo input è irrilevante. Ora, dire che R è (totalmente) corretto
rispetto a questo semplice problema P è come dire che R termina su tutti gli
input legali (ovvero su X) e che produce un qualche output, che è come dire che
R termina con X. In altre parole, il problema della verifica dice “si” a < P, R >
se e solo se il problema della terminazione dice “si” a < R, X >. Di conseguen-
za, il problema della verifica è indecidibile, visto che altrimenti avremmo potuto
risolvere il problema della terminazione costruendo un algoritmo che prima tra-
duce un qualsiasi < R, X > nel corrispondente < P, R > e poi usa l’oracolo per
il problema della verifica per decidere la correttezza di < P, R >.

Altre riduzioni sono molto più sottili. Cosa hanno a che fare i problemi
di piastrellamento con la terminazione algoritmica? Come possiamo ridurre
il problema dei serpenti di domino alla formazione di parole? Nonostante le
differenze apparenti, questi problemi sono tutti intimamente correlati dal fatto
che sono mutuamente riducibili, e nel Capitolo 9 discuteremo una di queste
riduzioni nel dettaglio.

Dimostrare l’indecidibilità del problema della
terminazione

Dimostreremo ora che il problema della terminazione, come descritto in Figura
8.6, è indecidibile. Ciò, come abbiamo spiegato prima, verrà fatto in maniera
diretta e non per riduzione a partire da un altro problema. Ora, secondo la
nostra convenzione terminologica, quello che dobbiamo davvero dimostrare è
che non esiste un programma scritto nel linguaggio di programmazione di alto
livello L che risolve il problema della terminazione per programmi scritti in L.
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(Come abbiamo già detto, questa affermazione che qui dipende dal linguaggio
L verrà estesa in una versione generale nel Capitolo 9.)

Più precisamente, vogliamo dimostrare la seguente affermazione:

Non esiste un programma scritto in L che, presa una coppia < R, X >
contenente il testo di un programma valido R scritto in L e una stringa
di simboli X, termina dopo una quantità di tempo finita, e produce
“s̀ı” se R termina quando eseguito con l’input X e “no” quando R
non termina quando eseguito con l’input X.

Un tale programma, se esiste, è esso stesso un programma valido in L; può
usare quanto spazio in memoria e quanto tempo vuole, ma deve funzionare,
come abbiamo detto, con ogni coppia < R,X >.

Dimostreremo che un programma che soddisfa questi requisiti non esiste,
per contraddizione. In altre parole, assumeremo che tale programma esista, e
lo chiameremo Q, e deriveremo una contraddizione da questa assunzione. Il
lettore dovrebbe stare attento, e sempre sicuro che tutto quello che facciamo
sia valido e che segua le regole, in modo che quando la contraddizione diventerà
evidente potremo giustamente puntare il dito contro l’esistenza di Q.

Costruiamo ora un nuovo programma scritto in L, e chiamiamolo S, come
illustrato schematicamente in Figura 8.7. Questo programma ha un singolo
input, che è un programma legale W scritto in L. Letto l’input, S ne fa una
copia. Questa operazione di copia è ovviamente possibile in qualsiasi linguag-
gio di programmazione di alto livello, a patto di avere sufficiente memoria.
Ricordandoci che il programma (che assumiamo esista) Q richiede due input,
il primo dei quali un programma, la prossima cosa che S fa è attivare Q sull’in-
put costituito dalle due copie di W . Il primo è in effetti il programma, come
atteso da Q, mentre il secondo viene considerato una stringa in ingresso, an-
che se la stringa rappresenta lo stesso programma W . Questa attivazione di Q
può essere eseguita chiamando Q come una subroutine e passando i parametri
W e W , o inserendo il testo di Q (che si assume esista) nel posto giusto, e
assegnando W e W alle variabili di input invece di R e X rispettivamente.

Il programma S ora attende la terminazione di Q, o nei termini metaforici
usati in precedenza in questo libro, il processore di S attende che il processore
di Q torni alla base. Il punto è che per assunzione Q deve terminare, visto
che, come abbiamo spiegato, il suo primo parametro in input è un programma
valido in L e il secondo una stringa di simboli.2 Quindi, per via della nostra
ipotesi, Q deve eventualmente terminare dicendo “si” o “no”. Istruiamo ora il
programma S in modo che reagisca alla terminazione di Q nel seguente modo.
Se Q dice “s̀ı”, S entrerà in un ciclo infinito forzato, e se dice “no” terminerà
(l’output è irrilevante). Anche questo comportamento può essere ottenuto in
un qualsiasi linguaggio di programmazione di alto livello:

2 Il fatto che la stringa stessa W venga considerata un input al programma W
non dovrebbe darci troppo fastidio; è forse un po’ strano ma non impossibile.
Qualsiasi compilatore scritto nel linguaggio che compila può compilare se stesso.
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“Sì” “No” 

Figura 8.7. Dimostrare l’indecidibilità del problema della terminazione: il
programma S.

. . .

(17) se OUT = “s̀ı”’ , goto (17), altrimenti termina;

dove OUT è la variabile che contiene la risposta di Q. Questo completa la
costruzione del (strano) programma S, il quale, dobbiamo enfatizzare, è un
programma valido scritto in L assumendo che lo sia anche Q.

Vogliamo ora dimostrare che c’è qualcosa di profondamente sbagliato in S.
C’è un’impossibilità logica nella stessa assunzione che S possa essere davvero
costruito. Nell’esporre questa impossibilità ci appoggeremo al fatto piuttosto
ovvio che, per ogni scelta di programma in ingresso W , il nuovo programma
S deve o terminare o no. Mostreremo però che esiste un programma per cui
S non può terminare, ma per il quale non può neanche non terminare! È
ovviamente una contraddizione logica, e la utilizzeremo per concludere che
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la nostra assunzione sull’esistenza di Q non regge, dimostrando cos̀ı che il
problema della terminazione è in effetti indecidibile.

S 

also 
S(S)

 S(S)

S(S) S(S)

S termina  
su S? 

Contraddizione!

Contraddizione!

S 

S 

“Sì” “No” 

Figura 8.8. Dimostrare l’indecidibilità del problema della terminazione: il
programma S prende in ingresso S.

• Il programma in ingressoW che causa questa impossibilità è S stesso. Per vedere
perché S in input a se stesso causa la contraddizione, assumiamo per il momento
che S, quando eseguito con il proprio testo come input, termini. Guardiamo ora i
dettagli di cosa succede per davvero quando a S viene dato il proprio testo come
input. Innanzitutto vengono fatte due copie dell’input S (si veda Figura 8.8),
e poi queste vengono date come input al programma Q (che si assume esista).
Ora, per via della nostra ipotesi, Q deve terminare dopo un tempo finito, con
una risposta alla domanda se il suo primo input termina quando eseguito con in
ingresso il secondo parametro ricevuto. Ora, siccome Q sta lavorando sugli input
S e S, e siccome assumiamo che S termini su S, dovrà a un certo punto fermarsi e
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rispondere “s̀ı”. Però, una volta che ha terminato e ha risposto “s̀ı” deve entrare
nel ciclo infinito forzato, e quindi non termina mai. Ma questo significa che sotto
l’assunzione che S applicato a S termina, abbiamo scoperto che S applicato a S
non termina! Concludiamo quindi che è impossibile che S termini su S. Ci lascia
con una sola possiblità, ovvero che S applicato a S non termina. Però, è facile
verificare, con l’aiuto di Figura 8.8, che questa assunzione porta, in modo del
tutto simile, alla conclusione che S applicato a S termina, visto che quando Q
dice “no” (e dirà “no” per via della nostra assunzione) l’esecuzione di S applicato
a S termina. Dunque, è anche impossibile che S non termini quando eseguito
con S come parametro.
In altre parole, il programma S non può terminare quando eseguito su se stesso e
non può non terminare! Di conseguenza, c’è qualcosa di profondamente sbagliato
in S. Siccome tutte le parti di S sono state costruite in maniera valida, l’unica
parte che può essere responsabile è il programma Q, l’assunzione dell’esistenza
del quale ci ha permesso di costruire S come lo abbiamo fatto. La conclusione è
che un programma Q, che risolve il problema della terminazione come richiesto,
non può esistere.

Il metodo della diagonalizzazione

Ci sono persone che non si trovano a loro agio con la dimostrazione appena da-
ta, e la vedono come piuttosto circolare. Ciò nonostante è una dimostrazione
matematica rigorosa. Potremmo essere tentati di proporre che strani program-
mi auto-referenziali, come quello il cui comportamento è stato sfruttato nella
dimostrazione, vengano vietati. In questo modo, forse, il problema della ter-
minazione di programmi “che si comportano bene” potrebbe essere decidibile.
Bene, tutto quello che possiamo dire è che la dimostrazione si difende molto
bene rispetto a questi tentativi, e infatti, la natura auto-referenziale dell’argo-
mento può essere completamente nascosta a un osservatore. La migliore prova
di ciò è il fatto che altri problemi indecidibili sono versioni mascherate del
problema della terminazione, anche se apparentemente non hanno niente a
che vedere con programmi auto-referenziali. Il problema del piastrellamento,
per esempio, può essere dimostrato, in maniera piuttosto diretta, essere una
codifica del problema della terminazione, come vedremo nel Capitolo 9.

Infatti, la natura auto-referenziale che sta dietro a questa dimostrazione è
incorporata in una tecnica di dimostrazione fondamentale che risale ai tempi
di Georg Cantor, un importante matematico del diciannovesimo secolo, che
la aveva utilizzato in un contesto non algoritmico. Questa tecnica, chiamata
diagonalizzazione, viene utilizzata in molte dimostrazioni di limiti inferiori
nell’algoritmica. Cercheremo ora di riproporre la dimostrazione dell’indecidi-
bilità del problema della terminazione usando l’idea della diagonalizzazione.
Il lettore faccia riferimento alla Figura 8.9 durante il processo.

• La dimostrazione può essere visualizzata usando una tabella infinita, in cui ab-
biamo posto su un asse tutti i programmi scritti nel nostro linguaggio di alto
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Figura 8.9. La dimostrazione di indecidibilità vista come una diagonalizzazione.

livello L e sull’altro tutti i possibili input. (Per semplicità immaginate input
che sono semplici interi.) I programmi sono mostrati in figura sulla verticale a
sinistra, mentre gli input sono posti orizzontalmente in basso. All’intersezione
dell’I-esima riga con la J-esima colonna indichiamo se il programma I termina
su J o no. In questo modo, l’intera riga I in Figura 8.9 è una completa, anche se
infinita, descrizione delle informazioni di terminazione per l’I-esimo programma
scritto in L.

Costruiamo ora un nuovo programma immaginario, che si rivelerà essere una
versione mascherata del programma S costruito prima; dunque chiamiamolo S
anche qui. Il comportamento riguardo alla terminazione di S è il “negativo”
della diagonale nella tabella in figura. In altre parole, S è costruito in modo
che quando viene eseguito su un input J si ferma se il J-esimo programma non
termina con J , e non si ferma se il J-esimo programma termina su J .

Data questa configurazione è facile dimostrare che il problema della terminazio-
ne è indecidibile. Supponiamo che sia decidibile, il che vuol dire che possiamo
decidere, mediante un programma Q, se un programma dato in L terminerà con
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un dato input. Ciò vuol dire che il programma immaginario S può essere scritto
in L: dato J come input dovrebbe attraversare l’intera lista di programmi in L,
trovare il J-esimo e sottoporre quel programma e l’input J al programma Q (che
assumiamo esista) per il problema della terminazione. S stesso a quel punto si
fermerebbe o entrerebbe nel ciclo infinito forzato, a seconda dell’output dell’ese-
cuzione di Q, come descritto prima (si veda Figura 8.8): il primo caso capiterebbe
nel caso in cui Q dicesse “no”, mentre il secondo nel caso in cui Q dicesse “s̀ı”.
Come potete vedere, S si comporta come il negativo della diagonale in tabella.
Ciò però porta a una contraddizione, visto che se S è un programma in L allora
anche lui deve trovarsi nella lista di Figura 8.9, visto che la lista contiene tutti
i programmi in L. Ma non può: se S è, diciamo il quinto programma sulla lista
non può fermarsi sull’input 5, visto che c’è un “no” in tabella all’incrocio tra la
quinta riga e la quinta colonna. Però, per sua costruzione, S si ferma sull’input
5, e questa è una contraddizione.

Una dimostrazione di questo tipo può essere descritta in maniera concisa dicendo
che abbiamo diagonalizzato su tutti i programmi e tutti gli input, costruendo
S perché fosse il negativo, o l’opposto, della diagonale. La contraddizione segue
dall’impossibilita di S di essere uno dei programmi sulla lista.

Certificati finiti per problemi indecidibili

Nel Capitolo 7 abbiamo visto che determinati problemi, che non hanno alcuna
soluzione polinomiale conosciuta, danno origine, nonostante ciò, a certificati
polinomiali per input che forniscono come risposta “s̀ı”. Trovare un tale cer-
tificato potrebbe necessitare di un tempo esponenziale ma, una volta trovato,
si può controllare facilmente che è una prova valida del fatto che la risposta è
effettivamente “s̀ı”.

Nel contesto del presente capitolo, esiste un fenomeno simile, ma senza
il requisito che i certificati debbano essere polinomiali in dimensione; devono
essere finiti, ma possono essere anche irragionevolmente lunghi. Proprio come
i problemi in NP avevano certificati dalle dimensioni ragionevoli, controllabili
in un tempo ragionevole, anche se non si sapeva se i problemi ammettevano
algoritmi ragionevoli, abbiamo anche alcuni problemi indecidibili che hanno
certificati finiti, controllabili in un tempo finito, anche se non abbiamo algorit-
mi in grado di terminare in tempi finiti. Infatti, la maggior parte dei problemi
indecidibili descritti fin ad ora ammettono certificati finiti.

Per esempio, per convincere qualcuno che un input produce l’output “s̀ı”
nel problema della corrispondenza delle parole, possiamo semplicemente esi-
bire la sequenza finita di indici che portano alla stessa parola sia che vengano
estratte da X o da Y . Inoltre, possiamo facilmente verificare la validità del
(possibilmente estremamente lungo, ma finito) certificato concatenando le pa-
role estratte da X prescritte dagli indici, e poi le parole da Y allo stesso modo,
e verificando che in entrambi i casi vien prodotto lo stesso risultato.

Per quanto riguarda il problema della terminazione, per convincere qualcu-
no che un programma R termina su X, possiamo esibire la sequenza di valori
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di tutte le variabili e strutture dati che sostituiscono una traccia completa di
un’esecuzione valida, finita, e che termina, di R su X. Possiamo poi verificare
la validità del certificato simulando l’esecuzione di R su X, confrontando i
valori ottenuti a ogni passo con quelli della sequenza, e controllando che il
programma termina alla fine della sequenza.

In maniera simile, è facile vedere che il serpente di domino che va dal punto
V al punto W è perfettamente valido e un certificato finito del fatto che gli
input giusti al problema del serpente domino produce in effetti un “s̀ı”. Per
quanto riguarda il problema standard del piastrellamento, esistono certificati
per gli input che producono “no”, invece che per quelli che producono “s̀ı”. Se
un insieme di tipi di piastrelle T non possono piastrellare tutte le aree finite di
tutte le dimensioni ci deve essere un’area che non può essere mai piastrellata
da T . Il certificato che mostra che T porta a una risposta “no” sarà sempli-
cemente l’area non piastrellabile. Per verificare che quest’area, chiamata E, è
effettivamente un certificato dobbiamo verificare che T non può piastrellare
E. Siccome sia T che E sono finiti c’è solo un numero finito (anche se maga-
ri molto grande) di possibili piastrellamenti da provare, e dunque può essere
fatto algoritmicamente in un tempo finito. In questo senso, è il problema com-
plementare a quello del piastrellamento che è comparabile agli altri; ovvero,
il problema che chiede se non è possibile piastrellare tutte le aree usando T .

I problemi con certificati a due vie sono decidibili

Si noti che ognuno di questi problemi ha certificati per una sola delle direzioni,
o per quando risponde “s̀ı” o per quando risponde “no”. L’esistenza di un
certificato per una direzione non contraddice l’indecidibilità del problema visto
che, senza sapere a priori se un input sarà un “s̀ı” o un “no”, non possiamo
usare l’esistenza di un certificato per una di queste direzioni per aiutare a
trovare un algoritmo per il problema. La ragione è che qualsiasi tentativo di
esaurire tutti i certificati candidati e controllare la loro validità non terminerà
se l’input è del tipo sbagliato, visto che non ha alcun certificato, e la ricerca
di un certificato non finirà mai. Questo punto era implicitamente presente in
quanto spiegato prima visto che la simulazione di un problema su un dato
input non poteva servire per decidere il problema della terminazione.

La domanda interessante è se un problema indecidibile può avere certi-
ficati sia per i “s̀ı” sia per i “no”. Bene, non può, visto che se i certificati
esistessero per entrambe le direzioni, potrebbero essere utilizzati per produrre
un algoritmo per il problema, rendendolo decidibile. Per vedere come, assu-
miamo di avere un problema decisionale per cui per ogni input valido c’è un
certificato finito. Gli input che producono “s̀ı” hanno certificati di un tipo
(diciamo certificati s̀ı), mentre gli input che producono “no” hanno certificati
di un altro tipo (certificati no). Un tipo potrebbe consistere di sequenze finite
di numeri, un altro di aree finite su una griglia di interi, e cos̀ı via. Assumiamo
inoltre che i certificati di entrambi i tipi siano verificabili in un tempo fini-
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Figura 8.10. Decidere un problema P cercando un certificato.

to. Per decidere se il problema risponde “s̀ı” o “no” potremmo procedere a
iterare sistematicamente su tutti i certificati candidati, alternando tra quelli
dei due tipi. Consideriamo prima un certificato s̀ı, poi un certificato no, poi
un altro certificato s̀ı e cos̀ı via, senza saltarne alcuno (si veda Figura 8.10).
Stiamo in effetti provando, simultaneamente, a trovare o un certificato s̀ı o
un certificato no, o meglio qualsiasi cosa che ci permetta di convincerci sullo
stato del problema per quel dato input. Il fatto cruciale è che questo processo
è garantito terminare, visto che ogni input sicuramente ha o un certificato si
o un certificato no, e quale dei due sia lo troveremo prima o poi. Una volta
trovato, l’intero processo può terminare, producendo “s̀ı” o “no” a seconda
del tipo di certificato trovato.

Dunque, i problemi indecidibili non possono avere certificati a due vie
senza contraddire la loro stessa indecidibilità.

Problemi indecidibili che hanno solo certificati in un senso, come quelli
descritti, sono a volte chiamati parzialmente decidibili visto che ammetto-
no algoritmi che, per dire, riescono a arrivare a metà della soluzione. Quando
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applicati a un input un tale algoritmo è garantito terminare e dire “s̀‘i” se
“s̀ı” è in effetti la risposta, ma potrebbe non terminare se la risposta è “no”.
Questo è il caso di quelli che hanno certificati s̀ı; l’algoritmo cerca tra tutti
loro cercando di trovare un certificato per il “s̀ı” dell’input. Per problemi i cui
certificati sono del tipo “no”, come nel caso del problema del piastrellamento,
il “s̀ı” e il “no” si scambiano i ruoli. 3

Problemi che sono ancora meno decidibili!

Risulta che tutti i problemi parzialmente decidibili, incluso il problema della
terminazione, il problema del serpente di domino, il problema della corrispon-
denza delle parole, e il problema del piastrellamento (in realtà il problema del
non-piastrellamento in cui vogliamo un “s̀ı” se le piastrelle non possono copri-
re le aree) sono computazionalmente equivalenti, il che vuol dire che tutti
loro sono riducibili agli altri. Di conseguenza, anche se sono tutti indecidibili,
ognuno di loro può essere deciso con l’aiuto di un subroutine immaginaria, un
oracolo, per uno qualsiasi degli altri: se potessimo decidere se un programma
termina per un dato input potremmo anche decidere se un insieme di tipi di
piastrelle è in grado di coprire la griglia degli interi, o se possiamo formare
una parola comune concatenando le corrispondenti parole in X e Y , e vice
versa.

Ancora una volta, la situazione è simile a quella dei problemi NP-completi,
eccetto che qui conosciamo lo stato preciso dei problemi nella classe, mentre là
no. Tutti i problemi NP-completi sono polinomialmente equivalenti, visto
che esistono riduzioni polinomiali da ciascuno di loro a tutti gli altri. I problemi
parzialmente decidibili, invece, sono solo algoritmicamente equivalenti, senza
limiti sul tempo che le riduzioni possono impiegare.

Ora, cos̀ı come ci sono problemi decidibili che sono peggio di quelli NP-
completi, ci sono anche problemi indecidibili che sono peggio di quelli parzial-
mente decidibili. Abbiamo visto prima che il problema della terminazione può
ridursi a quello della verifica. Il contrario non è vero. È possibile provare che
anche se avessimo un ipotetico oracolo per il problema della terminazione, non
potremmo algoritmicamente verificare i programmi, nè risolvere il problema
della totalità, il quale chiede se un programma termina per tutti i suoi input
validi. Segue che i problemi di verifica e di totalità sono anche peggio di quello
della terminazione; sono, per dire, “meno decidibili”.

Tra le altre cose, ciò significa che il problema della totalità, per esempio,
non ha certificati di alcun tipo. Ciò è in realtà piuttosto intuitivo, visto che
non sembra esserci un modo verificabile per dimostrare nè che un problema

3 Il termine tecnico utilizzato per problemi con certificati s̀ı è ricorsivamente
enumerabili, o r.e.. Dunque, i problemi di terminazione e di corrispondenza
delle parole sono problemi r.e., mentre il problema del piastrellamento è co-r.e.,
il che significa che il suo problema duale (con “s̀ı” e “no” scambiati) è r.e.
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termina su tutti i suoi infiniti input, nè che non termina (ovvero, implica una
computazione infinita) su almeno uno di essi. La prima di queste asserzioni
potrebbe sembrare contraddittoria rispetto all’affermazione fatta nel Capitolo
5 riguardante il fatto che qualsiasi programma corretto ha una prova (finita),
la quale dimostra che il programma termina su tutti i suoi input. Infine, men-
tre una prova di terminazione finita per tutti gli input è garantita esistere, non
può essere ritenuta un certificato visto che non è necessariamente verificabile
algoritmicamente. Infatti, le affermazioni logiche le cui verità dobbiamo stabi-
lire per poter verificare la validità della prova sono formule in un formalismo
logico che è esso stesso indecidibile!

Ecco un altro esempio. Si richiami alla memoria il formalismo dell’aritme-
tica di Presburger, il quale ci permetteva di fare asserzioni circa interi positivi
usando il “+” e l’“=”. Il problema di determinare la verità delle formule
scritte nell’aritmetica di Presburger è decidibile, ma, come abbiamo detto nel
Capitolo 7, ha un limite inferiore doppiamente esponenziale. Sorprendente-
mente, se aggiungiamo l’operatore “x” al formalismo, otteniamo una logica
chiamata aritmetica del prim’ordine e il problema diventa indecidibile.
Inoltre, non è neanche parzialmente decidibile, e quindi è più simile al proble-
ma della verifica e a quello della totalità che a quelli della terminazione, della
corrispondenza delle parole, o del piastrellamento. In realtà, è anche peggio
di quelli.

Problemi altamente indecidibili

Cos̀ı come i problemi decidibili possono essere raggruppati in classi di varia
complessità, anche i problemi indecidibili possono essere raggruppati in livel-
li, o gradi, di indecidibilità. Ci sono quelli che sono parzialmente decidibili,
o potremmo dire quasi decidibili, e sono tutti computazionalmente equiva-
lenti, e poi ci sono quelli che sono peggio. I molti problemi che sono peggio,
comunque, sono ben lontani dall’essere computazionalmente equivalenti tra
loro. Infatti, ci sono infinite gerarchie di problemi indecidibili, ogni livello
delle quali contiene problemi che sono peggio di tutti quelli che risiedono ai
livelli inferiori.

A parte il livello di bassa indecidibilità, quello della parziale decidibilità,
esiste un altro livello, particolarmente naturale e significativo, che risulta es-
sere molto più in alto. Senza entrare troppo nel dettaglio, lo chiameremo il
livello dell’alta indecidibilità, e ne mostreremo tre esempi.4 Vale la pena no-
tare, comunque, che tra questi due livelli, cos̀ı come sotto e sopra loro, ci sono
molti altri livelli aggiuntivi di indecidibilità. Esiste in realtà una gerarchia in-
finita di problemi, i quali sono “meno decidibili” di quelli già descritti ma “più
decidibili” dei problemi altamente indecidibili che andremo a descrivere ora.

4 In termini tecnici viene chiamato il livello induttivo/coinduttivo dell’indecidi-
bilità.
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Tra questi problemi intermedi ci sono i problemi di totalità, verifica, e verità
delle logiche del prim’ordine. Allo stesso modo, ci sono infinite gerarchie di
problemi che sono tutti peggio di quelli che seguono.

Due dei tre esempi che andremo a descrivere sono alquanto sorprendenti,
in quanto sembrerebbero essere insignificanti variazioni di problemi che ab-
biamo già visto. Consideriamo il problema della soddisfacibilità per la logica
proposizionale dinamica (PDL). Nel Capitolo 7 il problema fu descritto come
(decidibile, e) avente limite superiore e inferiore esponenziale. I programmi che
possono essere scritti mediante formule PDL sono costruiti a partire da pro-
grammi elementari non specificati usando sequenze, condizioni, e iterazione.
Se lasciamo tutti gli altri aspetti del formalismo come sono, ma permettiamo
che questi programmi schematici includano anche ricorsione, il problema non
solo diventa indecidibile, ma altamente indecidibile! Quindi, non è decidibile
neanche se ci vengono date soluzioni per tutti i problemi parzialmente decidi-
bili descritti prima o per i molti problemi indecidibili che si trovano nei livelli
intermedi.

Il secondo esempio è una sottile variazione del problema standard di pia-
strellamento, o del problema domino, che chiede se la griglia infinita di interi
possa essere piastrellata usando solo i tipi di piastrelle presente nell’insieme
finito T . (Questa versione viene qui preferita rispetto a quella equivalente ri-
guardante tutte le aree di dimensione finita.) Nella variante aggiungiamo un
piccolo requisito: vorremmo che il piastrellamento, sulla cui esistenza dobbia-
mo sbilanciarci, contenesse infinite copie di una particolare piastrella, diciamo
la prima della lista T . Vogliamo un “s̀ı” se esiste un piastrellamento della gri-
glia che contiene una ricorrenza infinita della piastrella speciale, e un “no”
se un tale piastrellamento non esiste, anche se esistono altri piastrellamenti
dell’intera griglia.

Potrebbe sembrare che il requisito aggiuntivo non faccia alcuna differenza,
visto che se un insieme finito di tipi può effettivamente piastrellare la griglia
infinita, allora alcuni dei tipi presenti nell’insieme dovrebbero essere presenti
infinitamente spesso. La differenza cruciale, comunque, è che in questo ca-
so stiamo puntando a una piastrella specifica per cui vogliamo la ricorrenza
infinita. Nonostante l’apparente similitudine, il problema dei domino ricor-
renti è altamente indecidibile (infatti, è computazionalmente equivalente al
problema appena citato della PDL con ricorsione). Anche esso è indecidibile
pur con soluzioni ai molti altri problemi già visti ai livelli precedenti.

Discuteremo il terzo esempio di problema altamente indecidibile tra breve.

I quattro livelli fondamentali di comportamento
algoritmico

Emerge un’interessante storia multiforme riguardante i problemi di piastrel-
lamento, o di domino. Innanzitutto, ci sono i problemi limitati, come “può
T piastrellare un quadrato N per N per un dato N?”. Poi ci sono i problemi
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illimitati, come “può T piastrellare la griglia infinita?”. Infine, ci sono i pro-
blemi ricorrenti, come “può T piastrellare la griglia di infiniti interi in modo
tale che una piastrella in particolare compaia infinitamente spesso?”. I proble-
mi limitati possono essere dimostrati essere NP-completi, e quindi sono pre-
sumibilmente intrattabili, quelli illimitati sono indecidibili (ma parzialmente
decidibili), e quelli ricorrenti sono altamente indecidibili.

Per completare il quadro, esiste anche una versione dalla dimensione
fissa del problema limitato. Chiede se, dato un insieme T e un numero N è
possibile formare un rettangolo di dimensione C per N , a partire da T , dove
C è fisso e non fa parte dell’input del problema. (Si noti che nel caso speciale
in cui C è 1 stiamo chiedendo se esiste una linea di piastrelle che rispetta
la regola dei colori.) Per ogni C fissato il problema ammette un algoritmo
polinomiale, che si invita il lettore a cercare.

Domino ricorrenti

Domino senza limiti

Problemi 
altamente 

indecidibili 

Problemi trattabili 

Problemi intrattabili 

Problemi indecidibili 

Domino limitati

Domino dall’ampiezza 
pre-definita

 

Figura 8.11. La sfera dei problemi algoritmici: Versione III.

Quindi, riassumendo nella tabella sottostante, abbiamo quattro versioni
del problema del piastrellamento, le quali, sotto l’assunzione credibile che
P �= NP (ovvero che i problemi NP-completi sono effettivamente intrattabili),
rappresentano le quattro classi fondamentali di comportamento algoritmico
illustrati in Figura 8.11.
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Tipo di problema Stato algoritmico

fisso con limiti trattabile
limitato intrattabile
illimitato indecidibile

con ricorsione altamente indecidibile

Bisogna enfatizzare che è la proprietà che appare nella colonna sinistra
della tabella che è responsabile per la fondamentale differenza nello stato dei
problemi, e non un qualche tecnicismo nella definizione dei problemi. Si pos-
sono portare due argomentazioni a supporto di questo fatto. Innanzitutto, è
possibile generalizzare altri problemi per evidenziare i quattro livelli compor-
tamentali. Ad esempio, il problema della corrispondenza delle parole diventa
NP-completo se la lunghezza della sequenza di indici richiesta è limitata da
N ; diventa trattabile se per ottenere la parola comune dobbiamo usare un
numero deciso a priori di parole prese da X e N parole prese da Y ; e diventa
altamente indecidibile se vogliamo verificare l’esistenza di una sequenza infi-
nita che produce una parola comune infinita, ma con un particolare indice che
deve essere presente nella sequenza infinitamente spesso.

La seconda giustificazione può essere trovata nella insensibilità dei quattro
livelli rispetto alle variazioni tecniche nelle definizioni dei problemi stessi. È
possibile definire numerose varianti di questi problemi di piastrellamento, ma
fino a quando la caratteristica fondamentale presente nella colonna di sinistra
viene mantenuta, il loro stato algoritmico, come descritto in Figura 8.11, di
solito non viene modificato. Per esempio, possiamo lavorare con piastrelle
esagonali o triangolari invece che quadrate, oppure con figure che devono
essere abbinate invece dei colori (ciò significa che il problema delle scimmie, o
i normali puzzle, possono essere la base per il fenomeno a quattro vie, invece
delle piastrelle colorate). Possiamo richiedere zigzag o spirali di lunghezza N
nel caso in cui una delle due dimensioni venga fissata, rettangoli o triangoli
di dimensioni date (come input) nel caso limitato, l’uso di metà griglia o una
piastrella di inizio nel caso illimitato, o un colore ricorrente invece di una
piastrella, o la ricorrenza ristretta a una riga, nel caso ricorrente. In tutte
queste varianti, e in molte altre, lo stato della colonna di destra in Figura 8.11
rimane lo stesso.

È dunque possibile dire che questa classificazione a quattro vie è estrema-
mente robusta, e il Capitolo 9 fornirà ulteriori prove importanti per sostenere
questa affermazione.

Prima di chiudere, citiamo il terzo esempio di alta (in realtà estremamente
alta) indecidibilità. Quello che abbiamo in mente è la validità delle formule in
un potente formalismo logico chiamato aritmetica del second’ordine, che
è in realtà una combinazione di caratteristiche dei tre formalismi che abbia-
mo già presentato per ragionare sugli interi: l’aritmetica di Presburger, con
la sua capacità di fare asserzioni sugli interi usando l’addizione; WS1S, con
la sua capacità di fare asserzioni sugli insiemi di interi usando l’addizione;
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e la logica del prim’ordine, con la sua capacità di fare asserzioni sugli interi
usando sia l’addizione che la moltiplicazione. La logica del second’ordine ha
tutte queste caratteristiche - può fare asserzioni su insiemi di interi usando sia
l’addizione che la moltiplicazione - e il suo problema di validità è veramente
altamente indecidibile. Come possiamo spiegare questa classificazione di “ve-
ramente altamente”? Bene, senza aggiungere dettagli tecnici, cominceremo
con il dire che l’aritmetica del primo ordine è molto peggio che “meramente”
indecidibile; infatti, contiene infinitamente più livelli di indecidibilità rispetto
ai problemi quali quelli del piastrellamento e della terminazione (ma non è
altamente indecidibile quanto la PDL con programmi ricorsivi o il piastrel-
lamento ricorrente). In modo simile, l’aritmetica del secondo ordine è molto
peggio dei problemi “meramente” altamente indecidibili (come la PDL ri-
corsivo o i domino ricorrenti) e contiene in realtà infinitamente più livelli di
complessità di quei problemi!

È utile riassumere la complessità computazionale di queste logiche nella
seguente tabella,la quale fornisce un’altra prospettiva sui livelli di difficoltà
che nascono quando si prende un problema e si aggiungono ripetutamente
nuove caratteristiche.

Formalismo logico Parla di Complessità

Aritmetica di

Presburger

interi con + doppiamente intrattabile
(doppiamente esponenziale)

WS1S insiemi di interi con + altamente intrattabile
(non elementare)

Aritmetica del primo

ordine

interi con + e × molto indecidibile (ma
non veramente altamente
indecidibile)

Aritmetica del secondo

ordine

insiemi di interi con + e × veramente altamente
indecidibile

Ricerca sull’indecidibilità

Oltre a essere di ovvia rilevanza per l’informatica, l’indecidibilità dei problemi
algoritmici è anche d’interesse per i matematici. In realtà essa forma le basi
di una branca della logica matematica chiamata teoria delle funzioni ri-
corsive. (Il termine sfortunatamente ricorda quello utilizzato per descrivere
subroutine ricorsive.) Forse a sorpresa, molti dei risultati di base, come l’in-
decidibilità del problema della terminazione, furono ottenuti da matematici a
metà degli anni trenta, molto prima che si cominciasse a costruire computer.

La classificazione dettagliata dei problemi indecidibili in vari livelli di inde-
cidibilità è ancora campo di ricerca. Molto lavoro viene dedicato a raffinare e
capire le varie gerarchie di indecidibilità e le loro relazioni. Inoltre, gli studiosi
sono interessati a trovare semplici problemi che possono servire come base per
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riduzioni in grado di esibire l’indecidibilità o l’alta indecidibilità di altri pro-
blemi. Per molti problemi di interesse, come il problema della soddisfacibilità
della PDL, o il problema dell’equivalenza sintattica di due linguaggi, la linea
che separa le versioni decidibili da quelle indecidibili non è sufficientemente
chiara, rendendo necessario una comprensione più profonda delle questioni
rilevanti.

Problemi che non sono risolvibili mediante alcun algoritmo rappresentano
la fine di questa parte pessimistica della nostra storia, ed è venuto il momento
di ritornare a questioni più allegre. Dobbiamo ricordare, però, che quando
proviamo a risolvere un problema algoritmico esiste sempre la possibilità che
non sia risolvibile, o che non ammetta alcuna soluzione accettabile. Figura
8.12 è un tentativo di riassumere la situazione.

Altamente
indecidibile

Indecidibile
(non computabile)

Trattabile

Computabilità 
in principio 

Computabilità 
in pratica 

Intrattabile

Figura 8.12. Computabilità: le buone e le cattive notizie.
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Esercizi

8.1 (a) Dimostrare in maniera rigorosa che le piastrelle di figura 8.1 possono
piastrellare il piano mentre quelle di Figura 8.2 no.

(b) Perché è necessario assumere che le piastrelle non possano essere ruotate
(perché il problema del piastrellamento diventerebbe banale)

8.2 Ipotizziamo che, per qualsiasi algoritmo progettato per risolvere il problema
del piastrellamento, esista un input T per il quale l’algoritmo o andrà avanti
per sempre o terminerà con la risposta sbagliata. Perché ci saranno infiniti
insiemi T che si comporteranno cos̀ı?

8.3 (a) Dimostrare la seguente affermazione, conosciuta con il nome di Lemma di
Konig: un albero dalle ramificazioni finite (ovvero un albero con un numero
finito di successori per ogni nodo) ha un percorso infinito se e solo se ha
infiniti nodi. (Si noti che il fattore di ramificazione non deve essere limitato,
ma solo finito.)

(b) Dimostrare con l’aiuto del Lemma di Konig l’equivalenza di entrambe le
versioni del problema del piastrellamento non limitato (il problema che
richiede che l’intera griglia sia piastrellabile e il problema per cui deve
essere piastrellabile una zona di N · N piastrelle). (Consiglio: considerare
un albero di piastrellamenti in espansione.)

8.4 È stato dimostrato nel testo che non è vero che “l’illimitatezza implica
l’indecidibilità”. Cosa dite invece di:
(a) “La limitatezza implica la decidibilità”?
(b) “L’indecidibilità implica l’illimitatezza”?
(c) “La decidibilità implica la limitatezza”?

8.5 Determinare se le seguenti versioni del problema del serpente sulla metà su-
periore del piano sono decidibili. Dato un insieme T di tipi di piastrelle e tre
punti distinti V, W e W ′ appartenenti alla metà superiore del piano,

(a) Sono raggiungibili sia W che W ′ a partire da V ?
(b) Date due specifiche piastrelle t e t′ appartenenti a T , sono raggiungibili sia

W che W ′ a partire da V ponendo rispettivamente t in W e t′ in W ′?
(c) W o W ′ sono irraggiungibili a partire da V ?
(d) Date due specifiche piastrelle t e t′ appartenenti a T , sono raggiungibili sia

W che W ′ a partire da V da un serpente che ha o t o t′ posti in W o W ′?
(e) Sono raggiungibili a partire da V siaW cheW ′ usando almeno 5 piastrelle?
(f) Dato un numero N , sono raggiungibili a partire da V sia W che W ′ usando

al più N piastrelle?
(g) Dato un numero N , sono raggiungibili a partire da V sia W che W ′ usando

almeno N piastrelle?
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8.6 (a) Verificare che l’esempio di corrispondenza di parole presentato in Figura
8.5(b) non ammette corrispondenze.

(b) Per ognuna delle seguenti istanze del problema della corrispondenza delle
parole, trovare una corrispondenza corretta laddove esista, o dimostrare
che non c’è corrispondenza.

Istanza Gruppo 1 2 3 4

i. X a ba b abb
Y aaa b bb b

ii. X a ba b ab
Y aaa b bb ba

iii. X bb bccb bbbb abbb
Y bbbb c cb a

iv. X ab a c abca
Y ca abac bb ab

8.7 Dimostrare la decidibilità delle seguenti varianti del problema della cor-
rispondenza delle parole, e presentare un algoritmo appropriato per
ciascuna.
(a) La versione con limiti del problema della corrispondenza delle parole.
(b) Il problema della corrispondenza delle parole usando un alfabeto di una

sola lettera.

8.8 Mostrare che la seguente versione arricchita del problema della corrispondenza
delle parole è indecidibile. Usando un alfabeto con due lettere, ci vengono forniti
tre gruppi di parole, le X, le Y , e le Z. Il problema consiste nel trovare una
sequenza di indici tale per cui le parole rilevanti soddisfino X = Y ma non
X 	= Z.

8.9 Per un dato insieme T di tipi di piastrelle colorate, sia max(T ) la dimensione
del più grande quadrato (finito) piastrellabile mediante T , se un tale quadrato
esiste, o 0 altrimenti (per esempio quando qualsiasi quadrato è piastrellabile).
(a) Dimostrare in maniera rigorosa che la variante del problema del piastrella-

mento, in cui ci viene chiesto di produrre in uscitamax(T ) per un T fornito
in ingresso, è indecidibile.

(b) Determinare se è decidibile il seguente problema: Dato un intero N > 2,
produrre in uscita un insieme di tipi di piastrelle T di dimensione N , per
cui max(T ) è il più grande di tutti gli insiemi T possibili di dimensione N .

8.10 (a)Scrivere un programma che dato un X termina con il risultato “si” quando
il programma 3× X + 1 termina con X.

(b)Per ognuno dei seguenti input, calcolare il numero più alto raggiunto duran-
te l’esecuzione del programma 3×X+1, e il numero di iterazioni necessarie
al programma per terminare: 256, 101, 55, 103, 151, 383, 71, 209.



264 8 Non computabilità e indecidibilità

8.11 (a)La variante del programma 3×X+1, in cui l’assegnamento “X ← 3×X+1”
viene rimpiazzato dall’assegnamento “X ← 2 × X + 1”, termina per ogni
intero positivo X?

(b)Dimostrare che il seguente programma termina per ogni numero intero
positivoX. (Consiglio: si consideri la rappresentazione binaria di un numero
dispari X.)

while X è dispari:
X ← (3× X + 1)/2.

8.12Formulare la riduzione del problema di terminazione al problema della verifica,
scrivendo l’algoritmo di trasformazione nel dettaglio.

8.13 (a)Assumiamo di non lasciare mai che un programma venga eseguito sul pro-
prio codice sorgente. Come si potrebbe dimostrare lo stesso l’indecidibilità
del problema della terminazione?

(b)Assumiamo di non lasciare mai che un programma scritto nel linguaggio
di programmazione L esegua sul testo di un altro programma scritto in L.
Mostrare che anche cos̀ı il problema della terminazione è indecidibile su
programmi in L.

(c)Assumiamo che i programmi scritti nel linguaggio di programmazione L
debbano essere sempre eseguiti su numeri interi. Mostrare che anche cos̀ı il
problema della terminazione è indecidibile su programmi in L.

8.14Dimostrare che i seguenti problemi sono indecidibili
(a) Dato un programma P e un input X determinare se P non termina su X,

o se termina e produce 8 come risultato.
(b) Dati due programmi P e Q, e un input X, determinare se sia P che Q

terminano su X o se entrambi non terminano su X.
(c) Dato un programma P e due diversi input X e Y , determinare se P termina

sia su X che su Y .

8.15 Consideriamo solo programmi che terminano per tutti gli input.
(a) Ecco una dimostrazione che usa la tecnica della diagonalizzazione percui

è indecidibile se dato un programma P e un input X il risultato è 17.
La “dimostrazione” è proprio come la dimostrazione dell’indecidibilità del
problema della terminazione presentata nel testo, ma con un elenco di tutti
i programmi che terminano sempre (invece di tutti i programmi) su un asse
e tutti gli input sull’altro, e con le risposte si/no che indicano se la risposta
è 17. Cosa c’è di errato in questa dimostrazione?

(b) Dimostrare che il problema presentato nella parte (a) è in realtà decidibile.

8.16 Cosa succederebbe allo stato di decidibilità di un problema se ci venisse ga-
rantito che il suo certificato non sia meramente finito, ma anche limitato nello

spazio (per essere più precisi, ipotizziamo un certificato non più grande di 22
N

,
per input di dimensione N)?
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8.17 Assumiamo che un problema P abbia i seguenti certificati un po’ strani. Un
input è un input che produce s̀ı se ha almeno sette certificati di input che
producono s̀ı, ed è un input che produce un no se ha almeno tre certificati di
input che producono un no. (Tutti i certificati sono verificabili in un tempo
finito.)
(a) P è decidibile?
(b) Cosa potremmo dire del problema se rimpiazzassimo “almeno sette” con

“almeno 7 · N”, dove N è la dimensione dell’input?
(c) e se rimpiazzassimo “almeno sette” con “al più sette”?

8.18Mostrare come risolvere l’ordinario problema del domino illimitato dato come
oracolo il problema del domino ricorrente.

8.19Costruire algoritmi polinomiali per le versioni con larghezza finita limitata dei
seguenti problemi:
(a) Il problema dei domino (in cui K è fisso, T e N sono dati, e ci viene chiesto

di piastrellare un rettangolo di N · K).
(b) Il problema della corrispondenza delle parole (in cui K è fisso, X, Y e N

sono dati, e ci viene chiesto se possiamo concatenare K parole prese da X
in modo da costruire una parola composta che può essere formata anch’essa
concatenando al più N parole prese da Y ).

8.20 (a)Il problema del domino a larghezza fissa e illimitata è decidibile? (Ovvero,
K è fisso, ci viene dato T , e ci viene chiesto se esiste un piastrellamento di
una striscia infinita di larghezza K.)

(b)e l’analogo problema della corrispondenza di parole?

8.21 Mostrare che la versione regolare illimitata del problema del piastrellamento
per triangoli equilateri è indecidibile.

{...} non vedranno mai più la luce {...}
Salmi 49:20
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L’universalità algoritmica e la sua robustezza
ovvero, le macchine più semplici che
lo fanno

Comprendo che puoi tutto {...}
Giobbe 42:2

In questo capitolo esamineremo dispositivi algoritmici del tipo più semplice
possibile, impressionantemente primitivi rispetto ai computer e ai linguaggi di
programmazione odierni. Nonostante ciò sono abbastanza potenti da eseguire
anche gli algoritmi più complessi.

Data la tendenza secondo il quale i computer stanno diventando sempre
più complessi e sofisticati anno dopo anno, questo obiettivo potrebbe sembra-
re un semplice esercizio mentale, probabilmente piuttosto inutile. Nonostante
ciò il nostro obiettivo è triplice. Per cominciare, è intellettualmente appagante
scoprire nuovi oggetti che sono il più semplice possibile ma potenti quanto gli
altri suoi simili. In secondo luogo, dobbiamo giustificare la natura delle af-
fermazioni negative fatte negli ultimi due capitoli, che riguardavano problemi
per cui non esistono soluzioni ragionevoli, e altri per cui non esistono proprio.
I fatti che andremo a descrivere qui forniranno prove importanti che possono
supportare queste affermazioni. Infine, da un punto di vista puramente tec-
nico, questi macchinari primitivi daranno origine a dimostrazioni rigorose di
molti dei risultati di intrattabilità e indecidibilità dati prima.

Cominciamo con il capire fino a dove possiamo spingerci nel nostro
tentativo di semplificare le cose.

Un esercizio di semplificazione dei dati

La prima cosa da notare è che qualsiasi dato utilizzato da un algoritmo, che
sia un input, un output o un valore intermedio, può essere pensato come una
stringa di simboli. Un intero è semplicemente una stringa di cifre, una frazione
può essere definita come due stringhe di cifre separate da un barra. Una parola
è una stringa di lettere, e un intero testo non è altro che una stringa di simboli
che consistono di lettere e simboli per la punteggiatura, inclusi gli spazi. Altri
oggetti che abbiamo avuto occasione di incontrare precedentemente nel libro
sono i colori, i nodi in un grafo, linee, metà di scimmie, anelli, pioli, lati di
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quadrati, tratti di strada, pezzi degli scacchi, operatori logici, e, ovviamente,
i testi stessi dei programmi. In tutti questi casi, avremmo potuto codificare
facilmente questi oggetti usando numeri, parole, o testi, e dunque trattarli
come simboli.

Il numero di simboli diversi utilizzati in tutte queste codifiche è in realtà
finito, e può sempre essere definito a priori. Questo è ciò che rende geniale
un sistema standard per la numerazione, come quello decimale. Non abbiamo
bisogno di un numero infinito di simboli, uno per ogni numero - 10 simboli
sono sufficienti per codificarli tutti. (Il sistema binario ne utilizza solo due, 0
e 1.) Lo stesso si applica ovviamente alle parole e ai testi.

Di conseguenza possiamo scrivere qualsiasi dato lungo un nastro mo-
nodimensionale, magari lungo, costituito da una sequenza di celle, ognuna
contenente un singolo simbolo membro di un alfabeto finito.

Questa idea può essere portata molto più in là. Non è difficile vedere che
anche le strutture dati più complesse possono essere “linearizzate” in questo
modo. Un vettore, per esempio, è semplicemente una lista di oggetti contenenti
dati, e può essere codificato come una sequenza di versioni linearizzate di
ognuno dei suoi oggetti, separate da un simbolo speciale, come un “*”. Un
array bidimensionale può essere appiattito riga dopo riga, usando “*” per
separare oggetti all’interno di una stessa riga e “**” per separare righe diverse
(si veda Figura 9.1). 1

15 −4 6 104

6.5 0 −61 3

586 1 7 102

1 5 * − 4 * 6 * 1 0 4 * * 6 , 5 * 0 * − 6 1 * 3 * * 5 8 6 * 1 * 7 * 1 0 2

Figura 9.1. Linearizzazione di un array bidimensionale.

Linearizzare alberi richiede più attenzione. Se tentiamo in maniera inge-
nua di elencare gli oggetti dell’albero livello per livello, la struttura potrebbe
andare persa, visto che il numero di elementi appartenenti a un dato livello
non è fissato a priori. Nella codifica di livello in livello effettuata in Figura 9.2,
per esempio, non c’è modo di sapere se S è figlio di V o di G. Un modo per
evitare questo problema è adottare una variante dell’approccio delle liste an-
nidate usato in LISP, come illustrato negli esempi di programmi SCHEME nel
Capitolo 3. (Le parentesi sono considerate simboli speciali, come “*” e “**”.)
1 La memoria nella maggior parte dei computer consiste, in realtà, semplicemente di
un array monodimensionale, e gli array bidimensionali sono memorizzati usando
una qualche forma di codifica.
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Questo porta a molti benefici quando gli alberi hanno informazioni solo nelle
foglie. In alternativa, possiamo raffinare il metodo presentato in Figura 9.2
segnando i gruppi di figli immediati, di livello in livello, cominciando sempre
da sinistra. Ecco la linearizzazione che risulterebbe per l’albero di Figura 9.2:

[3]

Figura 9.2. Linearizzazione di un albero con perdita di informazioni.

(T )(V,G)(Q,R, S)(W,L)( )(M,N)( )(P )( ) .

Si incoraggia il lettore a trovare algoritmi per rappresentare gli alberi
usando tali liste, e per ricostruire gli alberi a partire dalle liste.

Simili trasformazioni possono essere effettuate per qualsiasi tipo di strut-
tura dati, per quanto complesse. Una miriade di variabili o strutture dati
possono essere descritte in maniera lineare usando nuovi simboli per separare
le versioni linearizzate degli oggetti. Infatti, interi database, comprensivi di
tabelle, record e file, possono essere codificati come una lunga lista di simbo-
li, usando simboli speciali per separare le varie parti. Ovviamente, potrebbe
essere molto inefficiente lavorare con una versione lineare di un collezione di
dati altamente strutturata. Anche la semplice rappresentazione di un albero
come quella data richiede un duro lavoro per potere eseguire semplici opera-
zioni standard sull’albero, come attraversare percorsi o isolare un sotto-albero
rispetto a un dato nodo. Ciò nonostante, l’efficienza non è una delle nostre
priorità in questo momento; ma lo è la semplificazione concettuale, e ancora
una volta troviamo che questo approccio di linearizzazione mediante simboli
presi da un alfabeto finito è sufficiente ai nostri scopi.

Ora, gli algoritmi non hanno a che fare solo con quantità fisse di dati.
Potrebbero richiederne di più man mano che procedono. Le strutture dati po-
trebbero crescere in dimensione, e potrebbero essere assegnati oggetti sempre
più grandi alle variabili; alcune informazioni potrebbero necessitare di esse-
re immagazzinate per essere ri-utilizzati più avanti nell’algoritmo, e cos̀ı via.
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Ciò nonostante, dato che qualsiasi dato aggiuntivo può essere anch’esso linea-
rizzato, tutto quello che dobbiamo fare è permettere che il nostro nastro di
dati lineari possa essere di lunghezza illimitata. Immagazzinare dati consisterà
semplicemente nel trovare un punto remoto del nastro, che è ancora libero, in
cui salvarli.

Segue la conclusione. Quando si tratta di dati manipolati da un algoritmo,
da un qualsiasi algoritmo effettivamente eseguibile, è sufficiente avere un na-
stro monodimensionale di lunghezza potenzialmente illimitata, diviso in celle,
ognuna delle quali contiene un simbolo preso da un alfabeto finito. L’alfabe-
to include i simboli “reali” che rappresentano i dati stessi, e alcuni simboli
speciali per indicare dove finisce un dato. Si assume inoltre che sia presente
un simbolo speciale di “spazio” per indicare l’assenza di informazione, che
indicheremo con #, e che sarà distinto dallo spazio usato per separare parole
all’interno di un testo. Siccome in un qualsiasi momento l’algoritmo ha a che
fare solo con una porzione significativa di dati finita, il nastro consisterà
sempre di una quantità finita di dati circondata da infinite sequenze di #.
Questa porzione potrebbe essere molto lunga, e potrebbe crescere man mano
che procede l’esecuzione, ma è sempre finita.

Un esercizio di semplificazione del controllo

Come possiamo semplificare la parte di controllo di un algoritmo? Abbiamo
visto che linguaggi diversi supportano strutture di controllo diverse, come la
sequenza, il salto condizionale, le subroutine, e la ricorsione. La domanda
che ci poniamo riguarda in realtà come possiamo semplificare il lavoro del
processore che deve correre in giro ed eseguire le operazioni basilari. Per ora
ignoreremo le istruzioni di base e ci concentreremo su come semplificare la
parte del “correre in giro”.

Una delle cose cruciali per la semplificazione del controllo è la finitezza del
testo dell’algoritmo. Il processore può essere in uno solo di un numero finito
di locazioni nel testo, e dunque possiamo utilizzare un meccanismo piuttosto
primitivo, contenente una scatola del cambio che può trovarsi in uno solo
di un numero finito di posizioni, o stati. Se pensiamo agli stati della scatola
del cambio come le codifiche delle locazioni nell’algoritmo, allora spostarsi
nell’algoritmo può essere modellato come un semplice cambio di stato.

In un qualsiasi punto dell’esecuzione di un algoritmo la prossima locazione
da visitare dipende dalla locazione corrente, quindi il prossimo stato nella
scatola del cambio deve dipendere dal suo stato corrente. La nuova locazione,
però, potrebbe anche dipendere dai valori di certi dati; molte strutture di
controllo eseguono dei test su valori di variabili in modo da dirigere il controllo
verso un particolare posto nel testo (per esempio, alle clausole then o else di
un costrutto if, o all’inizio di un ciclo di while). Ciò significa che un cambio
nello stato del nostro meccanismo deve poter dipendere da parti di dato, oltre
che dallo stato corrente. Ma siccome abbiamo codificato tutti i dati usando un
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unico nastro, per quanto lungo, dobbiamo permettere al nostro meccanismo
primitivo di ispezionare il nastro prima di decidere quale sarà il nuovo stato.

Figura 9.3. Un meccanismo primitivo: nastro, scatola del cambio e occhio.

Nell’interesse del minimalismo e della semplicità, questa ispezione verrà
eseguita una cella alla volta. In un qualsiasi momento, è possibile “leggere”
un solo simbolo alla volta. Possiamo immaginare, dunque, che il nostro mec-
canismo abbia un “occhio” molto limitato, visto che è in grado di contemplare
al più una cella alla volta, e solo di vedere e riconoscere il simbolo l̀ı contenuto.
A seconda del simbolo letto e dello stato corrente del meccanismo, esso può
“cambiare” ed entrare in un nuovo stato (si veda Figura 9.3).

Una conseguenza della finitezza dell’alfabeto, come vedremo dopo, è che il
meccanismo è in grado di “ricordare” il simbolo che ha appena visto mentre
entra in un nuovo stato. Ciò gli permetterà di agire in base alle informazioni
lette da diverse celle del nastro. Per poter ispezionare diverse parti dei da-
ti, però, dobbiamo dare la possibilità al nostro meccanismo di spostarsi sul
nastro. Ancora una volta saremo molto poco generosi, e permetteremo movi-
menti di una cella alla volta. La direzione di movimento (verso destra o verso
sinistra) dipenderà anch’essa dallo stato corrente della scatola del cambio e
dal simbolo appena letto.

Queste osservazioni semplificano la componente di controllo di un algorit-
mo in maniera considerevole. Quello che otteniamo è un semplice meccanismo,
capace di trovarsi in un numero finito di marce, o stati, spostandosi lungo il
nastro di una cella alla volta. Durante questo processo, cambia il suo stato,
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e cambia direzione in funzione dello stato corrente e del singolo simbolo che
vede di fronte a sè.

Semplificare le operazioni di base

Avendo semplificato le parti dei dati e di controllo degli algoritmi, ci rimango-
no da semplificare le operazioni di base. Se i processori sapessero solo spostarsi
e leggere parti dei dati, e cambiare stato, gli algoritmi non potrebbero fare
molto. Dobbiamo essere in grado di manipolare i dati, di applicare trasfor-
mazioni, di cancellarli, di scriverne di nuovi, di ri-scrivere alcuni pezzi, di
applicare trasformazioni aritmetiche o testuali, e cos̀ı via.

Senza offrire, in questa sede, anche una giustificazione, forniremo al nostro
meccanismo solo le capacità più banali. Oltre a cambiare stato e a potersi
spostare di una cella sul nastro verso destra o verso sinistra, tutto quello
che gli permetteremo di fare, quando in un particolare stato e guardando un
particolare simbolo sul nastro, è di trasformare il simbolo in uno tra quelli
presenti nell’alfabeto finito. È tutto.

Il meccanismo che risulta da questa lunga sequenza di semplificazioni viene
chiamata macchina di Turing, in onore del matematico britannico Alan M.
Turing, che la inventò nel 1936.

La macchina di Turing

Forniremo ora una definizione un po’ più precisa della macchina di Turing. Una
macchina di Turing M consiste di un insieme (finito) di stati, un alfabeto
(finito) di simboli, un nastro infinito fatto di tante celle, e di una testina di
lettura e scrittura in grado di spostarsi lungo il nastro una cella alla volta.
In aggiunta, il cuore della macchina è un diagramma delle transizioni tra
stati, a volte detto semplicemente diagramma delle transizioni contenente
le istruzioni che causano i cambiamenti di stato.

Un diagramma delle transizioni può essere visto come un grafo direzionato
i cui nodi rappresentano gli stati. Usiamo rettangoli con gli angoli arrotondati
(che chiameremo rotangoli) per gli stati (si veda Figura 9.4). Un ramo che
porta da uno stato s a uno stato t viene detto transizione, e viene etichettato
con un codice della forma < a, b, L > o < a/b, R >, dove a e b sono simboli.
La parte a dell’etichetta viene chiamata trigger e indica il simbolo letto dal
nastro. La parte b viene chiamata azione, e indica il simbolo che viene scritto
sul nastro. Infine, le parti L e R forniscono la direzione di spostamento, dove L
indica “sinistra” (dall’inglese “left”) e R indica “destra” (dall’inglese “right”).
Il significato preciso di una transizione da s in t etichettata con < a/b, L > è
il seguente (il caso < a/b, R > è simile):

Durante la sua operazione, quando la macchina di Turing è nello stato
s, e in quel momento viene letto a dal nastro, la macchina cancellerà
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movea

JAmark returnNEIN

testa

moveb testb

a/a, R
b/b, R

a/a, R
b/b, R

a/a, L
b/b, L

#/#, L

#/#, L

#/#, L

#/#, L

#/#, L

#/#, R

a/#, L

b/#, L

b/b, L

a/a, L

b/#, R

a/#, R

Figura 9.4. Il diagramma delle transizioni di stato per una semplice macchina di
Turing.

il simbolo a sovrascrivendolo con il simbolo b, sposterà la testina di
una cella a sinistra, ed entrerà nello stato t.

Per prevenire l’ambiguità riguardante la prossima mossa della macchina
(ovvero, per rendere il suo comportamento deterministico), richiediamo che
non ci siano due transizioni con lo stesso trigger nello stesso stato. Uno di
questi stati nel diagramma (mark in Figura 9.4) è segnato con una piccola
freccia speciale entrante e viene detto stato iniziale. Inoltre, stati che non
hanno transizioni in uscita (come Y ES e NO in Figura 9.4) sono detti stati
finali, e sono rappresentati da rotangoli in grassetto. Per convenienza, diverse
etichette possono essere attaccate a una singola transizione (come nelle frecce
che rappresentano auto-anelli in Figura 9.4).

Si assume che la macchina parta nello stato iniziale, e sulla prima cella del
nastro più a sinistra che contiene un’informazione, e che proceda passo per
passo come descritto dal diagramma. Si ferma se e quando entra in uno stato
finale.

Individuare palindromi: un esempio

Guardiamo con più attenzione alla macchina di Turing il cui diagramma delle
transizioni è mostrato in Figura 9.4. In particolare, simuliamo le sue azioni
su un nastro contenente la parola “a b b a” (circondata, come abbiamo detto
prima, da sequenze infinite di “#” da entrambe le parti). La testina della
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macchina è posizionata inizialmente sulla a più a sinistra, e mark è lo stato
iniziale. Figura 9.5 mostra l’intera simulazione, passo per passo, con lo stato
corrente indicato da un rotangolo solido all’interno della versione in miniatura
del diagramma delle transizioni.

Intuitivamente, la macchina “ricorda” il primo simbolo visto (mentre en-
trava in movea o moveb, a seconda se il simbolo era a o b), lo cancella rim-
piazzandolo con un carattere “#”, e poi si sposta a destra fino a quando non
raggiunge un “#” (frame 5). Si sposta poi di un simbolo a sinistra, in modo
da trovarsi sul simbolo più a destra nello stato testa o testb a seconda del
simbolo che sta tenendo a mente (frame 6). Se leggesse ora un simbolo diverso
da quello memorizzato entrerebbe nello stato speciale NO. Nel nostro caso,
però, si era ricordata a e vede di nuovo a, quindi lo cancella e entra nello
stato return, il quale riporta la testina al primo “#” a sinistra, e nello stato
mark (frame 9). Come prima, la macchina si sposta di una cella a destra e si
ricorda il simbolo che ci trova. Questo simbolo è in realtà il secondo simbolo
della stringa originale, visto che il primo è stato cancellato. Lo spostamento a
destra questa volta sarà finalizzato a confrontare questo nuovo simbolo con il
penultimo simbolo della stringa originale (frame 13). Anche questo confronto
ha successo, e la macchina cancella b e si sposta a sinistra alla ricerca di altri
simboli. Siccome non ne trova, e non avendo già raggiunto lo stato NO, entra
nello stato Y ES indicando che tutte le parti sono stata abbinate con successo.

In essenza, la macchina di Turing controlla se il nastro contiene una palin-
droma; ovvero, se è presente una parola che è uguale sia se letta da sinistra
verso destra che al contrario. (Una palindroma rimarrebbe uguale anche dopo
essere stata soggetta all’esecuzione dell’algoritmo “reverse” del Capitolo 5).
Quando eseguita a partire dal simbolo più a sinistra di una parola finita che
consiste di soli a e b, si ferma nello stato Y ES se la parola è palindroma e
nello stato NO se non lo è. Si invita il lettore a simulare la macchina su nastri
contenenti “a b a b a’ e “a b a a b b a a” per capire meglio il suo comporta-
mento. Si osservi che questa particolare macchina usa quattro stati fissi e altri
due per ogni lettera nell’alfabeto. Il lettore potrebbe anche volere estendere
la Figura 9.5 in modo che sia in grado di gestire un alfabeto di tre lettere.

Le macchine di Turing come algoritmi

Uno sguardo attento rivela che la macchina di Turing può essere vista come
un computer con un singolo programma. Il software è il diagramma delle
transizioni, e l’hardware consiste nel nastro e nella testina, e nel meccanismo
(implicito) che si sposta all’interno del diagramma delle transizioni, cambia
gli stati e gestisce la testina quando legge, cancella, scrive e si sposta. Questo
computer è lo stesso per tutte le macchine di Turing; sono i programmi che
sono differenti. Di conseguenza, la gente a volte parla di programmazione
di una macchina di Turing, invece che di costruzione.
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# # # #a b b a

1

. . . . . . . . .

. . .
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. . .

. . .

. . .

. . .

. . . . . . . . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

# # # ## b b a

2

# # # ## b b a

3

# # # ## b b a

4

# # # ## b b a

5

# # # ## b b a

6

# # # ## b b #

7

# # # ## b b #

8

# # # ## b b #

9

. . . # # # ## b b # . . .

10

# # # ## # b #

11

# # # ## # b #

12

. . . # # # ## # b # . . .

13

# # # ## # # #

14

# # # ## # # #

16

# # # ## # # #

15

SI!

Figura 9.5. Una simulazione della macchina di Turing di Figura 9.4.
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L’esempio della palindroma ci mostra come una macchina di Turing possa
essere programmata per risolvere un problema decisionale. Per un problema
P , il cui insieme di input validi è stato codificato come un insieme di stringhe
lineari, cerchiamo di definire una macchina di Turing M con uno stato iniziale
s e due stati speciali Y ES e NO, che fa ciò che segue:

Per qualsiasi stringa valida di input X, se M comincia nello stato
s con la testina posizionata sul simbolo più a sinistra di X e su un
nastro che non contiene altro che una singola copia della stringa X,
entrerà prima o poi o nello stato Y ES o in quello NO, a seconda se
la risposta di P a X sia “s̀ı” o “no”.

Individuare palindromi mediante una macchina di Turing potrebbe sem-
brare facile, ma ci sono altri problemi che non lo sono. Come possiamo indi-
viduare stringhe che godono della seguente proprietà? Le uniche occorrenze
di a nella stringa avvengono all’interno di blocchi le cui lunghezze formano
una qualche porzione iniziale della sequenza di numeri primi 2, 3, 5, 7, 11, . . .
All’interno di X non viene richiesto che i blocchi appaiano in un particolare
ordine. In questo caso non possiamo semplicemente correre avanti e indietro,
cancellando simboli; dobbiamo essere in grado di contare e di calcolare, e un
numero finito di stati non è più sufficiente per “ricordare” numeri arbitraria-
mente grandi. (La parola in ingresso, ovviamente, può essere arbitrariamente
lunga.)

• Il trucco è calcolare il prossimo numero primo su una parte vuota del nastro,
diciamo alla destra della parola in ingresso X, e poi di cercare un blocco di a
dalla lunghezza desiderata. Assumendo che il numero primo corrente sia stato
calcolato e che appaia come stringa di 1 alla destra di X sul nastro,2 la ricerca di
un appropriato blocco di a può essere eseguita nel seguente modo. La macchina
controlla ripetutamente tutti i blocchi di a, controllando che per ogni a ci sia un
1, andando avanti e indietro e convertendoli entrambi temporaneamente in un
altro simbolo. Se viene trovato un abbinamento perfetto, l’intero blocco viene
cancellato e viene calcolato il prossimo numero primo. Se no, il blocco viene
riportato allo stato iniziale e viene provato il prossimo blocco. Se non viene
trovato alcuno blocco nell’intera stringa, la macchina entra nello stato NO. Se
il blocco viene abbinato perfettamente e il nastro non contiene ulteriori a la
macchina entra nello stato Y ES.

Si noti che stiamo usando la porzione potenzialmente infinita di nastro vuota
come se fosse carta da minuta, sia per calcolare sia per segnare il conteggio
corrente di a.

Le macchine di Turing possono anche essere programmate per risolvere
problemi algoritmici non decisionali. L’unica differenza è che devono produrre
un output. Per convenzione, potremmo metterci d’accordo che quando una
macchina si ferma (per via del fatto che è entrata in uno dei suoi stati finali)
2 Il problema dei numeri primi è stato discusso nei Capitoli 7 e 11.
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l’output venga prodotto sul nastro e rinchiuso da due “!”. Se non si sono
precisamente due “!” sul nastro quando la macchina si ferma, diciamo che la
macchina è entrata in un loop infinito, e che quindi non si fermerà mai. In altre
parole, se M vuole produrre un output, deve fare in modo che l’output sia
compreso tra 2 “!”, e che “!” non venga utilizzato per altri scopi. (Ovviamente,
è possibile usare questa convenzione anche per problemi decisionali scrivendo
“!s̀ı!” o “!no!” sul nastro e entrando in un qualche stato finale, invece che
entrare in uno stato finale speciale Y ES o NO, come abbiamo fatto nella
macchina delle palindrome.)

• Tenendo a mente questa convenzione è un esercizio istruttivo programmare una
macchina di Turing in grado di sommare due numeri decimali X e Y . Un modo
di procedere è quello che segue. La macchina va fino alla cifra più a destra in
X (raggiungendo il simbolo separatore “*” e spostandosi una cella a sinistra) e
lo cancella, “ricordandosi” del suo valore posizionandosi in uno stato apposito;
avrà bisogno di 10 stati per poter fare cos̀ı, e li chiameremo cifra-è-0, cifra-è-
1, e cos̀ı via fino a cifra-è-9. Si sposta poi fino alla cifra di destra del numero
Y e cancella pure quella, entrando in uno stato che ricorda la somma dei due
valori e se c’è riporto. (Questi, ovviamente, dipendono solo dalla cifra corrente
e da quella memorizzata in precedenza, e possono essere codificati come stati
somma-è-zero− senzariporto, somma-è-1− senzariporto, e cos̀ı via, e somma-
è-0-riporto, somma-è-1-riporto, ecc.) La macchina si sposta poi a sinistra di ciò
che rimane di X e scrive la cifra della somma, stando attenta a usare un “!”
come delimitatore. Il prossimo passo è simile, ma ha a che vedere con le cifre più
a destra e prende in considerazione anche il riporto se c’è stato. La nuova cifra
della somma viene scritta a sinistra di quella precedente, e il processo continua.
Ovviamente dobbiamo ricordarci che ognuno dei numeri può finire le sue cifre
in qualsiasi momento, nel quale caso dopo avere sommato anche il riporto (se
c’è) alla porzione rimanente del numero più grande, la porzione è semplicemente
copiata a sinistra. Alla fine, viene posto un secondo “!” per delimitare l’output
e la macchina si ferma.
Ecco le principali configurazioni del nastro per i numeri 736 e 63519:

. . . # # # # # # # # # 7 3 6 ∗ 6 3 5 1 9 # # . . .

. . . # # # # # # # 5 ! 7 3 # ∗ 6 3 5 1 # # # . . .

. . . # # # # # # 5 5 ! 7 # # ∗ 6 3 5 # # # # . . .

. . . # # # # # 2 5 5 ! # # # ∗ 6 3 # # # # # . . .

. . . # # # # 4 2 5 5 ! # # # ∗ 6 # # # # # # . . .

. . . # # # 6 4 2 5 5 ! # # # ∗ # # # # # # # . . .

. . . # # ! 6 4 2 5 5 ! # # # ∗ # # # # # # # . . .

Ancora una volta il lettore (masochista) potrebbe essere interessato a costruire
l’intero diagramma delle transizioni di una macchina di Turing per la somma di
numeri decimali.
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La tesi Church/Turing

Questi esempi potrebbero sembrare un po’ sorprendenti. Una macchina di
Turing ha solo un numero finito di stati, e può solo riscrivere simboli su
un nastro uno alla volta. Nonostante ciò, possiamo programmarla in modo
che possa sommare numeri. Potrebbe essere tedioso (si provi a costruire una
macchina di Turing per la moltiplicazione di due numeri), e non è neanche
facile gestirla o simulare una sua esecuzione. Nonostante ciò, riesce a portare
a compimento il suo compito.

Tenendo ciò a mente, dimentichiamoci del tedio e dell’efficienza per un
momento, e chiediamoci che cosa si può fare con le macchine di Turing, qual-
siasi sia il costo. Quali problemi algoritmici possono essere risolti mediante un
appropriata macchina di Turing?

La risposta non è un po’ sorprendente, ma molto sorprendente. Le macchi-
ne di Turing sono in grado di risolvere qualsiasi problema algoritmico che sia
effettivamente risolvibile! Posto in altre parole, qualsiasi problema algoritmi-
co per il quale siamo in grado di trovare un algoritmo scritto in un qualsiasi
linguaggio di programmazione e che sia eseguibile su un computer qualsiasi,
anche uno che non è ancora stato costruito ma che potrebbe essere costruito,
anche dovesse richiedere una quantità illimitata di spazio e tempo per input
grandi, è risolvibile mediante una macchina di Turing. Questa affermazione
è una delle versioni della cosiddetta tesi di Church/Turing, in onore di
Alonzo Church e Turing, che la svilupparono indipendentemente a metà degli
anni trenta.

È importante capire che la tesi CT, come a volte la chiameremo (sia come
Church/Turing che come Teoria Computazionale), è una tesi, non un teore-
ma, e dunque non può essere dimostrata nel senso matematico del termine. Il
motivo è che tra i concetti che tratta ne esiste uno che è informale e impreciso,
ovvero quello della “computabilità effettiva”. Questa tesi rende uguali la no-
zione matematica precisa di “risolvibile per conto di una macchina di Turing”
e la nozione informale e intuitiva di “risolvibile effettivamente”, la quale fa
riferimento a tutti i computer reali e a tutti i linguaggi di programmazione,
quelli che conosciamo e quelli che non conosciamo ancora. Sembra dunque
una speculazione più di quanto in realtà non sia: un’affermazione profonda e
estrema, proposta da due dei pionieri più rispettabili dell’informatica teorica.

È istruttivo tracciare un’analogia tra le macchine di Turing e le macchi-
ne da scrivere. Una macchina da scrivere è anch’essa una forma primitiva di
macchina, che ci permette solo di scrivere sequenze di simboli su un pezzo di
carta di dimensione potenzialmente infinita e inizialmente vuoto. (La macchi-
na da scrivere ha anche un insieme finito di “stati” o modi di operazione -
maiuscolo e minuscolo, inchiostro nero e inchiostro rosso, ecc.) Nonostante ciò
qualsiasi macchina da scrivere può essere utilizzato per trascrivere l’Amleto
o Guerra e Pace, o qualsiasi altra stringa di simboli sofisticata. Ovviamente,
potrebbe volerci uno Shakespeare o un Tolstoy per “istruire” la macchina, ma
può essere fatto. In analogia, potrebbero volerci delle persone estremamente
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talentuose per programmare la macchina di Turin perché risolva problemi al-
goritmici difficili, ma il modello di base, cos̀ı ci dice la teoria CT, è sufficiente
per tutti i problemi che possono essere risolti.

I nostri esercizi di semplificazione hanno dunque avuto conseguenze pro-
fonde. Semplificare i dati fino a produrre sequenze di simboli presi da un
alfabeto finito, semplificare il controllo fino a un insieme finito di stati che
prescrivono movimenti cella per cella sul nastro, e l’adozione della riscrittura
di un simbolo come unica operazione basilare, hanno portato a un meccanismo
che è potente quanto qualsiasi meccanismo algoritmico.

Prove a favore della tesi Church/Turing

Perché dovremmo credere a questa tesi, specialmente visto che non può essere
dimostrata? Quali prove ci sono a suo favore, e queste prove come si pongono
di fronte ai progressi giornalieri nel campo dell’hardware e del software?

Fin dai primi anni trenta i ricercatori hanno suggerito modelli per il com-
puter onnipotente, o universale. L’intenzione era quella di catturare la no-
zione elusiva di “computabilità effettiva”, ovvero la capacità di computare
meccanicamente. Ben prima che fossero inventati i primi computer, Turing
sugger̀ı le sue macchine primitive e Church progettò un semplice formalismo
matematico di funzioni chiamato lambda calcolo (citato nel Capitolo 3 co-
me base dei linguaggi di programmazione funzionale). Più o meno nello stesso
periodo Emil Post defiǹı un certo tipo di sistema di produzione per la
manipolazione dei simboli, e Stephen Kleene defiǹı una classe di oggetti chia-
mata funzioni ricorsive. (Come già menzionato nella parte conclusiva del
Capitolo 8, questo uso della parola “ricorsivo” ha un significato diverso da
quello usato all’interno di questo libro.) Tutte queste persone hanno provato,
e hanno avuto successo, a usare i loro modelli per risolvere molti problemi al-
goritmici per i quali si conoscevano algoritmi “eseguibili effettivamente”. Da
allora altre persone hanno proposto numerosi modelli diversi per un meccani-
smo assoluto e universale. Alcuni di questi modelli sono più simili a computer
reali, in quanto hanno l’equivalente astratto delle unità di immagazzinamento
e aritmetiche, e l’abilità di manipolare dati usando strutture di controllo come
i cicli e le subroutine, mentre alcuni sono puramente di natura matematica,
in quanto definiscono classi di funzioni che sono realizzabili in maniera passo
a passo.

Il fatto cruciale circa questi modelli è che sono stati dimostrati essere tutti
equivalenti in termini di classi di algoritmi che sono in grado di risolvere. E
questo fatto rimane vero anche oggi, anche per i modelli più potenti concepiti.

Che cos̀ı tante persone, che lavoravano con strumenti e concetti diversi,
siano riuscite a catturare la stessa nozione è prova della profondità di tale
nozione. Che fossero tutti alla ricerca dello stesso concetto intuitivo e che
abbiano trovato tutti, alla fine, definizioni diverse ma equivalenti è una giusti-
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ficazione dell’equivalenza tra la nozione intuitiva e i risultati delle definizioni
precise. Ecco dunque la tesi CT.

La computabilità è robusta

La tesi CT implica che anche il super computer più potente, con i linguaggi di
programmazione, interpreti, compilatori, e assemblatori più sofisticati di que-
sto mondo, non è più potente di un normale personal computer e un linguaggio
di programmazione semplice! Date quantità di tempo e di memoria illimita-
te, entrambi possono risolvere esattamente gli stessi problemi algoritmici. I
problemi non computabili (o indecidibili) del Capitolo 8 non sono risolvibili
su nessuno dei due, mentre i problemi computabili (o decidibili) presentati in
questo libro sono risolvibili da entrambi.

Un risultato della tesi CT è che la classe dei problemi algoritmici effettiva-
mente risolvibili, o decidibili diventa estremamente robusta. Essa è invariante
rispetto a cambiamenti nei modelli di computer o nei linguaggi di program-
mazione, un fatto a cui abbiamo alluso nel Capitolo 8. Coloro che difendono
una particolare architettura per i computer o una particolare disciplina pro-
grammativa devono trovare ragioni che non siano il potere computazionale
puro per giustificare la loro posizione, visto che i problemi risolvibili con una
architettura sono risolvibili anche con un’altra, e sono tutte equivalenti alla
macchine primitive di Turing o ai vari formalismi proposti da Church, Post,
Kleene, e gli altri.

La linea tracciata nel Capitolo 8 tra ciò che è decidibile e ciò che non lo è (si
vedano Figure 8.3, 8.11, e 8.12) è finalmente giustificata, cos̀ı come la nostra
scelta di affidarci a un linguaggio di programmazione non meglio specificato L
per le nostre discussioni sull’indecidibilità. Inoltre, è intellettualmente appa-
gante poter indicare un modello estremamente semplice che è potente quanto
qualsiasi altro modello più complesso.

Varianti del modello della macchina di Turing

La robustezza garantita dalla tesi CT può essere vista anche nelle varianti
delle macchine di Turing stesse. Risulta che è possibile limitare le macchine in
diversi modi senza ridurre la classe di problemi che sono in grado di risolvere.
Per esempio, possiamo richiedere che (contrariamente all’effetto di cancella-
zione nella macchina per le palindrome) gli input vengano conservati, e che le
“aree di lavoro” sul nastro vengano pulite, in modo che alla terminazione il
nastro contenga solo gli input e gli output, delimitati da “#”. Possiamo defini-
re macchine di Turing che hanno nastri infiniti solo verso destra, in cui l’input
appare sempre all’estrema sinistra, e che non cerchino mai di muoversi al di là
della cella più a sinistra. Entrambe le varianti possono risolvere esattamente
gli stessi problemi del modello base, e quindi non sono meno potenti.
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In modo simile, aggiungere una qualsiasi caratteristica potente (ma “effet-
tivamente eseguibile”) fornisce ancora una volta la stessa classe di problemi
risolvibili, facendo s̀ı che la nuova caratteristica sia solo un’illusione di forza
bruta aggiuntiva. Per esempio, possiamo permettere l’uso di più nastri, ognu-
no con una testina per la lettura e la scrittura, in modo che le transizioni siano
basate su interi insiemi di simboli letti simultaneamente dalle varie testine;
le azioni potrebbero specificare un nuovo simbolo da scrivere per ogni nastro,
cos̀ı come una direzione in cui spostarsi per ciascuno. Allo stesso modo, pos-
siamo definire macchine che facciano uso di nastri bidimensionali, dando
cos̀ı origine a quattro, e non due, possibili direzioni di spostamento, e cos̀ı via.
Nessuna di queste estensioni può risolvere problemi che il modello di base non
è in grado di risolvere.

Una delle estensioni più interessanti risulta essere la macchina di Turing
non deterministica. L’idea è di permettere molte transizioni uscenti da uno
stesso stato. La macchina ha dunque una scelta da fare. Una macchina non
deterministica risolve il problema decisionale in modo simile al “non determi-
nismo magico” definito nel Capitolo 7: quando c’è una scelta da fare, si può
assumere che la macchina faccia quella migliore - ovvero, quella che eventual-
mente porterà a un “s̀ı”, se è possibile. In questo modo la macchina di Turing
non deterministica dice “s̀ı” a un input X se esiste una qualche sequenza di
scelte che porterà allo stato Y ES, anche se ce ne sono altre che non lo faranno
(che per esempio portano allo stato NO, oppure entrano in un ciclo infinito).
Dunque, ciò che succede davvero è che la macchina considera tutti i possibili
percorsi di computazione, e dice “s̀ı” se almeno uno di quelli risulta in un “s̀ı”,
e “no” altrimenti. Anche qui, in maniera forse sorprendente, non otteniamo un
aumento del potere risolvibile. Anche questa nozione computazionale “magi-
ca” non ci permette di risolvere problemi algoritmici che non potevano essere
risolti senza di essa.

Ripiegare un nastro infinito: un esempio

Come abbiamo già detto, attraverso gli anni sono stati presentati una miriade
di modelli computazionali di diversa natura, e tutti si sono dimostrati essere
equivalenti, fornendo prove della verità della tesi CT.

Come possiamo stabilire queste equivalenze? Come possiamo mostrare che
due varianti, seppure simili, del modello di macchina di Turing (o due modelli
del tutto differenti) danno vita alla stessa classe di problemi risolvibili? La
risposta giace nella nozione di simulazione, dove mostriamo che per ogni
macchina di un tipo esiste una macchina equivalente di un altro tipo. In altre
parole, mostriamo come simulare un tipo di macchina usandone un altro.

Per esempio, supponiamo di voler mostrare che le macchine con nastri bi-
infiniti non sono più potenti di quelle con nastri che sono infiniti solo a destra.
Assumiamo che ci venga data una macchina che usa un nastro bi-infinito.
Possiamo costruire una nuova macchina equivalente, il cui nastro monoinfinito
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è “visto” come un nastro infinito che è piegato in due metà. Figura 9.6 mostra
la corrispondenza esistente tra i nastri. La macchina che effettua la simulazione
distribuirà il suo input in modo che i contenuti finiscano nelle celle dispari,
lasciando vuote le celle rimanenti. Questa porzione vuota corrisponderà alla
parte sinistra, completamente vuota, del nastro simulato, piegato in due. La
nuova macchina simulerà quella vecchia, ma spostandosi di due celle alla volta,
come se si trovasse sulla parte destra del nastro originale, fino a quando non
raggiunge la cella di estrema sinistra. Poi “cambierà marcia”, spostandosi
sempre di due celle alla volta, ma sulle celle pari, come se si trovasse sulla
parte sinistra del nastro originale. I dettagli precisi sono alquanto noiosi, e
quindi li tralasciamo, ma concettualmente la simulazione è piuttosto semplice.
Altre simulazioni possono essere molto intricate, anche concettualmente. In
tutti i casi, comunque, esistono queste tecniche di simulazione; questo vuol
dire che ci sono macchine di Turing in grado di risolvere qualsiasi problema
risolvibile sui computer moderni più sofisticati.

Programmi contatori: un altro modello molto primitivo

A prima vista, ci sono pochi motivi per scegliere il modello della macchina
di Turing, invece di un qualsiasi altro modello, perché venga citato esplicita-
mente nella tesi CT. La tesi avrebbe potuto fare riferimento al modello che
sta dietro a un potente computer IBM o Cray. Infatti, uno delle formulazio-
ni più stupefacenti della tesi non fa riferimento ad alcun modello, ma indica
semplicemente che tutti i computer e tutti i linguaggi di programmazione so-
no equivalenti da un punto di vista del potere computazionale, ammesso che
possano accedere a quantità di memoria e di tempo illimitate.

Come vedremo più avanti, però, ci sono ragioni tecniche per investiga-
re modelli molto primitivi. Proprio per questo descriveremo il modello del
programma contatore, un altro modello computazionale estremamente
semplice, ma universale.

Invece di arrivare a definire il modello cominciando da algoritmi generici
e semplificando le cose, definiremo prima i programmi contatori stessi e poi
cercheremo di capire come si pongono rispetto alle macchine di Turing. Un
programma contatore può manipolare interi non negativi registrati all’interno
di variabili. Il modello, o il linguaggio, permette solo tre tipi di operazioni
elementari sulle variabili, le quali vengono interpretate in maniera classica
(dove per convenzione Y − 1 è 0 se Y era già 0):

X ← 0, X ← Y + 1 e X ← Y − 1 .

Le variabili vengono chiamate contatori visto che le operazioni disponi-
bili, in sostanza, permettono solo di contare. Le strutture di controllo di un
programma contatore includono le sequenze e i goto condizionali:
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if X = 0 goto G ,

dove X è una variabile e G è un’etichetta che può essere associata a una riga
di codice. Un programma contatore è semplicemente è una sequenza finita di
passi che possono essere dotati di etichetta. L’esecuzione procede in ordine, un
passo alla volta, saltando quando incontra un goto e la variabile appropriata
è in effetti 0. Un programma contatore si ferma quando (e se) cerca di eseguire
un passo non esistente, ovvero quando incontra la fine della sequenza o quando
cerca di “saltare” a un etichetta non esistente.

Ecco un programma contatore che calcola X · Y e pone il risultato in Z:

U ← 0
Z ← 0

A: if X = 0 goto G
X ← X − 1
V ← Y + 1
V ← V − 1

B: if V = 0 goto A
V ← V − 1
Z ← Z + 1

if U = 0 goto B .

Si invita il lettore a riflettere attentamente sul programma. Prima, c’è un
goto G ma non esiste l’etichetta G. Ciò è in accordo con la nostra convenzione,
e il programma si ferma quando tenta di eseguire quel goto. Abbiamo anche
utilizzato due piccoli trucchetti che ci hanno permesso di scrivere le istruzioni
V ← Y e il goto B incondizionato, entrambe non permesse dalla sintassi
formale. Il prodotto X · Y viene calcolato mediante due cicli annidati. Il ciclo
esterno somma Y , in maniera ripetuta, X volte alla variabile Z, inizialmente
posta a zero. Quello interno aggiunge 1, ripetutamente, V volte a Z, dove V
assume il valore Y ogni volta. È una soluzione forse intricata, ma efficace.

Quanto sono potenti i programmi contatori? Possono risolvere problemi
davvero complessi? La risposta è: sono potenti esattamente quanto le macchine
di Turing, e dunque potenti quanto lo possa essere qualsiasi computer.

Macchine di Turing vs. programmi contatori

Siccome i programmi contatori manipolano solo numeri, quest’ultima affer-
mazione richiede una chiarificazione. Potrebbe sembrare sensato dire che i
programmi contatori possono risolvere i problemi matematici che sono risol-
vibili usando le macchine di Turing (soprattutto visto quanto è complesso far
sommare due numeri a una macchina di Turing). Ma come, per esempio, può
un programma contatore trovare il percorso più breve all’interno di un grafo,
o il numero di occorrenze della parola “denaro” in un testo? Le macchine di
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Turing sono in grado di fare queste cose perché, come abbiamo visto prima,
qualsiasi struttura dati, inclusi i grafi e i testi, può essere codificata come una
sequenza di simboli su un nastro. Ma questi oggetti possono essere codificati
anche come numeri da manipolare mediante semplici incrementi e decrementi?

La risposta è s̀ı. Se l’alfabeto usato in queste sequenze dovesse contenere
esattamente 10 simboli potremmo facilmente associarli con dieci cifre deci-
mali, e non avremmo problemi a visualizzare una sequenza (finita) come un
numero. Usando metodi standard, lo stesso può essere fatto per un alfabeto di
qualsiasi dimensione (finita), visto che i numeri non negativi possono essere
rappresentati in maniera uniforme e non ambigua usando un qualsiasi numero
di cifre. I numeri binari usano solo due cifre, mentre quelli che ne usano 16
sono detti numeri esadecimali.3 Dunque, usando un meccanismo di codifica
semplice, qualsiasi sequenza di simboli presi da un alfabeto finito può essere
vista come un numero.

. . . . . . # * # a g a a ! b e b # # # 

3427 e 393014

Posizione testina 

Assumendo la corrispondenza: # - 0 c - 5
! - 1 d - 6
* - 2 e - 7
a - 3 f - 8
b - 4 g - 9

Figura 9.7. La codifica del nastro di una macchina di Turing e della sua posizione
mediante due numeri.

3 La rappresentazione binaria è particolarmente utile quando si ha a che fare con
computer reali, per via della natura 0/1 dei bit, cos̀ı come la notazione esadeci-
male, visto che una cifra esadecimale è può essere rappresentata esattamente da
quattro cifre binarie, o bit.
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Per vedere come un nastro di una macchina di Turing possa essere visto
come un insieme di numeri, si ricordi che in un punto qualsiasi dell’esecuzione
di una macchina di Turing (assumendo che cominci con un input finito) solo
una porzione finita del nastro contiene informazioni; il resto è tutto vuoto.
Di conseguenza, questa parte significativa del nastro, insieme alla posizione
della testina, può essere rappresentata da due numeri, i quali codificano le
porzioni del nastro che si trovano ai lati opposti della testina. Per rendere le
cose più facili, è utile rappresentare la porzione destra al contrario, in modo
che la cifra meno significativa di entrambi i numeri sia vicina alla testina.
Figura 9.7 illustra la rappresentazione numerica di un nastro, assumendo, per
semplicità, di avere a che fare con un alfabeto di 10 simboli. Su questa base, è
possibile eseguire la simulazione di una qualsiasi macchina di Turing usando
un programma contatore.

• Come? Beh, vengono utilizzate due variabili per immagazzinare i due valori cru-
ciali codificati nelle porzioni non vuote del nastro, sui due lati della testina, e
(implicitamente) la posizione stessa della testina; un’altra variabile viene utiliz-
zata per contenere lo stato. La sottigliezza della simulazione sta nel fatto che
l’effetto di un passo di una macchina di Turing è piuttosto “locale”. Un lato del
nastro diventa “più lungo” visto che la testina si allontana da esso, aggiungendo
un nuovo simbolo alla “fine”, mentre l’altro diventa più corto, visto che perde il
suo ultimo elemento (a meno che la macchina non si sposti dalla zona con infor-
mazioni alla zona vuota, e in questo caso il lato che avrebbe dovuto diventare
vuoto si ritrova con un simbolo “#” gratis, rendendo la parte rilevante del na-
stro più lunga di un simbolo). Tutti questi cambiamenti possono essere simulati
nel programma contatore mediante manipolazioni aritmetiche banali sulle due
variabili principali.

Di conseguenza, l’intero diagramma di transizione della macchina di Turing può
essere trasportato all’interno del programma contatore per “blocchi”, ognuno
dei quali destinato a simulare una transizione del diagramma. Per simulare il
comportamento della macchina, il programma legge ripetutamente la variabile
contenente lo stato e il simbolo visto dalla testina (ovvero la cifra meno signifi-
cativa del numero di destra), esegue il blocco, e cambia il valore della variabile
di stato.

Quindi, programmi che sono in grado solo di incrementare e decrementare
di 1 interi e confrontare il loro valore con 0 possono essere utilizzati per fare
qualsiasi cosa sia in grado di fare un computer. Non solo sono in grado di
fare calcoli numerici, ma, in principio, anche di rappresentare, attraversare, e
manipolare qualsiasi tipo di struttura dati, incluse le liste, i grafi, gli alberi, e
anche interi database.

D’altra parte, per dimostrare che le macchine di Turing possono fare tutto
ciò che possono fare i programmi contatori, possiamo simulare programmi
contatori usando una macchina di Turing nel seguente modo. I valori dei
vari contatori sono sparpagliati su un nastro, separati da “*”. La macchina
che simula usa speciali stati per rappresentare le diverse righe di codice nel
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programma. Entrare in un tale stato fa scattare una sequenza di transizioni
in grado di eseguire la riga di codice. Ancora una volta, omettiamo i dettagli.

È forse interessante (per i minimalisti tra noi) notare che è sempre pos-
sibile utilizzare solo due contatori. È possibile simulare qualsiasi programma
contatore usandone uno che usa solo due variabili, anche se questa simulazione
è più complicata.

Le macchine di Turing e i programmi contatori sono entrambi universali,
quando usano una quantità potenzialmente infinita di spazio in memoria, ma
in modi diversi. Con le macchine di Turing, il numero di oggetti contenenti
informazioni (i quadretti nel nastro) è potenzialmente illimitato, ma la quan-
tità di informazione è sempre finita e limitata. Con i programmi contatori è
il contrario. C’è solo un numero finito di variabili in un dato programma, ma
ognuna può contenere un valore arbitrariamente grande, rendendola, in effetti,
in grado di codificare una quantità potenzialmente illimitata di informazioni.

Simulazioni come riduzioni

Quando diciamo che un modello computazionale è in grado di simularne un
altro intendiamo dire che abbiamo una riduzione (nel senso illustrato nel Ca-
pitolo 8) tra i due modelli. Questo punto di vista fornisce una base matematica
solida per alcune delle discussioni portate avanti nei capitoli precedenti. Quan-
do parliamo di programmi che accettano altri programmi come input non ci
stiamo ponendo delle restrizioni. Siccome la simulazione tra due modelli di
computazione abbastanza potenti effettivamente esiste, possiamo sempre co-
minciare con un programma o un algoritmo fatto in qualsiasi linguaggio o
mediante qualsiasi modello e trasformarlo nel linguaggio con cui vogliamo
lavorare.

Consideriamo, ad esempio, l’indecidibilità del problema della terminazione,
come dimostrata nel Capitolo 8. Un uso appropriato della riduzione associata
alla tesi CT ci permette di mostrare che il risultato è estremamente generale.
Può essere prima dimostrato rigorosamente per macchine di Turing, assumen-
do che il programma in ingresso W in Figura 8.7 sia una descrizione di una
macchina di Turing, e costruendo un ipotetico programma S anch’esso come
una macchina di Turing (per via di un semplice adattamento della costruzione
fornita in quel capitolo). Viene poi stabilita la natura contraddittoria della co-
struzione, il che risulta nella conclusione apparentemente modesta per cui non
può esistere una macchina di Turing in grado di risolvere problemi di termi-
nazione per macchine di Turing. Il risultato, però, non è per niente modesto.
Infatti, esso dimostra che il problema della terminazione è indecidibile in un
senso molto forte: nessun linguaggio di programmazione o modello L1 potrà
mai risolvere il problema della terminazione per un programma scritto nel
linguaggio universale (o secondo il modello) L2. (Un caso speciale è quando
L1 e L2 sono lo stesso linguaggio.) Questo perché se, per qualche linguaggio
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universale L1 e L2, questa versione del problema della terminazione fosse de-
cidibile, lo sarebbe anche la versione a macchina di Turing. (Riesci a vedere il
perché?)

Sono questi fatti, indipendenti dai linguaggi o dai modelli, insieme alla
fiducia che abbiamo nella tesi CT, che giustificano alcune affermazioni fatte
nei capitoli precedenti per cui, per certi problemi, non esistono algoritmi, non
importa il linguaggio scelto o il computer su cui gira, ne importerà mai.

Algoritmi universali

La tesi CT parla di modelli, o linguaggi, universali. Una delle conseguenze più
interessanti è l’esistenza di algoritmi universali. Un algoritmo universale ha
l’abilità di agire come un algoritmo qualsiasi. Accetta come input la descri-
zione di un qualsiasi algoritmo A e un qualsiasi input legale X, ed esegue, o
simula, A su X, fermandosi quando si ferma A e producendo gli output che
sarebbero stati prodotti da A se fosse davvero stato eseguito su X. Dunque,
fissando l’algoritmo in ingresso A e lasciando variare X fa s̀ı che l’algoritmo
universale si comporti esattamente come A.

In un certo senso, un computer, o un interprete (si veda Capitolo 3), as-
somiglia molto a un algoritmo universale: gli diamo in pasto un programma
e un input e lui esegue il primo sul secondo. Il termine “universale”, però,
suggerisce indipendenza, il che vuol dire che l’algoritmo universale dovrebbe
essere indipendente rispetto al linguaggio di programmazione o alla macchina,
mentre i computer e gli interpreti non lo sono. Sembrerebbe che non sia possi-
bile implementare un algoritmo universale, visto che sia l’algoritmo universale
stesso che i suoi input dovrebbero essere scritti in un qualche linguaggio, e
quindi predisposti per girare su una certa macchina.

Arriva però in nostro aiuto la tesi CT, con le sue simulazioni tra modelli,
e la sua affermazione che tutti i linguaggi di programmazione e i modelli com-
putazionali sono equivalenti. Per ottenere un algoritmo universale dobbiamo
solo utilizzare un qualche linguaggio L1 e scrivere un programma effettiva-
mente eseguibile U , il quale accetta in ingresso qualsiasi programma scritto
in un qualche linguaggio universale o modello L2, e qualsiasi input, simula
l’esecuzione di quel programma su quell’input. Una volta scritto, U può esse-
re pensato indipendente dal linguaggio e dal modello, visto che, per via della
nostra tesi, (1) avrebbe potuto essere scritto usando un linguaggio universale
qualsiasi, per qualsiasi macchina, e (2) è in grado di simulare qualsiasi algo-
ritmo effettivamente eseguibile, scritto in qualsiasi linguaggio. Ovvero, è in
grado, dato un algoritmo A e l’input X, di riscrivere A nel linguaggio L2 (ciò
è possibile per via della tesi), e di sottoporre il nuovo programma con X a U
(Si veda Figura 9.8).

Le macchine di Turing sono candidati perfetti sia per L1 che per L2, e non
è troppo difficile costruire una cosiddetta macchina di Turing universale -
visto che si può simulare l’effetto di una macchina di Turing arbitraria su input
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Eseguire P 
su X! 

Input X Programma P

Output 
(se esiste) 

Algoritmo A 

Programma universale U,
scritto nel linguaggio L1;
simula l’effetto di un programma L2 
su un input

P implementa A; 
è scritto 

nel linguaggio L2 

Figura 9.8. Un programma universale scritto in L1 per programmi in L2 .

arbitrario. Ma per fare ciò dobbiamo prima trovare un modo per descrivere una
qualsiasi macchina di Turing come una sequenza lineare di simboli, in modo
che possa essere posta su nastro. Ciò può essere fatto facilmente, visto che
ogni transizione può essere vista come una coppia di stato di partenza e stato
di arrivo, seguita da un’etichetta < a/b, L > o < a/b, R >. Per convenzione, la
lista di transizione sarà preceduta dal nome dello stato di inizio. Riportiamo
ora la parte iniziale della codifica della macchina di Turing di Figura 9.4:

mark ∗∗ mark YES 〈#/#, L〉 ∗ mark movea 〈a/#, R〉 ∗ movea movea 〈a/a, R〉 ∗ ..

La macchina universale di Turing U accetta come input una descrizione di
una macchina di Turing qualsiasi, seguita da una sequenza finita X che è
vista come un potenziale input per M (la descrizione di M e l’input X sono
separati, diciamo, da “$”). Procede poi a simulare l’azione di M sul nastro
che contiene l’input X circondato da spazi vuoti, con le stesse conseguenze:
se M non si fosse fermato su quel nastro allora non lo fa neppure U , e se si
fosse fermato, allora fa cos̀ı anche U . Inoltre, qualora U terminasse, il nastro
avrà esattamente lo stesso aspetto che avrebbe avuto alla terminazione di M ,
incluso l’output circondato da “!”.

Costruire davvero una macchina di Turing universale è un esercizio interes-
sante, non molto diverso dallo scrivere un interprete per un semplice linguaggio
di programmazione L nel linguaggio L stesso. Esiste, infatti, una macchina di
Turing universale estremamente concisa con solo pochissimi stati. Allo stesso
modo, ovviamente, è anche possibile costruire un programma contatore
universale, il quale accetta come input due numeri, il primo che codifica un
programma contatore in input, e il secondo il suo potenziale input, e simu-
la l’uno sull’altro. Infatti, semplicemente in quanto programma contatore, il
programma contatore universale può essere costruito con soli due contatori,
come abbiamo già visto.
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La natura profonda dell’algoritmo universale U , però, è più importante
del numero degli stati o dei contatori. Una volta costruito, U è un singolo
oggetto di poter algoritmico massimale, e il suo significato non può essere
sopravvalutato. Se un algoritmo universale venisse implementato per l’uso su
un personal computer sarebbe letteralmente in grado di simulare anche il più
grande e sofisticato dei computer mainframe, a patto di avere abbastanza
tempo a disposizione, di avere la descrizione della macchina da simulare come
primo input, e, infine, di avere a disposizione unità di memoria in numero
sufficiente.

Una piccola modifica ai programmi contatore

Faremo ora una piccola modifica alle istruzioni primitive dei programmi con-
tatori; la ragione diventerà evidente nella prossima sezione. Come abbiamo
detto prima, i programmi contatori possono solo aggiungere o togliere 1 a un
contatore. Dunque, se devono lavorare sui numeri che rappresentano i nastri
delle macchine di Turing, devono farlo un’unità alla volta, quando le macchi-
ne di Turing lavorano sui loro nastri un simbolo alla volta. E siccome si può
pensare che il nastro di una macchina di Turing rappresenti i numeri in una
notazione decimale, i numeri nelle macchine di Turing vengono gestiti una ci-
fra alla volta, che è esponenzialmente più efficiente che lavorarci un’unità alla
volta (a meno che la macchina di Turing non operi su un alfabeto composto
da una sola lettera, che è un caso però poco interessante). E dunque, mentre
i programmi contatore basati su +1 e −1 sono in effetti potenti quanto le
macchine di Turing, sono esponenzialmente più lenti. Questo non è dovuto a
un qualche limite inerente il modello dei programmi contatori, ma sussiste per
via del fatto che le istruzioni primitive sono esponenzialmente più deboli. Per
togliere questa discrepanza, i programmi contatori devono poter manipolare
intere cifre, che siano binarie, decimali o altro. (Perché la scelta di una base
numerica è in questo caso indifferente?) In essenza, i programmi devono po-
tere lavorare su numeri non unari, e devono avere la possibilità di attaccare
e staccare digiti ai numeri in un tempo costante. Aggiungiamo, dunque, due
istruzioni al repertorio di operazioni di base dei programmi contatori:

X ← X × 10 e X ← X/10

(Per convenzione, l’operazione di divisione ignora la parte frazionaria.)
Le nuove operazioni chiaramente non aggiungono potere computazionale al
modello, visto che era possibile simularli usando le operazioni +1 e −1. Co-
munque ci permettono di confrontare le macchine di Turing e i programmi
contatori in un modo più realistico, come vedremo ora.
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Anche la trattabilità è robusta

Fornendo riduzioni tra tutti i modelli di computazione sufficientemente po-
tenti, ci siamo convinti che la classe di problemi risolvibili da questi modelli è
robusta rispetto alle differenze esistenti tra loro. Etichettando i problemi al-
l’interno di questa classe con il termine computabile (o decidibile, se siamo
interessati al caso s̀ı/no), esprimiamo la nostra opinione per cui la nozione che
abbiamo catturato è importante e profonda. È questo il nodo cruciale della
tesi Church/Turing.

Con un piccolo sforzo, comunque, possiamo fare di meglio. Un’ispezione
attenta mostra che se entrambi i modelli coinvolti in una riduzione lavorano
con i numeri (quale che sia la loro rappresentazione supportata dal modello)
in maniera non unaria, allora la riduzione ha bisogno di un tempo polinomia-
le; ovvero sono ragionevoli secondo il significato fornito nel Capitolo 7. Per
esempio, la trasformazione, illustrata prima, da una macchina di Turing e il
suo input al suo programma contatore equivalente e all’input corrispondente,
necessita di un tempo che è polinomiale nella lunghezza della descrizione del
primo. Inoltre - e questo fatto non è vero senza le operazioni di X · 10 e X/10
- il tempo necessario al programma contatore per eseguire con l’input trasfor-
mato (assumendo che si fermi) è al più polinomialmente più lungo del tempo
necessario alla macchina di Turing con l’input originale.4

Segue, ovviamente, che se la macchina di Turing risolve un problema algo-
ritmico in tempo polinomiale, allora, non solo anche il programma contatore
corrispondente è in grado di risolvere il problema, ma lo fa in un tempo poli-
nomiale anch’esso. La riduzione opposta, da programma contatore a macchina
di Turing, è anche’essa polinomiale, e dunque vale interamente il discorso in-
verso: se un programma contatore è in grado di risolvere un problema in un
tempo polinomiale, allora è in grado di farlo anche la macchina di Turing
equivalente.

La conclusione è che le macchine di Turing e i programmi contatori (con
le istruzioni X · 10 e X/10) sono polinomialmente equivalenti. La classe
dei problemi che hanno soluzioni ragionevoli (ovvero tempi polinomiali) è la
stessa per entrambi i modelli. Il fatto veramente sorprendente è che questa
equivalenza polinomiale è vera non solo per le riduzioni tra questi due mo-
delli molto primitivi, ma anche per le riduzioni tra loro e modelli molto più
sofisticati. Le macchine di Turing e i programmi contatori sono ovviamente
molto inefficienti anche per compiti banali, visto che devono andare avanti e
indietro su un nastro, o ripetutamente incrementare e decrementare contato-
ri. Però sono solo polinomialmente meno efficienti del computer più veloce e
complicato che ci possa essere, che supporta il linguaggio di programmazione
più avanzato e usa i compilatori più sofisticati. Nel risolvere alcuni problemi
algoritmici, una macchina di Turing o il programma contatore che risulta da

4 Per programmi contatori il tempo è misurato dal numero di istruzioni eseguite,
mentre per le macchine di Turing dal numero di passi eseguiti.



292 9 L’universalità algoritmica e la sua robustezza

una riduzione appropriata, arrivano ad impiegare due volte il tempo necessario
a un computer veloce, o mille volte il tempo necessario, o anche una quantità
di tempo quadrata, cubica, o elevata alla potenza 1000, ma mai esponenziale.

• Più precisamente, se un computer veloce risolve un certo problema in un tem-
po O(f(N)), per una qualche funzione f della lunghezza N , allora esiste una
macchina di Turing equivalente che non ci metterà più di O(p(f(N))), dove p è
una funzione polinomiale fissata. In particolare, se f stesso è polinomiale, il che
vuol dire che il computer veloce è in grado di risolvere il problema in un tempo
ragionevole, allora anche una macchina di Turing primitiva è in grado di risol-
verlo in un tempo ragionevole - in un tempo p(f(N)) per essere precisi. Dunque,
il tempo potrebbe crescere da, diciamo, O(N2) a O(N5) o O(N85), ma mai a
O(2N ). Infatti, la maggior parte delle riduzioni conosciute hanno a che vedere
con polinomi di ordine piccolo, che non supera N4 o N5, in modo che“buoni”
algoritmi polinomiali su un modello non diventano inaccettabilmente peggiori
su un altro.

La conclusione è questa: non solo la classe di problemi computabili è ro-
busta (ovvero insensibile rispetto ai modelli e ai linguaggi), ma lo è anche la
classe dei problemi trattabili. In realtà si tratta di un raffinamento della tesi
CT, in modo da prendere in considerazione anche il tempo. Dovremmo sotto-
lineare che la tesi cos̀ı raffinata non è vera per certi modelli che incorporano
quantità illimitate di concorrenza, come vedremo nel Capitolo 10, e per questo
motivo a volte viene detta tesi della computazione sequenziale. Il termi-
ne “sequenziale” cattura il fatto che prendiamo in considerazione esecuzioni
algoritmiche che proseguono in una sequenza, passo a passo, invece di fare
molte cose simultaneamente.

La tesi CT raffinata, dunque, afferma che tutti i modelli sequenziali di
computazione, inclusi quelli che non sono ancora stati inventati, hanno com-
portamenti tra loro relazionati polinomialmente, in modo che la classe dei
problemi risolvibili in un tempo ragionevole è la stessa per tutti i modelli.
La tesi raffinata giustifica, dunque, un’altra delle linee che sono apparse nella
nostra sfera di problemi algoritmici, quella che separa ciò che è trattabile da
ciò che non lo è (si vedano le Figure 7.6, 8.3, 8.11, e 8.12).

Molte altre classi di complessità, come NP, PSPACE, e EXPTIME (si veda
Figura 7.15) sono anch’esse robuste in questo stesso senso, il che giustifica
molta della ricerca che viene fatta all’interno della teoria della complessità in
maniera indipendente dai linguaggi e dai modelli. Comunque, alcune classi,
come i problemi risolvibili in un tempo lineare, non lo sono, e possono essere
altamente sensibili a cambiamenti nel modello. Una macchina di Turing con
un contatore aggiuntivo, ad esempio, può confrontare il numero di a e di b che
appaiono in una sequenza in un tempo lineare, mentre le macchine di Turing
standard richiedono un tempo O(N ·logN) se si usa un metodo particolarmente
furbo, e hanno bisogno di un tempo quadratico se si usa il metodo banale e si
sceglie di correre avanti e indietro. (Riesci a trovare il metodo O(N · logN)?)
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Incidentalmente, la versione polinomiale della tesi CT non avrebbe potuto
essere formulata negli anni trenta, visto che allora non esisteva la teoria della
complessità. L’importanza della classe P fu riconosciuta solo negli ultimi anni
sessanta, e crebbe in riconoscimento qualche anno più tardi quando si cap̀ı
l’importanza del problema P-vs.-NP.

(Anche se non lo abbiamo definito in maniera precisa, accade che la linea
che separa ciò che è indecidibile da ciò che è altamente indecidibile in Figure
8.11 e 8.12 sia robusta nel senso della presente discussione. Dunque, tutti i
modelli universali di computazione forniscono la stessa divisione, e il problema
dei domino ricorrente, per esempio, è altamente indecidibile per tutti loro.)

Macchine di Turing e il problema P-vs.-NP

I problemi NP-completi del Capitolo 7 meritano una menzione speciale in
questo contesto. In molti libri di testo P e NP vengono introdotti in termi-
ni rigorosi di computazioni della macchina di Turing; NP è definito come la
classe che contiene quei problemi decisionali risolvibili da macchine di Turing
non deterministiche che eseguono in un tempo polinomiale, mentre P è defi-
nito come la classe che contiene tutti quei problemi risolvibili da macchine di
Turing standard che eseguono in un tempo polinomiale. Una volta fornite tali
definizioni formali, viene presentata la tesi CT nella sua versione raffinata,
ove si afferma che tutti i modelli computazionali sequenziali ragionevoli sono
polinomialmente equivalenti alle macchine di Turing standard; dopo di che
diventa possibile discutere le conseguenze di questa affermazione. In contra-
sto, noi abbiamo introdotto le nozioni di P e NP nel Capitolo 7, senza fare
riferimento a un modello preciso. Abbiamo prima presentato la tesi CT, e solo
dopo abbiamo presentato i modelli formali come le macchine di Turing. Le
nostre ragioni sono pedagogiche; le conseguenze rimangono le stesse.

Ora, se le macchine di Turing non deterministiche avessero soddisfatto il
criterio di sequenzialità, la tesi raffinata avrebbe implicato una soluzione po-
sitiva al problema P-vs.-NP, visto che avrebbe reso equivalenti le classi di pro-
blemi risolvibili in tempo polinomiale in entrambe le versioni della macchina
di Turing. Risulta, invece, che le macchine non deterministiche non vengo-
no considerate sequenziali, visto che fanno uso di “magia” per fare la scelta
migliore, e senza la magia avrebbero dovuto provare molte possibilità simul-
taneamente prima di trovare quella migliore. (Provare in maniera sequenziale
necessiterebbe di un tempo esponenziale.) Dunque, la tesi non si applica a tali
macchine, e quindi non può aiutare nella disputa P-vs.-NP.

Formulare il problema P-vs.-NP in questo modo formale è interessante vi-
sto che implica che per risolvere il problema al negativo (ovvero, dimostrare
che P �= NP) dobbiamo solo dimostrare che il modello semplice e primitivo
della macchina di Turing non è in grado di risolvere un qualche problema
NP-completo con meno di un tempo esponenziale. Per esempio, se qualcuno
riuscisse a dimostrare che il problema del puzzle delle scimmie non può essere
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risolto con una macchina di Turing in un tempo polinomiale, seguirebbe, dalla
tesi raffinata, che non può essere risolto in un tempo polinomiale su alcun mo-
dello sequenziale, e dunque che è veramente intrattabile. E, come sappiamo,se
il problema del puzzle delle scimmie è intrattabile, allora lo sono anche tutti
gli altri problemi NP-completi, implicando che P �= NP.

Usare la macchine di Turing per dimostrare limiti
inferiori

Per dimostrare un limite superiore per un problema algoritmico, ovvero, per
trovare un buon algoritmo - conviene utilizzare il formalismo più ricco e poten-
te a disposizione. Infatti, i ricercatori tipicamente usano costrutti di program-
mazione molto di alto livello e strutture dati molto intricate quando devono
definire algoritmi non banali. Poi si affidano alla robustezza garantita dalle
varianti della tesi di Church/Turing per fare affermazioni circa le implicazio-
ni di quegli algoritmi su tutti i modelli. Dunque, se qualcuno dovesse mai
riuscire a dimostrare che P = NP, probabilmente lo farà usando un modello
molto di alto livello, con strutture dati forse complesse, in modo da descrivere
un algoritmo sofisticato polinomiale per un problema NP-completo. Invece,
quando si cerca di dimostrare un limite inferiore, sono molto meglio i modelli
primitivi, visto che sfruttano pochi costrutti estremamente semplici, e quindi
ci sono meno cose di cui preoccuparsi. Dunque, se qualcuno dovesse mai dimo-
strare che P �= NP, probabilmente lo farà usando un modello estremamente
primitivo, come la macchina di Turing o i programmi contatori.

Le macchine di Turing sono, in effetti, utilizzate estensivamente nelle di-
mostrazioni di limiti inferiori di tutti i tipi. Come esempio, è istruttivo cercare
di capire come le macchine di Turing possano essere utilizzate per dimostrare
l’indecidibilità del problema del piastrellamento. (L’indecidibilità, ovviamente
è una sorta di limite inferiore - porta cattive notizie circa lo stato del proble-
ma.) È più facile discutere una versione del problema del piastrellamento che
sia leggermente meno generale del semplice problema domino illimitato pre-
sentato nel Capitolo 8. Questa particolare versione del problema chiede se un
insieme T di tipi di piastrelle può essere utilizzato per piastrellare la metà
superiore della griglia infinita di interi, ma con il requisito aggiuntivo che
la prima piastrella in T , chiamiamola t, venga posizionata da qualche parte
sulla riga inferiore. Per mostrare che questo problema di piastrellamento è in-
decidibile, descriviamo una riduzione del problema della terminazione per le
macchine di Turing (in realtà del problema della non terminazione, come ve-
dremo tra breve). In altre parole, vogliamo mostrare che se potessimo decidere
il problema del piastrellamento allora saremmo in grado anche di decidere se
una macchina di Turing M termina quando eseguita sull’input X.

Assumiamo, dunque, di avere una soluzione ipotetica al problema del pia-
strellamento appena descritto. Assumiamo anche che ci venga data una mac-
china di Turing M e una parola di input X. Vorremmo mostrare come costruire
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Macchina di Turing M aab*bba Input X 

Tipo particolare 
di piastrella t

Soluzione (ipotetica) al problema 
del piastrellamento di metà griglia 

Sì: può farlo 

M si ferma su X  
 

SÌ 

  

NO

  

M non si ferma  
su X  

No: T  non è in grado di piastrellare 
la metà superiore della griglia  
con t che appare sulla riga inferiore 

Insieme finito  
di tipi di piastrelle  T 

 

Risultato finale:
(ipotetica) soluzione 

al problema
della terminazione

per macchine di Turing

Traformare la macchina
di Turing e fornire in input

ai tipi di piastrelle!

Risolvere il problema
del piastrellamento di metà 

griglia, usando una determinata
piastrella sulla riga inferiore 

No Sì 

Figura 9.9. Riduzione del problema della terminazione di macchine di Turing al
problema del piastrellamento di metà griglia. (Si noti come “s̀ı” e “no” si scambino
i ruoli.)

un insieme di piastrella T , contenente una piastrelle particolare t, tale per cui
M non termina su X se T è in grado di piastrellare la metà superiore della
griglia con t posta da qualche parte sulla riga inferiore. Si veda Figura 9.9.
Non descriveremo i dettagli della trasformazione stessa, ma solo la sua idea
di fondo. Si invita il lettore a cercare di trovare i dettagli.

L’idea è semplice. L’insieme di piastrelle T è costruito in modo tale che
il piastrellamento verso l’alto corrisponda a fare progressi nella computazione
della macchina di Turing M su X. L’effetto è reso possibile facendo s̀ı che
ogni riga di piastrelle codifichi, usando colori appropriati, i contenuti in quel
momento del nastro infinito di M , insieme allo stato corrente e alla posizione
della testina sul nastro. (Siccome ci sono solo un numero finito di stati e
simboli, le loro combinazioni possono essere codificate usando un numero finito
di colori.) In questo modo, ogni piastrellamento legale di una riga rappresenta
una configurazione (ovvero uno stato completo) della macchina di Turing.
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Inoltre, le piastrelle sono costruite in modo da garantire che un progresso
verso l’alto, di riga piastrellata in riga piastrellata, sia possibile solo in accordo
con le istruzioni fornite nel diagramma delle transizioni di M . Ciò viene fatto
permettendo la presenza in T solo di piastrelle i cui colori in basso (copiati
dalla configurazione precedente di M , letta dalla riga di piastrelle sottostante
grazie al requisito di abbinamento dei colori) siano relazionati ai colori in alto
(i quali codificano la nuova configurazione di M) secondo transizioni valide nel
diagramma delle transizioni di M . In questo modo, l’abilità di estendere parte
del piastrellamento verso l’alto di una nuova riga è esattamente la capacità
di eseguire un altro passo nella computazione di M , raggiungendo cos̀ı una
nuova configurazione. La piastrella speciale t, quella che deve apparire nella
riga più in basso, viene costruita in modo da codificare lo stato di inizio della
macchina di Turing e l’inizio della parola X. Le altre piastrelle della riga
più in basso codificheranno il resto di X, garantendo che la prima riga in
un qualsiasi piastrellamento valido rappresenti fedelmente la configurazione
di partenza della macchina.

Stiamo dunque mappando le computazioni della macchina di Turing su
porzioni piastrellate della metà superiore della griglia, dove la dimensione
orizzontale corrisponde allo spazio di memoria (il nastro) e la dimensione
verticale al tempo. È dunque possibile dire che il piastrellamento con piastrelle
colorate e la computazione con algoritmi sono quasi la stessa cosa.

Figura 9.10 illustra il piastrellamento risultante dall’insieme di piastrelle
costruito per la macchina delle palindrome di Figura 9.4 e la sequenza di input
“ a b b a”. La figura è dunque una fedele versione a piastrelle della computa-
zione illustrata in Figura 9.5. (Per essere concisi, abbiamo abbreviato i nomi
degli stati nel seguente modo: mark diventa mk, movea diventa mva, testa
diventa tsa e return diventa rt. Inoltre per rendere più chiaro il collegamento
con la Figura 9.4, scriviamo esplicitamente le combinazioni di simboli invece
dei colori che le codificano.) Si noti come le righe corrispondano perfettamen-
te ai riquadri di Figura 9.5. In questo esempio, il piastrellamento non può
continuare verso l’alto visto che la macchina si ferma e non può continuare la
sua computazione.

Da tutto ciò segue che qualsiasi piastrellamento dell’intera metà superio-
re con i tipi di piastrelle contenuti in T , in cui t appare nella riga più in
basso, corrisponde direttamente a una computazione infinita di M su X. Di
conseguenza, se il problema della metà superiore della griglia fosse decidibile,
ovvero, se fossimo in grado di decidere se T è in grado di piastrellare la metà
superiore della griglia con t che appare nella prima riga, il problema della
non terminazione per le macchine di Turing sarebbe anch’esso decidibile, co-
me illustrato in Figura 9.9. Ma siccome il problema della terminazione non è
decidibile, non lo è neanche il problema della non terminazione (perché?), il
che risulta nel fatto che neanche il problema del piastrellamento è decidibile.
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Il piastrellamento non può continuare 
in alto, perché non è possibile: 
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Figura 9.10. Il piastrellamento che corrisponde alla computazione di Figura 9.5.
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Macchine di Turing monodirezionali, ovvero automi a
stati finiti

Abbiamo visto che certe restrizioni sulle macchine di Turing (come usare un
nastro infinito solo a destra) non alterano l’universalità del modello; la classe
di problemi risolvibili rimane la stessa anche quando al modello poniamo que-
ste restrizioni. Chiaramente, non tutte le restrizioni hanno questa proprietà.
Le macchine che si devono fermare appena cominciano non possono fare mol-
to, e lo stesso vale per quelle che non possono fermarsi affatto. Questi esempi,
però, non sono molto interessanti. È possibile imporre molti tipi di limitazioni
ai modelli universali di computazione, e in particolare alle macchine di Tu-
ring, le quali risulteranno in classi di problemi più deboli, che nonostante ciò
rimangono di grande interesse.

Un approccio ovvio è quello di restringere l’uso di risorse da parte della
macchina. Sappiamo già che la classe P si ottiene permettendo solo macchine
di Turing che terminano in una quantità di tempo polinomiale. PSPACE è la
classe ottenuta permettendo alle macchine di Turing di accedere solo a una
quantità di spazio su nastro polinomiale (qualsiasi tentativo di andare oltre il
limite è punito, diciamo, con la terminazione nello stato NO). Altre classi di
complessità possono essere definite problemi risolvibili applicando un limite
sulle risorse delle macchine di Turing.

SI

b b

a

a

Figura 9.11. Un automa finito che trova parole che hanno un numero pari di a.

Esiste, però, un altro approccio per porre restrizioni al modello della mac-
china di Turing. Ha che vedere con il limitare i meccanismi stessi della mac-
china. Una delle penalizzazioni più interessanti è ottenuta permettendo alle
macchine di Turing di viaggiare sul nastro in una direzione sola - diciamo a
destra. Il risultato viene chiamato automa a stati finiti, o automa finito.
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Pensiamoci per un istante. Se la macchina non può spostarsi a sinistra,
non potrà ispezionare una cella più di una volta sola. In particolare, non può
fare uso di qualsiasi cosa essa stessa scriva, per produrre l’output, visto che
non può tornare indietro a “rileggere gli appunti presi”. Dunque, se la discus-
sione si limita ai problemi decisionali, che non producono output, possiamo
assumere che gli automi finiti non scrivano del tutto; dire “s̀ı” o “no” può
essere ottenuto mediante due stati finali appositi, e i suoi simboli scritti stra-
da facendo sono inutili, visto che non hanno alcun effetto sul verdetto finale
dell’automa. Inoltre, alla destra della sequenza di input il nastro è vuoto;
quindi, l’automa può tranquillamente fermarsi quando raggiunge la fine della
sequenza di input, visto che non vedrà niente di nuovo che farà la differenza.

SI

a

a

a

a

b b b b

Figura 9.12. Cosa fa questo automa?

In conclusione, un automa finito che deve risolvere un problema decisionale
si comporta nel seguente modo. Semplicemente passa sull’intera sequenza di
simboli in input, uno alla volta, cambiando il suo stato come risultato dello
stato corrente e del simbolo letto. Quando raggiunge la fine della sequenza di
input si ferma, e la risposta dipende dal fatto che si sia fermato sullo stato
Y ES o su quello NO. (Per convenzione, fermarsi in qualsiasi altro stato verrà
considerato come dire “no”, in modo che un automa finito non debba avere uno
stato NO; se si trova nello stato Y ES quando raggiunge la fine della sequenza
la risposta è “s̀ı”, altrimenti è “no”.) Possiamo descrivere un automa finito
come un diagramma di transizione degli stati, cos̀ı come abbiamo fatto per le
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macchine di Turing, ma ora non abbiamo bisogno della parte delle etichette
< b,L > o < b,R >; una transizione è etichettata solo con il simbolo che la
provoca.

Il potere degli automi finiti

Di cosa sono capaci gli automi finiti? Figura 9.11 illustra un automa finito
che decide se la sequenza di input contenente a e b contiene un numero pari
di a. (Cosa fa l’automa di Figura 9.12?) Rispondere a domande di parità
parrebbe richiedere di poter contare. Non è cos̀ı. L’automa di Figura 9.11
riesce a portare a termine il suo compito non perché conta quante a ha visto,
ma alternandosi tra due stati che indicano la corrente parità del numero.

Infatti, è piuttosto semplice dimostrare che un automa finito non può
contare. Come esempio, convinciamoci che nessun automa finito può decidere
se la sua sequenza di input contiene precisamente lo stesso numero di a e di
b.

• La dimostrazione farà uso della tecnica di contraddizione. Assumiamo che un
qualche automa F possa risolvere questo problema decisionale, il che vuol dire
che per qualsiasi sequenza di a e di b, F risponde “s̀ı” se è uguale il numero di
occorrenze di entrambi. Indichiamo con N il numero di stati in F . Consideriamo
la sequenza X che consiste esattamente di N+1 a seguiti da N+1 b. Ovviamente
l’automa deve rispondere “si” con questo input X, visto che X ha lo stesso
numero di a e di b.

Nello stato s Nello stato s 

Nello stato s 

Rimuovere questi 

L’automa si comporta esattamente come la sequenza originale X 

Sequenza originale X: 

Nuova sequenza 

SÌ! 

SÌ! 
(dovrebbe essere NO!) 

a 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a a a a a a a a a b b b b b b b b b b 

a 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a a a a a b b b b b b b b b b 

Figura 9.13. Applicazione del principio di caselle per piccioni a un automa finito.
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Useremo ora il principio delle caselle per piccioni: se tutti i piccioni devono
entrare in una casella, ma ci sono più piccioni che caselle, allora almeno una
casella dovrà accomodare più di un piccione. Nel nostro caso i piccioni sono le
N + 1 a che costituiscono la prima metà della sequenza di input X, mentre le
caselle sono gli N stati dell’automa F . Mentre F si sposta lungo X ci devono
essere almeno due posizioni nella sequenza iniziale di a dove F si troverà nello
stesso stato. Per chiarezza, assumiamo che N sia 9, e che le sue posizioni siano
la terza e la settima, e che lo stato comune a questi due casi sia s (si veda Figura
9.13). Ora, F non può spostarsi indietro, non può segnarsi alcuna informazione,
e agisce solo in base all’unico simbolo che vede e al suo stato corrente. È ovvio
che quando raggiunge il suo settimo simbolo il suo comportamento sul resto
dell’input non dipenderà da ciò che ha già visto, ma semplicemente dal fatto
che ora si trova su s. Di conseguenza, se rimuovessimo le posizioni tra il terzo
e il sesto, il che risulterebbe in una sequenza di 6 a, e non 10, seguita da 10
b, l’automa F raggiungerebbe comunque il terzo a nello stato s e procederebbe
esattamente come se avessero raggiunto il settimo a della sequenza originale. In
particolare, siccome aveva detto “s̀ı” nella sequenza originale, anche questa volta
dirà “s̀ı”. Ma la nuova sequenza ha 6 a e 10 b, e la nostra assunzione che F dica
“s̀ı” solo con sequenze che hanno lo stesso numero di a e di b è contraddetta. La
conclusione è che nessun automa finito è in grado di risolvere questo problema.

Invitiamo il lettore a costruire una dimostrazione simile, usando il prin-
cipio delle caselle dei piccioni, per mostrare che un automa finito non può
individuare palindrome.

Mostrare
tempo

Aggiornare
ora

Aggiornare
10 min

Aggiornare
orologio

Aggiornare
min

Cronometro 

Mostrare
data

Mostrare
allarme

c premuto 

c premuto 

c premuto 
c premuto 

c premuto 

b premuto

b premuto

b premuto 

c premuto 

a premuto 

a premuto 

a premuto 

d premuto 

d premuto 

Figura 9.14. Un automa che descrive un orologio digitale



302 9 L’universalità algoritmica e la sua robustezza

Gli automi finiti sono in effetti estremamente limitati, ma possono comun-
que catturare il comportamento di molti sistemi che usiamo tutti i giorni. Per
esempio, Figura 9.14 mostra un automa a stati finiti che descrive parte del
comportamento di un semplice orologio digitale, con quattro tasti di controllo,
a, b, c e d. I nomi degli stati sono auto-esplicativi, e possiamo associare a ogni
stato una descrizione dettagliata delle azioni che vengono eseguite in loco.
Si noti che i simboli in input sono in realtà segnali, o eventi, che entrano
nel sistema dall’ambiente esterno - in questo caso, l’utente che preme i bot-
toni. Una parola di input è quindi semplicemente una sequenza di segnali in
ingresso. Nel Capitolo 14 discuteremo ulteriormente questa corrispondenza.

Ricerca nel campo dei modelli astratti di computazione

In un certo senso, il materiale presentato in questo capitolo rappresenta le
basi di quasi tutti gli argomenti trattati nel resto del libro. I modelli primi-
tivi di computazione, che siano universali, come le macchine di Turing o i
programmi contatori, o meno potenti, come gli automi finiti o i modelli dalle
risorse limitate, sono oggetti estremamente importanti per la ricerca nel cam-
po dell’informatica. Essi focalizzano l’attenzione sulle proprietà essenziali dei
meccanismi algoritmici reali, come i computer e i linguaggi di programma-
zione, e danno origine a nozioni fondamentali e robuste che sono insensibili
rispetto al meccanismo realmente adottato.

Nei Capitoli 7 e 8 abbiamo affrontato le aree di ricerca della complessità e
dell’indecidibilità, entrambe le quali usano le macchine di Turing e i program-
mi contatori in un modo fondamentale. Gli automi finiti sono la base di un
corpo di ricerca estremamente grande, di natura sia teorica che pratica, che
ha implicazioni fondamentali su aree molto diverse come la progettazione di
centrali energetiche o la comprensione del funzionamento del cervello umano.

Altre restrizioni alle macchine di Turing vengono molto studiate nelle aree
degli automi e della teoria dei linguaggi formali. Tra questi meritano di
essere citati gli automi a pila, che possono essere visti come automi finiti
che possiedono una pila su cui i simboli possono essere posti, letti e tolti.
Gli automi a pila sono importanti in molti campi, incluso la progettazione di
compilatori e la linguistica strutturale, visto che possono essere utilizzati per
rappresentare strutture sintattiche definite ricorsivamente, come i programmi
dei computer o le frasi in inglese. Risulta, per esempio, che in termini delle
classi di problemi che sono in grado di risolvere, gli automi a pila non deter-
ministici sono più potenti di quelli deterministici, un fatto che non è vero nè
per gli automi finiti più deboli nè per le macchine di Turing più potenti. Per
esempio, è possibile costruire un automa a pila non deterministico che indivi-
dui palindrome (come?), ma è impossibile dimostrare che anche gli automi a
pila deterministici sono in grado di farlo.

I ricercatori sono interessati a problemi decisionali che hanno a che vedere
con i modelli stessi. Per esempio, sappiamo che l’equivalenza algoritmica è
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indecidibile. È dunque indecidibile il fatto che due macchine di Turing siano
in grado di risolvere lo stesso problema algoritmico. Però, se scendiamo fino
agli automi finiti, l’equivalenza diventa decidibile. Per quanto riguarda gli
automi a pila, è vero ciò che segue. Nel caso non deterministico l’equivalenza
è indecidibile, il che è un risultato vecchio e ben conosciuto. In contrasto,
per quanto riguarda il caso degli automi a pila deterministici, il problema
veniva considerato uno di quelli irrisolti più difficili nella teoria degli automi
e dei linguaggi formali. Qualche anno fa, però, è stato finalmente risolto, in
senso affermativo. Dunque, sappiamo ora che l’equivalenza è decidibile per
automi a pila deterministici, il che comporta una differenza interessante per
quanto riguarda la decidibilità delle versioni deterministiche e non dello stesso
modello di computazione.

Inoltre, ogni volta che si scopre che un tale problema di decisione è deci-
dibile, la ricerca cerca di determinare la loro complessità computazionale, e,
anche in questo campo, sono emersi risultati interessanti e applicabili.

I ricercatori sono anche interessati a trovare la “tesi CT” giusta per certe
varianti delle nozioni standard di computabilità e trattabilità. Un caso che è
stato molto affrontato è quello dei database, dove sono di interesse le seguenti
domande. Quale è la nozione di base universale di query “computabile” su un
database o una knowledge base? Quali sono le macchine di Turing dei data-
base? Non c’è un valore reale nel cercare di rispondere a queste domande in
maniera banale codificando i database usando nastri di macchine di Turing e
sfruttando la teoria standard delle macchine di Turing. Pur potendolo fare,
ovviamente, la linearizzazione dei database che ne risulterebbe potrebbe, per
sua stessa natura, forzare un ordine insiemi di dati che non dovevano essere
ordinati in nessun modo particolare (ad esempio, una lista di impiegati tutti
ugualmente importanti). Le query non dovrebbero poter utilizzare un ordina-
mento su tali dati, e un qualsiasi modello universale o linguaggio per query di
database che venga proposto dovrebbe riflettere questa cosa.

Le aree di ricerca della teoria di computabilità, della teoria degli auto-
mi e dei linguaggi formali, della teoria delle funzioni ricorsive, e della teoria
della complessità, sono tutti correlati. Fin dall’inizio della ricerca negli anni
trenta, i modelli astratti di computazione hanno giocato un ruolo fondamen-
tale nell’ottenere risultati in queste aree, formando la base per molti sviluppi
importanti dell’algoritmica.
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Esercizi

9.1 (a) Scrivere un algoritmo per la “linearizzazione” di un array bidimensionale A.
L’input include due interi positiviM e N , e un array A di dimensioneMxN .
L’espressione A[I, J ] restituisce il valore di A che si trova nell’I-esima riga e
nella J-esima colonna. Il risultato dovrebbe essere un vettore B, tale percui
B[K] può essere uno dei valori linearizzati, o un separatore di righe, o un
simbolo che indica la fine del vettore.

(b) Scrivere un algoritmo che, data una lista linearizzata, ricostruisce l’array
bidimensionale originale. Il numero di righe e colonne non viene fornito come
parte degli input ma devono essere calcolati dall’algoritmo.

(c) Scrivere subroutine in grado di eseguire le seguenti operazioni su un array
bidimensionale fornito nella sua forma linearizzata. Si eviti di ricostruire
l’array.
· Restituire A[I, J ].
· Rimpiazzare A[I, J ] con un nuovo valore E.
· Porre a zero tutti gli elementi della riga I.

· Cancellare tutti gli elementi di una colonna J . In altre parole l’array A
viene collassato eliminando un’intera colonna.)

· Aggiungere una nuova colonna dopo la colonna J , in modo tale che il
valore di A nella riga I e nella nuova colonna è il valore massimo presente
nella riga I − 1 nell’array originale. (Nella prima riga prendere il valore
massimo dell’ultima riga.)

9.2 (a) Scrivere un algoritmo per la “linearizzazione” di un albero che usa il me-
todo descritto nel testo. L’albero è fornito mediante di un puntatore alla
sua radice R, e vi si può accedere usando le operazioni value(N), #off-
spring(N)e offspring(I, N), le quali restituiscono rispettivamente il valore
contenuto nel nodo N , il numero dei suoi figli, e un puntatore al suo I-esimo
figlio. Il risultato della linearizzazione dovrebbe essere posto in B, in modo
che B[K] sia un valore, una parentesi di apertura o chiusura, o un simbolo
per indicare la fine del vettore.

(b) Scrivere un algoritmo che, dato un albero linearizzato, ricostruisce l’albero
originale. Si possono utilizzare le operazioni value(N)← E,#offspring(N)←
I e offspring(I, N)← M .

(c) Scrivere subroutine in grado di eseguire le seguenti operazioni su un albero
linearizzato. Si eviti di ricostruire l’albero.
· Restituire l’indice (in B) dell’I-esimo figlio del nodo memorizzato all’in-

dice K.
· Restituire il valore dell’I-esimo figlio del nodo memorizzato all’indice K.
· Cancellare la foglia memorizzata all’indice K.
· Restituire il numero di figli del nodo memorizzato all’indice K.
· Aggiungere un I-esimo figlio con valore E al nodo memorizzato all’indice

K. Il precedente figlio I-esimo diventa il figlio I+1-esimo, ecc. Se il nodo
memorizzato all’indice K ha meno di I − 1 figli, aggiungere abbastanza
figli contenenti tutti il valore E.

9.3 (a) Costruire una macchina di Turing in grado di eseguire somme unarie.
(b) Costruire la tabella di transizione (o il diagramma) di una macchina di Turing

in grado di eseguire somme binarie.



9 L’universalità algoritmica e la sua robustezza 305

(c) Costruire la tabella di transizione (o il diagramma) di una macchina di Turing
in grado di eseguire somme decimali.

(d) Descrivere in maniera informale un algoritmo che, dato un intero N > 1
produce la descrizione di una macchina di Turing in grado di eseguire somme
N -arie.

9.4 Descrivere informalmente delle macchine di Turing che, date un array bidimen-
sionale linearizzato nella forma descritta in Figura 9.1, e i parametri giusti,
eseguano le operazioni descritte nell’Esercizio 9.1(c).

9.5 Descrivere informalmente il funzionamento di una macchina di Turing che risolve
il problema generale del puzzle delle scimmie.

9.6 La tesi CT rimane vera per un computer con un dispositivo di input dallo spazio
illimitato, diciamo un PC con una fornitura infinita di dischetti di sola lettura,
ma con solo una quantità limitata di memoria addizionale di 40MB? Si giustifichi
la risposta in maniera rigorosa. (Consiglio: Si abbozzi una simulazione di una
macchina di Turing su un tale computer, o si esibisca un problema decidibile che
non è risolvibile su di esso.)

9.7 Mostrare che nessuna delle seguenti limitazioni alla macchina di Turing inde-
bolisce il formalismo. Ovvero, mostrare che per ogni macchina di Turing con il
formalismo standard, ne esiste una che obbedisce alle limitazioni ma che calcola
esattamente la stessa funzione.
(a) La macchina non può scrivere sul nastro e allo stesso tempo spostare la sua

testa su una singole transizione.
(b) Esiste un limite superiore di 5 per quanto riguarda il numero di volte che

una macchina può scrivere su una cella del nastro.

9.8 Mostrare che nessuna delle seguenti aggiunte alla macchina di Turing aggiunge
potere computazionale al formalismo. Ovvero, si mostri che per ogni macchina
di Turing con le caratteristiche aggiuntive, ne esiste una standard che calcola
esattamente la stessa funzione.
(a) La macchina può, in una singola transizione, scambiare due simboli presenti

in due celle qualsiasi del nastro.
(b) La macchina può avere diversi nastri, con una testa per ciascun nastro che

opera in maniera indipendente.
(c) La macchina ha due nastri, e può scambiarli tra di loro quando vuole. Ovvero,

il nastro considerato essere il “primo” può diventare il “secondo” e vice versa.
La posizione della testa su ciascun nastro viene preservata.

(d) La macchina opera su un nastro bidimensionale, e sono permessi spostamenti
verso sinistra, destra, l’alto e il basso.

9.9 Descrivere dettagliatamente una macchina di Turing (un griglia eventualmen-
te non deterministica) che risolve il problema delle corrispondenza delle parole
quando una corrispondenza esiste, e che può non terminare altrimenti. Per sem-
plicità, si consideri solo istanze con tre X e tre Y . È permesso l’impiego di
qualsiasi rappresentazione per l’input.

9.10 Scrivere programmi contatori in grado di calcolare::
(a) La funzione potenza per gli interi NM .
(b) Il numero primo più piccolo che è più grande di un numero N .
(c) La radice quadrata intera (ovvero, la parte intera della radice quadrata) di

un intero N . (Per esempio, le radici quadrate intere dei numeri 12, 16 e 26
sono 3, 4, e 5.)
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9.11Scrivere un programma contatore modificato che, per un dato interoN , controlla
se la stringa decimale che rappresenta N è una palindroma. (Per esempio, 121 e
3663 sono palindromi, mentre 12 non lo è.)

9.12 Scrivere un simulatore di macchina di Turing universale in un qualche linguaggio
di programmazione di alto livello.

9.13 Scrivere un simulatore di programma contatore universale in un qualche
linguaggio di programmazione di alto livello.

9.14 Spiegare perché la scelta della base numerica non è importante quando si parla
delle modifica di un programma contatore che lo rende in grado di manipolare
cifre intere.

9.15 (a)Perché l’equivalenza temporale polinomiale dei modelli di computazione
dimostra che anche EXPTIME è robusta?

(b)Lo stesso vale per NP e PSPACE? Se non è cos̀ı, cosa dobbiamo assumere
affinché ciò diventi vero?

9.16 Assumiamo che siamo in grado di stabilire l’equivalenza temporale lineare dei
modelli di computazione. Quali altre classi di complessità diventerebbero robuste
nel senso descritto nel testo?

9.17Trovare il metodoO(N ·logN) a cui si faceva riferimento nel testo per il confronto
del numero di a e del numero di b in una sequenza da parte di una macchina di
Turing.

9.18 (a)Mostrare dettagliatamente come costruire l’insieme di tipi di piastrelle T
suggerito nel testo, con la proprietà che la macchina di Turing termini con
l’input fornito se T è in grado di piastrellare la metà superiore della griglia
con una piastrella t in particolare posizionata da qualche parte nella riga
inferiore.

(b)Estendere il metodo utilizzato nel testo per dimostrare che il problema se T
è in grado di piastrellare l’intera griglia con t che appare da qualche parte è
indecidibile.

(c)Spiegare perché il fatto che il problema della terminazione è indecidibile
implica che anche il problema della non terminazione è indecidibile.

9.19Costruire in dettaglio automi finiti in grado di eseguire i seguenti compiti:
(a) Riconoscere la sequenza di simboli che rappresentano un numero reale in

PASCAL.
(b) Riconoscere una sequenza di simboli che rappresenta un commento in C,

C++ o Java.
(c) Aggiungere 1 a un numero binario. Ovvero, convertire una sequenza della

forma a1 , a2 , . . . , ak con k ≥ 1, dove tutte le ai sono o 0 o 1, che rappresenta
A = akak−1 . . . a1 , in una sequenza b1 , b2 , . . . , bn , con n ≥ k, che rappresenta
il numero B = bnbn−1 . . . b1 tale per cui B = A+ 1.

(d) Aggiungere 3 a un numero decimale.

9.20Dimostrare che gli automi finiti deterministici (gli accettori) sono chiusi rispet-
to all’unione, l’intersezione, il concatenamento, l’iterazione, e il complemento.
Ovvero, dati due automi deterministici A e B, mostrare che:
(a) esiste un automa deterministico C che accetta una sequenza se almeno uno

tra A e B la accetta.
(b) esiste un automa deterministico C che accetta una sequenza se sia A che B

la accetta.
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(c) esiste un automa deterministico C che accetta una sequenza se è il concate-
namento w = w1w2 di due sequenze w1 e w2 tale per cui A accetta w1 e B
accetta w2 .

(d) esiste un automa deterministico C che accetta una sequenza se è il concate-
namento w = w1w2 . . . wk di k sequenze, per un qualche k ≥ 1 tale per cui
A accetta tutte le sequenze wi .

(e) esiste un automa deterministico C che accetta una sequenza se A non la
accetta.

9.21Dimostrare che gli automi finiti deterministici e non hanno potere computazio-
nale equivalente. (Consiglio: dato un automa non deterministico A costruire uno
deterministico i cui stati sono etichettati a partire da un sottoinsieme dell’insieme
degli stati di A.)

9.22Costruire un automa finito non deterministico e uno equivalente deterministico
che accettano sequenze, costruite a partire da un alfabeto a, b, c, d, in cui almeno
uno dei simboli appare precisamente due volte.

9.23Dimostrare la decidibilità dei seguenti problemi per gli automi finiti:
(a) Il problema della non-vuotezza (dato un automa, accetta una qualsiasi

sequenza?).
(b) Il problema dell’equivalenza (dati due automi A e B, accettano esattamente

le stesse sequenze?).

9.24Mostrare che, per i problemi decisionali, le macchine di Turing che non possono
scrivere sono equivalenti agli automi finiti.

9.25 Usare i risultati degli Esercizi 9.20 e 9.23 per dimostrare che il problema non
limitato della corrispondenza delle parole, descritto nel Capitolo 8, è decidibile.
(Consiglio: date X e Y , costruire un automa non deterministico che riconosce
sequenze formate da uno o più segmenti presi da X, e un automa simile per le
Y .)

9.26 Dimostrare che i seguenti insiemi di sequenze di simboli non possono essere
riconosciute da automi finiti:
(a) Espressioni aritmetiche ben formate, costituite da interi, operatori aritmetici

(< + > , < - >, < × > e < / > ), e parentesi.
(b) Liste LISP valide.

Il modello di automa a pila è un’estensione degli automi finiti. Considereremo
solo accettori a pila. Un automa a pila ha, in aggiunta a uno stato interno e una
testa che può solo leggere e spostarsi a destra, una pila illimitata, ovvero uno
strumento per l’immagazzinamento, la lettura, e il confronto di simboli da un
alfabeto limitato, secondo la politico LIFO. Le pile usate come tipi di dato sono
state descritte nel Capitolo 2.)

Oltre a usare lo stato interno e il simbolo di input per determinare la prossima
transizione, un automa a a pila può anche usare l’elemento in cima alla pila.
Dopo avere eseguito la transizione, l’automa può eseguire una pop, oppure può
aggiungere un nuovo simbolo mediante una push.

9.27Costruire un automa a pila (non deterministico) che riconosce i seguenti insiemi.
(a) I palindromi.
(b) Le espressioni aritmetiche, come definite nell’Esercizio 9.26(a).
(c) Formule ben formate scritte in calcolo proposizionale.
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9.28Si consideri il “linguaggio di programmazione” dei programmi contatore modifi-
cati. Un programma sintatticamente valido è una sequenza di simboli, come
definito nel testo, che può includere anche spazi e simboli per la terminazione di
linea. Un identificatore, o nome, è una stringa non vuota di lettere e cifre che
comincia con una lettera. La parte sintattica di un compilatore ha a che vedere
con il riconoscere programmi sintatticamente validi.
(a) Costruire l’automa a pila che riconosce programmi contatore sintatticamente

legali.
(b) Un altro metodo per riconoscere programmi è di separare il compito in due

sotto-compiti: l’analisi lessicale e l’analisi sintattica.
· Costruire un analizzatore lessicale per programmi contatore, ovvero

un automa finito deterministico che prende in ingresso un programma
contatore e produce una sequenza di simboli token. Questi ultimi sono
simboli che rappresentano un intero token, come un “identificatore”, una
“freccia di assegnamento”, un simbolo “+”, un simbolo di “terminazione
della frase”, il token “goto”, ecc.

· Costruire un analizzatore sintattico, ovvero un automa a pila che
accetta una sequenza di simboli token prodotta dall’analizzatore lessicale
che ha letto un programma contatore sintatticamente legale.

(c) Discutere le differenze metodologiche e computazionali tra i due metodi ap-
pena descritti per riconoscere programmi contatori sintatticamente legali.
Si può fornire una misura quantitativa da utilizzare mentre si evidenziano
queste differenze?

9.29Mostrare che un automa a pila con due pile è computazionalmente equivalente
alle macchine di Turing.
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ovvero, fare tante cose insieme

{...} allora molti lo scorreranno e la loro conoscenza
sarà accresciuta.
Daniele 12:4

Il fatto che la computazione non porti solo buone notizie ha spinto i ricercatori
a muoversi in numerose direzioni, per cercare di alleviare il problema. In questo
capitolo discuteremo alcuni degli approcci più interessanti: il parallelismo e
la concorrenza, la computazione quantistica, e la computazione mo-
lecolare. Ognuno di questi rappresenta un nuovo paradigma algoritmico, in
cui viene rilassata una delle assunzioni fondamentali della computazione con-
venzionale, ovvero che l’algoritmo è gestito da un unico piccolo processore. Il
parallelismo e la concorrenza impostano le cose in modo che molteplici proces-
sori possano lavorare insieme, in cooperazione. La computazione quantistica
sposta la computazione nel misterioso mondo della meccanica quantistica, do-
ve il parallelismo nasce dalla capacità delle particelle di essere in più di un
posto contemporaneamente. La computazione molecolare, o biologica, rap-
presenta un tentativo di fare s̀ı che siano le molecole a fare il lavoro per noi
ottenendo un parallelismo massiccio, apparentemente ridondante.

Per capire meglio il parallelismo, consideriamo ciò che segue. Diversi anni
fa c’è stato un concorso a Los Angeles per il titolo mondiale di costruzione
rapida di case. Bisognava seguire determinate regole, come il numero di stan-
ze, gli strumenti utilizzati, e i materiali da costruzione consentiti. Non era
permessa alcuna forma di pre-fabbricazione, anche se le fondamenta potevano
essere poste preventivamente. Una casa veniva giudicata terminata quando la
gente poteva letteralmente cominciare a viverci dentro; tutte le tubature e l’e-
lettricità dovevano essere al loro posto e perfettamente funzionanti, gli alberi
e l’erba dovevano abbellire il giardino, e cos̀ı via. Non veniva posto limite alla
dimensione del gruppo di lavoro.

L’azienda che vinse usò un gruppo di 200 costruttori, e la casa fu pronta
in meno di quattro ore!

È un esempio lampante dei benefici del parallelismo: una singola perso-
na avrebbe avuto bisogno di molto più tempo per completare la casa. Solo
lavorando insieme, e grazie a incredibili livelli di collaborazione, coordinamen-
to, e sforzo reciproco, fu possibile completare il compito in cos̀ı poco tempo.
La computazione parallela permette a molti computer, o a molti processori
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all’interno di un singolo computer, di lavorare su un problema insieme, in
parallelo.

La computazione quantistica è un nuovissimo approccio alla computazio-
ne, basato sulla meccanica quantistica, un ramo intrigante e paradossale della
fisica del ventesimo secolo. Fino ad ora, sono stati scoperti un po’ di algorit-
mi quantistici sorprendentemente efficienti per problemi che non sembravano
trattabili nel senso “classico”. Però, per funzionare necessitavano di uno spe-
ciale computer quantistico, qualcosa che a tutt’oggi è ancora in pratica
inesistente. La computazione molecolare, un altro paradigma molto recente,
ha permesso ai ricercatori di produrre un risolutore molecolare in grado di ri-
solvere istanze di certi problemi NP-completi, il che fa sorgere nuove possibilità
eccitanti.

Il resto del capitolo discute queste idee, trattando in maggiore dettaglio il
parallelismo e la concorrenza - che sono le due più classiche.

Parallelismo, ovvero unire le forze

Il nostro obiettivo in questo capitolo è esaminare le conseguenze dell’ave-
re molti processori che lavorano insieme a un obiettivo algoritmico comune.
Questo rilassamento è motivato in parte dal desiderio di sfruttare il paral-
lelismo nell’hardware, ovvero, sfruttare i cosiddetti computer paralleli, i
quali consistono di molti elementi per la separati computazione, in grado di
cooperare e lavorare in parallelo. Più tardi generalizzeremo la nozione rigida
di input/output di un problema algoritmico per i casi perpetui, che non de-
vono necessariamente portare a una terminazione. Tali problemi nascono da
ambienti distribuiti di natura intrinsecamente parallela, come i sistemi per
la prenotazione di voli di linea o le reti telefoniche, e hanno anche a che vedere
con lo sviluppo dei sistemi che andremo a discutere nei Capitoli 13 e 14.

Il parallelismo aiuta

La storia della costruzione della casa rende evidente il fatto che eseguire più
cose in parallelo può fare meraviglie. Vediamo se queste meraviglie si possono
tradurre nel mondo degli algoritmi in maniera efficiente.

Se un algoritmo richiede la seguente sequenza di istruzioni:

X ← 3; Y ← 4

allora potremmo ovviamente risparmiare tempo eseguendo le istruzioni
simultaneamente, in parallelo. Dobbiamo però essere molto attenti a non
“paralizzare” alcunché; se le istruzioni fossero:

X ← 3; Y ← X
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la storia sarebbe alquanto differente, visto che scegliendo un’esecuzione
parallela il nuovo valore di Y potrebbe essere il vecchio valore di X, piuttosto
che il suo nuovo valore, ovvero 3. L’effetto della seconda istruzione dipende dal
risultato della prima, e quindi non possono essere parallelizzate. Ovviamente,
le istruzioni potrebbero essere modificate in modo da aggirare il problema,
ma nella loro forma originale devono essere eseguite in ordine.

Per illustrare ulteriormente questo punto, supponiamo di volere scavare
una buca, profonda un piede, larga un piede e lunga 10. Se una persona fosse
in grado di scavare una buca di un piede per un piede per un piede in, diciamo,
un’ora, 10 persone potrebbero scavare la buca desiderata in un’ora. In questo
caso il parallelismo è sfruttato al meglio. Però, se la buca dovesse essere largo
un piede, lungo un piede, e profonda 10, il parallelismo non servirebbe a niente,
e anche 100 persone avrebbero bisogno di 10 ore per completare il lavoro.1

Alcuni problemi algoritmici possono essere parallelizzati facilmente, no-
nostante le prime versioni di algoritmi a venirci in mente possano essere se-
quenziali; non sono intrinsecamente sequenziali. Molti di loro possono
essere risolti molto più efficientemente attraverso la computazione parallela.
Consideriamo il problema della somma degli stipendi presentato nel Capitolo
1. Potrebbe sembrare necessario scorrere tutta la lista di impiegati, usando
l’algoritmo lineare l̀ı descritto. Non è vero. Un algoritmo parallelo potrebbe
essere progettato per terminare in un tempo logaritmico - un miglioramen-
to fondamentale come abbiamo visto nel Capitolo 6. Il metodo consiste nel
considerare prima l’intera lista di N impiegati a coppie, < primo, secondo >,
< terzo, quarto >, e cos̀ı via, e poi di sommare gli stipendi di ogni paia simul-
taneamente, dando dunque origine a una nuova lista di N/2 numeri (si ricordi
che N è il numero totale di impiegati). Questo compito è eseguibile nel tempo
necessario per fare una singola somma, che qui viene considerata l’unità di
tempo. La nuova lista viene anch’essa considerata a coppie, e i due numeri
sono poi sommati simultaneamente, dando una nuova lista di N/4 numeri. Si
continua cos̀ı fino a quando rimane un solo numero; esso è la somma degli
stipendi dell’intera lista. Figura 10.1 illustra la semplice idea. Come spiegato
nel Capitolo 6, il numero di volte che N può essere diviso per 2 prima di rag-
giungere 1 è log2N , e quindi il nuovo algoritmo possiede un limite logaritmico.
Tenendo a mente il Capitolo 6, segue che 1000 stipendi possono essere somma-
ti nel tempo che ci vuole per eseguire solo 10 somme, e un milione di stipendi
possono essere sommati nel tempo necessario per effettuare 20 somme.

Parallelismo fisso contro parallelismo in espansione

Si noti che per poter eseguire simultaneamente le 500 somme richieste nel
primo passo della somma di 1000 stipendi, servono 500 processori. Gli stessi

1 Un esempio simile riguarda nove coppie che cercano di avere un bambino in un
mese, invece di una coppia che riesce ad averlo in nove mesi...
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Figura 10.1. Sommare gli stipendi in un tempo logaritmico.

processori possono poi essere utilizzati per eseguire le 250 somme del secondo
passo parallelo (la metà di loro, ovviamente, non farebbe niente), poi le 125
somme nel terzo passo, e cos̀ı via. Ovviamente, un grosso numero di proces-
sori non basta; dobbiamo anche ri-organizzare i dati in modo che i numeri
giusti siano velocemente disponibili ai processori giusti quando ne hanno bi-
sogno. È per questo che strutture dati e metodi di comunicazione buoni sono
cruciali negli algoritmi paralleli veloci. Però, concentrandoci per il momento
sul numero di processori, vediamo che per ottenere la riduzione da lineare a
logaritmico abbiamo bisogno di N/2 processori, un numero che dipende da
N , la lunghezza dell’input. In realtà, questo è necessario, perché se avessimo
avuto un numero fisso di processori non avremmo potuto migliorare le cose
più di una costante, nascosta nella O grande: potremmo fare le cose al doppio
della velocità, o a 100 volte la velocità, ma la complessità rimarrebbe sem-
pre lineare, ovvero O(N), e non ci sarebbe un miglioramento nell’ordine di
grandezza.

Si potrebbe discutere che non è possibile avere un numero crescente di
processori. Ma non lo è neanche avere una quantità crescente di tempo e
di memoria. Lo scopo delle misurazioni di complessità è di fornire mezzi per
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stimare la difficoltà intrinseca presente nel risolvere problemi algoritmici, man
mano che i loro input diventano più grandi, dove la stima viene fornita come
funzione della dimensione dell’input. Se vogliamo sommare liste contenenti
non più di un milione di stipendi, e abbiamo a disposizione mezzo milione di
processori, avremo bisogno di pochissimo tempo (più o meno quello necessario
per eseguire 20 somme). Se abbiamo meno processori, possiamo parallelizzare
fino a un certo punto; ovvero, fino a una certa profondità nell’albero di Figura
10.1. Da quel punto in poi, deve essere utilizzata una miscela di parallelismo
e sequenzialità.

Per ottenere un miglioramento nell’ordine di grandezza, dunque, abbiamo
bisogno di un parallelismo in espansione - ovvero, di un numero di pro-
cessori che cresce man mano che cresce N . Però, il numero non è detto che
debba essere N/2. Per esempio, è possibile sommare gli stipendi in una lista
di lunghezza N in un tempo O(SQRT (N)) se sono disponibili SQRT (N) pro-
cessori - per esempio, un milione di stipendi potrebbero essere sommate nel
tempo necessario per eseguire 1000 somme usando 1000 processori. (Riesci a
vedere il perché?) Ovviamente, il tempo necessario per eseguire 1000 somme
non è un risultato buono come per 20, ma è anche vero che 1000 processori
sono meno di mezzo milione, quindi otteniamo quello per cui paghiamo.

Ordinamento parallelo

Ordinare una lista di lunghezza N (per esempio, ordinare un elenco telefonico
disordinato) è un eccellente problema per discutere i benefici della computa-
zione parallela. Consideriamo l’algoritmo di mergesort presentato nel Capitolo
4 (si veda Figura 4.3). Esso divideva la lista in due metà, e ordinava ogni metà
in maniera ricorsiva, e poi riuniva le metà. Il merge veniva fatto confrontan-
do gli elementi più piccoli nelle due metà, e il risultato del confronto veniva
spedito direttamente all’output. L’algoritmo può essere descritto in maniera
schematica nel seguente modo:

subroutine sort-L:

(1) se L consiste di un elemento, allora è ordinato;
(2) altrimenti:

(2.1) dividere L in due metà, L1 e L2;
(2.2) chiamare sort-L1 ;
(2.3) chiamare sort-L2 ;
(2.4) unire le liste risultanti per formare un’unica lista.

Nel Capitolo 6 si affermò che la complessità temporale di questo algoritmo
era O(N · logN). Ora, ovviamente, le due attività di ordinamento delle due
metà (linee (2.2) e (2.3) nell’algoritmo) non interferiscono l’una con l’altra,
visto che riguardano insiemi disgiunti di elementi. Quindi, possono essere ese-
guite in parallelo. Anche parallelizzare una volta sola l’ordinamento delle due
metà, cioè al livello superiore, migliorerebbe le cose (risultando nel bisogno di
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avere due processori). Ciò risulterebbe nascosto dalla O grande, come abbia-
mo già detto. Però, possiamo inserire l’uso del parallelismo a tutti i livelli di
ricorsione, ottenendo la seguente versione dell’algoritmo:

subroutine parallel-sort-L:

(1) se L consiste di un elemento, allora è ordinato;
(2) altrimenti:

(2.1) dividere L in due metà, L1 e L2;
(2.2) chiamare parallel-sort-L1 e parallel-sort-L2 contemporaneamente;
(2.3) unire le liste risultanti per formare un’unica lista.

Se seguito meticolosamente, questo algoritmo lavora in maniera molto si-
mile all’algoritmo per la somma parallela basato su albero di Figura 10.1.
Innanzitutto, dopo che si è scesi al livello più basso della ricorsione, esso con-
fronta simultaneamente i due elementi di ognuna delle N/2 coppie, ordinando
ciascuna coppia. Poi, sempre simultaneamente, fa il merge di ogni coppia di
coppie per formare un tupla con quattro elementi ordinati, poi ogni tupla di
quattro elementi diventa una tupla di otto elementi, e cos̀ı via. Il primo passo
ha bisogno solo del tempo che serve per fare un singolo confronto, il secondo
ha bisogno di tre (perché?), il terzo di sette, il quarto di quindici, e cos̀ı via.
Assumendo per semplicità che N sia una potenza di 2, il numero totale di
confronti è:

1 + 3 + 7 + 15 + · · · (N − 1)

che è meno di 2N . Dunque, il tempo totale è lineare. Il prezzo pagato per
migliorare da O(N · logN) a O(N) è il bisogno di avere N/2 processori. Anche
qui c’è un controbilanciamento: possiamo ordinare N elementi in un tempo
O(N · logN) con un processore, o in un tempo lineare con un numero lineare
di processori. In realtà, come vedremo poi, possiamo fare anche di meglio.

La complessità prodotto: tempo × dimensione

Il numero di processori necessari a un algoritmo parallelo come funzione del-
la lunghezza degli input è un modo di misurare la complessità dell’hardware
richiesto per eseguire l’algoritmo. Abusando leggermente del termine, pos-
siamo chiamare questa misura semplicemente complessità di dimensione
dell’algoritmo, tenendo a mente che non intendiamo nè la lunghezza dell’algo-
ritmo nè la quantità di memoria di cui necessita, ma piuttosto la dimensione
dell’insieme di processori richiesti.

Siccome sia la misura del tempo che la misura dello spazio giocano un
ruolo importante negli algoritmi paralleli, non è chiaro come dovremmo de-
terminare la superiorità relativa di tali algoritmi. Un algoritmo leggermente
più veloce è meglio, anche se usa molti più processori? O dovremmo fare un
piccolo sacrificio in termini di spazio in modo da ottenere un considerevole
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Figura 10.2. Le prestazioni di diversi algoritmi di ordinamento.

miglioramento per quanto riguarda il tempo di esecuzione? Un approccio alla
stima della qualità di un algoritmo parallelo è quello di combinare entrambe le
misure - moltiplicando il tempo per la dimensione (si veda Figura 10.2). L’al-
goritmo con una migliore complessità prodotto viene considerato migliore.
Vale la pena notare che la migliore misura prodotto non può essere meno
del limite inferiore della complessità temporale sequenziale del problema, vi-
sto che è possibile rendere sequenziale qualsiasi algoritmo parallelo. Ciò viene
fatto simulando le azioni dei vari processori su un singolo processore, in un
ordine che è consistente con l’ordine prescritto dall’algoritmo parallelo. (Per
esempio, se stessimo rendendo sequenziale l’algoritmo di mergesort parallelo,
potremmo fare l’ordinamento delle due metà in qualsiasi ordine, ma dovrem-
mo completare entrambi gli ordinamenti prima di eseguire il merge.) Il tempo
totale per la simulazione sarà a grande linee il totale di tutti i tempi impie-
gati da tutti i processori; ovvero, il prodotto tempo × spazio dell’algoritmo
parallelo originale. Dunque, se ipoteticamente potessimo trovare un algoritmo
parallelo per l’ordinamento che ci mettesse un tempo logaritmico usando so-
lo O(N/logN) processori, una versione sequenziale potrebbe eseguire in una
quantità di tempo nell’ordine del prodotto, che è lineare (perché?). Ma questo
contraddirebbe il limite inferiore O(N · logN) dell’ordinamento sequenziale.
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Il meglio che possiamo sperare di ottenere, dunque, è un algoritmo di ordi-
namento parallelo che esibisca la performance prodotto ottimale di O(NxlogN).
In questo senso l’algoritmo di mergesort sequenziale, per esempio, è ottimale.
Ma non è un algoritmo parallelo. È particolarmente intrigante chiedersi se
esiste un algoritmo di ordinamento parallelo, basato su confronti, in grado di
eseguire in un tempo logaritmico ma che richiede solo un numero lineare di
processori. Ciò risulterebbe, in un certo senso, in una routine di ordinamento
parallelo ideale - estremamente veloce, ma con una dimensione ragionevole.
Come vedremo, a questo problema è stata data una risposta affermativa.

Reti: parallelismo con connessioni fisse

Fino ad ora non abbiamo detto nulla su come i diversi processori collaborano.
Ovviamente, non lavorano in totale isolamento, visto che devono passare risul-
tati intermedi tra di loro. Anche il semplice algoritmo parallelo per la somma
di Figura 10.1 richiede un po’ di cooperazione tra i processori che producono
somme intermedie e quelli che poi le usano. La performance di un algoritmo
parallelo può variare molto a seconda del metodo di cooperazione adottati.

Un approccio usa della memoria condivisa, il che vuol dire, a grande
linee, che certe variabili o strutture dati sono condivise da molti processori.
All’interno di questo approccio, è importante specificare se la condivisione
consiste solo nella lettura dei valori dalla memoria, o se anche nella scrit-
tura. Se si sceglie quest’ultimo approccio dobbiamo decidere come risolvere i
conflitti in scrittura (per esempio, due processori che tentano di scrivere simul-
taneamente sulla stessa variabile in memoria), e il particolare metodo scelto
può fare una grossa differenza in termini del potere algoritmico risultante.

Avere una memoria condivisa senza restrizioni è considerato irrealistico,
principalmente perché quando si tratta di costruire computer realmente pa-
ralleli il percorso di interconnessione diventerebbe inaccettabilmente compli-
cato. O ogni processore deve essere essenzialmente connesso a ogni posizione
in memoria, o (se la memoria è fisicamente distribuita tra i processori) ogni
processore deve essere connesso a ogni altro. In entrambi i casi trattasi di una
situazione disperata: se il numero di processori richiesti cresce con N , come
nel caso di tutti gli algoritmi paralleli non banali, le connessioni diventano
rapidamente irragionevolmente intricate.

Un approccio più realistico consiste nell’avere reti dalle connessioni
fisse, o semplicemente reti, e di progettare algoritmi paralleli tenendo ciò
a mente. La parola “fissa” implica che ogni processore è connesso al più a
un numero fisso di processori suoi vicini. In molti casi significa anche che
l’intera rete è costruita come una macchina speciale, che è in grado di risolvere
un particolare problema algoritmico in modo molto efficiente. I processori in
una rete speciale tipicamente hanno capacità computazionali molto limitate.

Una classe ben conosciuta di reti sono le reti booleane, o circuiti boo-
leani, che prendono il nome dal logico del diciannovesimo secolo George Boole,
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che inventò tutte le regole per manipolare i valori logici vero e falso (e quindi
tutte le regole per manipolare i corrispondenti valori di bit (1 e 0). In una rete
booleana i processori si chiamano porte e calcolano le semplici funzioni logi-
che a uno o due valori di bit. Una porta AND produce 1 esattamente quando
entrambi i suoi input sono a 1, una porta OR produce un 1 quando almeno
uno dei suoi input è 1, e una porta NOT inverte il valore del suo singolo input.

• In un certo senso, ogni problema algoritmico effettivamente risolvibile P può es-
sere risolto da una collezione uniforme di reti booleane effettivamente compu-
tabili. Per poter formulare questa affermazione in maniera più precisa, invitiamo
il lettore a pensare agli input di P come a una codifica di soli 0 e 1. L’afferma-
zione è che, per ogni problema P , esiste un algoritmo (diciamo una macchina di
Turing) che accetta un numero come input N e fornisce in uscita la descrizione
di una rete booleana che risolve il problema P per input che consistono di N bit.
Però, questa strana forma di universalità non è il motivo per cui introduciamo le
reti. Siamo più interessati alle reti che sono progettate apposta per fornire una
soluzione efficiente a un problema specifico.

La rete per l’ordinamento dispari-pari

Reti speciali sono state progettate per molti problemi diversi, ma i più famosi
sono quelli per l’ordinamento e il merge. Una rete di ordinamento può essere
vista come una speciale architettura di computer che fornisce un percorso fisso
di connessioni fisso di processori estremamente semplici, che cooperano per
ordinare N elementi in parallelo. La maggior parte delle reti di ordinamento
fa uso di un tipo molto semplice di processore, chiamato un comparatore,
che prende due elementi e li riproduce in output ordinati, come si può vedere
in Figura 10.3.

[3]

X

Y

minimo tra X e Y

massimo tra X e Y

Figura 10.3. Un comparatore usato nelle reti di ordinamento.

Illustriamo l’approccio usando la cosiddetta rete per l’ordinamento
dispari-pari. Questa rete viene costruita in maniera ricorsiva, usando una
regola per costruire la rete per N elementi a partire da reti definite per N/2
elementi. Non forniremo una descrizione accurata della regola generale, ma
la illustreremo con un esempio. Figura 10.4 mostra la rete per N uguale a 8,
con una lista di input scritta sulle linee. Le porzioni di rete racchiuse da linee
tratteggiate rappresentano due reti dispari-pari per quattro elementi ciascuna.
In modo simile, una rete per 16 elementi avrebbe avuto alla sua sinistra due
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reti dispari-pari per 8 elementi, identici a quelli di Figura 10.4. Le porzioni
rimanenti della rete dispari-pari consistono di varie sotto-reti necessarie ad
eseguire il merge delle liste. Ciò che è intelligente di tutto ciò è il modo in cui
le sotto-reti sono messe insieme, come scoprirà il lettore se cercherà di definire
la regola ricorsiva di costruzione generale.
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Figura 10.4. La rete di ordinamento dispari-pari per otto elementi.

Si può dimostrare che il tempo richiesto dalla rete di ordinamento dispari-
pari è O((logN)2), e che la sua dimensione (in numero di processori) è
O(N · (logN)2), e che dunque non è ottimale, visto che il prodotto dei due è
più grande dell’ottimo (si veda la Figura 10.2). Nel 1983 si apr̀ı una breccia
con la scoperta di una rete di ordinamento che richiede O(N · logN) processori
e che impiega un tempo logaritmico. Più tardi, questa soluzione fu combinata
con una variante della rete dispari-pari, per garantire finalmente una solu-
zione ottimale in cui i risultati vengono forniti in un tempo logaritmico con
una dimensione lineare. È l’algoritmo di ordinamento ottimale citato prima.
Sfortunatamente, oltre a essere estremamente complicata, le costanti nella O
grande in entrambe queste reti logaritmiche sono enormi, rendendole inutili
in pratica per N di dimensioni ragionevoli. Al contrario, le costanti per molte
reti teoricamente peggiori sono molto piccole; quelle della rete dispari-pari, ad
esempio, sono meno di 1 (circa 1/2 per la misura del tempo e 1/4 per la misu-
ra dello spazio). In particolare, possiamo costruire una rete per l’ordinamento
dispari-pari con poco più di 1000 comparatori, e sarà in grado di ordinare 100
elementi nel tempo necessario a eseguire solo 25 confronti. Per 1000 elemen-
ti richiederebbe il tempo di soli 55 confronti, ma avremmo bisogno di 23000
comparatori. Se il tempo è un fattore cruciale e liste che dobbiamo ordinare
sono tutte circa della stessa dimensione, una rete di ordinamento come questa
diventa pratica.
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Ancora reti: calcolare medie pesate

Nella rete dispari-pari ogni comparatore viene utilizzato solo una volta nel-
l’ordinare la lista in ingresso. La lista arriva tutta insieme, e l’intero ciclo di
vita di ogni comparatore consiste nell’aspettare i suoi due input, confrontarli,
restituirli ponendo il massimo e il minimo sulle corrispettive linee di output,
e spegnersi.

Altri tipi di reti sono caratterizzati da processori che sono attivati ripe-
tutamente durante una singola esecuzione, secondo un pattern regolare. Tali
reti vengono a volte dette sistoliche, la parola deriva dal termine fisiologico
“sistole”, che fa riferimento alle ripetute contrazioni che pompano il sangue
in giro per i nostri corpi.

Come esempio, consideriamo un insegnante che è interessato a computare
i voti finali di N studenti in un corso dove ci sono M esami. Ogni esame è
associato a un peso diverso, e il voto finale deve essere la media pesata di
questi M esami. I voti in ingresso sono inseriti in un array N per M , e i pesi
vengono dati in una lista di M frazioni che sommano a 1. Per ogni studente,
si richiede che ogni voto venga prima moltiplicato per il peso appropriato e
poi sommato. L’output finale deve essere una lista di N voti. Un algoritmo
sequenziale ci metterebbe ovviamente O(N ·M), visto che deve essere eseguita
una moltiplicazione per ogni voto e ognuno degli N studenti ha un voto per
ciascuno degli M esami.

Figura 10.5 mostra una rete sistolica per risolvere il problema (che nella
terminologia matematica è chiamato problema della moltiplicazione ma-
trice per vettore). La rete consiste di una disposizione lineare di M proces-
sori interconnessi. L’array di voti, la matrice in termini tecnici, viene fornito
alla rete dall’alto come illustrato, una riga diagonale alla volta. Dunque, la
rete prima accetta il voto dello studente 1 nell’esame 1, poi, simultaneamen-
te, il voto dello studente 2 nell’esame 1 e il voto dello studente 1 nell’esame
2, poi, simultaneamente, il voto dello studente 3 nell’esame 1, il voto dello
studente 2 nell’esame 2, e il voto dello studente 1 nell’esame 3, e cos̀ı via. Il
passo finale accetta il voto dello studente N nell’esame M . Il vettore dei pesi,
dall’altra parte, è sempre disponibile in basso. Venono inseriti zeri da sinistra
e il vettore in uscita viene prodotto a destra, un elemento alla volta. (La con-
figurazione lineare viene a volte detta disposizione a catena di montaggio
in rifermento al modo in cui ogni processore fornisce il suo output a quello
che sta alla sua destra.) Ogni processore per conto proprio è estremamente
semplice: quando riceve un insieme di input semplicemente moltiplica i due
valori sopra e sotto, somma il risultato al valore alla sua sinistra e lo passa
a destra. L’algoritmo risultante è chiaramente lineare in N + M . Figura 10.6
mostra una semplice simulazione passo a passo della rete nel caso di quattro
studenti e tre esami.

Le reti sistoliche sono state costruite per molti problemi. La disposizione
di processori è tipicamente lineare, rettangolare, o a forma di diamante, e
i processori sono o quadrati, il che risulta nel cosiddetto array connesso a
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(La matrice si sposta continuamente verso il basso)
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   E
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   E

same   M

StudenteN

0

0.1 0.30.23 0.125

Studente4

Studente3

Studente2

Studente1

Peso1 Peso2 Peso3 Peso M

destra sinistra  (cima  fondo)

Elenco
   di voti
       finali

Figura 10.5. Una rete sistolica per il calcolo per di medie pesate.
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Figura 10.6. Simulazione del comportamento della rete di figura 10.5.
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Connessione a matrice Connessione a nido d’api

Figura 10.7. Due tipiche disposizioni di processori per reti sistoliche.

mesh, o esagonale, il che risulta nella disposizione ad alveare, come in Figura
10.7.

Può il parallelismo essere utilizzato per risolvere
l’irrisolvibile?

I fatti discussi fino ad ora non ci lasciano dubbi sul fatto che il parallelismo
possa essere utilizzato per migliorare il comportamento temporale degli algo-
ritmi sequenziali. I problemi che richiedono un certo tempo con una soluzione
sequenziale possono essere risolti più velocemente, anche in termini di ordini
di grandezza, se si permette il parallelismo (in espansione). Viene naturale
chiedersi se il parallelismo può essere utilizzato per risolvere problemi che,
senza, non sarebbero risolvibili. Possiamo progettare un algoritmo parallelo
per un problema indecidibile? La risposta è no, visto che, come abbiamo già
visto prima, ogni algoritmo parallelo può essere simulato sequenzialmente da
un singolo processore che fa il lavoro di tutti in un ordine appropriato. In que-
sto senso, la tesi Church/Turing si applica anche ai modelli di computazione
parallela: la classe dei problemi risolvibili è insensibile anche all’introduzione
del parallelismo espansivo.

La prossima domanda è chiedersi se il parallelismo può rendere problemi
intrattabili trattabili. Esiste un problema che ha una soluzione sequenziale che
richiede una quantità di tempo irragionevole (diciamo, esponenziale) che può
essere risolto parallelamente in un tempo ragionevole (diciamo, polinomiale)?

Per poter apprezzare la sottigliezza di questa domanda, consideriamo dap-
prima i problemi NP di Capitolo 7. Come il lettore potrà ricordare, tutti i
problemi in NP hanno soluzioni ragionevoli che sono non deterministiche; im-
piegano una moneta magica, la quale, se lanciata quando c’è da prendere una
decisione, userà i suoi poteri per indicare la direzione che porta a una soluzione
positiva, se una tale direzione esiste. Ora, se abbiamo un numero illimitato di
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processori, non abbiamo bisogno di una moneta magica: quando raggiungia-
mo un “incrocio” possiamo semplicemente far partire nuovi processori lungo
entrambe le possibili vie. Se uno dei processori dovesse tornare e dire “s̀ı”,
l’intero processo si fermerà e dirà anche lui “s̀ı”; se la quantità di tempo poli-
nomiale predefinita dovesse scadere senza che nessuno abbia detto “s̀ı”, allora
il processo si fermerà e dirà “no”. Visto che un problema NP garantisce che
se la risposta è “s̀ı” verrà trovata dalla moneta magica in un tempo polino-
miale, la nostra soluzione esaustiva, multi-processore, che attraversa tutte le
possibilità, troverà un “s̀ı” nella stessa quantità di tempo. Se non ci dovesse
riuscire, è perché la risposta deve essere “no”.

La conseguenza è chiara. I problemi in NP, inclusi quelli NP-completi,
come i puzzle delle scimmie, il commesso viaggiatore, e gli orari, hanno tutti
soluzioni parallele polinomiali. Però, dobbiamo fare tre commenti, prima di
correre a raccontarle a tutti che l’intrattabilità è solo una tediosa conseguenza
del modello computazionale convenzionale a un singolo processore, e che può
essere eliminata usando la computazione parallela. La prima è che il numero di
processori richiesti per risolvere un problema NP-completo in una quantità di
tempo ragionevole è esponenziale. Se vogliamo scoprire, in meno di un miliardo
di anni di tempo di calcolo, se il nostro liceo è in grado di ottenere un orario
per le classi che soddisfi tutti i requisiti, avremo bisogno di un computer del
tutto irragionevole che comprende al suo interno una rete intricatissima di
migliaia di miliardi di processori. Torneremo su questo argomento tra poco.

Il secondo commento origina dal fatto che non si sa se i problemi NP-
completi sono intrattabili - semplicemente si pensa che lo siano. Dunque, il
fatto che possiamo risolvere problemi NP-completi parallelamente in un tem-
po polinomiale non implica che il parallelismo possa risolvere un problema in-
trinsecamente intrattabile, visto che non sappiamo se i problemi NP-completi
sono in realtà intrattabili.

Infine, anche se abbiamo un algoritmo parallelo che usa solo un numero
polinomiale di istruzioni ma necessita di un numero esponenziale di processo-
ri, siamo ben lontani dal capire se possiamo eseguire l’algoritmo in un tempo
polinomiale su un computer parallelo reale. Infatti, ci sono risultati che mo-
strano che, sotto assunzioni piuttosto liberali circa la banda e la velocità di
comunicazione tra processori, un numero super-polinomiale di processori ri-
chiederebbe una quantità di tempo super-polinomiale per eseguire anche un
numero di passi polinomiale, indipendentemente da come sono disposti e cor-
relati i processori. Questi risultati si basano sui limiti intrinseci allo spazio
tridimensionale. Dunque, l’analisi della complessità della computazione paral-
lela con dimensioni irragionevoli sembrerebbe richiedere più di una semplice
stima del numero di passi; diventa cruciale anche la quantità di comunicazio-
ne, per esempio. Rimane la domanda: possiamo usare il parallelismo, anche
con un numero irragionevole di processori, per risolvere in una quantità di
tempo ragionevole un problema che possiamo dimostrare essere irrisolvibile
in maniera sequenziale in un tempo ragionevole? La domanda è ancora aperta,
come vedremo.
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La tesi della computazione parallela

Nel Capitolo 9 abbiamo visto che la tesi di Church/Turing è valida anche in
una versione più raffinata, in cui, sotto determinate assunzioni, tutti i modelli
sequenziali di computazione sono equivalenti a meno di un tempo polinomiale.
Di conseguenza, la trattabilità, e non solo la decidibilità, è insensibile alla
scelta del modello. La tesi proclama che questa situazione non cambierà con
l’apparire di nuovi modelli.

Un’affermazione simile è sicuramente vera per i modelli di computazio-
ne paralleli. Si può dimostrare, sotto assunzioni naturali, che tutti i modelli
universali di parallelismo in espansione che sono stati suggeriti fino ad ora,
inclusi numerosi varianti di modelli a memoria condivisa, modelli basati su
comunicazione, classi di reti uniformi, ecc., sono equivalenti a meno di un
tempo polinomiale. Ogni modello può essere simulato da un altro con al più
una perdita di tempo polinomiale. Ciò vuol dire che, come nel caso sequen-
ziale, la classe dei problemi risolvibili parallelamente in un tempo polinomiale
è robusta, a modo suo; non dipende da un particolare tipo di modello di
computazione parallela, nè da un particolare linguaggio di programmazione
utilizzato per programmarlo.

Come nel caso sequenziale, dobbiamo stare attenti. I modelli che permet-
tono letture e scritture concorrenti su una stessa variabile possono essere
esponenzialmente più efficienti di quelli che permettono a un solo processore
alla volta di leggere o scrivere. Senza entrare nei dettagli, bisogna dire che
perché questa affermazione sia vera le istruzioni di base che hanno a che vede-
re con la manipolazione simultanea di elementi di basso livello devono essere
simili in natura (cos̀ı come le istruzioni di base per la manipolazione di nu-
meri devono essere confrontabili perché l’equivalenza polinomiale dei modelli
sequenziali sia vera).

Questo fatto ci porta a parlare di una particolare parte della cosiddetta
tesi della computazione parallela. Essa afferma che questa situazione non
cambierà con la scoperta di nuovi modelli. In altre parole, a meno di differenze
polinomiali, le nuove e importanti classi di complessità parallela sono anch’esse
robuste, e lo rimarranno anche alla luce dei progressi della scienza e delle
tecnologie. Questa metà della tesi, però, non è sufficiente, visto che parla
solo di parallelismo. Vogliamo anche sapere se esiste una qualche relazione
intrinseca tra la sequenzialità e il parallelismo, per quanto riguarda l’efficienza.
Tutto quello che sappiamo è che il parallelismo non aiuta a risolvere problemi
totalmente irrisolvibili; ma quanto può migliorare le cose per problemi che
sono risolvibili?

Ci viene in aiuto la seconda metà della tesi di computazione parallela.
Essa dice (ancora una volta, a meno di differenze polinomiali) che il tempo
parallelo è come la spazio di memoria sequenziale. Se possiamo risolvere un
problema sequenzialmente usando una certa quantità di spazio per input di
lunghezza N , allora possiamo risolverlo parallelamente in un tempo che non
è peggio che polinomiale, rispetto a quella quantità di spazio. Potrebbe essere
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che la quantità è quadrata, cubica, o anche elevata alla 100-esima potenza,
ma non sarà esponenziale. Vale anche il contrario: se siamo in grado di risol-
vere parallelamente un problema in una certa quantità di tempo per input
di lunghezza N , possiamo risolverlo anche in maniera sequenziale usando una
quantità di spazio che è limitata polinomialmente, da quella quantità di tem-
po. Di particolare interesse è il caso speciale di questo fatto generale, in cui
la quantità originale di spazio è essa stessa polinomiale: qualsiasi problema
risolvibile sequenzialmente usando solo una quantità di spazio polinomiale è
risolvibile parallelamente in una quantità di tempo polinomiale, e vice-versa.
In formula:

Sequential -PSPACE = Parallel -PTIME .

Dunque, la domanda: ci sono problemi intrattabili che diventano trattabili
con l’introduzione del parallelismo? diventa: la classe di complessità sequen-
ziale PSPACE contiene problemi intrattabili?; ovvero, problemi per cui è stato
dimostrato che non esistono soluzioni sequenziali polinomiali nel tempo. Que-
sta domanda, espressa in termini puramente sequenziali, è ancora aperta, e,
come il problema P vs. NP, è probabilmente anche estremamente difficile.

La classe di Nick: verso un parallelismo ragionevole

In generale, non si può dire che gli algoritmi paralleli polinomiali nel tempo
siano ragionevoli, visto che richiedono un numero di processori totalmente
irragionevole (ovvero, esponenziale). Inoltre, uno dei motivi per introdurre il
parallelismo è di ridurre drasticamente il tempo di esecuzione. Infatti, uno
degli obiettivi è quello di trovare algoritmi sub-lineari; ovvero, algoritmi che
sono paralleli al punto da non dovere neanche leggere sequenzialmente l’intero
input (altrimenti richiederebbero un tempo lineare). Dunque, sembrerebbe
che Parallel -PTIME non sia la scelta migliore per la classe di problemi che
sono trattabili con il parallelismo. Allora quale è la definizione “giusta” di
trattabilità parallela?

Una delle proposte più interessanti è la classe di problemi NC (classe
di Nick, in onore di uno dei suoi primi studiosi). Un problema è in NC se
ammette una soluzione parallela estremamente veloce, che richiede solo un
numero polinomiale di processori. “Molto veloce” viene inteso come “esegue
in un tempo che è poli-logaritmico”; ovvero, in un tempo che è una potenza
fissa del logaritmo di N , come O(logN) o O((logN)2). La somma degli stipen-
di, l’ordinamento, la computazione della media pesata, e molti altri problemi
sono in NC (i primi due per via degli algoritmi descritti prima, e il terzo per
via di un algoritmo che non descriveremo qui). I problemi NP-completi, per
esempio, potrebbero o no stare in NC - non lo sappiamo. Tutto quello che
sappiamo è che ammettono soluzioni parallele polinomiali nel tempo; stare in
NC è un requisito più forte.
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La classe NC è robusta nello stesso senso delle classi P, NP, e PSPACE.
Rimane insensibile alle differenze tra i vari modelli di computazione parallela, e
dunque può essere utilizzata nell’analisi del potere intrinseco del parallelismo.
Si può dimostrare, ad esempio, che tutti i problemi in NC sono anche in P
(ovvero in PTIME-Sequenziale), ma il contrario non si sa se è vero: esiste
un problema trattabile nel senso sequenziale (ovvero in P) ma non nel senso
parallelo? Anche qui, come nel caso di P vs. NP, molti ricercatori credono
che le due classi siano distinte, e che P sia diverso da NC. In particolare, il
problema di trovare il massimo comune divisore (MCD) di due interi sta in P -
Euclide trovò un algoritmo polinomiale circa 2300 anni fa, come abbiamo visto
nel Capitolo 1. Però, il problema McD si sospetta non essere in NC. Nessuno
sa come sfruttare il parallelismo per velocizzare in maniera significativa la
computazione di questa quantità fondamentale, cos̀ı come invece siamo riusciti
a velocizzare ad esempio l’ordinamento o la somma degli stipendi. Ovvero,
ogni passo dell’algoritmo McD dipende dal passo precedente, e nessuno è
stato ancora in grado di rimuovere alcune di queste dipendenze in modo che
il parallelismo possa essere sfruttato.

Dunque abbiamo che

NC ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE (=Parallel -PTIME) ,

e molti ricercatori credono che tutte e tre le inclusioni siano in realtà stret-
te. Richiamando alla mente la connessione già citata tra PSPACE e PTIME-
Parallelo, l’insieme ipotetico di disuguaglianze può essere descritto (da destra
verso sinistra) dicendo:

1. Ci sono problemi che possono essere risolti in uno spazio sequenziale ra-
gionevole - ovvero,in un tempo parallelo ragionevole (ma con uno spazio
irragionevole) - che non possono essere risolti in un tempo sequenziale
ragionevole neanche con il non determinismo magico.

2. Ci sono problemi risolvibili in un tempo sequenziale ragionevole con il
non determinismo magico che non possono essere risolti senza un tempo
paragonabile.

3. Ci sono problemi risolvibili in un tempo sequenziale ragionevole che non
sono risolvibili in un tempo parallelo molto breve con una quantità di
spazio ragionevole.

Però, non si sa se queste disuguaglianze siano strette, e dunque è possi-
bile (anche se molto improbabile) che queste classi siano in realtà uguali. Si
dovrebbe dire però che, come nel caso NP contro P, anche P contro NC dà
origine a una nozione naturale di completezza. Dunque, anche se non sappia-
mo se P = NC, è molto utile dimostrare che un problema è P-completo, il che
implica che se sta in NC allora tutti i problemi in P stanno anche in NC.
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Concorrenza distribuita e continuata

Sarebbe bello essere in grado di finire la discussione della simultaneità espli-
cita. E perché no? Abbiamo discusso degli algoritmi paralleli e della loro
complessità e abbiamo visto come possono migliorare le cose, e fino a che
punto. Abbiamo anche ammesso che non ne sappiamo neanche lontanamente
abbastanza sul parallelismo. Cosa ci manca?

Bene, introdurre il parallelismo per poter risolvere problemi algoritmici
convenzionali in maniera più efficiente è solo uno dei suoi aspetti. L’altro ha a
che fare con situazioni in cui il parallelismo non è qualcosa che introduciamo
per migliorare le cose, ma qualcosa con cui dobbiamo convivere perché è già l̀ı.2

Inoltre, questo ha a che fare con un altro tipo di problema algoritmico, il quale
non sempre deve trasformare input che vengono forniti all’inizio in output che
sono prodotti alla fine. Piuttosto, è qualcosa che si può vedere in molti (in
pratica, in tutti!) i sistemi reattivi e embedded che andremo a discutere in
maggiore dettaglio nel Capitolo 14. Il problema ha a che fare con la specifica
di protocolli per un comportamento nel tempo, e con il garantire determinati
requisiti su quel comportamento. Ciò che rende questi problemi cos̀ı difficili è
che in molti casi non si richiede che il protocollo che si vuole descrivere debba
terminare. Deve semplicemente stare l̀ı in eterno, e comportarsi in accordo
con i requisiti.

In contrasto con i Capitoli 13 e 14, non siamo interessati nel problema
generale dei metodi e dei linguaggi per l’ingegnerizzazione e lo sviluppo di
sistemi grossi e complessi, ma nei problemi algoritmici che, in maniera sottile,
sorgono al loro interno.

Consideriamo un esempio. Ipotizziamo che un certo albergo abbia un solo
bagno per ogni piano. (Molti alberghi a basso costo sono cos̀ı.) Inoltre, sup-
poniamo che ci sia il riscaldamento solo nelle camere - nel corridoio fa sempre
freddo. (Ci sono molti alberghi a basso costo che soddisfano anche questa as-
sunzione.) Ogni tanto è presumibile che gli ospiti vorranno farsi una doccia.
(Molti ospiti in questi alberghi lo fanno.) Come possono soddisfare i loro bi-
sogni? Non possono mettersi in attesa in fila fuori dal bagno, per via del fatto
che nel corridoio fa freddo.

Se un ospite semplicemente provasse a vedere, di tanto in tanto, se il bagno
è libero, potrebbe non riuscire mai a lavarsi, visto che è possibile che sia sempre
occupato quando ci va lui. Ciò è vero anche se si può fare una doccia in un
tempo finito; qualcun altro potrebbe riuscire a occupare il bagno prima di lui.
Assumiamo che gli ospiti vengano da paesi diversi e che parlino tutti lingue
diverse, in modo che la comunicazione diretta sia fuori questione.

Una soluzione apparente potrebbe essere quella di attaccare una piccola
lavagnetta alla porta del bagno. Chiunque lasci il bagno dovrà cancellare il
proprio numero di camera dalla lavagna e scrivere il prossimo numero in un

2 Per mantenere questa distinzione chiara useremo il termine concorrenza,
piuttosto che parallelismo.
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qualche ordine fissato. (Si pensi alle camere di un piano come ordinati cicli-
camente, in modo che ogni camera abbia un diretto predecessore e un diretto
successore.) Gli ospiti che vogliono lavarsi devono solo andare a controllare
sulla lavagna di tanto in tanto, ed entrare quando vedono sulla lavagna il lo-
ro numero, oppure tornare in camera. Sembrerebbe che ogni ospite riuscirà
prima o poi a lavarsi.

La soluzione però ha un grave problema. Prima di tutto, è possibile che
la camera numero 16 non venga mai occupata, che il suo ospite non voglia
mai lavarsi, o che sia stato rapito. Sulla lavagna rimarrebbe il numero 16 per
sempre, e nessun altro ospite potrebbe mai più lavarsi. In secondo luogo, se
anche tutte le camere fossero occupate da ospiti vivi e vegeti, disponibili, que-
sta soluzione imporrebbe una disciplina impossibile di una-doccia-per-ciclo,
costringendo gli ospiti più fastidiosi a lavarsi quanto quelli a cui non importa
niente.

Questo problema illustra alcune delle questioni che nascono nei sistemi che
sono intrinsecamente distribuiti. La distribuzione è un tipo speciale di con-
correnza, dove i componenti concorrenti sono fisicamente distanti. Quindi si
deve capire non solo cosa deve fare ogni componente, ma anche minimizzare
la quantità di comunicazione tra i componenti. La comunicazione, esplicita
o implicita (diciamo sotto forma di memoria condivisa) può diventare estre-
mamente costosa in un sistema distribuito. Come prima, useremo il termine
“processore” per le entità separate, o componenti, di un sistema distribuito.

I processori di un sistema intrinsecamente concorrente o distribuito non
devono avere una semplice relazione input/output, ma devono esibire un certo
tipo di comportamento nel tempo. Infatti, il sistema potrebbe non richiedere
la terminazione, proprio come nel problema delle docce. Parti del comporta-
mento desiderato possono essere definite come vincoli globali. La doccia,
per esempio, ha un vincolo per cui può accomodare al più una persona alla
volta, e un altro vincolo potrebbe dire che tutti devono lavarsi ogni tanto.
Dunque, la doccia è in realtà una risorsa critica, di cui tutti hanno bisogno
per una quantità di tempo finita, dopo di che può essere rilasciata perché
qualcun altro ne tragga beneficio. Un altro vincolo importante nel problema
della doccia è che dobbiamo prevenire situazioni di deadlock (ovvero stallo),
in cui nessun processore è in grado di fare alcun progresso (per esempio, quan-
do nella soluzione della lavagnetta l’ospite 16 non appariva mai), e situazioni
di starvation (ovvero morte per assenza di cibo) -a volte chiamati lockout-
in cui uno o più processori, ma non tutti loro, non riescono mai a progredire
(per esempio, quando agli ospiti viene detto di provare a vedere, di tanto in
tanto, se il bagno è libero, e ci sono quelli sfortunati che non riescono mai ad
entrare).

Queste nozioni sono tipiche di molti sistemi reali, del tipo discusso nei
Capitoli 13 e 14. La maggior parte dei computer standard, per esempio, hanno
diverse risorse cruciali, come nastri e dischi, stampanti e plotter, e canali
di comunicazione. In un certo modo, la memoria del computer stessa può
essere vista come una risorsa cruciale, visto che non vogliamo che due processi
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possano scrivere contemporaneamente sulla stessa posizione in memoria. Un
sistema per la prenotazione di voli di linea, per dare un altro esempio, è
altamente distribuito. Potrebbe consistere di una rete mondiale contenente
un grosso computer a New York, un altro a Los Angeles e 2000 terminali.
Sarebbe imbarazzante se due di questi terminali potessero assegnare il posto
25D sullo stesso volo a due diversi passeggeri. Un sistema di prenotazione di
voli inoltre non può mai terminare, deve lavorare continuamente rendendo le
sue risorse disponibili a qualsiasi processore le richieda, prevenendo in ogni
momento deadlock e starvation.

Questi non sono davvero problemi algoritmici nel vero senso della parola.
Hanno a che vedere con diversi tipi di requisiti, e non vengono risolti da algo-
ritmi ordinari. Una soluzione è quello di predisporre protocolli algoritmici
per il comportamento di ogni processore, che garantiranno che vengano sod-
disfatti tutti requisiti e i vincoli specificati nel problema, per l’intero ciclo di
vita (potenzialmente infinito) del sistema.

Come risolvere il problema delle docce d’albergo

La lavagnetta suggeriva che il problema della doccia in alberghi poco costosi
potesse essere risolto mediante memoria condivisa, e considerando la doccia
una risorsa cruciale. Si noti che abbiamo evitato il problema dei conflitti nello
scrivere nella memoria condivisa permettendo al più a un ospite di scrivere
sulla lavagna in un qualsiasi momento.

Descriviamo ora un soluzione soddisfacente al problema. In realtà risolve-
remo un problema ben più difficile, in cui ci sono bagni in ogni stanza, ma
in cui non viene permesso a più di un ospite di lavarsi contemporaneamente.
(Le ragioni potrebbero essere la pressione o la temperatura dell’acqua, un’al-
tra assunzione ragionevole per alberghi di basso costo.) Questa situazione è
chiaramente più delicata, visto che non c’è un modo diretto di sapere se qual-
cun’altro sta facendo la doccia. Nonostante ciò, la soluzione deve assicurare
che tutti possano fare la doccia, ma che non ci siano due ospiti che la facciano
simultaneamente.

Segue una descrizione più generale del problema. Ci sono N processori,
ognuno dei quali dovrà ripetutamente fare alcune attività “private”, seguite
da una sezione critica:

Ciclo di vita dell’I-esimo processore:

(1) ripetere:
(1.1) eseguire attività private (per esempio, mangiare, leggere, dormire);
(1.2) eseguire la sezione critica (per esempio, fare la doccia).

Le attività private sono affari del processore I, non hanno niente a che fare
con nessun altro. La sezione critica, d’altra parte, è affare di tutti, visto che
non possono esserci due processori che si trovano simultaneamente nella loro
sezione critica. Il problema consiste nel trovare un modo per fare s̀ı che gli N
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processori possano “vivere per sempre”, senza deadlock o starvation, rispet-
tando la natura critica delle sezioni critiche. Dobbiamo istruire i processori
in modo che eseguano certe azioni, come controllare la lavagnetta e scriverci
sopra, prima e dopo che entrano nella loro sezione critica, in modo che questi
requisiti possano essere garantiti. Presentato in questo modo, il problema vie-
ne a volte detto problema di mutua esclusione, visto che bisogna garantire
che i processori possano entrare in maniera esclusiva nelle sezioni critiche.

Discuteremo una soluzione per il caso di due ospiti, o processori, P1 e P2.
Il caso più generale con N processori verrà discusso tra poco. Useremo tre
variabili X1, X2, e Z, che, nell’esempio della doccia, saranno rappresentate da
tre piccole aree sulla lavagnetta posta nel corridoio. Z può essere o 1 o 2, e
entrambi i processori possono cambiare il suo valore. In questi casi diciamo
che Z è una variabile condivisa. Le X possono essere o s̀ı o no, e possono
essere lette da entrambi i processori ma cambiate solo dal processore con
l’indice corrispondente; ovvero P1 può cambiare X1 e P2 può cambiare X2. In
questi casi diciamo che le X sono variabili distribuite. Il valore iniziale di
entrambe le X è no, e quello di Z è o 1 o 2, non importa. Ecco i protocolli
per i due processori:

protocollo per P1 :

(1) ripetere:
(1.1) eseguire le attività private fino a quando non si desidera entrare nella

sezione critica;
(1.2) X1 ← s̀ı;
(1.3) Z ← 1;
(1.4) aspettare che X2 diventi no oppure che Z diventi 2 (o entrambe le

cose);
(1.5) eseguire la sezione critica;
(1.6) X1 ← no.

protocollo per P2 :

(1) ripetere:
(1.1) eseguire le attività private fino a quando non si desidera entrare nella

sezione critica;
(1.2) X2 ← s̀ı;
(1.3) Z ← 2;
(1.4) aspettare che X1 diventi no oppure che Z diventi 1 (o entrambe le

cose);
(1.5) eseguire la sezione critica;
(1.6) X2 ← no.

Cosa sta succedendo? Bene, pensiamo a X1 come a un’indicazione del
desiderio di P1 di entrare nella sua sezione critica: X1 impostato a s̀ı vuol
dire che vorrebbe entrare, mentre X1 impostato a no indica che ha finito e
che vuole ritornare a occuparsi di faccende private. X2 gioca lo stesso ruolo
per P2. La terza variabile, Z, è un indicatore di cortesia: dopo che P1 ha
reso pubblico il fatto che vorrebbe entrare nella sua sezione critica, imposta
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immediatamente Z a 1, indicando in un modo molto generoso, che, per quanto
gli concerne, P2 può entrare se vuole. A quel punto aspetta che P2 indichi che
ha lasciato la sua zona critica e che è tornato alle sue faccende private (ovvero,
che X2 diventi no), o che P2 imposti il valore di Z a 2, dando la possibilità a
P1 di entrare subito. P2 si comporta allo stesso modo. (Possiamo pensare a Z
come alle firme dei processori in un log. L’ultimo a firmare è quello che, più di
recente, ha dato all’altro la possibilità di procedere.) L’attesa nell’istruzione
(1.4) è a volte detta busy waiting (ovvero, attesa impegnata), visto che il
processore non può semplicemente rimanere fermo fino a quando qualcuno lo
inciti. Piuttosto, deve continuamente controllare il valore di Z e della variabile
X dell’altro processore, senza fare nient’altro nel frattempo.

• Vediamo ora perché questa soluzione è corretta. Prima di tutto, diciamo che P1 e
P2 non possono essere contemporaneamente nelle loro zone critiche. Assumiamo
per un momento il contrario. Ovviamente, se sono entrambi nelle loro zona criti-
ca, sia X1 che X2 dovrebbero avere il valore s̀ı. Questo perché l’ultimo processore
ad entrare possa essere entrato per via della modificata fatta a Z nell’istruzione
(1.4), visto che il valore dell’altra X era s̀ı. Ovviamente i due processori non
avrebbero potuto passare entrambi i loro test nello stesso momento. (Perché?)
Diciamo che P1 sia riuscito a passare il test per primo. Allora Z avrebbe dovuto
essere a 1 quando P2, più tardi, è riuscito anch’esso a passare il suo test. Questo
vuol dire che tra il momento in cui P2 ha impostato il valore d Z a 2 nella sua
istruzione (1.3) e il momento in cui ha passato il suo test in istruzione (1.4), P1

deve avere impostato il valore di Z a 1, e da quel punto in poi P2 non deve avere
fatto altro fino a quando non è entrato nella sua zona critica per via del fatto
che Z era 1. Ma allora come è possibile che P1 sia riuscito a entrare nella sua
zona critica per primo? Non avrebbe potuto entrare in virtù del fatto che Z è 2
perché, come abbiamo appena detto, Z deve essere stato impostato a 1 dopo che
P2 lo aveva impostato a 2. Inoltre, non sarebbe potuto entrare neppure in virtù
di X2, visto che X2 era stata impostata a s̀ı da P2 prima di impostare Z a 2. E
quindi non c’è modo che anche P2 entri nella sua zona critica fino a quando P1

è nella propria zona critica. Un’argomentazione simile è vera anche per il caso
duale, in cui P1 entra mentre P2 è già dentro. La conclusione è che la mutua
esclusione è valsa.

Vediamo perché starvation e deadlock sono impossibili. (In questo caso la star-
vation accade quando uno dei processori vuole entrare nella sua zona critica ma
per qualche motivo non ci riesce mai, e il deadlock accade quando nessuno dei
due processori riesce a progredire.) La prima cosa da notare è che è impossibile
che entrambi i processori siano fermi alle loro istruzioni (1.4) contemporanea-
mente, visto che Z è sempre o 1 o 2, e quindi uno dei due è sempre in grado di
liberarsi dall’attesa. Assumiamo ora che P1 debba aspettare in (1.4) e P2 no. Se
P2 non vorrà mai entrare nella sua sezione critica, rimanendo dunque in (1.1) il
valore di X2 sarà no e P1 sarà libero in qualsiasi momento di entrare. L’unica
altra possibilità è che P2 continui a iterare il protocollo per sempre. In questo
caso prima o poi Z verrà impostato a 2, e siccome non potrà mai più tornare a
1 (solo P1 potrebbe farlo tornare a 1), P1 sarà infine in grado di passare il test
ed a entrare in (1.5). Dunque, l’assenza di starvation e deadlock sono garantite,
e la soluzione soddisfa tutti i requisiti.
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Le cose sono più difficili di quanto sembrino

Questa soluzione a due processori appare essere a prima vista piuttosto ele-
mentare, e l’argomento fatto per dimostrare la sua correttezza, sebbene leg-
germente complicato, non lo è eccessivamente. Questo tipo di semplicità può
però essere fuorviante. Come illustrazione di quanto le cose siano davvero
delicate, studiamo una piccola variazione della soluzione.

Cosa succederebbe se invertissimo l’ordine di (1.2) e (1.3) nei protocolli?
In altre parole ipotizziamo che, quando P1, ad esempio, vuole entrare nella
sua sezione critica, prima fa una cortesia a P2 impostando il valore di Z a
1, lasciando ad esso la possibilità di entrare se vuole, e solo dopo imposta il
valore di X1 a s̀ı per indicare il suo desiderio di entrare. A prima vista, non
sembra esserci differenza: P1 può entrare nella sua zona critica solo se P2 è
disinteressato (ovvero se X2 è no) o se sta dando esplicitamente a P1 il diritto
di entrare (impostando Z a 2). Cosa può andare storto?

A questo punto il lettore dovrebbe cercare di farsi strada nella dimostra-
zione informale di correttezza fornita, ma tenendo presente la nuova versione
della soluzione, per vedere dove fallisce. Infatti fallisce, ed ecco uno scenario
che porterebbe ad avere entrambi i processori nelle loro zone critiche contem-
poraneamente. Inizialmente, come concordato, sia X1 che X2 sono impostati
a no, e entrambi i processori sono impegnati con le loro faccende private. Ora
arriva la seguente sequenza di azioni:

1. P1 imposta Z a 2;
2. P1 imposta Z a 1;
3. P1 imposta X1 a s̀ı;
4. P1 entra nella sua zona critica, per via del fatto che X2 è no;
5. P2 imposta X2 a s̀ı;
6. P2 entra nella sua sezione critica, per via del fatto che Z è 1.

Il problema ovviamente è che ora P2 può farsi la doccia (ovvero, sta nella
sua sezione critica) anche se P1 sta già facendo la doccia, visto che P1 è
stato l’ultimo a essere gentile, e quindi il valore di Z è 1 quando P2 indica il
suo desiderio di entrare. Nel protocollo originale ciò era impossibile, visto che
l’ultima cosa che si richiedeva che P2 facesse prima di entrare era di impostare
Z al valore sfavorevole di 2.

Dunque, anche questa soluzione apparentemente semplice per due proces-
sori nasconde insidie. Guardiamo ora la soluzione per N processori, che è
ancora più delicata.

Una soluzione al problema della mutua esclusione con N
processori

Quando ci sono più di due ospiti non basta dire “Vorrei fare la doccia” e
poi essere gentili con l’altro. Nè servirebbe essere gentili con tutti gli altri e
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sperare che tutto funzioni a dovere. Dobbiamo rendere tutti i nostri processori
più sofisticati.

• Ai processori sarà richiesto di aumentare la loro insistenza sul volere entrare
nella zona critica, man mano che aspettano. Ogni processore dunque eseguirà
un ciclo che, ad ogni esecuzione, corrisponderà a un livello più alto di insistenza.
Il numero di livelli è precisamente N , il numero totale di processori, e il primo
livello (in realtà il livello zero) indicherà disinteresse ad entrare nella zona critica.
Ogni livello di insistenza ha una propria variabile di cortesia, e ogni processore
sarà gentile con tutti gli altri scrivendo il proprio numero in quella variabile. Una
volta che un processore ha indicato il proprio desiderio di aumentare il suo livello
di insistenza, ed è stato gentile con tutti gli altri, aspetterà a incrementare il suo
livello fino a quando o tutti gli altri sono meno insistenti di lui oppure fino a
quando qualcuno degli altri non gli fa la cortesia di poter procedere al prossimo
livello. Entra nella sezione critica quando ha la luce verde per procedere oltre il
livello più alto. Quando lascia la zona critica, un processore ricomincia l’intera
procedura da capo dal livello zero.

Ecco il protocollo per il processore I-esimo. Nel protocollo il vettore Z è in-
dicizzato per livelli di insistenza, e non per numero di processore. Dunque il
processore I imposta Z[J ] a I (non Z[I] a J come nel vettore X) per indicare
che al livello J dà il diritto a tutti gli altri di procedere. Vale la pena notare che
se N = 2 questi protocolli sono esattamente quelli appena presentati, in modo
che questo sia una diretta estensione della soluzione a due processori.

protocollo per l’Iesimo processore PI :

(1) ripetere:
(1.1) eseguire le attività private fino a quando non si desidera entrare

nella sezione critica;
(1.2) per ogni J da 1 a N − 1 eseguire:

(1.2.1) X[I]← J ;
(1.2.2) Z[J ]← I;
(1.2.3) aspettare fino a quando per tutti i K 	= I X[K] < J oppure

Z[J ] 	= I;
(1.3) eseguire la sezione critica:
(1.4) X[I]← 0.

È possibile fornire una dimostrazione informale della correttezza della soluzione
generale, lungo le linee della dimostrazione fornita per il caso a due processori.
Mostriamo qui che a ogni livello i processori procedono solo uno alla volta, in
modo che ci sia al più un processore nella zona critica in qualsiasi momento.
L’assenza di deadlock e starvation sono stabilite in modo simile.

Proprietà di sicurezza e vitalità

I sistemi distribuiti concorrenti sono sotto molti punti di vista più esigenti dei
normali sistemi sequenziali. Le difficoltà cominciano con la stessa specifica del
problema e delle proprietà desiderate nella soluzione. I “problemi algoritmici”
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associati a tali sistemi non possono più essere definiti in maniera semplice
specificando un insieme di input e una funzione che definisce gli output de-
siderati. La correttezza non consiste più semplicemente nella terminazione e
nella generazione degli output giusti, e l’efficienza non può più essere misurata
come il numero di passi necessari ad arrivare alla terminazione o la quantità di
memoria utilizzata. Di conseguenza, le tecniche sviluppate per dimostrare la
correttezza o stimare l’efficienza degli algoritmi tradizionali sono insufficienti
quando si parla di protocolli che risolvono problemi di natura concorrente o
continua. Alcuni aspetti di questi problemi verranno discussi più tardi, nei
Capitoli 13 e 14.

Risulta che la maggior parte dei requisiti di correttezza dei protocolli per
sistemi concorrenti continui possono essere categorizzate in proprietà di si-
curezza e di vitalità (in inglese safety e liveness). Le proprietà di sicurezza
indicano che certe cose “cattive” non dovrebbero mai accadere, o equivalente-
mente che certe cose “buone” dovrebbero sempre accadere, mentre le proprietà
di vitalità indicano alcune cose “buone” che dovranno prima o poi accadere.
La mutua esclusione -che previene che due processori possano essere nelle loro
sezioni critiche contemporaneamente- è una proprietà di sicurezza, visto che
garantisce che ci sarà sempre al massimo un processore nella sua zona critica,
mentre prevenire la starvation è una proprietà di vitalità, in quanto chiede che
venga garantito che qualsiasi processore che sta aspettando di entrare nella
sua zona critica possa prima o poi farlo.

Interessantemente, la correttezza parziale e la proprietà di terminazione
degli algoritmi convenzionali sono casi speciali di sicurezza e vitalità. La cor-
rettezza parziale significa che il programma non deve mai terminare con out-
put sbagliati - chiaramente una proprietà di sicurezza - mentre la termina-
zione significa che l’algoritmo deve prima o poi arrivare alla sua fine logica e
terminare - chiaramente una proprietà di vitalità.

Per dimostrare che un dato protocollo viola una proprietà di sicurezza
basta esibire una sequenza finita di azioni e valide che porta alla situazione
proibita. È stato fatto per la versione errata della soluzione al problema della
doccia in cui avevamo due processori, ed è proprio come mostrare che un al-
goritmo viola la correttezza parziale esibendo una sequenza di esecuzione che
termina con un risultato errato. Dimostrare che una proprietà di vitalità è
violata è tutt’altra questione. Dobbiamo in qualche modo provare l’esistenza
di una sequenza infinita di azioni che non portano mai alla situazione pro-
messa. Questa differenza è in realtà un modo di caratterizzare le due classi di
proprietà.

Quando si tratta di concorrenza continua, le tecniche di testing sono di
poco aiuto. Possiamo convincerci ragionevolmente della correttezza di un al-
goritmo di ordinamento testandolo su un certo numero di liste di elementi,
e su alcuni casi “al limite”, come quelli in cui la lista è vuota o ha un solo
elemento. D’altra parte, molti degli errori che appaiono nel mondo dei sistemi
concorrenti non hanno nulla a che vedere con gli input attesi. Nascono da in-
terazioni non previste tra processori, e dall’ordine di esecuzione non previsto
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di determinate azioni. Provare la correttezza, dunque, è più insidioso rispetto
al caso di algoritmi sequenziali convenzionali. Un numero di “soluzioni” che
sono state pubblicate per problemi di programmazione concorrente sono stati
dimostrati contenere errori che avevano eluso il controllo dei revisori e dei
lettori, nonostante la presenza di argomentazioni apparentemente valide per
la loro correttezza.

Il bisogno di verifiche formali è dunque ancora più sentito qui che nel caso
sequenziale, e diversi approcci sono stati in effetti proposti. Tipicamente, quelli
che hanno a che vedere con proprietà di sicurezza sono estensioni dei metodi
delle asserzioni intermedie per la correttezza parziale, mentre quelli per le
proprietà di vitalità estendono il metodo dei convergenti usato per dimostrare
la terminazione (si veda Capitolo 5).

Mostrare che l’algoritmo di mergesort parallelo, per esempio, è parzialmen-
te corretto, richiede, tra le altre cose, una prova formale che i due processori
assegnati agli ordinamenti parziali non interferiscano l’uno con l’altro. In que-
sto caso particolare, processori che lavorano in parallelo non interagiscono per
niente, e una tale prova è facile da fornire. Quando i processori, invece, in-
teragiscono, come nella soluzione del problema delle docce, le cose diventano
più difficili. Dobbiamo in qualche modo verificare il comportamento di ogni
processore preso singolarmente, considerando tutte le possibili interazioni con
gli altri, e poi combinare le dimostrazioni in un’unica dimostrazione globale.

Le asserzioni intermedie non possono essere qui utilizzate nel solito modo.
Dire che un’asserzione è vera in un certo punto del protocollo del processore P
non dipende più solo dalle azioni di P . Inoltre, anche se l’asserzione è davvero
vera in quel punto, potrebbe diventare falsa prima della prossima azione di P ,
se un altro processore è veloce abbastanza da cambiare il valore di una qualche
variabile. Certi metodi per le dimostrazioni formali risolvono questo problema
richiedendo che le dimostrazioni separate soddisfino un certo tipo di proprietà
di assenza di interferenze, che deve essere verificata separatamente.

Tutto ciò sembra piuttosto complicato. Infatti, lo è. Una delle ragioni per
presentare solo una dimostrazione informale della correttezza della semplice
soluzione al problema di mutua esclusione con due processori era la natura
piuttosto tecnica delle dimostrazione formali. In linea di principio, però, ci
sono metodi di dimostrazioni adeguati, e, come nel caso sequenziale, esistono
sempre dimostrazioni formali se le soluzioni sono in effetti corrette, anche se
scoprirle, in linea di principio, è non computabile.

La logica temporale

Nei capitoli precedenti abbiamo citato le logiche dinamiche. Ci sono alcuni
framework che possono essere utilizzati per specificare e dimostrare diverse
proprietà degli algoritmi. Sarebbe bello se potessimo utilizzare queste logiche
per specificare e dimostrare le proprietà di sicurezza e vitalità dei sistemi
concorrenti. Come abbiamo detto nel Capitolo 5, il costrutto logico centrale
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nelle logiche dinamiche è after(A,F ), il quale indica che F è vero dopo che A
termina. Tali logiche si basano sul paradigma input/output - in cui vogliamo
definire la relazione tra la situazione che esiste prima di eseguire una parte di
un algoritmo con la situazione che esiste dopo. Quando abbiamo a che fare
con la concorrenza sembra essenziale essere in grado di parlare direttamente
anche di ciò che succede durante l’esecuzione.

Un formalismo che ha dimostrato di essere utile in questi casi è quello delle
logiche temporali, o TL. Sono una variante della logica classica, particolar-
mente adatte a usi algoritmici. Le loro formule fanno affermazioni sulla verità
di un’asserzione con il passare del tempo, e possono anche fare riferimento
esplicito a un certo punto di controllo del protocollo. Due dei costrutti cen-
trali sono henceforth(F ) ed eventually(F ). Il primo dice che F è vero da
ora in poi -fino alla terminazione del protocollo, e per sempre se non termina-
e il secondo dice che F prima o poi diventerà vero, ovvero in un certo punto
nel futuro. Richiamando alla memoria il nostro uso del simbolo ∼ per indicare
“not”, il primo di questi costrutti può essere utilizzato per affermare proprietà
di sicurezza, scrivendo henceforth(∼ F ) (ovvero, che F non diventerà mai
vera), e il secondo per definire una proprietà di vitalità.

Come esempio, consideriamo la soluzione del problema della doccia con
due processori, e le seguenti formule in TL:3

P1-is-at-(1.4) → eventually(P1-is-at-(1.5))
P2-is-at-(1.4) → eventually(P2-is-at-(1.5))
∼ (P1-is-at-(1.5) & P2-is-at-(1.5))

Le prime due formule indicano che se un processore sta aspettando di
entrare nella sua zona critica allora prima o poi ci entrerà, mentre la terza
indica che i processori non saranno mai entrambi dentro le loro zone criti-
che contemporaneamente. Prese insieme, e dicendo che devono essere vere in
ogni punto della computazione (usando un henceforth), queste formule asse-
riscono che la soluzione è corretta. Una dimostrazione formale richiederebbe
la manipolazione logica che aderisce alle stringenti regole assiomatiche della
logica temporale, di cui non parleremo qui. Però, per fare un confronto con i
metodi di dimostrazione del Capitolo 5, risulta che le proprietà di sicurezza
pure (come quella nella terza formula qui sopra) possono essere dimostrate in
maniera simile al metodo delle asserzioni invarianti per la correttezza parziale.
Eventualità (come quelle nelle prime due formule) possono essere dimostrate
analizzando dapprima ogni possibile passo dei protocolli, e poi usando indu-
zione matematica per trovare eventualità che diventano vere entro un certo
numero di passi rispetto a quelle che diventano vere in meno.

Come già detto, se i protocolli sono corretti, una dimostrazione di corret-
tezza esiste, e se trovata, alcune sue parti possono essere verificate algoritmi-
camente. In realtà, in molte applicazioni della logica temporale ogni variabile
3 Il fatto che il processore P sia nella posizione G nel protocollo è descritto dal
costrutto P -is-at-G.
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ha solo un numero finito di possibili valori (il protocollo di mutua esclusio-
ne discusso prima impiegava tre variabili, ognuna delle quali aveva solo due
valori ammessi). Questi protocolli a stati finiti, come vengono a volte chia-
mati, possono essere verificate algoritmicamente. Ovvero, ci sono algoritmi
che prendono come input determinati tipi di protocolli e formule scritte in
logica temporale che asseriscono la correttezza, e verificano queste proprietà
sul protocollo. Dunque, mentre trovare prove di correttezza per le parti tra-
sformazionali, o computazionali, dei sistemi concorrenti non è possibile in
generale, è possibile trovare prove delle parti di controllo, come i meccanismi
per la schedulazione dei processori, o che prevengono starvation e deadlock,
visto che solitamente questi hanno a che fare con variabili che hanno insie-
mi finiti di valori finiti. Però, questi verificatori automatici non sempre sono
efficienti quanto vorremmo, visto che, tra le altre cose, le combinazioni dei
valori crescono esponenzialmente con il numero di processori. Dunque, anche
protocolli piccoli e innocenti potrebbero sembrare molto difficili da verificare
in maniera automatica, e nel caso delle prove fatte a mano gli errori subdoli
sono ovviamente la regola, non l’eccezione.

Negli ultimi anni, sono stati sviluppati metodi potenti per la verifica di
sistemi concorrenti usando formule scritte in logica temporale. Usando il mo-
del checking, per esempio, è possibile costruire, aiutati dal computer, dimo-
strazioni che un sistema soddisfa alcune formule in logica temporale, incluse
le proprietà di sicurezza e vitalità. Ciò potrebbe sorprendere il lettore, data
l’indecidibilità della verifica, discussa nel Capitolo 8. Inoltre, anche se restrin-
giamo i casi a sistemi a stati finiti, per esempio non permettendo variabili
che assumono valori oltre un limite definito, e limitando a priori il numero di
componenti nel sistema, il corrispondente problema di verifica è intrattabile.
Ciò nonostante, ci sono modi per aggirare questi problemi, che funzionano
estremamente bene in molti casi reali. Ci sono ancora buone speranze per le
verifica, anche nel mondo sdrucciolevole della concorrenza.

Imparzialità e sistemi real-time

Ci sono altre due questioni che meritano di essere menzionate, anche se nes-
suna delle due verrà trattata nel dettaglio. La prima concerne l’assunzione
globale che solitamente si fa quando si ha a che fare con la concorrenza conti-
nua. Tipicamente non facciamo assunzioni sulle velocità relative dei processori
coinvolti nel risolvere problemi di concorrenza, ma assumiamo che rispondano
tutti e che facciano progressi in tempi, magari lunghi, ma finiti. Nelle nostre
soluzioni al problema della mutua esclusione abbiamo ovviamente utilizzato
questa assunzione, altrimenti P1 avrebbe potuto raggiungere la clausola (1.3)
e non arrivare mai a impostare il valore di Z a 1 e procedere.

Tale assunzione viene a volte chiamata di imparzialità, visto che se pen-
siamo alla concorrenza come implementata da un processore centrale, a volte
chiamato schedulatore, il quale fornisce a ogni processore concorrente un
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turno in cui eseguire un po’ delle sue istruzioni, allora dire che ogni pro-
cessore farà progressi è come dire che il processore che sta simulando si sta
comportando in maniera imparziale con tutti, dando prima o poi a tutti il
proprio turno

Consideriamo i seguenti protocolli per i processori P e Q.

protocollo per P :

(1) X ← 0;
(2) ripetere:

(2.1) se Z = 0 termina;
(2.2) X ← X + 1.

protocollo per Q:

(1) Z ← 0;
(2) termina.

Assumiamo che il valore iniziale di Z sia 1. Se non assumessimo l’imparzia-
lità, potrebbe essere che venga dato sempre a P la possibilità di procedere, con
Q che aspetta per sempre. Questo porterebbe, ovviamente, a un ciclo infinito.
L’unico modo per assicurare che i protocolli terminino è lasciare che Q faccia
progressi. D’altra parte, sotto l’assunzione di imparzialità, questo algoritmo
concorrente termina, impostando X a un qualche valore, magari molto gran-
de, intero non negativo. Ecco come fa. Lo schedulatore è libero di schedulare
P e Q in qualsiasi modo, e in particolare può anche lasciare che P esegua
quante volte vuole prima di lasciare eseguire Q la prima volta. Però, deve
lasciare che Q esegua a un certo punto. Dunque, P incrementerà X a partire
da 0 un numero non conosciuto di volte, ma una volta che a Q viene dato il
semaforo verde per procedere il protocollo terminerà. Ovviamente, il valore
finale di X potrà essere un numero maggiore o uguale a 0, ma il processo a
un certo punto terminerà.

Il fatto che questi protocolli possano produrre un numero molto grande è
basato sull’assunzione che alcuni processori possono essere arbitrariamente più
lenti di altri. A volte sono utili nozioni più forti di imparzialità, specialmente
quelli che impongono limiti al ritardo permesso tra azioni. Potremmo voler
dire che Q ha una risposta più lenta di P , ma non può essere più di due
volte peggio. Tali asserzioni di imparzialità sono quantitative in natura, e
introducono questioni di tempo.

Un’ulteriore complicazione nasce nei sistemi per cui i vincoli temporali
sono cruciali, in particolare nei sistemi real-time. Questi devono rispondere
a certi eventi immediatamente, o almeno entro quantità di tempo minime e
trascurabili. Esempi includono sistemi per il controllo del volo, di guida di un
missile, o di comunicazione rapide. Anche in questi casi la logica temporale
può aiutare, grazie all’operatore nextstep, il quale ci dice che cosa sarà vero
tra un’unità di tempo dal presente. È possibile, per esempio, scrivere una
formula TL che dice che quando un fatto diventa vero allora un secondo fatto
diventerà vero entro, diciamo, 10 istanti di tempo. Ciò non risolve ancora
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i problemi di programmazione di tali sistemi, che di solito non solo hanno
una criticità temporale ma sono anche grandi e complessi. Approfondiremo i
metodi per descrivere i loro comportamenti nel Capitolo 14.

Il problema dei filosofi banchettanti

Uno degli esempi più popolari di concorrenza continua, il quale illustra molte
questioni di sincronizzazione e di cooperazione, è il seguente. Abbiamo un
tavolo, attorno al quale sono seduti N filosofi. Al centro del tavolo c’è un
grosso piatto contenente una quantità illimitata di spaghetti. A metà tra ogni
due filosofi adiacenti c’è una singola forchetta (si veda Figura 10.8). Ora,
siccome nessuno, neanche un filosofo, è in grado di mangiare gli spaghetti con
una sola forchetta, abbiamo un problema. Il ciclo di vita desiderato da un
filosofo consiste nel fare alcune cose private (ad esempio, riflettere e scrivere
alcune cose per una pubblicazione), diventare affamato e cercare di mangiare,
mangiare, e poi tornare alle attività private, all’infinito. (Un problema simile
ma in qualche modo meno gestibile ha a che fare con filosofi cinesi, con riso e
bacchette al posto degli spaghetti e delle forchette.)

Figura 10.8. Il problema dei filosofi banchettanti

Come possono i filosofi andare avanti senza morire di fame? Possiamo
istruirli in modo da sollevare le forchette ai loro lati e di mangiare quando
hanno fame, e di riporle quando hanno finito. Questa soluzione però non
funzionerà, visto che uno o entrambe le forchette potrebbero essere prese in
quel momento da un filosofo vicino. Inoltre, due filosofi potrebbero tentare di
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sollevare la stessa forchetta nello stesso momento. Usare forchette che sono
fuori portata di un filosofo è vietato. In questo caso, mangiare può essere
considerato una sezione critica, visto che due filosofi adiacenti non possono
mangiare simultaneamente, e le forchette sono in qualche modo risorse cruciali,
visto che non possono essere utilizzate simultaneamente da due filosofi.

Il problema identifica anche alcune situazioni del mondo reale, come nei
sistemi operativi, per esempio, in cui molti processori competono per una certa
risorsa condivisa. Il percorso delle interconnessioni di tali sistemi è solitamente
sparso (non tutte le risorse sono accessibili a tutti i processori) e il numero di
risorse è troppo piccolo perché tutti possano essere felici insieme.

Una soluzione al problema prevede l’introduzione di un nuovo soggetto,
il portiere del ristorante. I filosofi vengono invitati a lasciare la stanza quan-
do non sono interessati a mangiare, e a cercare di rientrare quando lo sono.
Il portiere invece deve tenere traccia del numero di filosofi contemporanea-
mente nella stanza, limitando il loro numero a N − 1. Ovvero, se la stanza
contiene tutti tranne un filosofo, quest’ultimo verrà lasciato alla porta fino a
quando qualcuno non se ne va. Ora se ci sono al più N − 1 filosofi al tavo-
lo contemporaneamente, allora ci sono almeno due filosofi che hanno almeno
un posto vicino vuoto, e quindi almeno un filosofo può mangiare. (Perché?)
Quando formalizzata correttamente, la soluzione può essere dimostrata esse-
re soddisfacente. Però fa uso di una persona in più (il cui stipendio mensile
sarà probabilmente superiore alla somma necessaria a comprare un insieme
addizionale di forchette, almeno per un N ragionevolmente piccolo).

Si può risolvere il problema senza un portiere, e senza fare uso di memoria
condivisa o cose simili? In altre parole, esiste una soluzione interamente distri-
buita, pienamente simmetrica al problema, che non faccia uso di processori
aggiuntivi? In questo caso “interamente distribuita” indica che non c’è una
memoria centralizzata condivisa e che i protocolli possono usare solo variabili
distribuite (condivise solo da due filosofi adiacenti). “Pienamente simmetrica”
invece vuol dire che i protocolli per i vari filosofi sono essenzialmente iden-
tici - non permettiamo ad alcuni filosofi di comportarsi in maniera diversa,
e non permettiamo che partano con valori diversi nelle loro variabili. Queste
condizioni potrebbero sembrare troppo restrittive. Però se i filosofi avessero
programmi diversi o diversi valori iniziali, è come dire che usano le loro cono-
scenze personali nella loro ricerca di cibo. Vorremmo che tutte quelle risorse
vengano risparmiate per poter favorire il ragionare e il pubblicare; mangiare
dovrebbe essere una procedura standard e comune per tutti.

La risposta a questa domanda è no. Per risolvere il problema abbiamo
bisogno di qualcosa in più, come la memoria condivisa, la comunicazione di-
retta tra processori, processori di controllo centralizzati, o l’uso di informazioni
diverse per diversi filosofi.

• Perché? È piuttosto semplice. Si pensi a una soluzione corretta come a una che
garantisce tutte le proprietà desiderate, anche di fronte allo schedulatore più
maligno (ovvero, anche con uno schedulatore che cerca con tutte le sue forze di
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causare deadlock o starvation). In altre parole, per mostrare che non esiste una
soluzione interamente distribuita e pienamente simmetrica è sufficiente esibire
un particolare ordine in cui i filosofi vengono schedulati, e poi mostrare che
qualcosa non va per il verso giusto. Assumiamo, dunque, di avere un tale ordine.
Assumiamo anche di avere numerato i filosofi da 1 a N . (I filosofi stessi non
conoscono i propri numeri; non possono avere alcuna conoscenza privata che
potrebbe risultare utile.)

La schedulazione che adottiamo è la seguente. A ogni passo, ogni filosofo nel-
l’ordine 1, 2, . . . , N può eseguire un’azione di base. Un’azione potrebbe essere
ad esempio un test di busy wait, nel qual caso il test e la seguente decisione
di aspettare ancora o di procedere contano come una singola azione di base. È
possibile mostrare che a ogni passo ogni processore esegue precisamente la stes-
sa azione. Ciò segue dal fatto che le loro situazioni iniziali sono uguali e che i
protocolli sono pienamente simmetrici, dal fatto che non ci sono processori oltre
i filosofi stessi, e che il tavolo e i suoi contenuti sono circolarmente simmetrici.
Di conseguenza, la situazione alla fine di ogni passo continuerà a essere simme-
trica, ovvero, i valori delle variabili saranno gli stessi per tutti i filosofi, come le
loro posizioni all’interno dei protocolli. Ora, un filosofo qualsiasi può arrivare a
mangiare in uno o più passi? No, perché ogni passo coinvolge solo azioni base,
e alla fine di un passo il fatto che il filosofo abbia mangiato o che stia man-
giando sarebbe evidente. Ma è impossibile che tutti i filosofi mangino insieme,
e il processo in cui un filosofo mangia dopo l’altro non può essere eseguito in
un singolo passo. Segue, dalla necessaria simmetria, che alla fine di ogni passo
nessuno filosofo può avere mangiato. Dunque, nessuno mangerà mai.

Nel Capitolo 11 mostreremo che il problema può essere risolto in una
maniera interamente distribuita e pienamente simmetrica, ma con una nozione
un po’ più liberale di correttezza.

Semafori

Ci sono molti linguaggi di programmazione che supportano la concorrenza
in un modo o nell’altro, e questi includono anche i linguaggi orientati agli
oggetti e i formalismi visuali per lo sviluppo dei sistemi che discuteremo nel
Capitolo 14. Non descriveremo nessuno di questi linguaggi in questa sede, ma
introdurremo uno dei principali costrutti inventati per gestire la concorren-
za. Rappresenta la base di alcune delle soluzioni presenti in molti di questi
linguaggi e in alcuni può essere usato anche esplicitamente.

Sappiamo già che la memoria condivisa e la comunicazione diretta rappre-
sentano due dei principali approcci per descrivere la cooperazione tra processi
che eseguono in maniera concorrente. Se si usa il primo, ci deve essere un
meccanismo per risolvere i conflitti in scrittura. Uno dei più popolari è quello
dei semafori.

Un semaforo è un elemento di programmazione che impiega due operazioni
per controllare l’uso di sezioni critiche (come quelli che devono scrivere nella
memoria condivisa). Un tentativo di entrare in una tale zona è rappresentata
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da un’operazione di request, mentre l’operazione release indica l’uscita. Un
semaforo S può essere visto come una variabile intera. Eseguire request(S) è
un’azione atomica che decresce S di 1, facendolo senza interruzioni se il valore
è maggiore di zero, o aspettando che lo diventi. L’effetto della release(S) è
semplicemente di incrementare S di 1. Il punto importante è che, per sua stessa
definizione, un semaforo S risponde a una sola operazione di request o release
alla volta. In un tipico uso dei semafori per risolvere la mutua esclusione, S
viene impostato inizialmente a 1, e la zona critica di ogni processore viene
racchiusa da due operazioni, come segue:

. . .
request(S);

eseguire sezione critica;
release(S);
. . .

Ciò fa s̀ı che solo un processore alla volta possa entrare nella sua zona
critica. Il primo che tenta di entrare riesce a decrementare S portandolo a
0 ed entra. L’altro deve prima aspettare che il primo esca, re-incrementando
il valore di S a 1. Un semaforo che viene inizializzato a 1, e che quindi può
assumere solo i valori di 1 e 0, viene detto semaforo binario. Un modo sem-
plice di usare i semafori per zone critiche in modo da supportare K processori
allo stesso tempo è di usare un semaforo non binario con valore iniziale K.
(Perché ciò ha l’effetto desiderato?) Nel problema dei filosofi banchettanti,
per esempio, il portiere può essere visto come un semaforo, pre-impostato a
N − 1, che controlla le zone critiche che includono le attività in cui un filosofo
cerca di mangiare, mangia, e lascia la stanza. L’uso di ogni singola forchetta
può essere modellato con un semaforo binario.

Vale la pena notare che questa semplice definizione di semaforo non assu-
me che tutti i processori che sono bloccati all’operazione di request abbiano
prima o poi la possibilità di entrare quando S smetterà di essere 0. È possibile
che un’implementazione maligna dei semafori dia sempre il diritto di entrare
al processore arrivato più recentemente, escludendo per sempre alcuni altri.
È uno dei casi in cui una qualche forma di assunzione di imparzialità di-
venta necessaria, in modo da garantire a un processore che sta aspettando la
possibilità di entrare prima o poi.

I semafori possono essere descritti come un semplicissimo tipo di dato, le
cui operazioni (incrementa, controlla e decrementa) sono difesi da conflitti in
scrittura da un meccanismo intrinseco di mutua esclusione. La mutua esclu-
sione per tipi di dati più complessi, che godono di molte operazioni, può essere
garantita circondando ogni operazione di scrittura con appropriate operazioni
di semaforo. Però, in un certo senso, i semafori sono come le istruzioni di goto;
troppe request e release all’interno di un programma lungo potrebbe ren-
derlo poco chiaro e suscettibile a errori. I semafori possono essere utilizzati per
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risolvere problemi standard di programmazione concorrente, ma costituiscono
un costrutto di programmazione non strutturata.

Ricerca sul parallelismo e sulla concorrenza

Se abbiamo detto nei capitoli precedenti che si sta effettuando intensa ricerca
su molti degli argomenti discussi in questo libro, non è mai vero quanto per
il mondo del parallelismo e della concorrenza. I ricercatori stanno cercando
di capire virtualmente tutti gli aspetti della cooperazione algoritmica, e non
esagereremmo nel dire che la ricerca della maggior parte degli informatici ha
una qualche connessione con gli argomenti affrontati in questo capitolo.

Si sta facendo tanta ricerca per trovare algoritmi paralleli rapidi per tutta
una serie di problemi algoritmici, e le soluzioni impiegano una grande varietà
di strutture dati sofisticate e meccanismi di concorrenza. Molti problemi (co-
me il calcolo del McD) hanno resistito a molteplici tentativi di sfruttare un
qualsiasi tipo di parallelismo. Durante queste ricerche sono stati scoperti i
circuiti booleani e le reti sistoliche.

La teoria della complessità astratta del parallelismo pone un numero di do-
mande importanti, e apparentemente molto difficili da rispondere, riguardanti
le classi come NC e PSPACE, alcune delle quali trattate anche da noi prima.
Mentre, come abbiamo già visto, la sequenzialità già pone molte domande, il
parallelismo indubbiamente ne fa sorgere molte di più. Infatti, sembra eviden-
te che comprendiamo i fondamentali degli algoritmi sequenziali molto meglio
di quelli degli algoritmi paralleli, e che c’è un ancora strada lunga e difficile
di fronte a noi.

Altri argomenti di ricerca includono la progettazione di computer paralleli,
tecniche di dimostrazione e analisi per ragionare su processi concorrenti, e la
creazione di linguaggi di programmazione concorrenti utili e potenti.

Come ci ha insegnato la storia della costruzione di case raccontata a inizio
capitolo, la concorrenza è un fatto che esiste anche nella vita di tutti gior-
ni, e più la capiamo più saremo in grado di sfruttarla a nostro vantaggio. In
un certo modo, i recenti avanzamenti scientifici e tecnologici nel campo della
concorrenza si rincorrono continuamente. Molti dei migliori algoritmi paral-
leli non possono essere implementati per la mancanza di computer paralleli
adeguati. Dall’altra parte, ancora non sappiamo abbastanza della progetta-
zione di programmi concorrenti per poter sfruttare le caratteristiche offerte
dai computer che già esistono. Il lavoro, però, continua, e risultati significa-
tivi giungono continuamente, anche se le questioni più profonde circa la vera
complessità del parallelismo rimangono nascoste.

Volgiamo ora la nostra attenzione a approcci più recenti al parallelismo,
che lo affrontano da angolazioni completamente diverse.
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La computazione quantistica

Ma cosa è questa computazione quantistica che va cos̀ı tanto di moda? Bene,
è un argomento profondo e complicato, che si basa su materiale matematico e
fisico complesso, ed è dunque difficile da descrivere nei toni narrativi di que-
sto libro. La computazione quantistica si basa sulla meccanica quantistica, un
capitolo considerevole della fisica moderna, che è sfortunatamente difficile da
cogliere, e spesso contro-intuitivo. Invece che di aiuto, un tentativo ingenuo
di impiegare il senso comune per capire la fisica quantistica può diventare
facilmente di ostacolo alla comprensione. Le seguenti sezioni tratteranno dun-
que l’argomento in maniera estremamente superficiale, evitando tutto ciò che
è troppo tecnico. Chiediamo scusa per ciò. Le note bibliografiche, comunque,
contengono diversi puntatori alla letteratura per i lettori più curiosi ed esperti
di matematica.

Dal lato positivo, esiste la possibilità - molto piccola al momento della
stesura di questo libro - che la computazione quantistica porti buone noti-
zie come quelle a cui alluderemo nel libro. Come, perché, e quando, sono le
domande a cui cercheremo di rispondere, molto brevemente.

Uno dei vantaggi principali della fisica quantistica è la sua abilita di capire
certi fenomeni sperimentali al livello particellare che la fisica classica non sem-
bra in grado di capire. Due delle bizzarrie principali del mondo quantistico,
dette in maniera molto informale, sono che una particella non può più essere
considerata in una singola posizione spaziale in un certo istante, e che la sua
situazione (inclusa la posizione) può cambiare come risultato di una semplice
osservazione. La prima di queste curiosità sembra una buona notizia per la
computazione: non è che saremo in grado di sfruttare la proprietà di essere in
tanti posti contemporaneamente per ottenere parallelismo di massa? La se-
conda, però, sembrerebbe una cattiva notizia: cercare di “vedere” o “toccare”
un valore durante una computazione, diciamo, per eseguire un confronto o un
aggiornamento, potrebbe cambiare il valore in maniera non predicibile!

La computazione quantistica è un’idea estremamente recente. I primi lavori
furono motivati dall’idea che, se si potesse costruire un computer in grado di
operare secondo le leggi della fisica quantistica, invece di quella classica, si
potrebbe ottenere un’accelerazione esponenziale per certe computazioni.

Un computer quantistico, come uno classico, dovrebbe basarsi su un qual-
che tipo di elemento di stato finito, analogo al classico bit a due stati. L’a-
nalogo quantistico di un bit, chiamato qubit e pronunciato “chiu-bit”, può
essere descritto fisicamente in diversi modi: dalla direzione di polarizzazione
di un fotone (orizzontale o verticale), dalla rotazione del nucleo (uno speciale
e osservabile quanto a due valori), o dal livello di energia di un atomo (base o
eccitato). I due stati base di un qubit, analoghi allo 0 e all’1 di un bit ordi-
nario, sono denotati con |0 > e |1 > rispettivamente. Quello che non abbiamo
in un sistema quantistico è una semplice nozione deterministica di qubit che
si trova in uno stato piuttosto che in un altro. Invece, la nozione dell’essere
o del non essere è indeterminata: tutto quello che possiamo dire dello stato
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di un qubit è che si trova in entrambi gli stati simultaneamente, in ognuno
con una certa “probabilità”.4 Ma, come per rendere deliberatamente le cose
anche meno comprensibili ai comuni mortali, non abbiamo i soliti valori di
probabilità positivi, come essere nello stato |0 > con probabilità 1/4 e nello
stato |1 > con probabilità 3/4. Queste “probabilità” possono essere negative,
anche immaginarie (ovvero, numeri complessi che coinvolgono le radici qua-
drate di numeri negativi), e lo stato composto che ne risulta viene chiamato
superposizione. Ogni volta che “guardiamo” un qubit, ovvero facciamo una
misurazione, immediatamente esso decide dove stare, lo vediamo in uno stato
di base o nell’altro, le probabilità scompaiono, e ci si dimentica della superpo-
sizione.5 Questa tipo di “discretizzazione forzata” è ciò che porta all’aggettivo
“quantistico”.

Tanto basta per un singolo qubit. Cosa succede quando abbiamo molti qu-
bit insieme, fianco a fianco, che è quello di cui abbiamo davvero bisogno per
avere un vero computer quantistico? Come possiamo combinare gli stati di
diversi qubit per ottenere uno stato composto dell’intero marchingegno quan-
tistico? Nel caso classico, una qualsiasi collezione di N bit, ognuno dei quali in
uno stato 0 o 1, dava origine a 2N stati composti. Anche nel mondo quantistico
fatto di qubit possiamo cominciare con 2N stati composti costruiti a partire da
N qubit (nel caso di due qubit, per esempio, avremmo i quattro stati composti
denotati come |00 >, |01 >, |10 > e |11 >). A questi applichiamo combinazioni
complesse, proprio come abbiamo fatto con il singolo qubit. Però, in questo
caso, per via del modo in cui le combinazioni sono definite diamo origine a un
ulteriore novità cruciale chiamata, appropriatamente, entaglement (ovvero
groviglio): alcuni degli stati composti sono composti “puliti” che possono es-
sere ottenuti -mediante un’operazione chiamata “prodotto tensoriale”- dagli
stati dei qubit originali, ma alcuni no; sono aggrovigliati (entangled). I qubit
aggrovigliati, un termine che ha anche una precisa definizione matematica,
rappresentano un groviglio intrinsecamente inseparabile dei due qubit origi-
nali. Hanno la strana proprietà di comunicazione istantanea: osservare uno e
fissare il suo stato fa s̀ı che l’altro assuma simultaneamente lo stato duale,
indipendentemente da quanto siano lontani tra loro. L’entanglement risulta
essere una nozione fondamentale e indispensabile della computazione quan-
tistica, ma sfortunatamente un’ulteriore discussione tecnica e il modo in cui
sfruttarlo nella computazione vanno al di là della portata di questo libro.

Gli algoritmi quantistici

Ma cosa si è riuscito a fare con la computazione quantistica?
4 Forse potremmo dire “To qubee or not to qubee”...
5 In particolare, una superposizione è ciò che a volte viene chiamato una complessa
combinazione lineare complessa di norma unitaria di stati base. Ovvero, i coeffi-
cienti sono due numeri complessi c0 e c1 che soddisfano |c0|2 + |c1|2 = 1. Dopo la
misurazione vedremo uno 0 con probabilità |c0|2 e un 1 con probabilità |c1|2.
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Alcuni fatti sono stati già citati all’inizio. Innanzitutto, la computazione
quantistica per i casi generali include la computazione classica. Ovvero, se e
quando verrà costruito, un computer quantistico sarà in grado di emulare le
computazioni classiche senza alcuna perdita di prestazioni temporali. Secondo,
anche se apparentemente più debole, un computer classico può simulare una
qualsiasi computazione quantistica, ma ciò implica una perdita di prestazioni
temporali esponenziale. Il fatto che questa simulazione sia possibile significa
che la computazione quantistica non può infrangere la tesi Church/Turing: la
computabilità rimane intatta anche nel mondo della computazione quantisti-
ca. Se e quando verranno costruiti veri computer quantistici, non saranno in
grado di risolvere problemi che non sono risolvibili senza di loro.

Avendo detto ciò, la vera domanda è se la perdita di tempo esponenziale
nella seconda affermazione è in realtà insormontabile. Proprio come abbiamo
fatto con il parallelismo, dobbiamo chiederci se ci sono problemi che possono
essere dimostrati intrattabili che diventano trattabili nel mondo quantistico.
Ovvero, esiste un problema con un limite inferiore esponenziale nei modelli
classici che ha un algoritmo quantistico polinomiale? Anche qui, se usiamo
QP per indire il PTIME-quantistico abbiamo:

PTIME ⊆ QP ⊆ PSPACE ( = parallel -PTIME) .

Dunque,il tempo quantistico ragionevole (polinomiale) si trova dalle parti
di NP, ovvero tra il tempo deterministico ragionevole e lo spazio di memoria
ragionevole. Sfortunatamente, come prima, non sapiamo se queste inclusioni
siano strette.

Messe da parte la complessità computazionale, e le questioni tecniche del
costruire un reale computer quantistico, ci sono già stati sviluppi estrema-
mente eccitanti nell’algoritmica quantistica. Ecco i fatti essenziali.

Il parallelismo quantistico è stato ottenuto, e la superposizione degli input
viene utilizzata per produrre una superposizione di output. È interessante che,
sebbene sembri che si calcolino molte cose in parallelo, gli output non possono
essere separati e letti dalla loro superposizione in maniera semplice; qualsiasi
tentativo produrrebbe un solo output e il resto andrebbe semplicemente perso.
Ciò di cui abbiamo bisogno è che l’algoritmo calcoli in maniera intelligente
proprietà congiunte comuni a tutti gli output, e si accontenti di quello.
Esempi possono includere certi valori aggregati aritmetici di output numerici,
o gli “and” e gli “or” logici di output s̀ı/no.6

Più tardi venne scoperto un sorprendente algoritmico quantistico per la
ricerca all’interno di una lista non ordinata, diciamo in un grosso database.
Invece di circa N operazioni, un oggetto può essere cercato con SQRT (N)
operazioni (la radice quadrata di N). Ciò è contro-intuitivo, quasi paradossale,
6 Comunque, ci sono risultati che mostrano che questa capacità è intrinsecamente
limitata. Mentre l’uso del parallelismo quantistico può spesso offrire significativi
miglioramenti nell’efficienza, è incapace di fornire tutte le proprietà congiunte
desiderate.
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visto che sembrerebbe necessario dover almeno guardare tutti gli N dati in
input per vedere se quello che stiamo cercando effettivamente c’è.

Comunque, la più grossa sorpresa, e anche l’apice dell’algoritmica quan-
tistica fino ad ora, viene chiamata algoritmo di fattorizzazione di Shor.
Abbiamo citato la fattorizzazione più volte nel libro, e la sua importanza in
quanto problema algoritmico centrale è innegabile. Come abbiamo visto, non
siamo ancora riusciti a dimostrare che la fattorizzazione è trattabile nel senso
standard - non si sa se è in PTIME (che, come sappiamo ora, non è il caso per
il test di un numero pari) e il fatto stesso che appaia essere computazional-
mente difficile gioca un ruolo fondamentale nella crittografia, come vedremo
nel Capitolo 12. È vero, infatti, che una parte significativa delle fondamenta
della crittografia crollerebbero se si trovasse un algoritmo efficiente per la fat-
torizzazione. È su questo sfondo che uno dovrebbe valutare l’importanza di
questo lavoro, il quale fornisce un algoritmico quantistico polinomiale per il
problema.

Per apprezzare la sottigliezza della fattorizzazione quantistica, conside-
riamo un algoritmo banale che tenta di trovare i fattori di un numero N
andando a tentoni, considerando tutte le possibili coppie di potenziali fattori
e moltiplicandoli per capire se il loro prodotto è esattamente N . Perché non
dovremmo essere in grado di fare ciò usando il parallelismo quantistico? Po-
tremmo utilizzare variabili quantiche per tenere una superposizione di tutti
i fattori candidati (diciamo tutti i numeri tra 0 e N − 1), e poi calcolare,
in parallelo, in pieno spirito quantistico, tutti i prodotti di tutte le possibili
coppie di numeri. Potremmo poi cercare di capire se c’era una coppia che fa
al caso nostro. Sfortunatamente ciò non funzionerebbe, visto che analizzare -
cioè misurare– questo enorme output in superposizione non ci direbbe molto.
Potremmo capitare sulla fattorizzazione, ma potremmo anche capitare su uno
dei moltissimi prodotti eseguiti diversi da N . E come abbiamo già visto, una
volta misurato, è tutto quello che possiamo vedere, e il resto si perde. Quindi
questo groviglio di molteplici informazioni non basta.

Risulta che le cose devono essere organizzate in modo che ci sia interfe-
renza. È una nozione quantistica, in base a cui si “combatte” per la supre-
mazia. Quelli che non risultano essere una buona soluzione (nel nostro caso
le coppie il cui prodotto non è N) interferiranno in maniera distruttiva nella
superposizione, e quelli che sono buoni risultati (per cui il loro prodotto è N)
interferiranno costruttivamente. I risultati di questa lotta appariranno con di-
verse ampiezze nell’output, facendo s̀ı che una misurazione dell’output avrà
migliori probabilità di fare risaltare i risultati buoni. Dovremmo sottolinea-
re che sono i numeri negativi nella definizione di superposizione che rendono
questa interferenza possibile nell’algoritmo quantistico.

È però più facile a dirsi che a farsi, ed è qui che la matematica coinvolta
si fa complessa ed esce dal nostro livello di esposizione. Quello che possiamo
dire è che è stato ottenuto il giusto livello di entanglement per il caso della
fattorizzazione. L’algoritmo stesso è piuttosto stupefacente, sia nella sua tec-
nica che, come vedremo, nei suoi sviluppi. La sua performance temporale è
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più o meno cubica, ovvero, non molto più di M3, dove M è il numero di cifre
del numero dato in ingresso N . Per il lettore più tecnico che fosse interessato,
l’algoritmo ha a che vedere con un metodo quantistico efficiente per calcolare
l’ordine di un numero Y moduloN , ovvero, di trovare l’intero a più piccolo
tale per cui Y a = 1(modN). È stato dimostrato che è sufficiente per rendere
possibile la fattorizzazione veloce, e il resto del lavoro è realizzato mediante
algoritmi convenzionali.

Questo algoritmo non ha ancora convertito un problema che può essere
dimostrato intrattabile in uno trattabile per due motivi, uno dei quali è già
stato menzionato, mentre per l’altro abbiamo dato degli indizi che andremo
tra breve ad approfondire. Per prima cosa non si sa se la fattorizzazione è
intrattabile; semplicemente non siamo ancora stati in grado di trovare un
algoritmo polinomiale. Si pensa che sia difficile, ma non ne siamo sicuri. Se-
condo, le difficoltà pratiche di costruire un computer quantistico sono davvero
formidabili.

Ci può essere un computer quantistico?

Quando prima abbiamo discusso il parallelismo abbiamo notato che esiste una
discrepanza tra gli algoritmi paralleli esistenti e i computer paralleli che sono
stati costruiti per eseguirli. Per essere implementati in maniera efficiente, molti
algoritmi richiedono caratteristiche hardware che non sono ancora disponibili,
e, in maniera duale, la teoria degli algoritmi paralleli deve ancora recuperare
terreno rispetto a ciò che l’hardware attuale è in grado di fare.

Nel mondo della computazione quantistica la situazione è meno simmetri-
ca. Abbiamo a disposizione alcuni algoritmi quantistici molto belli, ma non
abbiamo alcun tipo di macchina in grado di eseguirli.

Perché? Ancora una volta, la questione ha a che fare con tecnicismi, anche
se questa volta la barriera che ci impedisce di fornire un’esposizione dettagliata
non è di natura matematica ma di natura fisica. Quindi, cercheremo di fornire
un resoconto molto breve, mentre il lettore interessato potrà cercare maggiori
dettagli altrove. Le note bibliografiche forniscono alcuni puntatori.

Mentre scriviamo (a metà del 2003), il “computer” quantistico più grande
costruito è di soli sette qubit (ed è riuscito a fattorizzare con successo il
numero 15 = 3 · 5 ...). Quale è il problema? Perché non riusciamo a crescere
verso l’alto?

Nonostante il fatto che gli algoritmi quantistici stessi, e quello di fatto-
rizzazione in particolare, vengano progettati per lavorare secondo i principi
rigorosi e largamente accettati della fisica quantistica, ci sono diversi problemi
tecnici nel costruire un computer quantistico. Innanzitutto, i fisici sperimen-
tali non sono riusciti a mettere insieme e a gestire in maniera ragionevole
neanche un numero piccolo di qubit (diciamo 10). Le difficoltà sembrano al di
là delle tecniche disponibili oggi giorno. Un problema particolarmente ostico
è quello della decoerenza: anche se riuscissimo a riunire un buon numero di
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qubit e a fare s̀ı che si comportino bene insieme, le cose che risiedono nelle
vicinanze di un sistema quantistico hanno la brutta abitudine di modificarlo.
Il comportamento quantistico di qualsiasi cosa circondi un sistema quantisti-
co - il case, le mura, le persone, la tastiera, qualsiasi cosa! - può rovinare la
delicata configurazione di interferenza costruttiva e distruttiva presente nella
computazione quantistica. Anche un semplice elettrone birichino può alterare
il pattern di interferenza c̀os̀ı cruciale per la corretta esecuzione dell’algorit-
mo, diventando “entangled” con i qubit che partecipano all’esecuzione, e di
conseguenza la superposizione desiderata potrebbe fallire.

Il computer dunque deve essere isolato dall’ambiente. Ma deve anche essere
in grado di leggere input e produrre un output, e il suo processo computazio-
nale potrebbe dover essere controllato da un elemento esterno. Questi requisiti
contraddittori dovranno, in qualche modo, essere riconciliati.

Ma di che tipo di dimensioni abbiamo bisogno? Alcuni protocolli di codifica
quantistica piccoli richiedono qualcosa come 10 qubit, e anche l’algoritmo
quantistico di fattorizzazione richiede solo qualche migliaio di qubit perché
sia applicabile negli scenari reali. Ma siccome la fisica sperimentale è in grado
di gestire solo sette qubit in questo momento, e anche quello è molto difficile,
molte persone sono pessimiste. Non ci aspettiamo alcun progresso sensazionale
da questo punto di vista in tempi brevi. Dall’altra parte, l’entusiasmo che
circonda l’argomento sta portando a molte idee e proposte, accompagnate da
sperimentazioni in laboratorio, quindi siamo destinati a vedere interessanti
progressi con il passare del tempo.

Riassumendo, l’algoritmo quantistico polinomiale di fattorizzazione di
Shor costituisce un esempio di grandissimo progresso nella ricerca computa-
zionale. Però, al momento non può che essere messo da parte, e probabilmente
rimarrà cos̀ı per un bel po’ di tempo.

L’intrattabilità non è ancora stata sconfitta.

La computazione molecolare

Per chiudere la nostra discussione sui modelli di computazione che cercano di
alleviare un po’ le cattive notizie, ne citiamo ancora uno: la Computazione
molecolare, a volte chiamata computazione a DNA.

L’approccio principale in questo caso si basa sul lasciare che la computa-
zione accada per conto proprio, all’interno di una “zuppa” di molecole attenta-
mente mescolata, in cui le molecole giocano tra di loro, dividendosi, unendosi
e fondendosi. Vengono usati miliardi e migliaia di miliardi di molecole per
cercare di risolvere un problema difficile mediante forza bruta, impostando le
cose in maniera attenta in modo che i casi validi possano essere poi isolati e
identificati.

In un esperimento del 1994 vennero usate le molecole per risolvere una
piccola istanza del problema dei percorsi hamiltoniani, il quale, come spiegato
nel Capitolo 7, è in reltà una versione a lunghezza unitaria del problema del
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commesso viaggiatore. Più tardi, altri problemi - essenzialmente tutti problemi
in NP - vennero dimostrati essere risolvibili con tecniche simili.

Che la natura possa essere messa a punto in modo da risolvere problemi
algoritmici reali, essenzialmente da sola, e su una scala molecolare, è piuttosto
straordinario. Mentre l’esperimento originale con sette città venne risolto in
qualche giorno in laboratorio, il problema venne poi risolto, usando un’im-
postazione meno “forza bruta”, anche per istanze più grandi (50 − 60 città).
Dedicare laboratori di biologia molecolare a compiti di questo tipo può ri-
sultare in una significativa velocizzazione del processo, e infatti è stato fatto
molto lavoro per cercare di rendere queste tecniche scalabili.

Da un punto di vista puro, le cose ricordano gli algoritmi paralleli con-
venzionali: anche se in principio la complessità temporale di questi algoritmi
molecolari è polinomiale per via dell’alto tasso di parallelismo che si presenta
nella zuppa molecolare, il numero di molecole coinvolte nel processo cresce
in maniera esponenziale. Sul fronte positivo, uno dei principali vantaggi nel-
l’usare il DNA è la sua incredibile densità dell’informazione. Alcuni risultati
mostrano che le computazioni a DNA possono fare uso di un miliardo di vol-
te meno energia di un computer elettronico che fa le stesse cose, e possono
immagazzinare dati in migliaia di miliardi di volte meno spazio.

In ogni caso, la computazione molecolare è sicuramente un’altra area di
ricerca entusiasmante, e sta catturando l’immaginazione e le energie di molti
informatici e biologi talentuosi. Siamo destinati a vedere molto lavoro entusia-
smante in quest’area nel futuro, e alcuni problemi specifici difficili potrebbero
essere resi fattibili per input ragionevoli. Dobbiamo però ricordarci che non po-
trà mai eliminare in maniera definitiva la non computabilità, nè ci aspettiamo
che risolverà gli effetti dell’intrattabilità.
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Esercizi

10.1 Progettare un algoritmo parallelo che somma N stipendi in un tempo O(
√

N)
con

√
N processori.

10.2 Si può utilizzare il parallelismo per migliorare l’algoritmo quadratico fornito
nel Capitolo 1 (si veda anche il Capitolo 6) per il problema della somma degli
stipendi, in cui sommiamo solo stipendi di impiegati che guadagnano più dei loro
manager? Quale è la complessità temporale della soluzione, e quanti processori
sono necessari?

10.3 Giustificare in maniera rigorosa l’analisi temporale della versione parallela del
mergesort fornita nel testo.

10.4 (a) Quanti processori sono necessari per risolvere il problema della soddisfacibi-
lità del calcolo proposizionale in un tempo polinomiale?

(b) Quali assunzioni sono necessarie per dimostrare che il numero di processori
impiegati nella domanda precedente è veramente quello necessario?

(c) È possibile risolvere il problema della soddisfacibilità per la PDL presentato
nel Capitolo 7 in un tempo parallelo O(N) e in uno spazio O(N)?

10.5 (a) Costruire un algoritmo che, dato N potenza di 2, fornisce la rete di ordina-
mento dispari-pari per N elementi.

(b) Eseguire un’analisi temporale e spaziale rigorosa della rete di ordinamento
dispari-pari.

Una matrice A L-per-M è un array di L righe e M colonne, in cui tipicamente
A[I, J ] indica l’elemento che si trova all’intersezione delle I-esima riga e la J-
esima colonna. Sia A una matrice L-per-M e B una matrice M -per-N ; ovvero il
numero di colonne in A sia uguale al numero di righe in B.

Il prodotto di A e B è definito come la matrice C L-per-N i cui elementi sono
dati da C[I, J ] =

PM
K=1(A[I, K]× B[K, J ])

Ovvero, l’elemento che si trova all’I-esima riga e alla J-esima colonna della ma-
trice prodotto C è ottenuto sommando i prodotti di tutte le M paia di elementi
presenti nell’I-esima riga di A e nella J-esima colonna di B. Dunque, la moltipli-
cazione matrice-per-vettore definita nel testo è semplicemente un caso particolare
della moltiplicazione matrice-per-matrice definito qui, in cui semplicemente la
matrice B ha solo una colonna (ovvero, se N = 1 allora B è un vettore).
Si consideri ad esempio un insieme M di prodotti commerciali, ognuno dei quali
prodotto da ciascuna delle aziende presenti in un gruppo N . Consideriamo L
negozi, ognuno delle quali vende gliM prodotti, ma assumiamo che ogni negozio
compra tutti i prodotti che vende da una sola delle aziende L. Sia A la matrice
L−per−M per cui A[I, K] contiene la quantità del K-esimo prodotto comprato
dell’I-esimo negozio ogni anno. Sia B la matrice M −per−L tale percui B[K, J ]
è il prezzo di un’unità del K-esimo prodotto venduto dalla J-esima azienda.
Dunque, se la matrice C L-per-N è il prodotto di A e B, conterrà in C[I, J ]
il prezzo totale annuo di tutti gli M prodotti pagato dal negozio I-esimo se
comprati alla J-esima azienda.

10.6 Progettare un array sistolico in grado di calcolare il prodotto tra matrici.

10.7 Dimostrare che qualsiasi problema risolvibile in NEXPTIME possiede un algo-
ritmo parallelo che esegue in un tempo esponenziale. Quanti processori potrebbe
richiedere un algoritmo cos̀ı?
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10.8 Si consideri il problema della ricerca, in cui data una lista ordinata di lunghez-
za N (con possibili molteplicità) si vuole cercare l’indice dell’elemento uguale
all’elemento fornito X, se un tale indice esiste. L’algoritmo di ricerca binaria
presentato nel Capitolo 6 risolve il problema in un tempo sequenziale O(logN).

(a) Come si potrebbe migliorare drasticamente la complessità temporale del pro-
blema impiegando un numero qualsiasi di processori? Analizzare la comples-
sità parallela temporale e spaziale dell’algoritmo.

(b) Si consideri un modello di computazione parallela più forte in cui molti pro-
cessori possono leggere contemporaneamente i contenuti di una singola lo-
cazione di memoria. Come si potrebbe migliorare in maniera significativa la
complessità temporale dell’algoritmo di ricerca binaria usando un numero più
ragionevole (logN) di processori? Spiegare esattamente dove nell’algoritmo
si fa uso di questa caratteristiche di “letture multipla”, e perché è necessaria.

10.9 Mostrare che il calcolo della media pesata (mediante moltiplicazione matrice-
per-vettore) è in NC.

10.10 Dimostrare le seguenti relazioni tra classi di complessià

(a) Sequential-PSPACE = Parallel-PTIME.
(b) NC ⊆Sequential-PTIME.

10.11Dimostrare la correttezza del protocollo per il problema della mutua esclusione
con N processori, fornito nel testo.

10.12 (a)Costruire un protocollo per il problema della mutua esclusione con tre
processori, in cui la sezione critica può accomodare fino a due processori
contemporaneamente, ma non tutti e tre.

(b) Dimostrare la correttezza del proprio protocollo.
(c) Si può generalizzare il protocollo a N processori con almeno due processori

contemporaneamente nella sezione critica?
(d) E con N processori con al più L processori, con 1 ≤ L < N , contempora-

neamente nella sezione critica?

10.13 Per ognuna delle seguenti formule scritte in logica temporale proposizionale,
determinare se è sempre vera.
ϕ1 : henceforth(E & F )→ eventually(E)
ϕ2 : eventually(E & F )→ henceforth(E)
ϕ3 : henceforth(E & F )→ (henceforth(E) & henceforth(F ))
ϕ4 : (henceforth(E) & henceforth(F ))→ henceforth(E & F )
ϕ5 : henceforth(E → F )→ (henceforth(E)→ henceforth(F ))
ϕ6 : (henceforth(E)→ henceforth(F ))→ henceforth(E → F )
ϕ7 : henceforth(eventually(E))→ eventually(henceforth(E))
ϕ8 : eventually(henceforth(E))→ henceforth(eventually(E))
ϕ9 : henceforth(∼E)→ ∼eventually(E)
ϕ10 : eventually(∼E)→ ∼henceforth(E) .

10.14 Si consideri il portiere nel problema dei dining philosophers.

(a) Formalizzare il problema da risolvere - assenza di filosofi che muoiono di
fame - mediante una formula di logica temporale che fa uso delle seguenti
asserzioni atomiche:
PrivateI : Il filosofo I sta eseguendo le sue attività private.
HungryI : Il filosofo I è affamato.
EatingI : Il filosofo I sta mangiando.
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(b) Spiegare perché se ci sono al più N − 1 filosofi allo stesso tempo al tavolo,
almeno uno di essi riuscirà a mangiare.

(c) Scrivere una versione rigorosa della soluzione e dimostrare la sua correttezza.

Due sono meglio di uno; perché avranno una buona ri-
compensa per il loro lavoro.
Qoelet 4:9
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Algoritmi probabilistici
ovvero, farlo lanciando monete

Ti pongo davanti tre cose, scegline una e io te la
concederò {...}
1 Cronache 21:10

Venite, gettiamo le sorti {...}
Giona 1:7

Nel capitolo precedente abbiamo cominciato a vedere cose che si trovano al
di fuori del framework standard di problemi algoritmici e delle loro soluzioni.
Abbiamo permesso algoritmi paralleli, i quali necessitano di più di un pro-
cessore. Questa variazione ha richiesto poche giustificazioni, visto che è facile
dimostrare che grazie a essa migliorano le performance. Abbiamo anche di-
scusso di come catalizzare il potere presente nella meccanica quantistica o
nelle forze che governano le interazioni molecolari, in modo da ottenere pa-
rallelismo massiccio. In particolare, quindi, ci siamo concentrati sul fare tante
cose allo stesso momento - non solo una.

In questo capitolo faremo un passo ancora più radicale, rinunciando a
uno dei requisiti più sacri dell’algoritmica, ovvero, al fatto che un problema
algoritmico debba risolvere il problema correttamente, per tutti i possibili
input. Non possiamo abbandonare completamente il bisogno di correttezza,
visto che altrimenti qualsiasi algoritmo risolverebbe qualsiasi problema. Né
possiamo raccomandare alle persone di risolvere i loro problemi algoritmici
usando algoritmi che si spera funzioneranno, e le cui prestazioni possono essere
solo osservate e non analizzate. Quello che ci interessa sono algoritmi che
potrebbero non essere sempre corretti, ma tali che possiamo ignorare i casi in
cui sbagliano. Inoltre, pretendiamo che questo fatto sia giustificabile su base
matematica.

Se assumiamo che fare girare il rullo di una pistola sia un modo davvero
casuale per scegliere una delle sei posizioni in cui si possono trovare i proiet-
tili, allora alcuni potrebbero considerare la possibilità di morire in un singolo
tentativo di roulette russa improbabile. La maggiore parte della gente non lo
farebbe. Supponiamo però che la pistola abbia 2200 posizioni per i proiettili, o
(equivalentemente) che con una pistola a sei proiettili il grilletto venga tirato
solo se la stessa posizione capita 77 volte di fila. In tale caso, le probabilità
di morire con una singola giocata (in cui il rullo viene fatto girare 77 vol-
te) è molti ordini di grandezza più piccola della probabilità di ottenere gli
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stessi effetti bevendo un bicchiere di acqua, guidando per andare al lavoro,
o semplicemente respirando l’aria. Chiaramente, in tale caso questa eventua-
lità può essere tranquillamente ignorata; la probabilità di una catastrofe è
inimmaginabilmente bassa.

Questo capitolo si occupa di uno dei modi in cui la teoria della probabi-
lità può essere utilizzata nella progettazione di algoritmi. Considereremo algo-
ritmi che nel corso dell’esecuzione possono lanciare monete ottenendo risultati
in maniera casuale. Le conseguenze dell’aggiunta di questa nuova caratteri-
stica risulteranno alquanto sorprendenti. Invece di essere un passo indietro,
portandoci a ottenere algoritmi che producono risultati imprevedibili, la nuo-
va abilità si dimostrerà utile e capace di fornire soluzioni probabilistiche veloci
che hanno soluzioni tradizionali molto inefficienti. Il prezzo da pagare per ciò
è la possibilità di errore, ma, come nella versione a 77 rullate della roulette
russa, questa possibilità può essere ignorata in maniera sicura. Curiosamente,
nel Capitolo 12 vedremo che il probabilismo, o la randomizzazione, hanno a
che vedere con problemi per cui non sono conosciute buone soluzioni, neanche
probabilistiche.

Di nuovo i filosofi banchettanti

Nel Capitolo 10 abbiamo visto il problema dei filosofi banchettanti, e abbiamo
visto che il problema non ammette soluzioni senza deadlock se insistiamo sulla
totale simmetria e se non usiamo variabili centralizzate. La regola prescrive
che un candidato di soluzione deve funzionare anche di fronte allo schedulatore
più maligno; per esempio, anche per il caso in cui tutti diventano affamati e
cercano di alzare le forchette esattamente nello stesso momento.

Mostriamo ora che il problema è risolvibile se permettiamo ai filosofi di
lanciare monete. L’idea di base è di usare il lancio delle monete per rompere la
simmetria in un’esecuzione lunga. In pratica, si consideri il seguente candidato
di esecuzione:
Protocollo per ogni filosofo:

(1) eseguire ciò che segue ripetutamente per sempre:
(1.1) eseguire le attività private fino a quando non viene fame;
(1.2) lanciare una moneta per decidere una direzione in maniera casuale, a

sinistra o a destra;
(1.3) aspettare fino a quando la forchetta nella direzione scelta non sia libera, e

poi sollevarla;
(1.4) Se l’altra forchetta non è disponibile eseguire ciò che segue:

(1.4.1) poggiare la forchetta sollevata;
(1.4.2) andare a (1.2);

(1.5) altrimenti (ovvero, se l’altra forchetta è disponibile) alzare la seconda
forchetta;

(1.6) sezione critica: mangiare;
(1.7) poggiare entrambe le forchette (e ritornare a (1.1)).
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Si può dimostrare che la soluzione è esente da deadlock con probabilità
1. Cosa vuol dire? Vuol dire che in un periodo di tempo infinito, le probabilità
che accada un deadlock sono zero. Non è semplicemente piccola, o trascurabile,
ma zero!

Questa affermazione richiede un’ulteriore chiarimento. È possibile che il
sistema di filosofi vada in deadlock, ma le probabilità che ciò accada, rispetto
alla probabilità che non accada, sono nulle. consideriamo uno schedulatore
che fa s̀ı che tutti i filosofi abbiano fame contemporaneamente. Diciamo che
tutti i filosofi si trovino nella clausola (1.2) insieme. Un modo per il sistema di
andare in deadlock è che tutti i filosofi, simultaneamente, scelgano di andare
nella stessa direzione in (1.2), diciamo a destra, che sollevino la forchetta alla
loro destra, scoprano che l’altra forchetta non è disponibile (in (1.4)), posino
la forchetta nella mano destra (in (1.4.1)), ritornino in (1.2), e nuovamente
cerchino di andare tutti nella stessa direzione, diciamo questa volta a sinistra,
alzino la forchetta, la posino, e poi scelgano ancora la stessa direzione, e cos̀ı
via ad infinitum. È chiaramente una situazione di deadlock, visto che nessun
filosofo riesce a mangiare.

È lo schedulatore che fa s̀ı che tutti i filosofi siano perfettamente sincro-
nizzati, che scelgano sempre la stessa istruzione nello stesso momento, e la
schedulazione non è qualcosa che viene scelta in maniera casuale; le nostre
soluzioni devono funzionare anche con gli schedulatori più perfidi. Il lancio di
monete può essere utilizzato nei protocolli solo per influenzare il comporta-
mento di un singolo processore, ma non l’ordine o i tempi in cui a loro viene
detto di eseguire le istruzioni. Segue che non può essere la schedulazione ma-
ligna la causa del fatto che uno scenario come questo abbia zero possibilità di
accadere; la schedulazione potrebbe proprio comportarsi come abbiamo appe-
na descritto. La vera ragione ha a che fare con la probabilità che certe scelte
verranno fatte a seconda del risultato di un lancio di moneta. Per ottenere un
deadlock con questo schedulatore, tutte e N le monete dovranno indicare la
stessa direzione, ogni singola volte che sono lanciate. Si può dimostrate che
questo è un evento che ha probabilità zero, per usare la terminologia della
teoria della probabilità. Non c’è una possibilità reale che ciò possa accadere
in un processo in cui vengono lanciate N monete, simultaneamente, e infini-
tamente spesso. (È vero per tutti gli N? Cosa succede se N è 1?) In altre
parole, in un’esecuzione infinita di questi protocolli per N filosofi l’apparente
simmetria verrà rotta con probabilità 1, per via, sicuramente, di un insieme di
risultati non uguali nel lancio delle monete. È facile vedere che questa rottura
nella simmetria permette ad almeno uno dei filosofi di mangiare, evitando il
deadlock.

È importante capire che l’argomentazione appena fatta non costituisce
una prova che il protocollo è esente da deadlock con probabilità 1. Abbiamo
discusso un solo schedulatore, e un particolare modo in cui le monete possono
essere lanciate per ottenere il deadlock, mostrando che ha probabilità zero. Ma
se la moneta indicasse sinistra per i filosofi pari e destra per i filosofi dispari, e
lo schedulatore facesse andare i primi un turno, e poi facesse andare i secondi
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un turno, alternandoli? E se i filosofi fossero sette e fossero assegnati i turni
in maniera ciclica, saltandone due ogni volta? Generalizzare l’argomento in
modo che la soluzione sia valida per tutti gli schedulatori possibili, non è facile,
ma può essere fatto, rendendo il protocollo esente da deadlock per qualsiasi
schedulatore. Però. questa soluzione non è ancora del tutto soddisfacente,
visto che ammette lockout e starvation.

• Presentiamo uno schedulatore che, certamente, causerà il lockout di tutti i filosofi
tranne uno; in altre parole a tutti loro verrà tolto il cibo con probabilità 1.

Lo schedulatore prima impone una situazione in cui tutti i filosofi si trovano
in(1.2). Farà poi s̀ı che le cose vadano in modo da garantire che, con probabilità
1, uno dei filosofi, diciamo Platone, mangerà infinitamente spesso, mentre gli
altri mangeranno un ultima cena e poi soffriranno la fame per sempre. L’idea
si basa sul fatto che se a un filosofo viene data l’opportunità di mangiare ripe-
tutamente fino a quando il suo lancio di moneta in (1.2) non lo porti in una
determinata direzione, poi da quel momento in poi la direzione desiderata appa-
rirà prima o poi con probabilità 1. Usando questo fatto, lo schedulatore ignorerà
tutti tranne Platone, lasciandogli trovare sempre le sue forchette e mangiare per
tutto il tempo in cui il suo lancio di moneta restituisce destra. Platone verrà
fermato quando lancia sinistra per la prima volta, e come abbiamo già detto, ciò
succederà con probabilità 1. Platone viene ora lasciato nel limbo dopo l’ultima
esecuzione di (1.2) e prima dell’esecuzione del controlla-e-solleva di (1.3), e viene
dato il via al suo vicino di destra. Anche a lui viene data la possibilità di man-
giare ripetutamente fino a quando non estrae sinistra, al che viene lasciata nel
limbo dopo il completamento di (1.2) e prima di eseguire (1.3). Il tutto prosegue
cos̀ı in senso antiorario, dando a ogni filosofo gli spaghetti fino a quando non
tira la moneta ed esce sinistra. Quando è tutto finito, tutti i filosofi sono pronti
a eseguire (1.3), con la propria decisione di andare a sinistra. La probabilità che
la fame dei filosofi li porterà prima o poi in questa situazione è 1, visto che, con
probabilità 1, a ognuno di loro uscirà prima o poi sinistra. A questo punto lo
schedulatore lascia a tutti i filosofi la possibilità di materializzare la loro scel-
ta di andare a sinistra, e di alzare la forchetta sinistra. Nessuno di loro ha già
cominciato (1.4).

Da questo punto in poi, lo schedulatore permetterà solo a Platone di mangiare;
tutti gli altri soffriranno la fame per sempre. Il modo per ottenere ciò è il se-
guente. Al vicino destro di Platone viene data la possibilità di procedere. Guarda
alla sua destra, vede che la forchetta non è disponibile (ce l’ha il suo vicino de-
stro), posa la sua forchetta sinistra e tira la moneta. Ciò continua senza che lui
possa mangiare fino a quando il lancio non risulta essere destra. A quel punto
viene lasciato nel limbo dallo schedulatore, prima di (1.3), per cui non è ancora
riuscito a determinare se la forchetta alla sua destra è disponibile, e il controllo
passa al suo vicino di destra (il secondo a partire da Platone). Anche a questo
filosofo viene data la possibilità di procedere (e anche lui non riesce a mangiare)
fino a quando non lancia la moneta ed esce destra, e viene fermato nello stesso
punto, proprio prima di (1.3). Questa procedura viene eseguita per tutti i fi-
losofi, in senso antiorario, fino ad arrivare di nuovo a Platone. La situazione a
questo punto è che tutte le forchette sono sul tavolo, eccetto quella sinistra di
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Platone, che sta tenendo in mano, e tutti i filosofi sono pronti a guardare alla
loro destra (1.3). Viene data quindi la possibilità di procedere a Platone, cosa
che fa sollevando la forchetta destra e mangiando. Infatti, può procedere fino a
che continua a lanciare sinistra in (1.2), mangiando ogni volta, e viene fermato
dallo schedulatore quando esce per la prima volta destra. Lo schedulatore conti-
nua esattamente come prima, ma con le direzioni inverse, andando di vicino in
vicino, aspettando che esca sinistra, fino a quando non viene nuovamente rag-
giunto Platone. Ancora una volta, lui può mangiare fino a quando esce sinistra
e la procedura viene ripetuta nuovamente.

Eccetto Platone, tutti i filosofi soffrono la fame dopo avere mangiato per l’ulti-
ma volta nel primo round. Platone, d’altra parte, mangia infinitamente spesso.
Inoltre, tutte le possibilità considerate nella descrizione di questo schedulato-
re maligno accadono in realtà con probabilità 1. Di conseguenza, tutti i filosofi
eccetto Platone soffriranno la fame con probabilità 1. Dunque, come abbiamo
già detto, il protocollo presentato prima evita i deadlock ma, sfortunatamente,
ammette starvation.

Esiste un’estensione del protocollo che ci permette di avere starvation con
probabilità zero. Questa versione non verrà qui presentata, eccetto per dire
che usa lo stesso meccanismo di lancio di una moneta per scegliere la direzione,
e variabili che sono in qualche modo simili a quelle usate nella soluzione al
problema della doccia. Tra queste ci sono due variabili per ogni filosofo - uno
notifica i due vicini che vuole mangiare, e l’altra (condivisa dal filosofo e dal
suo vicino) indica chi dei due ha mangiato per ultimo. Nessuna delle variabili
è centralizzata, ma sono al massimo condivise da due filosofi adiacenti.

E quindi esiste una soluzione pienamente simmetrica e distribuita del pro-
blema dei filosofi banchettanti, ed è piuttosto soddisfacente, a dispetto della
dimostrazione presentata nel Capitolo 10 per cui una soluzione non può esi-
stere.1 Esiste solo alla presenza di una nozione di correttezza più liberale: non
la correttezza assoluta, ma piuttosto la correttezza con probabilità 1.

Algoritmi probabilistici per problemi algoritmici
convenzionali

Abbiamo visto che il problema dei filosofi banchettanti , con i requisiti di
simmetria e distribuzione, non può essere risolto senza l’aiuto del caso. Però,
c’è qualcosa di sconcertante nelle soluzioni probabilistiche appena presentate.
Sembrano costruire il loro successo sulla natura infinita e perpetua dei proto-
colli, visto che in quelle soluzioni ciò che fa s̀ı che un evento accada con pro-
babilità 1 è che stiamo ragionando su un tempo infinito, e le cose potrebbero

1 La ragione per cui la dimostrazione non è più valida nel contesto presente è che
era basata sul fatto che un algoritmo doveva fare sempre la stessa cosa quando
eseguito sugli stessi input. Gli algoritmi probabilistici possono agire diversamente
anche quando eseguiti sotto le stesse circostanze.
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accadere arbitrariamente tardi nel futuro. In effetti, intuiamo che, se presen-
tati con una versione del problema che richiede un tempo finito, allora l’intera
costruzione probabilistica crollerebbe, e non potremmo dire molto altro. Sem-
bra dunque che la vera questione importante sia questa: può il probabilismo,
o la randomizzazione, migliorare le cose quando si trattano problemi algorit-
mici convenzionali, ovvero quelli che accettano input e devono produrre un
determinato output? E la risposta a questa domanda è un s̀ı convinto.

Prima di dare esempi concreti, immaginiamo la seguente situazione, che
non è molto diversa dalla storia della roulette russa, eccetto che preferiamo
parlare dei soldi delle persone e non delle loro vite. Assumiamo che, per un
qualche motivo che non ci viene spiegato, tutti i nostri soldi fossero legati al
problema del puzzle delle scimmie del Capitolo 7 nel seguente modo. Suppo-
niamo ci venga dato una singola istanza molto grande del problema (diciamo
con 255 carte), e che ci venga detto che i nostri soldi verranno raddoppiati se
diamo la risposta s̀ı/no alla domanda se le carte possono essere disposte in
modo da formare un quadrato di 15 per 15. Supponiamo anche che ci venga
detto che perdiamo tutto se diamo la risposta sbagliata. Inoltre, supponiamo
che i nostri soldi non siano disponibili fino a quando non rispondiamo. Sicco-
me il problema del puzzle della scimmia è NP-completo, abbiamo un grosso
problema. No?

Potremmo eseguire il nostro algoritmo esponenziale preferito sul problema,
sperano che questo particolare insieme sia uno di quelli facili, in modo che
l’algoritmo possa gestirlo in un tempo ragionevole, o potremmo metterci a
terra e cercare di comporre il puzzle per contro nostro. Date le discussioni
del Capitolo 7, queste porzioni sono svantaggiose. In alternativa, capendo la
situazione disperata, potremmo semplicemente lanciare una moneta, e dire s̀ı
o no in maniera random, e sperare in bene. Esiste un modo migliore?

Rimanendo nel mondo immaginario, supponiamo che ci venga offerto un
algoritmo che risolve il problema del puzzle delle scimmie, ma con una piccola
probabilità di errore. Diciamo che ci venga garantito che l’algoritmo ci dà una
risposta sbagliata, in maniera casuale, una volta ogni 2200 esecuzioni. Sarebbe
un ottimo modo per risolvere il dilemma. Basterebbe eseguire l’algoritmo una
volta sulle carte in ingresso e presentare la nostra risposta all’aguzzino. La
probabilità di perdere i soldi darebbe, come nel caso del gioco della roulette
russa a 77 rullate, molto meno che venire investiti mentre si attraversa la
strada per andare al centro di calcolo, e molto meno che capiti un errore
hardware a metà dell’esecuzione.

Il fatto è che per molti problemi algoritmici, inclusi molti che sembrano
intrattabili, tali algoritmi esistono (per quanto ne sappiamo non per il pro-
blema del puzzle delle scimmie, ma per molti altri s̀ı). Questi algoritmi sono
probabilistici di natura, e usano il lancio random di monete, e quindi vengono
a volte chiamati algoritmi probabilistici o randomizzati. Per tutti i casi
pratici che possono venire in mente questi algoritmi sono perfettamente sod-
disfacenti, che sia per i soldi o la vita di un individuo, il futuro finanziario di
un’azienda, o la sicurezza o il benessere di una nazione.
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Analizziamo ora un esempio di soluzione probabilistica straordinaria a un
problema che per molto tempo si pensava fosse intrattabile.

Generare numeri primi grandi

Il Capitolo 7 ha citato i numeri primi, o primi per essere più brevi. Un primo
è un intero positivo i cui fattori (ovvero i numeri che lo dividono esattamente
senza resto) sono 1 e il numero stesso. Gli altri numeri sono detti composti;
e sono semplicemente prodotti di numeri primi. I primi numeri primi sono
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... Ci sono infiniti numeri primi e sono sparsi
sull’intero spettro di interi positivi nel seguente modo. Il numero di primi che
sono inferiori a un dato numero N sono nell’ordine di N/logN . Come esempio
specifico, ci sono 168 numeri primi inferiori a 1000, circa 78500 primi inferiori
a un milione, e circa 51 milioni inferiori a un miliardo. Tra tutti i numeri a
100 cifre, c’è un numero primo ogni 300 numeri circa, e per numeri a 200 cifre
c’è un numero primo ogni 600 circa.

I numeri primi costituiscono indubbiamente la classe di numeri più interes-
sante che abbia mai catturato l’attenzione dei matematici. Giocano un ruolo
importantissimo nella branca della matematica detto teoria dei numeri, e
hanno proprietà stupefacenti. Il loro studio ha portato ad alcuni dei risulta-
ti più belli dell’intera matematica. Inoltre, come vedremo nel Capitolo 12, i
numeri primi stanno diventando indispensabili in diverse applicazioni entusia-
smanti dell’algoritmica, dove è importante poter generare numeri primi grandi
in tempi ragionevoli.

Supponiamo che siamo interessati a generare un nuovo numero primo mol-
to grande, diciamo lungo 150 cifre. Se solo avessimo un buon modo per testare
se un numero è primo, saremmo in grado di sfruttare il modo in cui i numeri
primi sono distribuiti tra tutti gli interi positivi per trovare un numero primo
di 150 cifre in una quantità di tempo moderata. Per fare ciò, genereremmo
semplicemente, in maniera casuale, strani numeri a 150 cifre (lanciando una
moneta per scegliere i cifre) e testeremmo ciascuno per sapere se è un nume-
ro primo fino a quando non ne troviamo uno. Esiste una grande probabilità
(più del 90%) che ne troveremo uno entro i primi 1000 tentativi, e una buona
probabilità che ne troveremo uno ben prima. In ogni caso, se siamo attenti
a non scegliere lo stesso numero due volte possiamo essere sicuri di trovarne
uno in poco tempo. Il problema di generare numeri primi grandi viene ridotto
in maniera efficace al test se un numero grande è primo.

Ma come possiamo scoprire se un numero è primo? Ecco un modo bana-
le. Dato un numero N lo dividiamo per tutti i numeri a partire da 2 fino a
N − 1. Se una qualsiasi di queste divisioni non restituisce un resto, allora ci
fermiamo e diciamo no, visto che siamo stati in grado di scoprire un fattore
di N che non sia nè 1 nè N stesso. Se tutte le N − 2 divisioni non danno
resto, allora possiamo fermarci e dire si, che N è primo. Questo algoritmo
va bene, eccetto che è irragionevolmente inefficiente. Infatti, come abbiamo
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spiegato nel Capitolo 7, necessita di un tempo esponenziale, dove la dimen-
sione dell’input è il numero di cifre di N .2 Testare numeri di 10 o 15 cifre in
questo modo è fattibile, ma testare numeri di 150 cifre no, visto che richie-
derebbe miliardi di anni anche sui computer più veloci (si veda il Capitolo
7). Ovviamente, questo algoritmo può essere migliorato dividendo il numero
candidato N solo per 2 e per i numeri dispari a partire da 3 fino alla radice
quadrata di N , o, più significativamente, tralasciando tutti i multipli dei divi-
sori già provati. Però, nessun miglioramento semplice può eliminare la natura
super-polinomiale della soluzione, e dunque questo approccio a forza bruta è
alquanto inutile.

Fino a molto recentemente, non si sapeva che il test di un numero primo è
in P . Come detto nel Capitolo 7, per quasi trenta anni si sapeva che fosse in
NP, e che avesse quindi certificati brevi, ma nessuno conosceva un algoritmo
polinomiale, e rimaneva la possibilità che fosse un problema che risultasse alla
fine essere intrattabile. Per via dell’assenza di una vera soluzione polinomia-
le, sono stati sviluppati attraverso gli anni diversi approcci che aggiravano il
problema. Tra questi c’è un algoritmo polinomiale che si basa su una pro-
fonda, ma mai dimostrata, congettura matematica chiamata l’ipotesi estesa
di Riemann. Si fosse rivelata vera questa congettura, il problema sarebbe
automaticamente diventato un membro di P. Inoltre, anche senza affidarsi al-
l’ipotesi di Riemann, la gente sarebbe riuscita a trovare soluzioni per il test
dei numeri primi in grado di eseguire in un tempo “quasi” polinomiale. Quella
che per molto tempo rimase la soluzione migliore, in termini di ordini di gran-
dezza di performance, eseguiva in un tempo O(NO(loglogN)), che può essere
considerato molto vicino a un tempo polinomiale, visto che loglogN cresce
molto lentamente: se la base dell’algoritmo è 2, i primi N per cui loglogN
raggiunge 5 sono più di quattro milioni.

Molto recentemente, si è riusciti a dimostrare che il test è in P. Non di-
scuteremo ora l’algoritmo, eccetto per fare due considerazioni. Primo, è un
risultato estremamente importante, sia per la natura classica dei numeri primi
e la loro importanza nell’algoritmica (si veda Capitolo 12), sia perché chiude
uno dei problemi aperti più conosciuti dell’algoritmica. Secondo, l’esponen-
te del polinomio in questo algoritmo chiamato AKS è ancora piuttosto alto
(12 nell’algoritmo originale, poi portato a 8) e la sua performance è ancora
fastidiosamente lenta. In quest’ottica, non è molto diverso dall’algoritmo poli-
nomiale per la programmazione lineare, citato alla fine Capitolo 7. Però, dato
che l’algoritmo polinomiale per il test dei numeri primi è cos̀ı nuovo, molte
persone si aspettano che sarà raffinato e migliorato in maniera considerevole,
fino a quando non diventerà finalmente usabile in pratica.

Nonostante ciò, ci sono test che sono estremamente rapidi e completa-
mente polinomiali (dal punto di vista pratico), disponibili da ben prima della

2 Ripetiamo un fatto cruciale, che è apparso in una nota a piè di pagina nel Capitolo
7: nei problemi di teoria dei numeri la dimensione N dell’input numerico non è il
numero stesso, ma la sua lunghezza in cifre, che è essenzialmente il suo logaritmo.
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scoperta dell’algoritmo AKS. Sono probabilistici.

Algoritmi probabilistici per il test dei numeri primi

A metà degli anni settanta furono scoperti due algoritmi probabilistici molto
eleganti per il test di un numero primo. Furono tra le prime soluzioni proba-
bilistiche a essere trovate per problemi algoritmici complessi, e hanno dato il
via a un lavoro di ricerca estensivo che ha portato a soluzioni randomizzate
anche per molti altri problemi. Entrambi gli algoritmi eseguono in un tempo
che è polinomiale (di grado piccolo) nel numero di cifre del numero in ingresso
N , ed entrambe possono testare se un numero di 150 cifre è primo con una
probabilità di errore trascurabile in pochi secondi su un computer mediamente
potente!

Gli algoritmi si basano sul cercare in maniera casuale un certo tipo di
certificato, o testimone, al fatto che N è composto. Se un testimone viene
trovato, l’algoritmo può fermarsi e dire “no, N non è primo”, visto che ha
trovato prove inconfutabili che N è composto. La ricerca, però, deve essere
costruita in modo che a un certo punto, presto, l’algoritmo possa fermarsi
e dichiarare che N è primo, con una probabilità molto bassa di sbagliarsi.
Si noti, ovviamente, che non possiamo semplicemente definire testimone un
numero tra 2 e N − 1 che divide N in maniera esatta, anche se ovviamente
trovare un numero siffatto corrisponde a una prova inconfutabile che N è
composto. La ragione è che ci sono un numero esponenziale di numeri tra 2 e
N − 1 (ovvero, esponenziale rispetto al numero di cifre di N), e se vogliamo
poter rinunciare e dichiarare N primo con una probabilità bassa di sbagliarci,
dovremmo provarli quasi tutti, che è irragionevole. L’idea, dunque, è di trovare
una definizione diversa di testimone, una che sia testabile rapidamente, ma
con la proprietà che se N è composito, allora più di metà dei numeri compresi
tra 1 e N − 1 sono testimoni di questo fatto. In questo modo, se scegliamo in
maniera casuale un singolo numero K tra 1 e N−1, e N è davvero composto, la
probabilità che K ci aiuterà a convincerci di questo fatto è più grande di 1/2.
Ora possiamo capire meglio perché l’idea banale di rendere K un testimone
quando divide N non andrà bene: in generale, molto meno della metà dei
numeri compresi tra 1 e N − 1 dividono un numero composto N in maniera
esatta. La definizione di testimone deve essere più sottile.

Prima di vedere un approccio soddisfacente alla definizione di testimone,
vale la pena capire perché questa proprietà “più della metà sono testimoni”
è cos̀ı significativa. Il segreto sta nel testare ripetutamente diversi potenzia-
li testimoni. Se scegliessimo K in maniera casuale, e rispondessimo “s̀ı, N è
primo” se K non è un testimone del fatto che N è composto, avremmo una
probabilità inferiore a 1/2 di sbagliarci, visto che almeno metà dei numeri da
cui abbiamo pescato ci avrebbero portato a dire “no” se la risposta giusta
è effettivamente no. Ora, se scegliamo due K in maniera casuale, indipen-
dentemente, e diciamo s̀ı se nessuno dei due è un testimone, la probablità di
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sbagliarci si ridurrebbe a 1/4, per il motivo che c’è una probabilità su quattro
di cadere su due numeri che non sono testimoni, con N composto, e almeno
metà delle probabilità per ogni scelta di trovare la risposta giusta. Se sce-
gliamo tre K la probabilità di errore diventa 1/8, e cos̀ı via. Questo fatto si
traduce immediatamente in un algoritmo. Scegliamo, diciamo, 200 numeri in
maniera random compresi tra 1 e N − 1 e testiamo ognuno per capire se è
testimone del fatto che N è composto.Ci fermiamo e diciamo no se (e quando)
troviamo un qualsiasi testimone, e ci fermiamo diciamo s̀ı se tutti i numeri
passano la procedura di test per un testimone con esito negativo. Siccome le
scelte di K sono mutuamente indipendenti, è vera la seguente affermazione
(si veda Figura 11.1):

Quando un algoritmo viene eseguito su un numero primo, la risposta
è sicuramente s̀ı. Quando viene eseguito su un numero composto, la
risposta sarà quasi sicuramente no, e la probabilità che sia s̀ı (quando
non dovrebbe esserlo) è meno di 1 su 2200.

Sembra non essere necessario ripetere la storia della roulette russa anche
qui, o la probabilità di morire respirando, o bevendo, o attraversando la stra-
da, ma il lettore sarà d’accordo che questa performance va perfettamente bene
in qualsiasi caso pratico, inclusi i casi in cui ne dipendono i soldi o la vita di
una persona. Se un utente non è soddisfatto di questa incredibile probabilità,
può istruire l’algoritmo perché provi 201 K invece di 200, dimezzando la pro-
babilità di errore, o, diciamo, 500 K, rendendola la probabilità piccolissima
di 1/2500. In pratica, potremmo aggiungere che eseguire tali algoritmi su K
piccoli, come 50, si è dimostrato essere piuttosto adeguato.

Non abbiamo però ancora una definizione precisa di testimone del fatto
che N è composto, ed è qui che i due algoritmi differiscono. Ecco una breve
descrizione di uno dei due.

• Avremo bisogno di alcune nozioni elementari di teoria dei numeri. Per due interi
positivi K e N , diciamo che K è un residuo quadratico modulo N se esiste
un X tale percui X2 e K forniscono lo stesso resto quando divisi per N . Ciò
viene indicato cos̀ı:

X2 ≡ K (mod N) .

Se K e N non hanno fattori comuni e N è dispari, associamo un numero speciale
(che è o 1 o −1) alla coppia < K, N >. Questo numero è conosciuto con il nome
di simbolo di Jacobi di K e N , e lo indicheremo qui come JS(K, N). Se N è
un numero primo, allora JS(K, N) è 1 se K è un residuo quadratico modulo N ,
e −1 altrimenti. Se N non è un numero primo, allora JS(K, N) è definito essere
il prodotto dei simboli di Jacobi di K e di tutti i fattori primi di N , dove ogni
fattore appare nel prodotto quante volte appare nella decomposizione unica di
N in fattori primi. Per esempio, siccome 261 = 3 · 3 · 29, abbiamo che:

Js(35, 261) = Js(35, 3)× Js(35, 3)× Js(35, 29) .
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Input N

NO, N  
non è primo 

SÌ, N  
è primo

Sono già 
state provate 

200 K?

K non 
è testimone

K 
è testimone

Se questa è la risposta, 
allora è vero 

Se questa è la risposta,
è vero con probabilità 1 -1/2200 

NO 

SÌ 

Impostare K 
a un numero casuale 

tra 1 e N  1

Controllare se K 
è testimone 

della compostezza 
di N

Figura 11.1. Lo schema di un algoritmo probabilistico per il controllo della
primalità.

Ora, si può dimostrare che JS(35, 3) e JS(35, 29) sono rispettivamente −1 e 1
(nel secondo caso perché 82 = 64, e 64 e 35 forniscono lo stesso resto in modulo
29). Dunque, il valore finale di JS(35, 261) è:

−1×−1× 1 = 1 .

Se K è il numero scelto in maniera casuale tra 1, 2, . . . , N − 1, prima determi-
niamo se K e N , il numero che stiamo verificando se è primo, hanno fattori in
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comune oltre a 1. Se li hanno, allora ovviamente N non è primo e il test è finito.
Assumiamo, quindi, che non li abbiano. Calcoliamo:

X ← K(N−1)/2(mod N) ,

ovvero, impostiamoX al resto ottenuto quandoK(N−1)/2 è diviso per N . Inoltre,
calcoliamo anche:

Y ← Js(K, N) .

Se X 	= Y diciamo che K è un testimone del fatto che N è composto, e l’intera
procedura di ferma e dice “no, N non è primo”. Se, dall’altra parte X = Y , K
non è un testimone.
È possibile mostrare, usando argomenti di teoria dei numeri, che per ogni numero
primo N le X e Y trovate sono uguali, per cui se K dà origine a X 	= Y allora
siamo giustificati nel concludere che N non è primo. D’altra parte X = Y non
ci garantisce che N sia primo. Però, succede (anche se non è per niente facile
da dimostrare) che se N davvero non è primo, allora l’uguaglianza X = Y è
vera per al più metà degli N − 2 numeri compresi tra 1 e N − 1. Dunque, come
richiesto, la probablità di incappare in un errore nel dare la risposta s̀ı/no per
un K scelto in maniera casuale non è più di 1/2, percui iterando la procedura
per, diciamo, 200K otteniamo l’algoritmo desiderato.
Per concludere la storia, dobbiamo essere in grado di dire in maniera efficiente
se K e N hanno fattori in comune, e dobbiamo essere in grado di calcolare X
e Y in maniera veloce. Il primo problema può essere risolto usando l’algoritmo
di Euclide per il calcolo del McD, mentre per il secondo ci sono algoritmi veloci
che non affronteremo in questa sede.

Ciò completa la nostra breve discussione di un algoritmo probabilistico
veloce per testare se un numero è primo. Vale la pena indicare che l’altra
soluzione garantisce probabilità di errore anche più piccole, nel senso che la
frazione di testimoni del fatto che N è completo tra 1 e N − 1 è almeno 3/4 e
non 1/2. Più K vengono scelti in maniera casuale, più la probabilità di errore
diminuisce al doppio della velocità. Un effetto di 1 su 2200 può essere ottenuto
con 100 K presi in maniera casuale, invece di 200.

Quindi abbiamo algoritmi probabilistici estremamente veloci per il test
di un numero primo, che sono molto meglio nella pratica - almeno per il
momento - di tutti gli altri algoritmi, incluso l’algoritmo polinomiale non
probabilistico AKS recentemente scoperto. In contrasto, il problema di trovare
i fattori di un numero, anche un numero che si sa a priori essere composto,
non sembra ammettere una soluzione probabilistica che esegue in un tempo
polinomiale. Dunque, mentre il problema del test del numero primo è diventato
trattabile sia in principio (AKS) che in pratica (gli algoritmi probabilistici),
trovare i fattori non lo è diventato in nessun caso. Come promesso, vedremo
alcune applicazioni sorprendenti dell’uso del test dei numeri primi nel prossimo
capitolo, e vedremo come facciano perno su questa distinzione tra test per
numeri primi e ricerca dei fattori di un numero.
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Pattern matching probabilistici rapidi

Verificare se un numero è primo è un esempio lampante di un problema difficile
che diventa risolvibile quando si permette il lancio di monete. Più modesta-
mente, esistono molti esempi di problemi che non hanno soluzioni ragione-
voli, ma per i quali il caso può migliorare le cose sensibilmente. Vediamo un
esempio.

Supponiamo di volere determinare se un dato pattern (schema) di simboli
compare in un testo lungo. 3 Assumiamo che il pattern sia di lunghezza M e
che il testo sia di lunghezza N ; si veda la Figura 11.2. Chiaramente, qualsiasi
algoritmo che è in grado di risolvere il problema, deve, nel caso pessimo, con-
siderare ogni posizione nell’intero testo, per cui O(N) è chiaramente un limite
inferiore per la complessità temporale. (Riesci a formulare un’argomentazione
formale per difendere questa affermazione?) Un algoritmo banale potrebbe
percorrere tutto il testo, e controllare a ogni posizione se i prossimi M simboli
sono quelli indicati dagli M simboli del pattern. Questo darebbe vita a un
comportamento nel caso pessimo di O(N · M), che non è adeguato a meno
che il pattern sia molto breve. Se stiamo cercando una parola breve all’in-
terno dell’Enciclopedia Britannica, per esempio, la procedura potrebbe essere
fattibile, anche se N è un miliardo. Però, se volessimo cercare una stringa di
1000 caratteri all’interno dell’enciclopedia, l’algoritmo banale sarebbe dispe-
ratamente lento. Mentre esistono diversi algoritmi lineari piuttosto intelligenti
per questo problema, sono piuttosto complicati, e le loro costanti sono troppo
grandi per essere d’aiuto quando anche M è cos̀ı grande. Molti di loro richie-
dono inoltre una quantità considerevole di spazio in memoria. Che entri in
scena il lancio di monete.

Il seguente algoritmo usa un idea chiamata fingerprinting, ovvero pren-
dere le impronte digitali. Invece di confrontare il pattern, simbolo per simbolo,
con ogni possibile blocco di M simboli contigui nel testo, usiamo una funzione
di fingerprinting che associa un numero a ogni stringa di simboli di lunghez-
za M . Poi, quando l’algoritmo consulta il testo considerando blocchi di M
simboli di turno in turno, sono questi numeri rappresentativi, piuttosto che
le stringhe stesse, a essere confrontati. Sembra banale, ma allo stesso tempo
non sembra essere un miglioramento sostanziale rispetto al limite superiore
O(M · N), visto che dobbiamo comunque considerare ognuno delle M lettere
in ognuna delle possibili N potenziali posizioni all’interno del pattern. Però,
possiamo migliorare le cose se sono garantiti i seguenti due requisiti: (1) il nu-
mero usato come fingerprint deve essere molto più piccolo di M , idealmente
di lunghezza logN o logM , e (2) il fingerprint di un blocco di M simboli deve

3 La bioiinformatica, ovvero la scienza che studia l’uso della computazione per
l’analisi di dati biologici, richiede pattern matching di molti tipi diversi. Infatti
si può dire che il cuore delle difficoltà nell’analizzare sequenze di DNA, cos̀ı come
per altri progetti che hanno a che vedere con il genoma, sta nel pattern matching
e nel data mining (di cui abbiamo già parlato nel Capitolo 2).
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essere computabile in un tempo che è inferiore a O(M), idealmente costan-
te. Il requisito (1) non può essere soddisfatto per via di una trasformazione
del blocco di M simboli in cifre (come quella eseguita nel Capitolo 9 per la
riduzione tra macchine di Turing e i programmi contatori). La funzione di
fingerprint deve essere pìsofisticata.

Eureka! 

Cercare:  h e r _ a _ g i v e                   (M = 10)

(N = 89)

Testo:       S u p p o s e _ w e _ w i s h _ t o _ d e t e r m i n e _  
        w h e t h e r _ a _ g i v e n _ p a t t e r n _ o f _  
         s y m b o l s _ o c c u r s _ i n _ a _ l e n g t h y _  
         t e x t .  

Figura 11.2. Ritrovare stringhe.

Ecco cosa faremo. Un numero primo K di circa logN cifre binarie verrà
scelto in maniera casuale, e il fingerprint di un blocco di M simboli B verrà
preso in modo che sia il resto ottenuto dividendola versione in cifre di B per K.
Dunque, per il caso dell’enciclopedia, avremmo bisogno di un numero lungo
circa 30 cifre binarie, o lungo circa 10 cifre decimali.

• Il requisito (1) è soddisfatto da questa definizione, visto che i resti della divisione
per K sono compresi tra 0 e K − 1, e quindi non sono più lunghi di logN , che è
dello stesso ordine di grandezza di K. Il requisito (2) è anch’esso soddisfatto. Per
vedere come, supponiamo (come nel Capitolo 9) che il testo venga costruito da
un alfabeto di 10 simboli, in modo che possa essere considerato semplicemente
un numero decimale lungo. In questo modo, i blocchi di M simboli diventano
semplici numeri a M cifre, le quali, per rendere le cose un po’ più semplice,
sono considerati in senso inverso, con la cifra meno significativa a sinistra. In
generale, calcolare il fingerprint di un numero di M cifre (ovvero il suo resto
modulo K) necessita di una quantità di tempo non costante, che dipende da
M . Però, in questo caso stiamo percorrendo una stringa molto lunga di cifre, e
possiamo usare il fingerprint di un numero a M cifre per calcolare rapidamente
il fingerprint del prossimo. Per esempio, consideriamo il testo

9 8 3 3 4 1 1 5 8 6 4 4 9 3 2 2 9 1 6 1 5 . . .

Poniamo M = 6, e assumiamo, come illustrato, che abbiamo raggiunto la nona
posizione (ovvero il secondo 8 da sinistra), avendo già computato il fingerprint
J come resto del numero 394468 modulo il numero primo scelto K. Il nuovo
fingerprint, diciamo J i è il resto di 239446 modulo K. Usando il fatto che il
secondo di questi numeri a sei cifre è ottenuto dal primo sottraendo 8, dividendo
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per 10 (lasciando 39446) e poi aggiungendo 200000, J i può essere ottenuto a
partire da J con tre semplici operazioni aritmetiche, eseguite modulo K, ovvero
tenendo a mente i resti modulo K. Ognuna di queste operazioni richiede solo
un tempo costante, visto che, per esempio, ci sono solo 10 possibili numeri che
devono essere aggiunti, in questo caso sarebbe 200000, e che i moduli di questi
numeri possono essere calcolati preventivamente e tenuti in una tabella. Di con-
seguenza, si può dimostrare che l’intero algoritmo (che percorre l’intero testo,
confrontando tutti gli M simboli con il pattern fino a quando non trova due
fingerprint che si uguagliano) esegue in un tempo lineare. Più precisamente, ha
bisogno di un tempo O(N +M) con una costante molto piccola e una quantità
di spazio in memoria trascurabile.

Queste sono buone notizie. Le notizie cattive sono che l’algoritmo, in que-
sta versione, potrebbe sbagliarsi. Ovviamente se i fingerprint risultano non
essere uguali, anche le stringhe reali (il pattern e il blocco a M simboli che
si sta controllando) devono essere anche loro diverse. Però, il contrario non
è necessariamente vero. Due blocchi a M simboli diversi potrebbero avere lo
stesso fingerprint, visto che devono solo garantire lo stesso resto quando divisi
per K, una proprietà condivisa da tantissimi numeri diversi. L’algoritmo deve
quindi accorgersi di match sbagliati. Però, come in ogni bella storia, anche
questa ha un lieto fine.

Si può dimostrare che nel nostro caso la probabilità che uno dei blocchi di
M simboli nel testo abbia lo stesso resto, quando diviso per un numero primo
casuale K, del pattern a M simboli, nonostante siano diversi come stringhe
di simboli, sia circa 1 a N . In altre parole, se anche un avversario maligno
cercasse di impostare un testo e un pattern in grado di generare molti diversi
blocchi con lo stesso fingerprint, il fatto che K venga scelto in maniera casuale
dopo il testo e il pattern garantisce che, parlando probabilisticamente, un non-
match verrà erroneamente indicato come match solo una volta durante l’intera
esecuzione dell’algoritmo. Per fare s̀ı che questa remota possibilità non porti
a un errore, possiamo modificare l’algoritmo in modo che, quando un match
di fingerprint viene trovato, vengano controllati anche i blocchi, simbolo per
simbolo, prima di fermarsi e di dichiarare un match. Quando capita che ci
troviamo nel caso in cui l’algoritmo si sbagli, l’algoritmo procederà la sua
ricerca. Come abbiamo già detto, c’è solo una remota possibilità che molti di
questi doppi controlli costosi si rendano necessari. Di solito ce ne sarà più o
meno uno nell’intera esecuzione dell’algoritmo, e questo non cambierà la sua
performance O(M + N).

Ciò che emerge qui è una scelta tra due versioni di un algoritmo. La prima,
che non esegue il doppio controllo, è garantita eseguire in un tempo lineare ma
potrebbe (con una probabilità bassa) sbagliare, e una seconda versione, in cui
i doppi controlli vengono fatti, è garantita non sbagliare mai ma che potrebbe
(con probabilità basse) eseguire per un tempo leggermente più che a lineare.
Ci sono nomi per questi diversi tipi di algoritmi probabilistici. Quelli che sono
sempre rapidi e probabilmente corretti vengono detti Monte Carlo, mentre
quelli che sono sempre corretti e probabilmente rapidi sono detti Las Vegas.
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Gli algoritmi probabilistici per il controllo di un numero primo sono dunque
della varietà Monte Carlo, mentre per il pattern matching ne abbiamo uno di
ciascun tipo.

Classi di complessità probabilistica

Gli algoritmi probabilistici possono essere formalizzati usando le macchine
di Turing probabilistiche. Sono macchine di Turing non deterministiche,
in cui le scelte vengono fatte lanciando una moneta standard, non magica. La
classe RP (che sta per tempo polinomiale casuale - Random PTIME) vie-
ne definita come la classe di problemi decisionali per cui esiste una macchina
di Turing probabilistica polinomiale con la seguente proprietà. Se la risposta
corretta per un input X è no, allora la macchina dice no con probabilità 1, e
se la risposta corretta è s̀ı allora la macchina dice s̀ı con probabilità maggiore
di 1/2. Ovviamente l’interesse nei problemi RP nasce dal fatto che per un
qualsiasi X questi algoritmi, che possono avere errori, possono essere iterati
molte volte, ottenendo una probabilità sempre inferiore di errore, come abbia-
mo già spiegato. La classe complementare co-RP contiene, invece, i problemi
i cui complementi stanno in RP. Un problema co-RP, dunque, ammette una
macchina di Turing probabilistica polinomiale che con probabilità 1 dice s̀ı
per input che deve produrre s̀ı, e con probabilità maggiore di 1/2 dice no se
la risposta giusta è no.

Figura 11.3. classi di complessità probabilistiche casuali.

La classe RP si trova tra P e NP. Ogni problema trattabile, ovvero risol-
vibile in un tempo polinomiale, è in RP (perché?), e ogni problema in RP è
anche in NP, ed è dunque risolvibile per via di un non determinismo magico
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in un tempo polinomiale. (Perché?) Allo stesso modo i problemi co-RP stanno
tra P e co-NP (si veda la Figura 11.3 e la si confronti con la Figura 7.15).
Anche qui, alcuni ricercatori pensano che le inclusioni nella sequenza

P ⊆ RP ⊆ NP

siano strette, ma nessuno lo sa con certezza. Per esempio, proprio come
il controllo che un numero sia primo si è rivelato essere in P, cos̀ı potrebbe
accadere per tutti i problemi NP, causando il collasso della gerarchia a tre
livelli. È dunque interessante che nel mondo del tempo ragionevole non sap-
piamo se il lancio di una moneta possa davvero fornire potere addizionale, o
se la moneta magica ne fornisce ancora di più.

Per quanto riguarda il potere algoritmico universale, la tesi Church/Turing
si estende anche agli algoritmi probabilistici. Il caso, come la concorrenza, non
può essere usato per risolvere ciò che non è computabile, o indecidibile, o al-
meno secondo definizioni date: è possibile simulare ogni macchina di Turing
probabilistica mediante una macchina di Turing standard, e inoltre, può es-
sere fatto con al più una perdita di tempo esponenziale. Dunque il lancio di
una moneta non può estendere le nostre capacità algoritmiche assolute, an-
che se ci permette di usarle in modo migliore. Forse un giorno sarà possibile
usare il lancio di una monete per risolvere nella pratica i problemi che si sono
dimostrati essere intrattabili. Per ora, però, non conosciamo alcun algoritmo
probabilistico veloce per alcun problema dimostrato essere intrattabile. E al-
cuni problemi che si crede siano intrattabili si pensa che lo rimarranno anche
di fronte al probabilismo. Trovare i fattori di un numero ne è un esempio, e
avremo occasione per tornarci più avanti.

Ricerca sugli algoritmi probabilistici

Anche se potrà sembrare una ripetizione, gli argomenti trattati in questo
capitolo sono oggetto di ricerca intensa. Il caso negli algoritmi è un’idea estre-
mamente stimolante. Numerose nuove applicazioni sono state trovate, e sono
stati raggiunti molti risultati da quando è cominciata quest’area di ricerca
quasi 25 anni fa.

Come con il parallelismo e la concorrenza, i ricercatori stanno lavorando
principalmente in due direzioni. La prima è la ricerca di algoritmi randomizzati
efficienti per problemi algoritmici di input/output convenzionali (è analogo
alla ricerca di algoritmi parallelizzati efficienti per tali problemi), e la seconda
è trovare modi di utilizzare il lancio di una moneta nelle soluzioni di problemi
che sono intrinsecamente perpetui, e che tipicamente hanno a che fare con
il calcolo distribuito. Il test probabilistico di un numero primo è un esempio
del primo caso, mentre la versione con lancio della moneta del problema dei
filosofi banchettanti è un esempio della seconda. I ricercatori sono interessati
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a due tipi di algoritmi probabilistici, Monte Carlo e Las Vegas, e anche a altri,
e infine anche al rapporto tra questi.

Alcuni dei problemi più difficili nascono quando si uniscono la concorrenza
e la randomizzazione. Se nel Capitolo 10 abbiamo detto che la concorrenza
rende la specifica e la verifica subdola e pericolosa, l’aggiunta del lancio della
moneta raddoppia il pericolo. Verificare formalmente che il protocollo proba-
bilistico per i filosofi banchettanti è privo di deadlock con probabilità 1 è molto
delicato e difficile. I ricercatori sono interessati a trovare metodi dimostrativi
soddisfacenti per i protocolli e gli algoritmi probabilistici, e anche a costrui-
re logiche dinamiche probabilistiche che permettano a molte delle proprietà
specifiche di questi algoritmi di essere descritte e verificate in una maniera
matematicamente rigorosa.

La classificazione dei problemi algoritmici in classi di complessità proba-
bilistica è un’altra area di ricerca interessante. Le classi come RP e co-RP, e
la loro intersezione (a volte detta ZPP), cos̀ı come altre classi, sono oggetto di
ricerca, sia da un punto di vista concreto che da un punto di vista più astratto.
Nell’approccio concreto, l’obiettivo è cercare di trovare problemi interessanti
che risiedono in queste classi e non in altre. Nell’approccio astratto, l’obiettivo
è cercare proprietà intrinseche a queste classi, e le loro relazioni con la altre
classi di complessità, sia probabilistiche che non.

• Come esempio, ricordiamo le reti booleane presentate nel Capitolo 10. L̀ı dicem-
mo che ogni problema algoritmico effettivamente computabile può essere risolto
usano un insieme uniforme di circuiti booleani. Ovvero, per ognuno di questi
problemi, esiste un modo effettivo di generare il circuito che risolve il problema
per input di una dimensione data N . È facile vedere che se il problema origina-
le è in P, ovvero se è risolvibile in un tempo polinomiale, allora questi circuiti
possono essere resi di dimensione polinomiale in N . È stato dimostrato che pro-
blemi in RP, ovvero quelli risolvibili in un tempo polinomiale random, hanno
anch’essi circuiti di dimensioni polinomiali, e che ciò è vero anche se non si sa
se il problema è in P. Però, non sappiamo se i circuiti possono essere costruiti
uniformemente in un tempo polinomiale. Se lo avessimo saputo, avremmo una
prova che qualsiasi problema in RP è in realtà in P. (Perché?)

Come vedremo nel Capitolo 12, un nuovo aspetto estremamente interessan-
te della randomizzazione e della computazione probabilistica nasce dal suo uso
nei protocolli interattivi. La combinazione ha conseguenze su molte questio-
ni riguardanti la teoria della complessità, come citato nel Capitolo 7 quando
si parlava della difficoltà di approssimare problemi NP-completi. Queste idee
sono soggette a alcuni dei lavori di ricerca della teoria della computazione più
intensi dell’ultimo decennio.

Una direzione di ricerca particolarmente interessante è la connessione tra
algoritmi probabilistici e l’analisi probabilistica degli algoritmi convenzionali.
Nel Capitolo 6 abbiamo discusso brevemente il comportamento degli algoritmi
sequenziali nel caso medio, mentre nel Capitolo 7 abbiamo parlato di approc-
ci approssimati per problemi NP-completi. In entrambi i casi sono coinvolti



11 Algoritmi probabilistici 377

ragionamenti probabilistici, visto che è necessario fare delle assunzioni sulle
probabilità con cui appaiono diversi input. L’analisi si occupa di questioni
quali il comportamento medio di un algoritmo, o su “quasi tutti” gli input. In
questo modo, la probabilità detta la forma che assumeranno gli input, men-
tre l’algoritmo rimane del tutto deterministico. In questo caso le cose sono
al contrario. Invece di preoccuparci della distribuzione probabilistica degli in-
put, è l’algoritmo stesso che, lanciando monete, genera le probabilità su cui
dopo dobbiamo ragionare. Risulta che per qualche motivo, questi due approc-
ci sono in realtà equivalenti. In un certo senso tecnico, i risultati del lancio
della moneta possono essere visti come ulteriori input, dati all’inizio, o al con-
trario, possono essere visti come una distribuzione probabilistica sugli input
reali che vengono inclusi direttamente nell’algoritmo. Dunque, la complessità
probabilistica di un algoritmo convenzionale e la complessità convenzionale di
un algoritmo probabilistico possono essere viste come due facce della stessa
medaglia.

Una questione che non è stata del tutto trattata qui è il modo in cui i
computer possono lanciare una moneta in maniera corretta, senza vizio. Si è
fatto ripetutamente allusione a questa abilità negli algoritmi presentati, ma
l’assunzione implicita che possa essere fatto non è giustificata, visto che un
computer reale è un’entità totalmente deterministica, e dunque tutte le sue
azioni sono, in teoria, previste. Dunque, un computer non può generare numeri
davvero casuali, e dunque non può simulare il lancio davvero casuale di una
moneta. Ci sono diversi modi per aggirare questo problema. Uno è di fare
affidamento su una sorgente fisica. Per esempio, il nostro computer poterebbe
essere attaccato a una piccola mano robotica, che è in grado di scegliere 1 o
0 raccogliendo in maniera casuale della sabbia da un grosso contenitore, e di
contare i granelli di sabbia ottenuti e decidere di produrre 0 se il numero è pari
e 1 se il numero è dispari, e poi sposta nuovamente la sabbia nel contenitore.
Questo approccio ha diversi difetti. Comunque, ci sono metodi fisici più pratici
di ottenere numeri veramente casuali, che vengono utilizzati da smartcard e
meccanismi simili.

Un altro approccio ha a che vedere con i numeri cosiddetti pseudo-casuali.
In breve, una sequenza pseudo-casuale è una che non può essere distinta
da una sequenza veramente casuale in un tempo polinomiale. Nel prossimo
capitolo, discuteremo funzioni a una via, che sono computabili in un tempo
polinomiale, ma le cui funzioni inverse sono intrattabili. Si può dimostrare
che se funzioni a una via esistono per davvero (ovvero, siamo in grado di di-
mostrare che in quelle funzioni la direzione difficile è davvero intrattabile),
allora esistono anche generatori di numeri pseudo-casuale. Un generatore
riceve un numero piccolo, detto seme, ed è in grado di produrre numeri
pseudo-casuale per sempre. Dunque, curiosamente, l’abilità di generare nu-
meri casuali necessari per gli algoritmi probabilistici fa perno su congetture
riguardanti l’intrattabilità di altri problemi. Se un problema P è davvero diffi-
cile, allora il problema Q può essere reso facile con un algoritmo probabilistico
che usa la complessità di P per generare lanci di monete che sono impossibili
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da distinguere da lanci veramente casuali.
Dunque, l’ultima parola non è ancora stata detta sulla questione fonda-

mentale sottostante l’applicazione del caso nell’algoritmica: la possibilità di
simulare algoritmicamente una scelta casuale vera, o quasi vera.

Teoremi che sono quasi veri?

Alla fine del Capitolo 5 abbiamo discusso il teorema dei quattro colori, la cui
dimostrazione fu portata avanti in parte usando un programma. In un certo
senso, questo teorema non può dire di avere una dimostrazione completa, visto
che nessuno ha dimostrato la correttezza del programma, del compilatore,
del sistema operativo coinvolti. Dall’altra parte se volessimo essere certi che
il teorema è vero, potremmo sempre cercare di dimostrare la correttezza di
questi software. Dunque, la dimostrazione del teorema necessita di una verifica
formale, o almeno in principio.

È interessante immaginare una situazione diversa, la quale, per quanto ne
sappiamo, non è ancora mai capitata. Cosa succederebbe se un importante
problema della matematica venisse risolto con l’aiuto di un algoritmo pro-
babilistico, diciamo della varietà Monte Carlo, con una probabilità di errore
decrescente? Potremmo scrivere “CVD” alla fine della dimostrazione? La diffi-
coltà sta nel fatto che, anche dopo avere verificato formalmente il programma,
il compilatore e il sistema operativo, avremmo stabilito solo che il processo
ammette un errore con, diciamo, una probabilità di 1/2200. Cosa possiamo fa-
re? Diciamo che è un quasi teorema, o un teorema con probabilità molto alta?
I matematici si fideranno abbastanza di questo risultato da basare su di essa
lavori futuri? Dovremmo semplicemente aspettare e vedere cosa succede.

Alcune persone respingono l’intera questione dicendo che tutte le dimo-
strazioni matematiche hanno una piccolissima probabilità di errore, visto che
vengono eseguite da umani che commettono errori. E infatti, molte dimostra-
zioni, anche pubblicate, hanno dimostrato di contenere errori. È successo in
realtà anche allo stesso teorema dei quattro colori in alcune versioni preceden-
ti. Qui la situazione è diversa, siccome abbiamo una dimostrazione rigorosa del
teorema. Però uno delle sue componenti, l’algoritmo probabilistico, può essere
dimostrata essere corretta solo con alta probabilità, una probabilità che può
essere resa alta quanto vogliamo semplicemente facendo eseguire l’algoritmo
più a lungo. Finchè usiamo algoritmi probabilistici solo per questioni banali,
terra terra, come la ricchezza, la salute e la sopravvivenza, possiamo fidarci
delle risposte che ci siamo dati. Lo stesso, sembra, non possa essere detto per
le nostre ricerche di verità matematiche assolute.
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Esercizi

11.1 Perché giocare alla roulette russa con una pistola da 2200 proiettili è come giocare
alla variante a 77 turni, con una pistola a 6 proiettili, introdotta nel testo?

11.2 Ecco una versione ricorsiva dell’algoritmo di quicksort. Esegue l’ordinamento
“sul posto” di un array A di dimensione N , ed è molto efficiente mediamente,
come già spiegato nel Capitolo 6.

chiamare quicksort-of 1 and N .

La subroutine quicksort è definita nel seguente modo:

subroutine quicksort-of F and T :

if F < T :
chiamare partition-of F and T ;
chiamare quicksort-of F and M − 1;
chiamare quicksort-of M + 1 and T ;

return.

La subroutine partition produce un valore nella variabile di output M , ed è
definita nel seguente modo:

subroutine partition-of F and T :

X ← A[F ];
L ← F ;
H ← T + 1;
while L < H:

repeat L ← L+ 1 until A[L] ≥ X or L = T ;
repeat H ← H − 1 until A[H] ≤ X;
if L < H:

Y ← A[L];
A[L]← A[H];
A[H]← Y ;

A[F ]← A[H];

A[H]← X;
M ← H;
return.

(a) Studiare l’algoritmo e dimostrare la sua correttezza.
(b) Analizzare la complessità temporale e spaziale dell’algoritmo nel caso pessi-

mo.
(c) Dimostrare che la complessità temporale media del quicksort è O(NlogN),

assumendo una distribuzione probabilistica uniforme per la lista in ingresso.
Ovvero, si assuma che la probabilità che un elemento sia l’I-esimo, dal più
piccolo al più grande, sia uniforme per ogni posizione I.

11.3 Progettare un algoritmo probabilistico efficiente che dati due interi positivi A <
B generi un intero casuale N tale per cui A ≤ N ≤ B. Si assuma di poter
lanciare una moneta e che tale operazione necessiti di un’unità di tempo. Per
ognuno dei seguenti casi, calcolare quante volte l’algoritmo lancerà la moneta, e
di quanti bit di spazio di lavoro necessiterà (non si prenda in considerazione lo
spazio che serve a immagazzinare l’input e l’output).
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(a) Assumiamo che A = 0 e B = 2K − 1 per un qualche intero positivo K.
(b) Assumiamo 0 = A < B.
(c) Assumiamo 0 ≤ A < B.

11.4 Progettare un algoritmo probabilistico efficiente che, dato un intero N , genera
una permutazione casuale degli interi 1, 2, . . . , N . Si assuma, ancora una volta,
di avere accesso a una moneta da lanciare. Qual è la complessità temporale e
spaziale del vostro algoritmo?

11.5 Dimostrare un limite inferiore di O(N) per il problema del pattern matching.

11.6 Si consideri l’idea del “fingerprinting” per il pattern matching descritto nel testo.

(a) Dimostrare che la probabilità che un blocco diM simboli avrà lo stesso resto
del pattern di M blocchi, anche quando sono diversi, se divisi per un numero
casuale K è O(1/N).

(b) Progettare una versione Monte Carlo dettagliata dell’algoritmo di fingerprin-
ting.

(c) Progettare una versione Las Vegas dettagliata dell’algoritmo di fingerprin-
ting.

11.7 Progettare un algoritmo Monte Carlo per ciascuno dei seguenti casi. Si faccia
uso del generatore di numeri casuali progettato per l’esercizio 11.3.

(a) Dati tre numeri positivi A, D, ed E, si approssimi l’area della figura chiusa

dalla parabola y = x2

A
e dalla linea orizzontale y = D

nella griglia Cartesiana standard, con un errore massimo di E. (Consiglio:
la figura è limitata dal rettangolo i cui lati giacciono sulle linee orizzontali
y = 0 e y = D e le linee verticali x = A + D e x = −A − D. Dunque il
rapporto tra le aree della figura e dell’intero rettangolo è uguale al limite del
rapporto dei punti casuali che si trovano all’interno della figura e all’interno
del rettangolo.)

(b) Dato un intero positivo N , si approssimi il valore della costante π, rapporto
tra la circonferenza di un cerchio e il suo diametro, fino alla cifra N -esima.
(Consiglio: si consideri un cerchio di raggio 1 limitato da un quadrato, e si
disegnino punti a caso al suo interno.)

11.8 Si consideri il problema in cui si vuole controllare se un intero positivo è un
numero primo.

(a) Progettare un algoritmo deterministico che esegua questo test, seguendo i
consigli forniti nel testo per migliorare la soluzione banale, e si fornisca
un’analisi della sua complessità temporale e spaziale.

(b) La divisione è un’operazione aritmetica relativamente complessa. Si analizzi
la complessità del proprio algoritmo contando solo le operazioni di divisione,
e lo si confronti con la versione banale.
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11.9 (a) L’algoritmo veloce di Euclide per il calcolo del massimo comune divisore
di due interi positivi X e Y si basa sulla seguente uguaglianza algoritmica
X ≥ Y :

MCD =

j
Y se XmodY = 0
MCD(Y, XmodY ) se XmodY > 0

Si progetti un’implementazione dell’algoritmo di Euclide e si analizzi la sua
complessità temporale.

(b) Si progetti in maniera dettagliata l’algoritmo probabilistico per il test se un
numero è primo descritto nel testo. Si usi come subroutine l’algoritmo veloce
di Euclide per il calcolo del massimo comune divisore, e gli altri algoritmi
prodotti come risposte agi esercizi precedenti.

11.10 Si mostri come simulare una macchina di Turing probabilistica usando una
macchina di Turing convenzionale.

11.11Dimostrare la veradicità delle seguenti relazioni tra classi di complessità:
(a) P ⊆ RP.
(b) RP ⊆ NP.
(c) P ⊆ co-RP.
(d) co-RP ⊆ co-NP.

Tirando a sorte {...}
Neemia 10:35
Costoro hanno scelto le loro vie {...}
Isaia 66:3
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ovvero, farlo di nascosto

{...} non rivelare il segreto altrui {...}
Proverbi 25:9

Il testimone vero non mentisce.
Proverbi 14:5

Volgiamo ora il nostro sguardo a una nuova e stimolante area di applicazio-
ne dell’algoritmica. I metodi utilizzati per risolvere i problemi in questa area
sfruttano la difficoltà che abbiamo nel risolvere altri problemi. Già di per sè
questa è alquanto sorprendente, visto che ci saremmo aspettati che i risultati
negativi che impongono limiti inferiori nella risolvibilità di problemi algorit-
mici non avrebbero avuto valore pratico, eccetto nel prevenire che le persone
perdessero tempo nel cercare di migliorare questi limiti. Non è cos̀ı. I problemi
per cui non sono conosciuti buoni algoritmi sono qui cruciali.

L’area, in generale, è quella della crittografia, e riguarda il bisogno di
comunicare in maniera sicura, privata e affidabile. La crittografia ha numero-
se applicazioni nel campo militare, diplomatico, delle finanze, e industriale. Il
bisogno di avere buoni protocolli crittografici è cresciuto enormemente grazie
alla proliferazione dei sistemi di comunicazione basati su computer, tra tutti
Internet. I computer stanno diventando sempre più responsabili dell’immagaz-
zinamento, manipolazione e trasmissione di contratti, istruzioni strategiche,
transazioni di business, cos̀ı come di ordinarie informazioni confidenziali come
dati militari, medici o personali. Questa situazione, a sua volta, rende molto
gravi problemi quali persone (o software) che “spiano” i dati o li alterano.

Uno dei problemi di base nella crittografia è quello che consiste nel cifrare
e decifrare i dati. Come possiamo codificare un messaggio importante in modo
che il ricevente sia in grado di decifrarlo, ma qualcuno che cerca di spiare non
possa? Inoltre, è possibile per il mittente “firmare” il messaggio, in modo che
(1) il ricevente possa essere sicuro che solo il mittente può averlo mandato, (2)
il mittente non possa poi negare di averlo mandato, e (3) il ricevente, avendo
ricevuto il messaggio, non possa firmare un altro messaggio per conto del
primo mittente, neanche se si tratta di versioni nuove dello stesso messaggio
appena ricevuto? La questione della firma è rilevante per un gran numero di
applicazioni, come il trasferimento di fondi o i contratti elettronici. Potremmo
continuare a lungo a presentare questioni di questa natura e a dare esempi
motivanti, visto che ce ne sono tanti, e ognuno evidenzia nuove sfide. Per
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alcune di queste, sono state trovate soluzioni eleganti e utili, mentre per altre
non ce ne sono. Cominceremo con il concentrarci sui problemi di cifratura e
di firma.

I sistemi di crittografia convenzionali sono basati su chiavi. Esse vengo-
no utilizzate per tradurre un messaggio M nella sua forma cifrata, il testo
cifrato H, e poi per decifrarlo e farlo tornare nella sua forma originale. Se in-
dichiamo la procedura generale di cifratura con chiave Encr, e la corrispondete
procedura di decifratura Decr, possiamo scrivere:

H =Encr (M) e M =Decr (H)

In altre parola, la versione cifrata H è ottenuta applicando la procedura
Encr al messaggio M , e il messaggio originale M può essere ricavato da H
applicando su di esso la procedura Decr. Un semplice esempio, di cui abbiamo
fatto tutti uso quando eravamo bambini, adotta come chiave K un numero tra
1 e 25, per Encr la procedura che rimpiazza ogni lettera con quella che si trova
K posizioni più in là nell’alfabeto, e per Decr la procedura che rimpiazza ogni
lettera con quella che si trova K posizioni prima. In un certo modo, Encr e
Decr sono duali; Decr è l’inverso di Encr. (A questo scopo si assume che le
lettere dell’alfabeto siano cicliche: a segue z.)

Questo approccio standard può essere illustrato usando la metafora della
scatola chiusa a chiave. Per scambiare messaggi segreti con un amico prima
prepareremo una scatola con un lucchetto con due chiavi, una per noi e una
per il nostro amico. Spedire un messaggio consisterebbe nel porlo nella scatola,
chiuderla a chiave, e spedire la scatola alla destinazione. Nessuno riuscirà a
leggere il messaggio quando è per strada, a meno che non abbia una chiave, e
siccome esistono solo due chiavi, il sistema è sicuro.

Questo approccio però ha alcuni difetti. Innanzitutto non risolve il pro-
blema della firma. I ricevitori possono creare messaggi fasulli, e fare finta che
siano stati mandati dal mittente, e il mittente a sua volta potrebbe negare di
avere spedito lui i messaggi. Un altro difetto è che ha bisogno di una coope-
razione attenta nella selezione e nella distribuzione delle chiavi. In generale,
ci sono più di due parti coinvolte in una rete per la comunicazione, e per
garantire la privacy bisogna avere un modo di distribuire le chiavi, una per
ogni parte in gioco. Dato che le moderne applicazioni crittografiche vengono
utilizzate in contesti computerizzati, le chiavi digitali non possono essere di-
stribuite usando gli stessi canali comunicativi (insicuri) dei messaggi cifrati.
Si rendono necessari altri metodi più costosi, come la consegna fisica mediante
un trasporto assicurato. Ciò non è chiaramente fattibile in applicazioni che
coinvolgono tante parti diverse.

La crittografia a chiave pubblica

Nel 1976 venne proposto un nuovo approccio ai problemi di cifratura, decifra-
tura e firma, il sistema crittografico a chiave pubblica. Il modo migliore
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per spiegarlo è forse quello di usare una variante della metafora della scatola
con lucchetto. L’idea è di usare un modello diverso di lucchetto, uno che possa
essere chiuso senza usare una chiave, semplicemente applicando una leggera
pressione al momento della chiusura. Per aprire il lucchetto, invece, serve una
chiave specifica. Per impostare il meccanismo per lo scambio di messaggi se-
greti, ogni potenziale utente del sistema deve acquistare un lucchetto di questo
tipo, insieme alla chiave. Scrive poi il suo nome sul lucchetto, e lo pone sul
tavolo, alla vista di tutti. La chiave, però, se la tiene. Ora, assumiamo che B
(diciamo Bob) voglia spedire un messaggio ad A (diciamo Alice). Bob pone
il messaggio nella scatola, va al tavolo, prende il lucchetto di Alice, e lo usa
per chiudere la scatola. Per fare ciò non ha bisogno di chiavi. Poi spedisce la
scatola ad Alice, la quale utilizza la sua chiave per aprire il lucchetto e leggere
il messaggio. Nessun altro, oltre ad Alice, ha la chiave, e quindi il messaggio
è sicuro. Si noti che non è necessaria alcuna cooperazione a priori tra Alice
e Bob. Una volta che una nuova parte desidera giocare a questo gioco, e ha
comprato un lucchetto e lo ha reso pubblico, può iniziare a ricevere messaggi.

Per capire come i sistemi a chiave pubblica possano essere utilizzati negli
ambienti digitali, assumiamo che i messaggi siano sequenze (magari lunghe)
di cifre. Dunque, è già stato applicato un qualche metodo diretto per tradurre
i simboli in cifre. Il lucchetto di Alice è solo la funzione di cifratura EncrA

che trasforma i numeri in altri numeri, e la chiave di Alice è un modo segreto
per computare la funzione di decifratura DecrA. Dunque, ogni parte rende
la propria procedura di cifratura pubblica, ma mantiene la procedura di de-
cifratura privata. Per spedire un messaggio ad Alice, Bob usa la procedura
di cifratura di Alice EncrA e spedisce ad Alice il numero EncrA(M). Ora
Alice può decifrarlo usando la sua procedura privata DecrA. Perché il metodo
funzioni, entrambe le funzioni devono essere facili da calcolare e l’equazione
duale:

DecrA(EncrA(M)) = M

deve essere vera per qualsiasi messaggio M . Ancora più importante, però,
deve essere impossibile trovare un metodo per computare la funzione DecrA

dalla funzione di cifratura EncrA. In questo caso “impossibile” vuole dire
“‘computazionalmente infattibile”, quindi quello di cui abbiamo veramente
bisogno è una funzione a trapdoor ad una via (una funzione a “trappola”
segreta ad una via); ovvero, una funzione Encr per ogni utente che è facile da
computare, in un tempo polinomiale piccolo, ma la cui funzione inversa Decr
non possa essere computata in un tempo polinomiale, a meno di conoscere
la chiave segreta. L’analogia con le botole segrete è ovvia: una botola segreta
non può essere attivata a meno che la sua esistenza o la locazione di una leva
segreta non venga rivelata. Più tardi discuteremo ancora di queste funzioni.

Per quanto riguarda le firme, è ovvio, che a contrario di quella fatta a ma-
no, una firma digitale da utilizzare in un sistema crittografico computerizzato
non deve essere solo una funzione della parte che firma, ma anche del messag-
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gio che si sta firmando. Altrimenti, il ricevente potrebbe fare cambiamenti al
messaggio firmato prima di mostrarlo a un giudice neutrale, o potrebbe addi-
rittura usare la firma con un messaggio completamente diverso. Se il messaggio
è un ordine di trasferimento fondi, il ricevente potrebbe aggiungere un paio
di zeri, cruciali alla somma, e proclamare che il nuovo messaggio è autentico.
Dunque, le firme devono essere diverse per messaggi diversi.

Per usare funzioni trapdoor ad una via per firmare i messaggi richiediamo
che le funzioni Encr e Decr siano commutative; ovvero, non solo la decifra-
tura di un messaggio cifrato deve produrre il messaggio originale, ma anche
la cifratura di un messaggio decifrato deve portare al messaggio originale.
Dunque richiediamo che, per ogni parte A, sia vero che:

DecrA(EncrA(M)) = M e EncrA(DecrA(M)) = M

Siccome un messaggio non è altro che un numero e sia EncrA che DecrA

sono funzioni su numeri, ha senso, almeno da un punto di vista matematico,
applicare DecrA a un messaggio M . Ma che senso pratico ha? Perché a qualcu-
no dovrebbe interessare applicare una funzione di decifratura a un messaggio
non cifrato? La risposta è semplice. In modo da firmarlo! Ecco come funziona
(si veda Figura 12.1).

Se Bob vuole spedire ad Alice un messaggio firmato, deve prima calcolare
la sua firma S visto che dipende dal messaggio, applicando la sua funzione
DecrB a M . Dunque:

S =DecrB (M) .

Cifra poi la firma S nel classico modo a chiave pubblica, usando la fun-
zione di cifratura pubblica di Alice EncrA, e spedisce il risultato, ovvero,
EncrA(DecrB(M)), ad Alice. Quando riceve questo strano numero, Alice pri-
ma lo decifra usando la sua funzione di decifratura privata DecrA. Il risultato
è DecrA(EncrA(S)), che in realtà è DecrA(EncrA(DecrB(M))). Siccome,
però, DecrA disfa qualsiasi cosa faccia EncrA, il risultato è semplicemente S,
o DecrB(M). (Si noti che Alice non può ancora leggere il messaggio M , nè può
sapere se è davvero Bob il mittente.) Finalmente, Alice applica la funzione di
cifratura pubblica di Bob EncrB a S, ottenendo:

EncrB (S) =EncrB (DecrB (M)) = M .

Improvvisamente, Alice vede il messaggio M e può anche essere sicura che
è stato Bob a spedirglielo. Ciò segue dal fatto che le funzioni sono tali percui
nessuno numero essere M dopo che è stato sottoposto a EncrB a meno che
quel numero non fosse esattamente DecrB(M), e nessun a parte Bob può
avere prodotto DecrB(M), visto che la funzione di decifratura DecrB è un
segreto a cui Bob tiene molto. Inoltre Alice non può firmare altri messaggi
con il nome di Bob, visto che la firma richiede che venga applicata la funzione
segreta di Bob DecrB al nuovo messaggio.
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Bob Alice 

“Attaccare all’alba” 
Il messaggio 
originale M

di Bob

Il messaggio 
originale M 

di Bob 

Il messaggio 
firmato S 

di Bob 

Il messaggio  
cifrato S di Bob  

Il messaggio cifrato 
e firmato di Bob  

DecrB (“Attaccare all’alba”) 

Protocollo di crittografia 
a chiave pubblica 

Bob cifra 
usando EncrA

Alice decifra
usando DecrA

Bob decifra 
usando DecrB

Alice decifra 
usando EncrB

EncrA (DecrB (“Attaccare all’alba”)) 

“Attaccare all’alba” 

DecrB (“Attaccare all’alba”)

Figura 12.1. Spedizione di messaggi criptati e firmati mediante uso di crittografia
a chiave pubblica.

Esiste, però, ancora la possibilità che Alice sia in grado di spedire lo stesso
messaggio M a qualcun’altro, diciamo Carol, ma con la firma di Bob. La
ragione è che durante il processo Alice possiede DecrB(M), che può poi cifrare
usando EncrC e spedire a Carol, che penserà che sia arrivata da Bob. Ciò
potrebbe risultare critico nel caso in cui il messaggio M fosse “Io, Generale
Bob, ti ordino di eseguire la seguente missione pericolosa: ...” Per prevenire
questa situazione, il nome del ricevente del messaggio (e possibilmente anche
la data) dovrebbe essere sempre incluso, come in “Io, Generale Bob, ti ordino,
Maggiore Alice di eseguire la seguente missione pericolosa: ...” Diventerebbe
impossibile, quindi, ad Alice fare un torto a Carol. Ovviamente questo vuol
dire che è impossibile per Alice calcolare la funzione DecrB senza la chiave



388 12 Crittografia e Interazioni affidabili

giusta, anche per un messaggio leggermente modificato M i che è molto vicino
al messaggio M per cui ha accesso a DecrB(M).

Il concetto di crittografia a chiave pubblica sembra, dunque, molto pro-
mettente. Per farlo funzionare, comunque, è richiesto che riusciamo a trovare
appropriate definizioni per le chiavi e per le procedure Encr e Decr, le quali
dovranno avere tutte le belle proprietà che abbiamo discusso. In altre paro-
le, siamo interessati a funzioni trapdoor ad una via, e se vogliamo avere la
possibilità di produrre firme devono anche essere mutuamente inverse.

Non è chiaro se tali funzioni esistano. Infatti, si potrebbe obiettare che
i requisiti sono paradossali, quasi contraddittori. Dove possiamo trovare una
funzione ad una via con un inverso estremamente difficile da computare? Se
prendiamo, ad esempio, la radice quadrata non è molto più difficile che eseguire
il suo inverso, ovvero un elevamento a potenza, o spostarsi indietro in un
alfabeto è difficile quanto spostarsi in avanti. Inoltre, la direzione difficile deve
diventare facile da calcolare se la chiave segreta è nota. Esistono tali funzioni?
Vedremo ora che esistono, anche se la difficoltà nel computare l’inverso senza
la chiave sarà solo congetturata, e non dimostrata, essere intrattabile. La
domanda se esistano funzioni le cui funzioni inverse possono essere dimostrate
essere intrattabili rimane ancora aperta.

Il sistema crittografico RSA

Circa un anno dopo che sono emersi i sistemi crittografici a chiave pubblica,
fu trovato il primo metodo per implementarlo. Illustreremo ora il sistema che
ne risultò, chiamato sistema crittografico RSA, per via delle iniziali dei
suoi inventori. Da allora, sono state suggerite molte altre soluzioni, di cui
alcune si sono poi rivelate essere insicure. L’approccio RSA, però, rimane una
delle soluzioni più interessanti, e ci sono motivi per credere che sia davvero
infrangibile.

È importante capire cosa significa per un sistema crittografico essere in-
franto. Visto che l’integrità del sistema crittografico a chiave pubblica si basa
sulla difficoltà nel computare le funzioni Decr senza avere a disposizione le
chiavi giuste, infrangere un tale sistema vuol dire trovare un algoritmo veloce
per computare Decr, data la conoscenza della corrispondente funzione Encr.
Se vengono utilizzate le firme, è possibile che uno abbia anche diversi esem-
pi di messaggi M e le loro versioni cifrate Decr(M). Mentre infrangere certi
tipi di metodi crittografici tradizionali potrebbe richiedere un po’ di fortuna
nell’indovinare, o metodi molto sofisticati per trovare, una qualche forma di
codice o numero segreto, infrangere i sistemi crittografici a chiave pubblica
richiede un modo intelligente per trovare algoritmi polinomiali per certi pro-
blemi che si pensa abbiano un comportamento super-polinomiale. E questo è
un lavoro algoritmico per eccellenza.

Il sistema RSA si basa sul contrasto che esiste tra testare se un numero
è pari e scomporlo in fattori primi. Per il primo abbiamo visto che, usando
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un algoritmo probabilistico, è possibile calcolarlo in maniera rapida, e for-
se lo sarà, in futuro, anche usando una versione veloce di quello esistente
polinomiale non probabilistica. Per il secondo, però, non ci sono metodi ve-
loci, neanche probabilistici, e si pensa che non stia neanche nella classe RP
(randomizzata/probabilistica).

Ogni parte, diciamo Alice, segretamente e in maniera casuale, sceglie due
numeri primi molto grandi P e Q, lunghi, diciamo, circa 300 cifre, e li molti-
plica, calcolando cos̀ı N = P · Q. Alice tiene i numeri primi per sè, ma rende
pubblico il risultato del prodotto (cos̀ı come un’altra quantità che spieghere-
mo dopo).1 Il fattore cruciale è che, dato il prodotto, nessuno eccetto Alice è
in grado di risalire ai due numeri primi in una quantità ragionevole di tempo.
Ecco i dettagli.

• Prima di scegliere i due numeri primi, Alice deve scegliere un altro numero
G chiamato esponente pubblico. Questo dovrebbe essere un numero dispari,
preferibilmente primo, e non è necessario sia troppo grande. Questo numero può
essere lo stesso per tutti i partecipanti; un numero molto comune è il numero
primo 216+1 = 65537. Quando poi sceglie i suoi numeri primi P e Q, Alice deve
essere certa che nè P − 1 nè Q − 1 abbiano fattori in comune con G, eccetto,
ovviamente il fattore 1. Infine, Alice calcola il suo esponente privato, K, in
modo che sia l’inverso moltiplicativo di G modulo (P − 1)x(Q − 1), il che
vuol dire che K · G deve dare un resto di 1 quando diviso per (P − 1) · (Q − 1).
Simbolicamente:

K × G ≡ 1 (mod (P − 1)× (Q − 1)) .

Questo completa il processo di Alice che equivale ad andare a comprare un
lucchetto con chiave. Il lucchetto è la coppia < G, N > e viene resa pubblica,
mentre la chiave segreta è K. Anche i fattori primi di N , ovvero P e Q, vengono
tenuti privati. Per essere precisi, dovremmo indicare che questi numeri sono
tutti di Alice, per cui li indicheremo come PA, QA, NA, KA, e GA. Le altre parti
dovranno scegliere i propri numeri PB , PC , QB , QC , ecc.
Ma le procedure di cifratura e decifratura come sono fatte? Bene, assumiamo che
B voglia spedire un messaggio M ad Alice. Per cifrarlo, usa la coppia pubblica
di Alice < GA, NA >. Prima Bob deve trasformare M in un blocco di numeri,
ciascuno compreso tra 0 e NA − 1. Da qui in poi, possiamo assumere che ne
risulta un solo numero cos̀ı fatto M , visto che l’intero processo viene eseguito
allo stesso modo per ciascun numero. Per ottenere il testo cifrato H, Bob eleva
M alla potenza GA-esima, e ne calcola il modulo rispetto a NA:

H =EncrA(M) = MGA (modNA) .

1 Abbiamo deciso di descrivere il processo in un modo leggermente “personalizza-
to”. In realtà, ogni volta che si usa la procedura RSA - e viene utilizzata estensiva-
mente dai computer quando vengono spedite informazioni importanti via Internet
- i passi che abbiamo descritto vengono eseguiti in modo trasparente all’utente. I
due numeri primi, ad esempio, sono spesso “scelti” da un programma per conto
di Alice, e lei non deve fare niente da sola.
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Ovvero, H è il resto della divisione tra MG
A e NA. Ciò completa la definizione

della procedura di cifratura. Si noti che siccome tutta l’aritmetica è effettuata in
modulo NA, tutti i numeri coinvolti sono compresi tra 0 e NA − 1 in modo che
sia il messaggio che il suo testo cifrato stiano nello stesso insieme di numeri. La
decifratura è molto simile: Alice, dopo avere ricevuto il testo cifrato H, lo eleva
alla potenza della sua chiave private KA, e calcola il modulo NA. Dunque:

DecrA(H) = HKA (modNA) .

L’origine dei termini esponente pubblico ed esponente privato dovrebbe ora essere
chiara. facile vedere che:

DecrA(EncrA(M)) =EncrA(DecrA(M)) ≡ MGA×KA (modNA) .

Non è cos̀ı facile vedere, ma nonostante ciò è vero, che per via del modo speciale
con cui è stato ottenuto KA a partire da GA, P, e Q, esso risulta essere sempli-
cemente M(modNA), in modo che decifrare il messaggio cifrato ci restituisca il
messaggio nella sua forma originale. Il fatto che non solo DecrA(EncrA(M)), ma
anche EncrA(DecrA(M)), restituisca M , e il fatto che ciò sia vero per qualsiasi
M , è quello che rende il metodo RSA adeguato anche per le firme digitali.

Ovviamente, dobbiamo ancora dimostrare che tutta la computazione può essere
effettivamente eseguita in maniera efficiente, e che DecrA(M) non può essere
computata senza conoscere la chiave privata di Alice KA. L’intero processo di
configurazione inizia con le diverse parti che devono scegliere due numeri primi
grandi, il che può essere fatto in maniera semplice usando un algoritmo in grado
di dire se un numero è primo, e facendolo eseguire ripetutamente su numeri
casuali di 300 cifre, come abbiamo già spiegato. Ovviamente, la possibilità che
due parti trovino esattamente gli stessi numeri primi è trascurabile.

L’ultimo passo della preparazione è quello in cui bisogna calcolare K a partire da
G , P e Q (omettiamo il pedice A in questo caso per chiarezza). Questo calcolo,
cos̀ı come il calcolo diMG e HK modulo N, può essere eseguito piuttosto veloce-
mente, usando procedure relativamente semplici per l’elevamento a potenza e il
calcolo del modulo e certe versioni di algoritmi per il calcolo del massimo comune
divisore (McD). I dettagli vengono omessi visto che sono di natura tecnica.

Per quanto riguarda la sicurezza dei sistemi RSA, si può dimostrare che
se riusciamo a trovare i fattori primi di un numero molto grande in un tempo
ragionevole allora il sistema è immediatamente compromesso, visto che un
avversario potrebbe prendere il prodotto pubblico N , trovare i suoi fattori
(ovvero i due numeri privati P e Q) e usarli, insieme all’esponente pubblico G
per calcolare l’esponente privato K. In maniera duale, per tutti gli approcci
fino ad ora proposti per cercare di infrangere il sistema RSA è stato dimo-
strato che per funzionare devono garantire soluzioni veloci al problema della
ricerca dei fattori primi di un numero. In altre parole, fino ad ora, è stato di-
mostrato, per tutti gli approcci, che o non funzionano o che per funzionare in
principio necessiterebbero di una soluzione rapida al problema di trovare fat-
tori primi per un numero. Però, siccome si ritiene fortemente che il problema
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dei fattori primi non abbia un algoritmo veloce, neanche uno probabilistico,
e siccome nessuno degli attacchi proposti, fino ad ora, è riuscito a trovare un
tale algoritmo, si crede fermamente che RSA sia sicuro.

Esiste una versione leggermente diversa del sistema RSA la cui sicurezza è
dimostrabile essere equivalente al problema dei fattori primi. In altre parole, è
stato dimostrato che qualsiasi metodo per infrangere quel particolare sistema
crittografico ci fornirebbe anche una soluzione al problema dei fattori primi.
Ovviamente, siccome non conosciamo lo stato preciso del problema dei fattori
primi, non è chiaro se questa versione del sistema crittografico RSA sia meglio
o peggio di quello originale.

Vale la pena enfatizzare nuovamente gli aspetti fondamentali dell’algorit-
mica che hanno a che vedere con idee quali quelle che stanno dietro al sistema
crittografico RSA. Essi includono gli algoritmi sequenziali convenzionali, i
problemi apparentemente intrattabili, gli algoritmi probabilistici, e, affinché
il metodo sia ragionevolmente veloce su numeri grandi, la programmazione
molto efficiente o la progettazione di hardware dedicato.

Il poker telefonico

Le funzioni crittografiche a chiave pubblica possono essere usate all’interno di
applicazioni apparentemente molto diverse tra loro. Consideriamo due perso-
ne, diciamo Alice e Bob, che vogliono giocare a poker al telefono. Possiamo
assumere che ogni giocatore abbia accesso a un computer, nel caso ci sia-
no computazioni da eseguire durante la partita, e che le informazioni digitali
possano essere trasmesse via linea telefonica. Non c’è un arbitro neutrale che
smazzerà le carte o che ha la conoscenza globale delle mani dei giocatori e/o
delle carte rimaste nel mazzo; ogni cosa deve essere portata avanti dai due gio-
catori stessi. Non è troppo difficile immaginare situazioni della stessa natura,
ma meno giocose, come la negoziazione di contratti digitali.

Ovviamente, ogni giocatore deve avere delle informazioni che rimangano
segrete durante la partita, come la mano di carte. Ora, in una normale partita
faccia a faccia, un giocatore non può dichiarare di avere un asso almeno che
non sia in grado di dimostrarlo esponendo l’asso come una delle carte che
ha in mano. L’analogo elettronico è di aspettare fino a quando non è finita
la partita, e di lasciare a ogni giocatore la possibilità di guardare l’intera
sequenza di mosse dell’altro, incluse le sue attività private. Ciò eviterà i tipi
più comuni di imbroglio.

Imbrogliare, comunque, non è l’unico problema. Pensandoci un po’, diventa
evidente che è la distribuzione delle carte la parte difficile. Dobbiamo studiare
un protocollo che comincia con 51 carte (rappresentate digitalmente), e che
alla fine fornisce a ogni giocatore una mano casuale di cinque carte, lasciando
le 42 rimanenti nel mazzo per uso futuro. Ciò che rende il problema non banale
è che dobbiamo assicurarci che nessuno dei due giocatori possa conoscere la
mano dell’avversario. Inizialmente potrebbe sembrare impossibile. Possiamo
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cominciare cifrando in qualche modo le carte e mescolandole. Però, siccome
almeno uno dei giocatori deve essere in grado di decifrare la cifratura usata,
sembrerebbe che sarebbe in grado di conoscere le carte distribuite agli altri,
o di gestire le carte in modo da favorire se stesso con una mano migliore.
Possiamo fare in modo da garantire una distribuzione giusta e casuale? La
risposta è s̀ı.

L’idea è di usare funzioni trapdoor a una via, come nella crittografia a
chiave pubblica, ma in questo caso richiediamo che siano commutative; ovvero,
per ogni messaggio M dobbiamo avere che:

EncrB (EncrA(M)) =EncrA(EncrB (M)) .

Questo assicura che se un messaggio è cifrato da Alice e poi da Bob, può
essere prima decifrato da Alice e poi da Bob, visto che la doppia cifratu-
ra porterà ad avere EncrB(EncrA(M)), che è uguale a EncrA(EncrB(M)).
La decifratura di Alice porterà ad avere DecrA(EncrA(EncrB(M))), che
è semplicemente EncrB(M), e finalmente, la decifratura di Bob porterà
ad avere DecrB(EncrB(M)), che è semplicemente il messaggio originale
M . Si può dimostrare che le funzioni RSA soddisfano il requisito addizio-
nale di commutatività, e dunque sembrerebbero adeguate anche a questa
applicazione.

In termini di scatole chiuse a chiave, la commutatività significa che ogni
scatola ha spazio sufficiente per due lucchetti che possono essere chiusi sem-
plicemente mediante pressione, uno vicino all’altro, piuttosto che uno sopra
l’altro. In questo modo, il primo lucchetto a essere chiuso non deve essere
anche l’ultimo a essere aperto.

Come prima, ogni giocatore comincia selezionando le sue personali fun-
zioni Encr e Decr. Però, diversamente dalla crittografia a chiave pubblica,
nessuna delle informazioni è resa pubblica fino a quando non finisce il gioco,
neanche le funzioni di cifratura. Ecco come devono fare i giocatori Alice e Bob
a ottenere ciascuno cinque carte prese da un mazzo di 52. (Figura 12.2 illustra
la procedura, e per semplicità mostra la distribuzione di due carte a testa, da
un totale di sei.) Prima, Alice usa la sua funzione di cifratura EncrA per ci-
frare le descrizioni delle 52 carte. Si ricordi che l’intera sequenza di gioco verrà
poi controllata, quando saranno rivelate le funzioni di entrambi, in modo che
Alice non possa cifrare un insieme illegale di carte, in cui ci sono, diciamo, 20
assi. Usando il lancio di una moneta, o qualsiasi altro mezzo, Alice mescola le
carte cifrate e manda la lista risultante a Bob. Anche se sa precisamente come
sono fatte le 52 carte quando non sono cifrate, Bob non ha modo di sapere
quale carta sia quale carta, visto che arrivano in un ordine sconosciuto, e visto
che le funzioni EncrA e DecrA sono tenute segrete da Alice.

Ora vediamo come gestire la distribuzione delle carte. Bob seleziona 10
carte cifrate, di cui ne cifra nuovamente 5 usando la sua funzione EncrB . Le
spedisce poi tutti e 10 ad Alice. A questo punto Bob ha 42 scatole chiuse a
chiave con il lucchetto di Alice, e Alice può aprire i suoi lucchetti. In altre
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Carta 1 Carta 2 Carta 3

Carta 4 Carta 5 Carta 6
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EB EB 

EA EA 

Alice mescola
le carte e le cifra

usando EncrA

Carte originali 

Bob sceglie quattro
carte e ne cifra due

usando EncrB

Alice decifra
tutte e quattro

le carte usando 
DecrA

Bob decifra 
le due carte

usando DecrB

Le carte di BobLe carte di Alice

Alice Bob

Carta 2 Carta 5 Carta 1

Carta 6 Carta 3 Carta 4

Carta 5 Carta 3 Carta 1 Carta 6

Carta 1 Carta 6

Carta 5 Carta 3 Carta 1 Carta 6

Figura 12.2. La distribuzione delle carte al telefono (usiamo E e D per indicare
Encr e Decr.

parole, Alice decifra i 10 messaggi ricevuti da Bob usando la sua funzione
di decifratura DecrA. Le prime cinque diventano carte non cifrate, e Alice le
può usare come la sua mano di carte. Le altre cinque sono ancora cifrate con
la funzione EncrB (ecco dove serve la commutatività - si lascia il controllo
al lettore), e quindi Alice le rispedisce a Bob. Dopo averle ricevute, Bob le
decifra usando DecrB , trovando cos̀ı le sue cinque carte.

Le mani sono ovviamente disgiunte, e sono tutte carte diverse dalle 42
rimanenti nel mazzo. Inoltre, nessun giocatore conosce le carte nella mano
dell’avversario. Bob non sa niente delle carte contenute nella mano di Alice,
anche se è stato Bob a distribuire le carte, visto è stato lui a sceglierle dal
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mazzo iniziale che è stato cifrato in modo che lui non possa decifrarlo. Allo
stesso modo, Alice non sa niente della mano di Bob, anche se sa come decifrare
la cifratura iniziale, visto che le cinque carte di Bob sono state cifrate una
seconda volta (da Bob) usando una funzione che Alice non può decifrare. La
distribuzione dunque sembra essere valida, giusta e sicura.

Il lettore non dovrebbe avere problemi a capire come continua il gioco.
L’unica parte non banale è quando un giocatore deve prendere una nuova
carta dal mazzo rimanente, una procedura che può essere eseguita usando
esattamente la stessa idea utilizzata nella distribuzione delle carte.

A parte questi fatti, risulta che ci sono dei problemi seri quando si tratta
di implementare questo protocollo di distribuzione. È stato dimostrato, per
esempio, che le funzioni di cifratura RSA sono in questo caso inadeguate.
Benché i messaggi cifrati usando queste funzioni non possono, per quanto
ne sappiamo, essere decifrati in un tempo ragionevole, alcune informazioni
parziali possono essere estratte. È possibile, dunque, manipolare la versione
cifrata di una carta e capire alcune delle proprietà matematiche della sua
versione originale (digitale), le quali seguono dal modo particolare in cui sono
definite le funzioni RSA. Per esempio, potrebbe essere possibile scoprire se il
numero che codifica una carta ha lo stesso resto, quando viene diviso per un
numero primo speciale, di un certo numero al quadrato. È un po’ come dire
che un giocatore può capire il colore (rosso o nero) della carta avversaria -
chiaramente un compromesso inaccettabile nella maggior parte dei giochi di
carte.

Un modo ad hoc di risolvere questo problema è che Alice descriva le carte,
prima di eseguire la cifratura, in un linguaggio informale suo, a priori sco-
nosciuto a Bob, o che aggiunga delle lettere casuali; un’idea simile potrebbe
essere utilizzata anche da Bob. In questo modo non sembrerebbe esserci alcun
modo per un giocatore di ottenere informazioni utili a partire dalle proprietà
aritmetiche delle descrizioni impredicibili delle carte dell’altro. Dovremmo ca-
pire, però, che questo approccio potrebbe non essere davvero sicuro, visto che
non possiamo dimostrare che nessuna informazioni rilevante venga scoperta.
Sono stati, comunque, scoperti altri protocolli, dimostrabili essere più sicuri,
che però sono considerevolmente più complessi di quello semplice ed elegante
qui presentato.

Dimostrazioni interattive

Ritorniamo per un attimo alla classe NP. Abbiamo visto che i problemi in NP
sono caratterizzati dall’essere risolvibili in un tempo polinomiale con l’aiuto
di una moneta magica. Equivalentemente, i problemi in NP sono quelli che
ammettono un certificato “s̀ı” di dimensione polinomiale. Questa seconda ca-
ratteristica può essere riformulata in termini di un gioco tra un dimostratore
e un verificatore. Alice, la dimostratrice, è onnipotente e vuole convincere
Bob, il verificatore, che ha solo un potere polinomiale deterministico, che un
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input X al problema è un input che produrrà un “s̀ı”. Per essere più specifi-
ci, prendiamo un particolare problema in NP, diciamo quello in cui vogliamo
colorare un grafo con tre colori. Alice vuole convincere Bob che il grafo G
può essere colorato con tre colori. (Si ricordi che la regola è che due nodi
adiacenti non possono mai essere monocromatici.) Siccome Bob ha solo un
potere polinomiale, non può verificare questo fatto da solo. Dunque, Alice,
che ha potere illimitato, semplicemente spedisce a Bob il grafo colorato con
tre colori. Chiaramente, Bob, anche con il suo potere limitato, può verificare
che la colorazione è legale e quindi si convincerà che il grafo G è colorabile
con tre colori. Ovviamente, non c’è modo per Alice di convincere Bob che un
grafo è colorabile con tre colori se non lo è. Dunque, possiamo dire che un
problema decisionale P è in NP se, per ogni input X, quando X produce un
“s̀ı” allora Alice può convincere Bob di questo fatto in un tempo polinomiale,
ma se X produce un “no” allora nè Alice nè qualsiasi altro dimostratore sarà
in grado di convincere Bob.

Questo gioco è piuttosto semplice, e richiede un solo turno: Alice spedisce il
certificato di dimensione polinomiale a Bob, il quale prontamente verifica che
sia davvero un certificato. Questo scenario è stato generalizzato in diversi mo-
di, portando cos̀ı a nozioni più forti di dimostrazione e verifica. L’idea di base
è di convertire il processo in uno interattivo, con molti turni, e di permettere
al verificatore di tirare una moneta e di fare domande al dimostratore, il tutto
in un tempo polinomiale. Dunque, Alice rimane onnipotente, ma Bob ora ha il
potere di una macchina polinomiale probabilistica. Inoltre, seguendo lo spirito
del capitolo precedente, introduciamo anche l’idea di base della dimostrazione
probabilistica. In particolare, richiediamo solo che Alice possa convincere Bob,
con una probabilità altissima, del fatto che un input al problema P produrrà
un “s̀ı”, mentre che un dimostratore possa (erroneamente) convincere Bob
che l’input produrrà un “s̀ı”, quando in realtà produrrà un“no”, solo con una
probabilità bassissima. Questa estensione porta a una classe di problemi noto
come IP, il che significa tempo interattivo polinomiale.

Vale la pena fermarsi per cogliere per bene il significato di questa nozio-
ne. Il gioco convenzionale associato a NP è molto simile al modo standard di
dimostrare a qualcuno qualcosa quando si scrive, diciamo, una pubblicazione
matematica: prima si offre al lettore quello che si ritiene sia la dimostrazione
completa, usando tutto l’ingegno possibile, e poi si aspetta che lui provi a con-
trollare se ci crede o no. (Ritorneremo su questa versione della dimostrazione
tra breve.) La nuova nozione è una potente estensione, molto naturale, del mo-
do in cui le persone si dimostrano le cose in maniera orale tutti i giorni: si offre
un’informazione; l’altro fa delle domande; si offrono le risposte e nuove infor-
mazioni; l’altro continua a fare domande; ecc. Questo continua fino a quando
l’altro non si convince (secondo il senso probabilistico del termine, cioè con
una probabilità molto elevata) che si ha ragione. E, ovviamente, richiediamo
che l’intera procedura richieda un tempo ragionevole, leggasi polinomiale.

Qual è precisamente il potere di combinare interazione e lancio di monete?
Quali problemi decisionali possono essere risolti usando questa nuova proce-
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dura? In altre parole, vorremmo sapere esattamente quali problemi si trovano
in IP. Dalle precedenti discussioni è evidente che IP contiene tutto NP, in-
cluso, ovviamente, i problemi NP-completi. Però, non è chiaro se l’addizione
dell’interazione e del lancio della moneta ci fornisce alcunché di nuovo. Non è
semplice riuscire a trovare un protocollo interattivo per un problema che non
si sa già essere in NP. Ciò nonostante, recentemente la questione è stata del
tutto risolta, con la conclusione sorprendente che IP è, in realtà, PSPACE.
Il potere dell’interazione probabilistica polinomiale è esattamente quello del-
lo spazio polinomiale! Per ogni problema in PSPACE, il fatto che un input
produrrà un “s̀ı” può essere dimostrato in un tempo polinomiale se si usa
l’interazione e i lancio della moneta. Posto in altri termini, estendendo la pro-
cedura di dimostrazione stringente, a un passo, perché ammetta un protocollo
di dimostrazione più rilassato, probabilistico e interattivo, che si richiedere usi
solo un tempo ragionevole, è esattamente come gettare via tutti i protocolli di
dimostrazione del tutto, a favore di una computazione convenzionale che usa
una quantità ragionevole di spazio (ma che potrebbe richiedere una quantità
di tempo irragionevole).

Un’ulteriore libertà è stata presa, con la definizione della classe MIP,
il che sta per dimostrazioni interattive con molteplici dimostratori
(Multiple-prover Interactive Proofs). In questo caso, le dimostrazioni possono
essere eseguite da più di un dimostratore (ma sempre un solo verificatore),
anche se i dimostratori non possono comunicare tra loro. È stato dimostrato
che questa classe è identica a NEXPTIME, ovvero la classe di problemi com-
putabili con una quantità di tempo esponenziale usando una moneta magica.
Questo fatto è estremamente interessante, visto che si sa che NEXPTIME
è strettamente più grande di P o anche di NP (il che non è vero per PSPA-
CE), il che vuol dire che le dimostrazioni con molteplici dimostratori e monete
normali sono più potenti delle dimostrazioni dirette con monete magiche.

Protocolli a conoscenza zero

Per illustrare le dimostrazioni interattive conviene fornire un esempio di una
loro variante stimolante. Supponiamo che Alice voglia convincere Bob che
conosce un segreto, ma non vuole che Bob finisca per conoscere anche lui
il segreto. Sembrerebbe impossibile: come possiamo convincere qualcuno che
sai, diciamo, il colore della cravatta indossata in quel momento dal Presidente
degli Stati Uniti, senza divulgare quell’informazione alla persona o a una terza
parte?

Come ulteriore esempio terra terra, consideriamo il libro Dove è Waldo?.
Ogni pagina contiene un’illustrazione estremamente complicata con molteplici
personaggi, e il gioco consiste nel trovare Waldo, un personaggio predefinito,
piuttosto colorito. Supponiamo che Alice e Bob stiano guardando la stessa
pagine, e che Alice proclami di avere trovato Waldo. Bob non le crede, e Alice
vuole convincerlo che non sta mentendo. Però, vuole riuscirci senza svelare la
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vera posizione di Waldo, in modo che possa continuare a cercarlo, mentre si
rode perché lei lo ha già trovato e lui no... Come può fare?

Ci sono molte soluzioni, ed eccone una. Alice e Bob prima fotocopiano la
pagina. Bob poi stampa una qualche figura regolare e non alterabile sul retro
della copia (per esempio, ripete molte volte la stessa parola in maniera densa,
cambiando ogni volta leggermente direzione, su tutto il retro del foglio). Dando
le spalle a Bob, Alice ritaglia l’immagine di Waldo dalla copia, distruggendo
ciò che rimane della figura, e trionfalmente lo mostra a Bob, il quale vede che
effettivamente è Waldo, e vede che sul retro possiede il disegno fatto da lui.
Alice non avrebbe potuto indovinare il disegno fatto da Bob, quindi non può
avere barato, e Bob non riesce a capire dalla figura di Waldo da dove nella
pagina sia stato ritagliato. È riuscita dunque a dimostrargli che sapeva dove
si trovava Waldo, ma Bob non apprende alcun informazione utile per trovarlo
a sua volta.

A parte le cravatte del Presidente e le immagini di Waldo, la questio-
ne è trovare un protocollo interattivo probabilistico, costruito intorno a un
problema algoritmico P , per cui Alice riesce a convincere Bob in un tempo
polinomiale che X produrrà un “s̀ı” per P , ma in modo che quando sono finiti
gli scambi interattivi Bob non conosce niente della dimostrazione del fatto che
X produrrà un “s̀ı”. Egli sa, con una probailità elevatissima, che X produrrà
in realtà un “s̀ı”, e che Alice aveva ragione, ma è l’unica informazione nuova
acquisita durante li processo. In particolare, non può (in un tempo polinomia-
le) neanche dimostrare questo fatto a un terzo! Questi protocolli paradossali
vengono detti a conoscenza zero.

Prima di fare un esempio, vale la pena notare che i protocolli a conoscenza
zero hanno molte applicazioni nella crittografia e nelle comunicazioni sicure.
Per esempio, potremmo volere trovare un modo di produrre smartcard che
permetteranno ai lavoratori di entrare in uno stabilimento di alta sicurezza,
ma mentre vogliamo che i cancelli si aprano ai portatori delle smartcard non
vogliamo che il personale dello stabilimento possa sapere chi hanno ammesso.
O supponiamo che un gruppo di persone voglia aprire un conto in banca in co-
mune. Vorrebbero poter prelevare soldi ed effettuare trasferimenti elettronici,
e vorrebbero che la banca imponesse delle regole (ad esempio, un limite sulla
quantità di denaro che può essere prelevato). Però, supponiamo che vogliano
anche impedire che il personale della banca sia in grado di simulare un pre-
lievo, o che possa sapere chi ha effettivamente richiesto un prelievo, ma solo
che il denaro è stato prelevato legalmente e secondo le regole. Questi casi ri-
chiedono l’abilità di convincere un verificatore che conosciamo un segreto, una
chiave o un codice, ma senza divulgare alcunché oltre che il fatto è successo.

La colorazione con tre colori a conoscenza-zero

Ecco dunque un esempio di protocollo a conoscenza-zero. Verrà descritto co-
me se accadesse tra due persone reali, ma non è difficile convertirlo in un
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Figura 12.3. Un grafo.

protocollo algoritmico che vada bene per applicazioni elettroniche. Si basa sul
problema della colorazione con tre colori.2

Alice mostra a Bob un grafo G (si veda Figura 12.3) e proclama che può
essere colorato con tre colori. Bob, in un tempo polinomiale, non riesca a
verificarlo per conto proprio, quindi Alice cerca di dimostrarglielo. Prende il
grafo e segretamente lo colora con tre colori, diciamo rosso, blu e giallo. Poi
copre attentamente i nodi colorati con delle piccole monete, e pone il grafo
alla vista di Bob (si veda Figura 12.4(a)). Dice anche a Bob quali colori ha
utilizzato.3 Bob, ovviamente, è scettico, ma nonostante lei voglia eliminare il
suo scetticismo, Alice non è disposta a esporre la colorazione. Infatti, non è
disponibile a esporre la colorazione di tre nodi qualsiasi, visto che ciò com-
prometterebbe qualcosa nella strategia di colorazione stessa. Invece, dice che
è disposta a esporre un qualsiasi paio di nodi adiacenti. Bob dunque sceglie
un ramo del grafo in maniera casuale, e Alice rimuove le due monete dai nodi
alle sue due estremità (si veda Figura 14.2(b)). Bob osserva che ci sono due
colori diversi su questi due nodi, e che i due colori sono presi dai tre rivelati-
gli. Ora, chiaramente, se dovesse trovare due colori che violano le proprietà,
allora avrebbe dimostrato che la colorazione non è legale, e avrebbe sconfes-
sato l’affermazione di Alice. Se i due colori sono diversi e presi dai tre colori
elencati da Alice, Bob non può lamentarsi, ma non può neanche essere certo
che l’intero grafo è colorato in maniera legale. Ora arriva il trucco. Invece di
richiedere che vengano esposti più nodi, Alice riprende il grafo e lo ricolora,
questa volta usando, diciamo, il marrone, il nero e il bianco, e ancora una
volta dichiara a Bob quali colori ha utilizzato, copre i nodi, e rivela il grafo.
2 In realtà, si può dimostrare che i protocolli a conoscenza-zero esistono quando
esistono protocolli interattivi ordinari, ovvero per tutti i problemi in PSPACE.
Però, quando uno va oltre NP, i protocolli diventano molto più complicati, e
non possono essere descritti in maniera intuitiva. Ecco il motivo della scelta del
problema della colorazione con tre colori, che è un problema NP-completo.

3 Quando questo protocollo viene eseguito elettronicamente, la colorazione segreta
e la copertura dei nodi, e i passi successivi, devono essere eseguiti usando mezzi
crittografici opportuni.
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Bob sceglie nuovamente un ramo, e Alice prontamente scopre i due nodi al-
le sue estremità. Ancora una volta Bob vede due colori diversi, presi dai tre
elencati. Questa procedura continua ancora diverse volte, fino a quando Bob
non si accontenta.
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Figura 12.4. Colorazione con tre colori e l’esposizione di un paio di nodi adiacenti.

Ma Bob dovrebbe davvero accontentarsi a un certo punto? Bene, guardia-
mo le cose dal suo punto di vista. Diciamo che G contenga N rami (N può
essere al massimo il quadrato del numero dei nodi). Dopo che Alice ha passato
il primo test, ovvero dopo che Bob si è accontentato dei colori che ha visto nel
primo turno, non può essere sicuro che Alice sia in grado di colorare l’intero
grafo, ma sa che aveva una possibilità su N di beccarla, non fosse stata in
grado, visto che può scegliere qualsiasi ramo, e visto che Alice non poteva
avere idea di quale ramo avrebbe scelto quando aveva colorato i nodi. Dun-
que, la probabilità di passare il primo test senza sapere davvero come colorare
G è di 1 − 1/N , ovvero (N − 1)/N . Ora, il secondo test era completamente
indipendente dal primo, dal punto di vista di Alice, quindi la probabilità che
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riuscisse a passare entrambi i test senza essere in grado di colorare il grafo è
di ((N − 1)/N)2. Man mano che il processo continua, la probabilità decresce
secondo potenze sempre più grandi di (N − 1)/N , raggiungendo rapidamente
0 man mano che il numero di test passati con successo aumenta. Bob può
quindi fermare il processo quando si sente soddisfatto del fatto che la proba-
bilità è sufficientemente bassa. A quel punto sarà convinto che Alice è in grado
di colorare il grafo con tre colori. (Infatti, è in grado di farlo. Si veda Figura
12.5). In pratica, un numero relativamente piccolo di turni sono sufficienti,
anche per grafi molto grandi.

Figura 12.5. Colorazione con tre colori del grafo di Figura 12.3.

Cosa possiamo dire della conoscenza acquisita da Bob? Bene, siccome con-
tinua a vedere colori diversi, e siccome Alice non indica la corrispondenza tra
gli insiemi di colori nei vari test, Bob non ha alcuna conoscenza delle relazioni
di colore esistenti tra tre nodi, e la sua conoscenza isolata che riguarda quel
paio di nodi non è di nessun aiuto, visto che i colori cambiano ogni volta.4

Questa argomentazione può essere formalizzata per dimostrare che Bob ha
conoscenza zero circa lo schema di colorazione, e che in un tempo polinomia-
le non può scoprire niente che non avrebbe potuto scoprire anche senza le
informazioni acquisite da Alice (a meno che P = NP). In particolare, come
abbiamo già detto, non può neanche dimostrare a qualcun altro che G possa
essere colorato con tre colori, anche se lui ne è pienamente convinto. Dunque,
è un protocollo a conoscenza-zero per eccellenza, e ancora una volta abbiamo
una notevole applicazione che utilizza in modo cruciale sia le buone che le
cattive notizie offerte dall’algoritmica.

4 In realtà, Alice può usare gli stessi tre colori ogni volta, ma permutati, in modo
che dati due test Bob non possa mai sapere la reale corrispondenza tra i colori.
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Dimostrazioni verificabili probabilisticamente

Sappiamo quindi di dimostrazioni interattive, in cui il verificatore si convince
della correttezza di ciò che il dimostratore vuole dimostrare nel senso probabi-
listico. E sappiamo anche come farlo senza che il verificatore acquisisca nuove
informazioni. Ritorniamo ora alla nozione di dimostrazione non interattiva,
dove la dimostrazione è data per iscritto: abbiamo ancora un verificatore,
Bob, ma invece di un dimostratore Alice che interagisce con lui, esiste un
documento di prova statico, che non cambia, che lei ha preparato preven-
tivamente e che gli ha dato. Questo è il tipo di certificato a cui facevamo
riferimento quando discutevamo NP in termini di certificati s̀ı. Quindi l’input
che vorremmo stabilire essere un input s̀ı è di lunghezza N , e la lunghezza del
documento di prova è polinomiale in N .

La sottile differenza sta nel fatto che un certificato di prova preparato
preventivamente non può mentire. Nel modello con dimostratore e verificatore
interattivi, Alice può cambiare la prova a metà strada, per cos̀ı dire, dando
risposte diverse alle richieste di Bob, in modo da rendere il suo lavoro più
difficile. Una prova scritta, già fissata, dall’altra parte non cambia. Come
abbiamo discusso prima, la differenza tra i due scenari è la differenza che corre
tra una persona che vuole trasferirti una dimostrazione di un’affermazione
matematica in una cessione interattiva, diciamo di fronte a una lavagna, e
noi che tentiamo di convincerci attraverso una prova scritta, diciamo in una
pubblicazione scientifica. Dunque, il gioco ora non consiste in Alice che deve
convincere Bob, ma in Bob che deve verificare la sua prova e decidere se ci
crede o no.

Cosa fa Bob? Legge alcune parti della prova, qualsiasi parte voglia, e ci
pensa sopra, in qualsiasi modo preferisca, poi legge ancora un po’ e ci pensa
ancora un po’, e a fine giornata deve convincersi che la prova è corretta. Come
al solito, il giorno deve finire in un tempo polinomiale, e si deve convincere
in senso probabilistico, ovvero Bob deve essere sicuro che la dimostrazione è
corretta con un limite di errore trascurabile. Nel vero spirito di questo capi-
tolo e quello precedente, permettiamo anche che i ragionamenti di Bob siano
probabilistici; ovvero, può eseguire una computazione probabilistica in tem-
po polinomiale usando una moneta per decidere cosa vuole fare al prossimo
passo.

Per finire di formalizzare questa nozione di dimostrazione, dobbiamo dire
che cosa intendiamo permettendo a Bob di leggere qualsiasi parte della prova.
Il modo naturale di modellare questa attività è di vedere la prova come una
sequenza di bit di lunghezza polinomiale, e di permettere a Bob di leggere
informazioni ogni volta che vuole. L’ultima frase significa che dal punto di
vista di chiunque non sia Bob, le letture di informazioni sono casuale, visto
che si ha modo di sapere preventivamente quali parti delle prova Bob vorrà
vedere.

Questo modello di dimostrazione viene chiamata PCP, che sta per di-
mostrazioni verificabili probabilisticamente (Probabilistically Checka-
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ble Proofs). Al fine di capire la difficoltà di verificare dimostrazioni in questo
modo, misuriamo due quantità, come funzioni di N (la dimensione dell’in-
put): il numero di monete lanciate da Bob durante i suoi ragionamenti, e il
numero di bit che deve leggere dalla sequenza. La seconda quantità è partico-
larmente importante, visto che cattura quanta della sequenza (magari molto
lunga) deve vedere prima di convincersi della sua correttezza. Non è troppo
difficile dimostrare che NEXPTIME, che sappiamo essere equivalente all’insie-
me di problemi MIP dimostrabili in un tempo polinomiale usando molteplici
interazioni, è in realtà anche l’insieme di problemi che ammettono dimostra-
zioni verificabili probabilisticamente, in cui Bob lancia un qualsiasi numero di
monete e chiede di vedere un qualsiasi numero di bit della prova.5

Il risultato sorprendente circa il PCP è il seguente: tutti i problemi NP
possono essere verificati usando un numero costante di indagini sulla prova!
Diciamolo in maniera più attenta. Per qualsiasi problema in NP, inclusi quelli
più difficili - quelli NP-completi - una risposta “s̀ı” può essere dimostrata usan-
do certificati di prova per cui il verificatore deve solo verificare una porzione di
dimensione finita, la cui lunghezza non ha nulla a che vedere con il particolare
caso di cui vuole convincersi. Ciò ha delle conseguenze straordinarie, per cui
se ci si accontenta della nozione di verifica probabilistica, la maggior parte
delle affermazioni matematiche possono essere dimostrate usando prove dalle
dimensioni ragionevoli che possono essere verificate leggendo solo una parte
casuale, molto piccola e dalla dimensione finita, della prova.6

Ricerca sulla crittografia

L’argomento di questo capitolo costituisce una delle aree di ricerca più “calde”
dell’informatica, e, proprio come è sempre stato, è anche un importante area
di lavoro in stabilimenti privati, come agenzie di intelligence, o altro, cos̀ı
come nei mondi meno legali o accettabili. La crittografia, le firme digitali,
il commercio elettronico e la “moneta elettronica”, i contratti digitali, e la
sicurezza e la tolleranza ai guasti di grossi sistemi, sono solo alcune delle parole
chiave che guidano la ricerca. Come abbiamo già spiegato, oltre alla natura
altamente applicativa di un tale lavoro, il suo fascino nasce dal fatto che non
solo impiega idee che portano a soluzioni efficienti a certi problemi algoritmici,
ma anche risultati negativi riguardanti l’apparente difficoltà nel risolvere altri
problemi. È di interesse che in virtualmente tutte queste applicazioni i risultati
negativi sono basati su profonde congetture riguardanti i limiti inferiori non
polinomiali di certi problemi.

Le dimostrazioni interattive e a conoscenza zero sono anch’esse oggetto di
molta ricerca, e una delle aree più attive in cui lavorare rimane quella delle
5 La frase “qualsiasi numero” in questo caso vuol dire un numero polinomiale, visto
che Bob ha solo un tempo polinomiale a sua disposizione.

6 Questa frazione fissa può essere resa incredibilmente piccola; sotto determinate
assunzioni tecniche può essere necessario guardare soli tre (!) bit della prova.
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dimostrazioni probabilistiche. La ragione è che tali dimostrazioni hanno un
legame molto forte con argomenti riguardanti la difficoltà di approssimare
problemi NP-completi, discussi nel Capitolo 7; in realtà, certi risultati PCP
portano a risultati di non approssimabilità. Però, la connessione è al di fuori
della portata di questo libro.
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Esercizi

12.1 Estendere il metodo descritto nel testo per la distribuzione delle carte nel gioco
del poker telefonico al caso in cui abbiamo tre giocatori. I giocatori conduco-
no “conversazioni in chat”, per cui ogni messaggio spedito da un giocatore è
ricevuto simultaneamente da entrambi gli altri giocatori. Assumiamo una pila
centrale di carte e turni fissati per i giocatori. Il primo a giocare è incaricato
di incominciare la distribuzione delle carte.

12.2 Assumiamo che N impiegati, con N > 2, vogliano calcolare insieme il valore
medio dei loro stipendi, ma senza rivelare il proprio stipendio ad alcuna altra
persona. Si consideri la seguente soluzione probabilistica:
Agli impiegati vengono date delle etichette da 1 a N , e l’I-esimo impiegato ha
lo stipendio SI . Eseguono tutti la stessa procedura. Nella prima fase, l’I-esimo
impiegato esegue in maniera privata ciò che segue:

– Genera N − 1 numeri casuali: X1
I , . . . , XI−1

I , XI+1
I , . . . , XN

I .
– Calcola XI

I = SI − `
X1

I + . . .+XI−1
I +XI+1

I + . . .+XN
I

´
– Spedisce XJ

I al J-esimo impiegato. (Dunque, l’I-esimo impiegato riceve i
valori XI

1 , . . . , XI
I−1, X

I
I+1, . . . , X

I
N .)

– Calcola la somma Y I = XI
1 +XI

2 + . . .+XI
N

– Pubblica il valore Y I .

Nella seconda fase, tutti gli impiegati calcolano insieme Y = Y 1+Y 2+...+Y N

N

Dimostrare i seguenti fatti, in modo da stabilire la correttezza dell’algoritmo.

(a) Il valore finale Y è in realtà lo stipendio medio.
(b) Nessun impiegato ha modo di scoprire lo stipendio di alcun altro impiegato

(ovvero, non esiste un algoritmo che, in base alle informazioni disponibi-
li all’I-esimo impiegato, è in grado di calcolare lo stipendio di un altro
impiegato).

(c) Assumiamo che ci siano L pettegoli tra gli impiegati, che sono disposti a
collaborare condividendo le loro informazioni. In questo modo sono in grado
al massimo di calcolare il valore medio degli altri N −L impiegati. Ovvero.
se L < N − 1 non possono dedurre lo stipendio di alcuno degli altri L−N
impiegati, ma solo il loro stipendio medio.

12.3 Trovare una versione rigorosa del protocollo a conoscenza zero per la colorazio-
ne dei grafi con tre colori descritto nel testo. Si ricordi che tutte le operazioni
devono essere eseguite elettronicamente, e dunque devono fare uso di metodi
crittografici appropriati.
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Ingegneria del software
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Un famoso aneddoto racconta del tentativo di dare un’idea di cosa sia la
programmazione di computer ad un gruppo di dirigenti in una azienda che
assume programmatori. In una settimana di lavoro i dirigenti come program-
mare e come risolvere dei piccoli problemi. A ciascun dirigente venne assegnato
un programmatore professionista come assistente. Dopo aver risolto con suc-
cesso un problema loro assegnato, anche grazie a piccoli aiuti, i dirigenti si
resero conto che la programmazione è un lavoro piuttosto semplice, e pensa-
rono che non c’erano ragioni plausibili per cui un programmatore non potesse
completare il proprio incarico in tempo, proprio come avevano fatto loro.

Ovviamente c’è una grossa differenza tra un progetto di larghe dimensio-
ni, comprendente milioni di righe di codice o anche più, e semplici e piccoli
esercizi di poche dozzine di linee di codice. Una tale differenza quantitativa
porta ad una grossa differenza anche nella complessità del lavoro e richiede
una gestione completamente differente. Un programmatore riesce facilmente
a tenere traccia di tutti i dettagli di un piccolo problema nella propria testa.
Nel momento in cui un problema diventa più impegnativo, questo lavoro di-
venta più difficile, e diventa necessario scrivere documenti che descrivano lo
scopo di ciascun componente del progetto, e le relazioni che intercorrono tra
loro. Senza tale documentazione è facile fare assunzioni circa lo scopo di un
componente quando viene programmato, come è facile violare tali assunzioni
quando si programmano altri componenti che lo usano. Questo può accadere
quando il programma è formato da alcune centinaia di righe di codice.

Anche quando il progetto diventa più grosso, la quantità di linee di codice
eccede l’abilità di un singolo programmatore di poterle gestire. Grossi pro-
getti richiedono gruppi di programmatori che lavorano insieme, o addirittura
di molti gruppi, ciascuno occupato a gestire una parte del progetto. Progetti
enormi, per esempio quello di un moderno sistema operativo, sono composti
da decine di milioni di linee di codice e necessitano di centinaia di program-
matori, o anche più. Parti dell’intero progetto possono anche essere sviluppate
da differenti aziende. Questo fa s̀ı che assunzioni siano nascoste e altri errori
inevitabili. Sfortunatamente anche l’uso dei migliori strumenti e metodi di-
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sponibili al giorno d’oggi non garantisce programmi senza bug, come ben noto
a chi usa un computer da molto tempo.

Questo capitolo discute dei problemi generali che vengono alla luce nel-
l’ingegnerizzazione di grossi sistemi software e dei principali processi e meto-
dologie impiegati per la loro risoluzione.

Assunzioni nascoste nei viaggi nello spazio

Ci sono, sfortunatamente, molti esempi di assunzioni nascoste nello sviluppo
del software, le quali hanno portato molte volte a fallimenti catastrofici. I
seguenti esempi sono famosi incidenti avvenuti nella storia dei viaggi spaziali.

La NASA lanciò il satellite Mars Climate nel 1988. La sua missione consi-
steva nell’orbitare attorno Marte e riportare le sue condizioni meteorologiche
in preparazione alla missione del Mars Polar Lander che sarebbe atterrato su
Marte nel 1999. Il satellite raggiunse Marte il 23 Settembre 1999 ma poi si
perse il contatto. È stato determinato dalle tabelle di volo che la traiettoria
del satellite era stata più bassa di circa 170 chilometri, per via di una parte del
programma di controllo che usava unità di misura inglesi, mentre le altre parti
si aspettavano misure nel sistema internazionale. Questo successe nonostante
l’esistenza di una chiara specifica che indicasse le unità di misura da utilizza-
re, cos̀ı come le metodologie usate da tempo dalla NASA in merito a questo
problema. Tra i principali fattori alla base di questo incidente, come riportati
dal rapporto di indagine, ci fu l’insufficiente comunicazione tra i gruppi di
sviluppo.

Il Mars Polar Lander, che si supponeva dovesse atterrare su Marte circa sei
mesi dopo, fu perso anche lui. La revisione di bordo identificò in un problema
software la principale causa di questa perdita. Il motore della navicella avrebbe
dovuto spegnersi il prima possibile dopo l’atterraggio, altrimenti la navicella
avrebbe potuto rovesciarsi. I sensori sulle “gambe” della navicella del Polar
Lander dovevano generare un segnale nel momento in cui toccavano terra. Gli
stessi sensori potevano generare però anche dei disturbi spuri, ed il software
era programmato per ignorare tali segnali attraverso il confronto con due
segnali consecutivi, e agendo su di esse nel momento in cui otteneva lo stesso
valore. Invece, quando le “gambe” della navicella passarono dalla posizione
di riposo all’interno della navicella alla posizione per l’atterraggio, i sensori
di atterraggio comunicarono alcuni segnali di contatto più lunghi. Di per sè
questo non avrebbe dovuto rappresentare un problema, dato che le gambe
venivano posizionata a un’altitudine di 1550 metri, mentre il software non
avrebbe dovuto spegnere i motori finchè il radar non avesse riportato che
la navicella era al di sotto dei 40 metri di altezza dalla superficie di Marte.
Sfortunatamente i segnali spuri generati durante il rilascio delle ’gambe’ della
navicella non furono cancellati, e causarono lo spegnimento del motore non
appena la navicella raggiunse i 40 metri di altezza. Questo fu sufficiente a
causare lo schianto sulla superficie marziana. Il rapporto comunicò:
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Questo comportamento anomalo fu capito e fu richiesto al software
di volo di ignorare tali eventi; però i requisiti non specificavano questi
eventi e, di conseguenza, i progettisti non li tennero in considerazione.

Un altro spettacolare esempio di assunzioni nascoste è quello di un’esplo-
sione che avvenne nel volo di inaugurazione del razzo Arianne 5 della Agenzia
Spaziale Europea il 4 Giugno 1996. Circa 40 secondi dopo il lancio, il raz-
zo fece un brusco cambiamento di direzione e come risultato si ottenne la
rottura e la sua esplosione. L’indagine di bordo identificò il problema in un
errore nei tipi di dati usati dal software. Il linguaggio di programmazione usa-
to permetteva al programma di risolvere tali errori, e quattro possibili casi
su sette furono effettivamente adeguatamente corretti. La ragione della non
correzione delle altre tre tipologie di errori non era documentata nel codice,
ma fu successivamente rintracciata in un’analisi che mostrò che questo tipo
di errore non poteva accadere in questi casi. Questa analisi era corretta per
i primi modelli del razzo Arianne, per i quali il software era stato scritto.
Quando questo software fu riusato per l’Arianne 5, il quale aveva differenti
caratteristiche rispetto ai predecessori per quanto riguarda il percorso di volo,
esso fall̀ı. Senza entrare troppo nei dettagli, bisogna sottolineare che mentre
questo era il problema primario, esso si combinava anche con una serie di altri
aspetti del sistema che portarono al fallimento catastrofico.

Il problema del software

Questi esempi mostrano chiaramente la necessità di avere un metodo per scri-
vere programmi e per assicurarne la loro affidabilità. Lo studio di tali metodi
è l’ingegneria del software. Essa coinvolge aspetti tecnici come i linguaggi
di programmazione ed i tool (ovvero strumenti) per le fasi di testing, debug-
ging, la verifica e la gestione dei progetti. L’ingegneria del software è molto
diversa dalla altre discipline ingegneristiche a causa della differente natura del
problema da affrontare: algoritmi e programmi. Questi coinvolgono una natu-
ra, per cos̀ı dire, “discreta” formata da entità individuali e separate chiamate
bit. In modo differente, le altre discipline ingegneristiche hanno a che fare con
fenomeni fisici che sono intrinsecamente Un’importante unità di misura per
identificare la complessità di un sistema software è il numero di stati in cui
esso si può trovare. Per esempio, sebbene una macchina possa essere guidata
a un’infinità di velocità comprese tra lo zero e, diciamo, i 150 chilometri orari,
al fine di controllare la macchina attraverso un cambio manuale, esistono al
più sette stati differenti: le cinque marce, la posizione in folle e la retromarcia.
In ciascuno di questi stati la velocità della macchina è semplicemente una
funzione della velocità del motore.

Nonostante le variabili di un sistema continuo possano assumere un infinito
numero di valori, esse possono essere associate a un numero relativamente
limitato di stati differenti. I sistemi discreti, in modo particolare i computer,
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hanno un numero elevatissimo di stati. Se si aggiunge anche un singolo bit
alla memoria di un computer è necessario moltiplicare per due il numero
degli stati raggiungibili, visto che ciascuno dei vecchi stati può assumere ora
due valori differenti: uno in cui il valore addizionale è zero, ed uno in cui è
uno. Notare che il numero dei possibili stati che può assumere un computer
con soli 280 bit di memoria è superiore al numero stimato di atomi contenuti
nell’universo! I moderni calcolatori hanno memorie contenenti miliardi di bit, e
un numero inimmaginabile, ma nonostante ciò finito, di stati. La complessità
di sistemi basati su calcolatori è quindi molto più alta di qualunque altro
sistema continuo, rendendoli quindi meno predicibili.

Come risultato di questa differenza, i sistemi continui sono più trattabili
usando analisi matematiche, e gli ingegneri possono basare i propri conti su
fattori di sicurezza. Per esempio, quando viene progettato un ponte che de-
ve sostenere un determinato carico, il progetto assume sempre un carico molto
maggiore. Con un fattore di sicurezza di valore tre, il ponte dovrebbe soppor-
tare teoreticamente tre volte il carico richiesto. Questo finirà per richiedere
una costruzione più robusta, la quale potrebbe anche sopperire a piccoli difet-
ti di progettazione. In modo differente, un errore di un singolo bit all’interno
di un programma può causare un malfunzionamento e un conseguente effetto
catastrofico. Anche se esagerati, questi effetti nei sistemi discreti annullano il
significato del concetto di fattore di sicurezza, e di conseguenza tolgono uno
dei più importanti strumenti a disposizione di un ingegnere.

I metodi di analisi per sistemi discreti sono molto indietro rispetto a quanto
avviene nei sistemi continui. Per esempio, esiste un ampio campo legato alla
verifica di programmi, come descritto nel Capitolo 5. Questa ricerca ha portato
anche ad alcuni progetti di verifica a livello commerciale. Comunque, tali
progetti richiedono forti investimenti da parte di ricercatori estremamente
preparati, ed inoltre, allo stato attuale, è praticamente impossibile verificare
formalmente molto del software che è stato scritto. Tali sforzi vengono quindi
principalmente indirizzati nella parte cruciale dei sistemi critici dal punto di
vista della sicurezza. Per il resto, dobbiamo creare dei metodi meno efficaci e
più pratici. 1

Il software è molto più flessibile di qualunque altro materiale usato nelle
altre discipline ingegneristiche. Una volta che un ponte è stato costruito biso-
gna avere una motivazione molto forte per andare a sostituirlo con un altro.
Allo stesso modo, quando si acquista un computer, ci si aspetta di utilizzarlo
per diversi anni prima di doverlo sostituire con un altro modello. Invece, dato
che i programmi sono apparentemente semplici da cambiare (basta cambiare
il contenuto dell’hard disk) gli utenti si aspettano di avere frequenti cambia-

1 Una delle cose di cui siamo consapevoli è che tale problema non è risolvibile per
principio dalla macchina stessa (vedere il Capitolo 9). Questo non preclude una
soluzione parziale che funzioni, se non per tutti, almeno per molti dei casi che
si possono presentare, anche se a tutt’oggi non è semplice ottenere neanche le
soluzioni parziali.
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menti nel software, chiamati “upgrade”. L’altra faccia della medaglia mostra
il fatto che i produttori di software non si preoccupano particolarmente della
qualità del primo prodotto, tanto quanto fanno i produttori di hardware. Inve-
ce, gli stessi produttori si affidano al concetto di upgrade per portare soluzioni
a problemi che vengono scoperti quando il prodotto è già sul mercato. Questo
fenomeno crea un certo legame di fiducia tra l’utilizzatore ed il produttore di
software.

Di contro, l’assunzione che il software sia semplice da manutenere è falsa.
La grande complessità dei sistemi software da una parte, e la dimensione dei
problemi che tali prodotti devono risolvere dall’altra, fanno s̀ı che i programmi
siano talmente complessi da essere non analizzabili da una singola persona. Ti-
picamente, la correzione di un bug comporta la creazione di molti altri bug. Le
metodologie dell’ingegneria del software, cos̀ı come discusse in questo capitolo,
possono alleviare questi problemi. Ovviamente, tali metodologie introducono
ulteriori costi che devono essere sommati al costo totale delle modifiche da
effettuare.

Un famoso esempio è il millenium bug (2KY bug) menzionato nel Capi-
tolo 5. Alla fine del ventesimo secolo esisteva un elevato numero di software
che erano costruiti con l’assunzione che gli anni potessero essere rappresentati
usando solamente due cifre. Per esempio il numero “80” avrebbe rappresen-
tato l’anno 1980; logicamente il numero “01” avrebbe rappresentato il 1901.
Anche se non esisteva nessun elaboratore elettronico nel 1901, poteva essere
necessario riferirsi a tale data; per esempio, poteva essere l’anno di nascita di
qualcuno che nel 1980 aveva diritto a riscuotere la pensione. Con l’avvicinarsi
della fine del secolo ci si è resi conto che sarebbe stato necessario rappresentare
in qualche modo l’anno 2001, solo che il valore “01” era già stato utilizzato!
(Il primo caso reale si ebbe nel 1998 quando furono rifiutate alcune carte di
credito perché la loro data di scadenza, sebbene fosse nel 2000, risultava esse-
re nel 1900). Questo problema è molto simile alla storia della signora Danese
raccontata all’inizio del Capitolo 5.

Negli anni in cui tali programmi furono scritti, la rappresentazione a due
cifre rappresentava una soluzione ragionevole. Alcuni di questi programmi
furono scritti negli anni 60, e nessuno pensò che avrebbero funzionato per
altri trent’anni. Allo stesso tempo, la dimensione delle memorie e dei dischi
era decisamente inferiore, anche se decisamente costoso rispetto a oggi, tanto
che togliere la ridondanza del valore 19 avrebbe fatto risparmiare un sacco
di soldi. Sorprendentemente, alcuni programmi scritti all’inizio degli anni ’90
continuarono ad utilizzare la rappresentazione a due cifre nonostante non ci
fossero scuse di costi, e l’anno 2000 fosse cos̀ı vicino. Ci fu una grande quantità
di questi programmi, tanto che questi problemi delle date saltarono fuori un
po’ ovunque. Per fare un esempio, il problema delle date era incluso anche
nei sistemi di controllo di alcuni ascensori dato che tenevano traccia degli
interventi di assistenza effettuati.

Sfortunatamente l’inesorabile marcia del tempo portò questi programmi,
che furono corretti in fase di sviluppo, ad avere ulteriori problemi. Questo
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portò ad un elevato sforzo di correzione dei problemi già alla metà degli anni
’90 che portò anche ad un elevato costo finanziario. L’assunzione di rappresen-
tare gli anni con due cifre era diffusa in molti programmi. Fu quindi necessario
analizzare ogni singola riga di codice per determinare se manipolasse un qual-
siasi dato che contenesse una data. Cos̀ı facendo i programmi dovevano essere
corretti in modo consistente con l’uso della nuova strategia per le date. Que-
sto progetto, che fu nell’insieme un grosso successo, portò non solo ad elevati
investimenti in termini monetari e temporali, ma anche a ritardi nei piani per
lo sviluppo di nuovo software.

Come abbiamo visto nel Capitolo 8, la verifica del software è un problema
non decidibile e quindi non ci sono reali speranze che qualcuno possa scrivere
un programma che sia in grado di trovare tutte le occorrenze di uno stesso
bug. Allo stesso modo è non computabile un sistema di correzione automatico
di bug. Mentre è semplice sviluppare strumenti che aiutino le persone a sco-
prire e a correggere bug (quello che invece fu fatto nelle cosiddette fabbriche
2KY alla fine degli anni ’90), il processo non potrà mai essere completamente
automatizzato.

Modularità ed interfacce

Quando si acquista un’automobile viene fornito un manuale di istruzioni che
descrive la strumentazione e i controlli, dove sono localizzati i fusibili, come
cambiare le ruote e altri dettagli tecnici. Nella sezione che tratta dei controlli
dei fari è possibile trovare istruzioni sul come usare le luci di posizione, le frecce
e cos̀ı via; nel manuale però non viene menzionato il fatto che è necessario
accendere la luce della freccia destra prima di svoltare a destra, quale sia
il fusibile da cambiare se un faro non funziona, oppure quali siano gli stati
in cui è necessario guidare di giorno con i fari accesi. Questi sono problemi
da affrontare se si vuole usare l’automobile nel modo corretto; come molti
altri problemi associati direttamente o indirettamente ai fari dell’automobile,
ne esistono molti altri sparsi all’interno sia del manuale d’uso che in altri
documenti. In tale documentazione sarebbe stato carino raggruppare tutti
i dettagli importanti all’interno di un’unica sezione, ma ne esistono troppi
perché ciò sia possibile. Per poter avere accesso in modo semplice ed accurato
a tali informazioni, devono essere divise in “argomenti” differenti, ciascuno
dei quali deve apparire in sezioni differenti del documento; inoltre la divisione
deve essere sufficientemente logica in modo da poter trovare facilmente quello
che serve.

Lo stesso principio può essere applicato al software. Un aspetto da tenere
in considerazione è che un software deve essere principalmente scritto per per-
sone e non per i computer. Questa considerazione potrebbe sembrare assurda;
il software è ovviamente scritto per essere eseguito da computer e i compilatori
non si preoccupano di chi lo ha scritto. Rimane il fatto che i programmatori
devono leggere e capire un programma mentre lo scrivono e lo modificano.
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Siccome la manutenzione del software è cos̀ı comune, ogni programma dovrà
essere modificato durante la propria vita e il programmatore che lo deve mo-
dificare non deve essere necessariamente lo stesso che ha scritto il programma.
Perfino lo stesso programmatore originale tipicamente non ricorda i dettagli
del software che ha scritto a distanza di qualche mese. Perciò l’organizzazione
di un programma in capitoli e sezioni è tanto importante per i programmi dei
computer quanto per il manuale di una automobile: ciò permette alle persone
di trovare le informazioni necessarie quando ne hanno bisogno.

Il software deve essere suddiviso in parti piccole e coerenti, chiamati mo-
duli, ognuno dei quali comprensibile separatamente. Questo è un particolare
importante quando i moduli devono essere implementati da team di sviluppo
diversi. Comunque, se ci sono molte connessioni tra i diversi moduli, essi non
possono essere capiti separatamente; in questo caso i team di sviluppo non
possono lavorare separatamente, perché una sola decisione presa da un team
di sviluppo potrebbe avere effetto sul lavoro di tutti gli altri team, bloccando
l’intero progetto. Per questo motivo i moduli devono essere sufficientemente
indipendenti; questo obiettivo è chiamato modularità.

Sicuramente i moduli non possono essere completamente indipendenti, vi-
sto che alcuni moduli (i clienti) necessitano di usare servizi forniti da altri
moduli (i fornitori). Comunque la modularità implica l’esistenza di un insie-
me minimo di informazioni che devono essere necessariamente condivise tra
i clienti e i fornitori. Queste informazioni sono chiamate le interfacce dei
moduli fornitori e devono includere tutti i dettagli perché i clienti possano co-
noscere cosa offre il servizio, ma nulla circa il come il servizio venga offerto. Per
esempio, l’interfaccia di un modulo che implementa una coda consisterà di un
metodo usato per realizzare le varie operazioni della coda (aggiungere e rimuo-
vere elementi, prendere il primo elemento, ecc.), ma non l’implementazione di
tali metodi.

Le interfacce devono essere ben documentate, idealmente attraverso un
linguaggio formale in modo che il compilatore possa verificare che i program-
matori non abbiano creato delle dipendenze non necessarie. Questo obiettivo è
chiamato information hiding (ovvero occultamento dell’informazione), che
significa che al cliente non è permesso dipendere dall’implementazione del
modulo fornito ma solo dalla sua interfaccia. 2 Questo permette l’uso dell’ap-
proccio “Lego” per costruire sistemi di una certa complessità in cui i moduli
possono essere sostituiti con altri che implementano la medesima interfaccia.

I differenti linguaggi di programmazione hanno diversi metodi per sepa-
rare i programmi in moduli. La nozione di modulo può essere semplicemente
una collezioni di funzioni scritte in un singolo file. Si hanno anche metodi più

2 Il termine “information hiding” è fuorviante perché dà l’idea che il programmatore
del modulo cliente non debba conoscere nulla a proposito dell’implementazione del
modulo fornito. Questo non è sempre vero; il programmatore potrebbe conoscere
tutta l’implementazione del software, ma questa conoscenza non dovrebbe essere
usata nell’implementazione del cliente.
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sofisticati, e alcuni linguaggi distinguono esplicitamente le interfacce dall’im-
plementazione dei moduli. Comunque sia, un linguaggio di programmazione
che non supporta la modularizzazione non sarà mai usato in progetti di medie
e grosse dimensioni.

Per esempio nei linguaggi orientati agli oggetti le classi sono le unità di
modularità naturali; le classi astratte che non hanno implementazioni sono
interfacce (che è proprio il nome dato nel linguaggio Java). La classe Queue
del Capitolo 3 ne è un esempio. Come menzionato nello stesso capitolo, questa
interfaccia può essere implementata da un classe come LinkedQueue, e il pro-
grammatore della classe cliente potrebbe non essere a conoscenza di quale sia
l’implementazione effettivamente utilizzata. Dal punto di vista del compilatore
è semplice capire quale sia l’implementazione attualmente in uso.

Le interfacce Java contengono i nomi e i tipi di parametro di tutti i metodi
che l’applicazione cliente può invocare sull’oggetto Queue. Sfortunatamente,
queste non sono tutte le informazioni che il programmatore dell’applicazione
cliente deve conoscere; quello che manca è il significato di questi metodi; per
esempio, un programmatore potrebbe avere la necessità di distinguere tra uno
stack e una coda. Queste informazioni sono fornite da asserzioni secondo la
metodologia del design-by-contract, come descritto nel Capitolo 5. Un’inter-
faccia che contiene un contratto contiene tutte le informazioni necessarie alle
applicazioni cliente.

Ci sono molte metodologie che tentano di guidare il processo di suddivisio-
ne di un grosso problema in un insieme di moduli relativamente indipendenti.
In questo capitolo non ci addentreremo nei dettagli di queste metodologie. è
sufficiente dire che questi compiti rappresentano tuttora più un’arte che una
scienza precisa, e richiedono un livello di esperienza non indifferente.

Modelli di ciclo di vita

Per poter sviluppare metodi di gestione per l’ingegneria del software, è innan-
zitutto necessario capire il processo di creazione del software. Questo processo
dimostra di essere difficilmente formalizzabile. Esistono molti modelli di que-
sto processo chiamati modelli di ciclo di vita; ciascun modello guarda il
processo da un diverso punto di vista, e di conseguenza supporta metodologie
differenti. Tuttavia, tutti i modelli di ciclo di vita sono basati sulle seguenti ti-
pologie di attività, che spiegheremo attraverso l’esempio dell’implementazione
di un programma di word-processing (elaborazione testi).

Acquisizione dei requisiti. Questo è il processo di scoperta di ciò di
cui il cliente ha bisogno. Il cliente potrebbe conoscere completamente il
proprio dominio applicativo, ma solitamente sa ben poco dei problemi
che implica l’introduzione di un sistema basato su calcolatori all’interno
del proprio ambito. Questi fattori potrebbero portare a dei fraintendimenti
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che devono essere completamente rimossi per poter arrivare ad un risultato
soddisfacente. Questo lavoro porta alla redazione del documento dei
requisiti.

Alcune volte non esistono dei clienti con cui lavorare, come quando un’a-
zienda produce un prodotto off-the-shelf. In questo caso il fornitore del
software deve essere in grado di anticipare le necessità dei clienti, che
porta a delle difficoltà sempre maggiori nell’acquisizione dei requisiti. (E,
in effetti, un numero considerevole di prodotti finiscono per vendere po-
co, perché il processo non è stato in grado di anticipare le necessità del
cliente.)
Nel nostro esempio del word-processor, il documento dei requisiti conterrà
una lista delle necessità specifiche dei clienti, come per esempio l’uso di
notazioni matematiche complesse, un controllo ortografico e un generatore
automatico di etichette per gli indirizzi.
Progettazione. In questo processo il problema viene suddiviso in moduli
e vengono scelti algoritmi e strutture dati per rappresentare il dominio del
problema e eseguire le operazioni richieste. Questa attività richiede una
accurata conoscenza degli algoritmi in modo da poter fare delle scelte che
assicurino la correttezza e l’efficienza del prodotto risultante.

Il progetto del word-processor dell’esempio deve specificare i moduli re-
sponsabili dei vari compiti, come l’interfaccia utente, la manipolazione del
testo, la creazione di formule matematiche e la composizione di lettere
compresa la generazione di etichette con l’indirizzo. Il progetto del modu-
lo per la manipolazione del testo dovrebbe specificare la struttura dati che
conterrà il contenuto del testo; questa potrebbe essere, per esempio, una
lista di caratteri con dei simboli speciali per identificare quando il testo
va a capo, oppure una lista di linee ciascuna delle quali è un vettore che
contiene i caratteri che appaiono nella linea. Questo modulo deve inoltre
specificare gli algoritmi usati per eseguire azioni come l’allineamento del
testo e il controllo ortografico.
Implementazione. Questo processo si occupa di tradurre il prodotto del-
la fase di progetto in un prodotto in un linguaggio di programmazione. Pri-
ma di tutto ciascun modulo viene implementato separatamente. Quindi i
moduli sono messi insieme per formare il sistema completo; questo proces-
so è chiamato integrazione ed è spesso il momento in cui le assunzioni
nascoste si manifestano.

In nostro word-processor è ora strutturato con uno specifico linguaggio
di programmazione e è ora possibile sperimentare delle esecuzioni (anche
parziali) e vedere quello che realmente è in grado di fare.
Validazione Questo processo si occupa di assicurare che ciascun modulo,
cos̀ı come il sistema completo, soddisfi i propri requisiti. La validazione
può assumere varie forme. Solitamente include un’intensa fase di testing
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dei singoli moduli (test di unità) e del sistema completo (test di inte-
grazione). Sfortunatamente, come menzionato nel Capitolo 5, la fase di
testing non è sufficiente per scoprire tutti i possibili bug del codice. La ve-
rifica formale può assicurare che il sistema rispetti le specifiche, ma come
già menzionato non è praticabile in modo generale. Inoltre, il fatto che il
sistema rispetti le specifiche non assicura che il prodotto rispetti quello
che il cliente vuole! La verifica richiede una specifica formale per verificare
il programma, ma la traduzione dei requisiti in una specifica formale è un
problema difficile e può generare degli errori cos̀ı come la fase di imple-
mentazione. Non esiste un modo infallibile per verificare che le specifiche
rispettino i requisiti del cliente, dato che questi sono nel cervello del cliente
e non sono accessibili con i nostri tool formali.

In un processo ben progettato, ciascun modulo del word-processor può
essere testato singolarmente. Questo richiede la scrittura di programmi
dedicati per il test, siccome i moduli non sono stati progettati per lavorare
da soli. Comunque questo lavoro extra porta dei buoni risultati dato che
è più facile trovare e correggere problemi in un singolo modulo che in un
sistema completo.
Manutenzione. Questo termine viene qui usato in un senso tecnico par-
ticolare. A differenza dei sistemi meccanici, il software non è soggetto a
processi ambientali che possono causare un surriscaldamento, una perdita
di carica, oppure una perdita delle caratteristica operazionali. Non è neces-
sario quindi “revisionare” un programma dopo 200.000 chilometri oppure
dopo 10 anni (secondo a quale situazione si verifica prima), ma esso con-
tinuerà a funzionare esattamente come la prima volta. Proprio questo è
il problema! Per poter essere utile un programma deve essere cambiato.
I cambiamenti possono essere richiesti a causa del cambiamento dell’am-
biente in cui il programma opera; per esempio quando l’utente cambia
il proprio hardware da un mainframe ad un personal computer, oppure
quando aggiorna il sistema operativo. Il sistema operativo include molte
più cose del computer stesso; per esempio il programma potrebbe aver la
necessità di essere modificato quando cambiano le regole che regolano il
dominio applicativo; come potrebbe accadere al programma dei registrato-
ri di cassa di un negozio quando cambia la tipologia di tassazione applicata
ai prodotti. I cambiamenti possono anche nascere da nuove esigenze dell’u-
tente; nel momento in cui l’utente inizia ad usare il programma potrebbe
scoprire delle nuove funzionalità che sarebbero utili al proprio compito. In-
fine, e qui arrivano i problemi maggiori, le modifiche potrebbero richiedere
di riparare alcuni bug che il fornitore non ha scoperto prima del rilascio
dell’applicazione.

Nuove necessità richieste da un utente dopo la fase di rilascio di una ap-
plicazione sono inevitabili, dato che introdurre un sistema computerizzato
all’interno di un ambiente che precedentemente non l’aveva porta al cam-
biamento dell’ambiente stesso. Ciò che inizialmente era un’applicazione
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per diminuire il lavoro e automatizzare delle procedure che sarebbero al-
trimenti state fatte manualmente, diventa ora parte del lavoro stesso. Per
esempio, un contabile potrebbe iniziare ad usare un computer per sola
comodità; scoprendo che tale strumento velocizza il suo lavoro, lo stesso
contabile potrebbe decidere di aumentare il numero dei propri clienti. Ora,
quindi, il lavoro del contabile dipende dallo stesso computer e non può es-
sere fatto senza di esso. Per esempio, è difficile che un software non sia in
grado di gestire ciò che prima era possibile fare a mano, e con una clientela
maggiore questo lavoro deve essere automatizzato.

Le statistiche mostrano come i maggiori investimenti nel software coinvol-
gano la fase di manutenzione, che può ammontare anche l’80% del totale!
Di conseguenza è una buona idea spendere molto tempo nelle fasi preceden-
ti per rendere efficiente il mantenimento futuro. Molte delle metodologie
dell’ingegneria del software si basano su questa ultima considerazione.

Se nel sistema fosse necessario cambiare i codici di avviamento postale
(C.A.P.) da cinque a nove cifre, dovremmo modificare anche il sistema
di generazione delle etichette per le buste per supportare il nuovo forma-
to. Se il sistema originale era abituato a trattare il numero cinque come
un numero “magico” senza pensare che un giorno sarebbe potuto essere
cambiato è molto probabile che questa assunzione sia incapsulata in molte
parti del programma. Sarà quindi molto difficile da modificare ed il cliente
pagherà una cifra notevole per il cambiamento. A questo punto il cliente
stesso potrebbe decidere di cambiare fornitore del programma.

Infatti il cambiamento alla nuova tipologia di C.A.P. a nove cifre è esempio
reale che potrebbe portare ad ingenti investimenti per i fornitori che non
erano preparati per tale evenienza. Questo è comunque un caso particolare
del problema dell’anno 2000 discusso precedentemente.

Il modello a cascata

Il più semplice modello per il ciclo di vita di un progetto software è il mo-
dello a cascata. Tale modello assume che le attività appena menzionate si
susseguano in un ordine rigoroso. Il nome di questo modello proviene dal ve-
dere le attività che si susseguono come una cascata (si veda Figura 13.1).
In questa prospettiva, un documento dei requisiti deve essere completamente
redatto prima di poter passare alla fase di design dell’applicazione. Inoltre,
quando la fase di design inizia, il documento dei requisiti viene congelato al-
lo stato in cui si trova e non può essere modificato. La ragione che porta a
questa scelta sta nel fatto che ciascun cambiamento dei requisiti fatto dopo il
design, o ancora peggio, dopo l’implementazione richiede di tornare all’inizio
per poi cambiare in sequenza il design e l’implementazione in accordo con i
nuovi requisiti. Questo potrebbe essere troppo costoso. Invece, modifiche al
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Figura 13.1. Il modello a cascata.

passo appena precedente a quello attualmente in atto portano a cambiamen-
ti nei passi appena successivi. Gli ultimi passi aggiungono molti dettagli, e
cambiamenti in queste fasi possono essere molto complicati. Come risultato,
più il cambiamento coinvolge passi molto indietro nel tempo, maggiori sono i
costi da affrontare. È stato stimato che il costo per correggere un errore nella
fase dell’analisi dei requisiti aumenta di un fattore 10 se viene scoperto prima
dell’implementazione e di un valore 100 se viene scoperto quando il sistema è
già stato rilasciato.

Sfortunatamente, spesso nelle prime fasi, in cui vengono effettuate le scel-
te più importanti ed influenti, i problemi vengono capiti solo in modo vago.
Durante le fasi di progettazione e di implementazione aumenta la conoscenza
del problema fino a che non ci vengono in mente altre importanti scelte da
effettuare. In pratica le decisioni sbagliate sono inevitabilmente prese nelle
prime fasi del processo e di conseguenza possono essere corrette solo in fasi
successive. Questo significa che molto impegno deve essere messo nella valida-
zione dei requisiti e nel design ancora prima di cominciare l’implementazione.
Fare questo è abbastanza difficile e allo stato attuale non esistono dei tool
formali soddisfacenti che aiutino in questa validazione. Spesso si devono usare
metodi meno precisi, ma sempre utili, chiamati revisioni di progetto, dove
i requisiti ed il design sono presentati a persone con una elevata esperienza nel
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settore, le quali cercano di scoprire qualche problema che potrebbe sorgere.
Dato che i costi per i cambiamenti nella fasi di acquisizione dei requisiti e

del design sono troppo elevati, è necessario anticipare gli stessi cambiamenti
al più presto. Con un po’ di esperienza questo può essere fatto ma non c’è
dubbio che dei cambiamenti saranno fatti di sicuro in futuro. Di conseguenza
il modello a cascata è solitamente mostrato con un “flusso di ritorno” che
ammetta queste possibilità, ma le metodologie basate sul modello a cascata
offrono poco supporto quando sorge questa necessità.

Il vantaggio del modello a cascata è la visibilità del processo e la facilità
di poterlo gestire. Il processo è orientato alla documentazione e ciascun passo
del modello ha una chiara definizione dei prodotti (spesso chiamati delivera-
ble) che saranno disponibili al termine di ciascun passo. Questi prodotti, che
possono essere sia documenti che software, sono ovviamente i punti di con-
trollo del processo. Coloro che gestiscono il progetto (e spesso anche i clienti)
possono usare i deliverable per tenere traccia dell’avanzamento del progetto.

La forza del modello è anche una sua debolezza, dato che gli sforzi im-
piegati nella redazione della documentazione del processo sarebbero talvolta
meglio spesi nell’assicurare che il processo sfoci in risultati soddisfacenti. Inol-
tre, quando i requisiti cambiano è difficile far partire il processo da capo. Di
conseguenza, gli sviluppatori “fingono” cercando di modificare i documenti
esistenti per far s̀ı che sembri che i nuovi requisiti fossero già presenti. Anche
se questo è utile (ed è stato legittimato da alcuni illustri metodologisti) esso
è necessariamente propenso a fare sorgere errori. Quando molti cambiamenti
vengono fatti, la struttura diventa intricata con problemi che non sempre le
patch possono risolvere. Infine ciascuna aggiunta crea molti più problemi di
quelli che risolve e a quel punto si perde il controllo dell’intero processo.

Sviluppo evolutivo

L’ordine in cui si presentano le attività nel modello a cascata è sicuramen-
te appropriato; un programma scritto senza un buon progetto è debole, e
una fase di progetto senza aver capito i requisiti dell’utente non soddisferà le
esigenze del cliente stesso. Comunque è possibile valutare il prodotto finale
solo alla fine di questo lungo processo e, come già detto, correggere errori che
riguardano fasi iniziali del processo è parecchio dispendioso. Il modello a svi-
luppo evolutivo cerca di ridurre questo rischio supportando la produzione di
una versione iniziale del prodotto non appena possibile. Il cliente può dunque
fornire utili indicazioni sulla bontà del prodotto utilizzandolo direttamente.
Ciò permette molto spesso di scoprire assunzioni nascoste e altri problemi, in
maniera più semplice ed efficace che leggendo un gran numero di documenti.
Le indicazioni ottenuti aiutano nella creazione di una seconda versione, che a
sua volta può portare ad una terza versione e cos̀ı via.

Ciascuna versione viene prodotta in accordo con le attività specificate nel
modello a cascata, ma molto più velocemente e con molta meno documenta-
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zione. Di conseguenza il sistema risultante può essere meno strutturato e più
costoso da mantenere. Il modello è applicabile con successo quando il rischio
di errori nelle prime fasi è elevato e quando il gruppo di sviluppo (e magari
anche il cliente) non ha esperienza in tale campo.

Per poter avere una versione funzionante non appena possibile, viene so-
litamente sviluppato uno scheletro del prodotto che si concentra sulle carat-
teristiche principali, lasciando perdere le altre. Tali versioni sono chiamate
prototipi. Ulteriori versioni sono create aggiungendo altre caratteristiche al
prototipo iniziale finchè non si ottiene un sistema completamente funzionante.
Questo processo è chiamato programmazione esplorativa. Un approccio
più radicale consiste nel buttare il primo prototipo ed iniziare da capo lo svi-
luppo del secondo. Questo approccio, chiamato prototipazione veloce, ha
il vantaggio che il prototipo iniziale può essere creato velocemente, dato che
la sua qualità intrinseca non è importante. Partendo dalle lezioni apprese,
gli sviluppatori possono poi costruire il secondo prototipo senza dover dipen-
dere dal vecchio progetto. Inoltre, il primo prototipo può esser scritto in un
linguaggio di programmazione differente dal secondo. Alcuni linguaggi, come
il LISP, sono particolarmente adatti per la prototipazione veloce perché li-
berano il programmatore da tutti gli aspetti tediosi degli altri linguaggi di
programmazione come ad esempio la dichiarazione di tutti i tipi delle varia-
bili. La velocità di sviluppo risultante permette di ignorare tali dettagli. Il
secondo prototipo può essere scritto in modo più attento e con un linguaggio
più vincolante.

Se gli sviluppatori hanno una completa conoscenza del dominio applicati-
vo, il modello di sviluppo evolutivo non è necessario dato che probabilmente
possono produrre una specifica dettagliata senza sperimentazioni. Questo po-
trebbe essere il caso, per esempio, di un gruppo di sviluppo con molta espe-
rienza che deve sviluppare un prodotto molto simile a quanto già prodotto
in precedenza. La tecnica della prototipazione veloce può essere veramente
utile quando il problema da risolvere richiede idee particolarmente innovati-
ve, oppure non è compreso a fondo, come accade per esempio nell’intelligenza
artificiale.

Il modello a spirale

Il modello a spirale è una generalizzazione del precedente (vedere Figura 13.2).
Tale modello è basato su un processo iterativo e di conseguenza permette sia
lo sviluppo evolutivo del prodotto che la prototipazione veloce, in cui ciascun
ciclo è basato sul modello a cascata. Il principale contributo del modello a
spirale è la focalizzazione sulla gestione del rischio. Ciascuna iterazione nella
spirale inizia con una fase in cui gli obiettivi dell’iterazione sono determinati
insieme alle possibili alternative per raggiungerli (Figura 13.2 in alto a sini-
stra). Questa è seguita da una fase di studio del rischio, in cui viene analizzato
il rischio associato a ciascuna alternativa (figura in alto a destra). Per esem-
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Figura 13.2. Il modello a spirale. (Da Boehm, 19883.)

pio, la scelta della piattaforma hardware, il linguaggio di programmazione,
e gli strumenti software possono essere valutati in questa fase. Per le nuove
tecnologie, dove il rischio è particolarmente alto, può essere necessario saggia-
re la tecnologia su piccola scala per diminuire il rischio associato. Dopo che
una alternativa è stata selezionata viene portata avanti e valutata nella terza
fase (figura in basso a destra). Questa valutazione è poi usata per pianificare
l’iterazione successiva (figura in basso a sinistra). È da sottolineare che il mo-
dello a spirale non specifica nel dettaglio alcuna di queste iterazioni, le quali
potrebbero seguire il modello a cascata, o anche allocare le attività in qualche
altro modo.

Come il modello a cascata, anche il modello a spirale ha come finalità prin-
cipale quella di controllo del processo ed è anch’esso particolarmente orientato
alla documentazione. Infatti, esso ha deliverable addizionali che sono il risul-
tato delle tre fasi per la gestione del rischio. Questo è considerato un piccolo
prezzo da pagare in progetti ad elevato tasso di rischio.

Sviluppo orientato agli oggetti

Come abbiamo visto nel Capitolo 3, i linguaggi di programmazione orienta-
ti agli oggetti nascono dalla necessità di avere un modello del mondo reale.
3 B. W. Boehm, A spiral model of software development and enhancement. IEEE
Computer, 21(5), S. 61–72, 1988.
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È quindi naturale che i concetti di classe ed oggetto siano particolarmente
adatti per il progetto e l’acquisizione dei requisiti. I passi della metodologia di
progettazione orientata agli oggetti sono simili a quelli delle altre metodologie
presentate precedentemente. Però, le metodologie orientate agli oggetti hanno
l’importante vantaggio di impiegare un vocabolario comune lungo le diverse
attività, basato sulla nozione di classe ed oggetto. Per esempio, un programma
per gestire un negozio in una catena di supermercati è specificato in maniera
naturale in termini di oggetti che descrivono impiegati, cassiere, registratori di
cassa, magazzini, ecc. La fase di progetto può aggiungere ulteriori oggetti de-
dicati a scopi di computazione interna, ma ciò risulta essere una elaborazione
delle specifiche, piuttosto che una differente tipologia di documento.

Nelle prime metodologie illustrate, le transizioni tra attività coinvolgeva-
no anche il cambiamento dei formalismi descrittivi. La necessità di cambiare
rappresentazione è uno dei punti deboli delle metodologie non orientate agli
oggetti, siccome è molto probabile creare dei divari tra le differenti attività.
Per esempio, è molto comune tra i programmatori ignorare il progetto pre-
parato per loro poiché formulato in un formalismo che non è direttamente
correlato con il linguaggio di programmazione utilizzato. Il vocabolario comu-
ne nella metodologia orientata agli oggetti lenisce questo fenomeno. Inoltre
permette di avere delle informazioni condivise tra le varie attività; per esem-
pio, il progetto potrebbe essere intervallato con fasi di programmazione. In
questo modo, l’esperienza acquisita nell’implementazione di una parte del si-
stema può chiarificare alcuni problemi che possono sorgere durante il progetto
di altre parti. Man mano che il processo avanza, questo fenomeno può velo-
cizzare lo sviluppo fornendo utili indicazioni senza impattare sulla qualità del
progetto.

Uno degli obiettivi più importanti dell’ingegneria del software è sempre
stato il riuso, ovvero l’abilità di usare artefatti (programmi, progetti e anche
requisiti), sviluppati in un progetto precedente, per il progetto attualmente
in corso. Il vantaggio del riuso appare abbastanza ovvio: esso permette allo
sviluppatore di creare un nuovo progetto velocemente dopo un investimento
iniziale nel primo progetto di questo tipo. 4 La tecnologia ad oggetti offre una
soluzione tecnica per il riuso. Siccome le classi incapsulano i tipi di dato con le
operazioni associate, sono le unità computazionali naturalmente riutilizzate.
Questo è uno dei principali benefici dello sviluppo orientato agli oggetti.

Extreme programming (Programmazione estrema)

Il principio alla base del modello a cascata è che il costo dei cambiamenti
cresce drasticamente nel tempo, cos̀ı che gli errori nelle prime fasi del progetto

4 Ci sono comunque rischi anche nell’utilizzare il riuso come tecnica, basti pensa-
re all’aneddoto dell’esplosione dell’Arianne 5 menzionato all’inizio del capitolo.
Sfortunatamente, questi rischi sono molto meno ovvi.
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diventano mano a mano sempre più costosi da sistemare mentre si avanza di
passo in passo. Come risultato, è necessario prevedere i cambiamenti il più
presto possibile e descriverli nel documento di progetto. Questo può rendere
il design più complesso del necessario.

Recentemente è stata sviluppata la tecnica del refactoring (ovvero ri-
fattorizzazione) per aiutare a risolvere questo problema. Invece di congelare
il risultato del progetto quando inizia l’implementazione, questa visione se-
gue un approccio opposto: il progetto dovrebbe essere flessibile e dovrebbe
cambiare con l’implementazione. Questo non è facile da realizzare. Quello che
accade di solito nell’implementazione è la modifica del prodotto in base alle
esigenze del cliente, ai cambiamenti dell’ambiente, ai bug scoperti, ma sem-
pre mediante lo sviluppo di “patch” (ovvero pezze) che tentano di modificare
alcuni aspetti del programma senza intaccare la vista generale. Ne consegue
che il programma devia dal progetto originale, e diventa sempre più difficile
da modificare. Le tecnologie di refactoring tentano di preservare la qualità
del progetto invece di cambiare il codice. La programmazione si alterna tra
modifiche che aggiungono nuove funzionalità o risolvono bug, e attività di re-
factoring, che migliorano la struttura di un programma senza intaccarne la
sua funzionalità.

Questo è simile a quello che succede quando si devono apportare modifiche
alla propria abitazione. Per esempio, quando si aggiunge una nuova presa
elettrica la prima cosa che si fa è rompere il muro per avere accesso ai cavi
elettrici. Dopo l’installazione di nuovi fili e della presa, bisogna chiudere il buco
nel muro e ridipingere la parete. Queste ultime azioni non hanno nulla a che
fare con l’installazione della nuova presa elettrica; la presa fornisce la stessa
funzionalità anche se non si ripara il muro. Queste azioni vengono eseguite
per restituire al muro la condizione iniziale.

Un esperto in tecnologie ad oggetti ha paragonato la pulizia del progetto
con al pagamento di un debito, modificare un programma tanto da stravol-
gerne il progetto è come contrarre un debito. Un debito non pagato accumula
interessi e se rimane non pagato per molto tempo potrebbe crescere oltre alla
capacità di essere pagato. In modo simile, se un programma devia dal progetto
potrebbe diventare non più gestibile. Alla fine potrebbe diventare impossibile
apportare ulteriori modifiche, dato che ogni volta c verranno introdotti più
problemi di quanti se ne risolvono. Occasionalmente è utile prendere in pre-
stito dei soldi, ma il debito dovrebbe essere pagato il prima possibile. In modo
simile è utile apportare piccoli cambiamenti al programma in modo da sfrutta-
re delle opportunità. Comunque il programma dovrebbe essere rifattorizzato
al più presto in modo da riallinearlo ad un buon progetto.

Il refactoring offre un insieme di metodi dettagliati per migliorare il pro-
getto di un programma senza influire sulle sue funzionalità. In questo modo,
la comprensione della struttura del programma è sfruttata per migliorarne il
progetto. Tale comprensione può essere raggiunta anche durante il processo
di aggiunta di nuove funzionalità, trovando e correggendo bug, e durante la
revisione del codice.
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Con il refactoring è possibile correggere errori di progetto (o modificare il
progetto iniziale) senza provocare grossi problemi nell’evoluzione del processo.
Questo potrebbe non essere efficace in grossi progetti, ma funziona molto bene
in progetti di medie-piccole dimensioni: dato che la risoluzione degli errori
di progetto non è in questo caso proibitiva, il progetto iniziale può essere
mantenuto semplice in modo da semplificare i passi successivi del progetto
stesso. Questo conduce ad un differente stile di sviluppo chiamato extreme
programming.

La metodologia dell’extreme programming tiene in alta considerazione la
semplicità. Viene chiamata estrema perché porta ogni buona pratica di svilup-
po all’estremo. Per esempio, tale tecnica si basa su testing frequente ed auto-
matizzato, che è una premessa di base al processo di refactoring. Lo sviluppo
evolutivo è anche considerato a differenti livelli. Innanzitutto, l’integrazione
di sistemi viene eseguita spesso, almeno una volta al giorno. Questo signifi-
ca che un sistema completamente funzionante è sempre disponibile. Sebbene
una versione intermedia del sistema non soddisfi tutti i requisiti, può essere
usata per valutare lo stato attuale dello sviluppo in molte direzioni sempli-
cemente attraverso il suo uso. Secondariamente, lo sviluppo è basato su cicli
brevi (di circa tre settimane), ciascuno dei quali contiene le attività di ac-
quisizione dei requisiti, di progetto, di implementazione, e di validazione in
un’unica soluzione. Alla fine, i prodotti vengono rilasciati all’utente finale in
breve tempo (solitamente pochi mesi); ciò significa che il cliente è comple-
tamente coinvolto nel progetto, invece che solamente all’inizio del progetto.
Quindi, la presenza fisica di un rappresentante del cliente è un requisito base
dell’extreme programming.

Nella tecnica dell’extreme programming il codice viene revisionato conti-
nuamente, attraverso la tecnica del pair programming (programmazione in
coppia), in cui ogni attività di sviluppo viene portata avanti da due persone.
In questa situazione un componente della coppia userà il computer per scri-
vere o modificare il programma, mentre l’altro componente “sta alle spalle”
del primo per controllare il software, cercare errori sia logici che di sintassi.
Periodicamente, il “guidatore” ed il “copilota” si invertono i ruoli. Pare che
due persone che compiono lo stesso lavoro producano la metà del lavoro. Al
contrario, alcuni studi mostrano che la tecnica del pair programming è pro-
duttiva quasi quanto due persone che lavorano in modo separato in termini
di lavoro prodotto, ed il risultato è un prodotto di qualità più alta.

Questa tecnica non è ancora stata usata a sufficienza per poter essere
completamente valutata, ma quando la si usa sembra che sia molto efficace. Ci
si aspetta che l’extreme programming possa rimpiazzare le altre metodologie
che risultano essere più pesanti.
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La psicologia dell’ingegneria del software

I progettisti di metodologie solitamente tendono a dimenticare il più impor-
tante fattore dell’ingegneria del software: gli analisti, i progettisti, i program-
matori e i manager. Queste sono tutte persone che hanno diversi punti di forza
e di debolezza. Una delle debolezze è la tendenza ad infrangere le regole, che
tende a rendere difficile l’imposizione dei requisiti di una metodologia. È pos-
sibile che i programmatori producano una documentazione voluminosa, ma è
anche vero che è quasi impossibile forzarli a produrre della documentazione
utile. Se usata correttamente, la tendenza delle persone ad infrangere le re-
gole può essere anche un punto di forza. Per esempio, si raccontano parecchi
aneddoti di progetti salvati da persone che vanno oltre quanto richiesto loro
e che sono in grado di risolvere i problemi che hanno notato.

È ben noto, anche se spesso viene dimenticato, che esistono molti fattori
che hanno un forte impatto sulle prestazioni e sulla produttività delle persone,
oltre quelle metodologiche. Un famoso aneddoto racconta di un grande spazio
aperto per studenti, in un centro di calcolo di una università, che aveva un
certo numero di macchine abbastanza obsolete. Quando una coppia di studenti
si lamenta del rumore proveniente da un angolo della stanza, l’amministratore
spostò altrove tali macchine. Immediatamente dopo il trasloco si manifestò un
problema più serio: i due consulenti forniti dal centro di calcolo per aiutare gli
studenti, si trovarono loro stessi oberati di lavoro, con un’interminabile coda
di studenti fuori dalla loro porta. Ci si rese conto che il rumore prodotto dalle
macchine obsolete era invece prodotto dagli studenti che parlavano tra di loro
dei problemi di programmazione, e dato che solitamente erano spesso simili,
molti di questi venivano risolti sul posto e senza alcuna consulenza. Solamente
problemi inusuali venivano proposti ai consulenti. Con la rimozione di questo
efficace servizio, la situazione cambiò in peggio.

Negli anni recenti, sono apparse differenti metodologie che cercano di risol-
vere questi problemi umani. Invece di chiamarle “metodologie leggere” che è
un termine negativo che le distingue dalle “metodologie pesanti”, si è pensato
di chiamarle metodologie agili. Questo termine sottolinea il cambiamento del
problema dalla gestione basata sui documenti verso quella basata sulle perso-
ne. Le metodologie agili, di cui l’extreme programming è un esempio, cerca di
dare alle persone le motivazioni e il supporto di cui hanno bisogno per fare il
loro lavoro, e la fiducia necessaria a farlo al meglio. Come risultato, tali tecni-
che danno particolare enfasi alla comunicazione tra il cliente, il progettista e
i programmatori, e consiglia che tutti lavorino a stretto contatto, se possibile
anche nella stessa stanza. Quando i membri di un gruppo comunicano effica-
cemente è richiesta molta meno documentazione. Invece di mantenere traccia
del progetto attraverso documentazione secondaria, le metodologie agili usano
il prodotto software. È molto più facile valutare un prodotto funzionante di
un documento di progetto. Ovviamente questo implica che il processo deb-
ba prevedere frequentemente il rilascio di versioni funzionanti del prodotto.
Come risultato di tale filosofia, i gruppi che utilizzano metodologie agili pos-
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sono rispondere più pro-attivamente ai cambiamenti rispetto a metodologie
con piani predefiniti.

Le metodologie tradizionali che seguono la strategia della “catena di mon-
taggio” considerano gli sviluppatori (analisti, progettisti, programmatori e
tester) come elementi intercambiabili nelle varie categorie.

Le tecniche agili si focalizzano invece sulle abilità individuali, senza im-
porre limiti rigidi, permettendo che gli sviluppatori guadagnino conoscenza
ed esperienza lavorando a contatto con gli altri.

Gli sviluppatori iniziano come apprendisti facendo le parti del lavoro più
semplici e tediose, e non si spostano verso problemi che richiedono più espe-
rienza. Quando compiono dei progressi, vengono messi di fronte a composti
più complessi fino a quando non raggiungono la posizione in cui diventano
padroni delle tecniche di soluzione di problemi.

È importante capire che questo non corrisponde al classico percorso che
porta uno sviluppatore a diventare un manager. Un programmatore specializ-
zato si prende più responsabilità di un apprendista, comprese quelle di gestio-
ne, ma questo non preclude il fatto che possano essere messi a fare quello che
sono in grado di fare meglio, come ad esempio lo sviluppo del software. È inu-
tile dire che tale approccio enfatizza in modo particolare l’individuo anzichè
il processo ed è spesso preferito dagli stessi sviluppatori.

È chiaro che i gruppi di lavoro più grossi o quelli che lavorano ad appli-
cazioni ad alto rischio debbano usare dei processi più formali, con molta più
documentazione rispetto a gruppi che sviluppano software meno critiche. In
verità esistono molte varietà di metodi agili adatti a diverse tipologie di proget-
ti. Quando l’approccio diventerà più conosciuto e consolidato, probabilmente
verrà testato in organizzazioni più ampie comprese quelle che sviluppano ap-
plicazioni critiche. Coloro che sono affezionati alle metodologie agili per lo
sviluppo del software dichiarano che non esista cosa che tali metodologie non
possano fare. Solo il tempo ci dirà se hanno ragione.

Etica professionale

A causa del crescente uso del software in sistemi critici da una parte, e la
nostra insufficiente abilità nel verificare la sua correttezza dall’altra, molta
enfasi deve essere posta sull’integrità e la professionalità delle persone che
specificano, progettano e sviluppano sistemi basati su calcolatori. Essi devono
dare il loro meglio affinché il software prodotto abbia la più alta qualità in
accordo con le migliori tecniche a disposizione.

Le due più importanti organizzazioni dell’ambito informatico, l’ACM e la
IEEE Computer Society hanno preparato un codice etico per i professionisti
informatici. Questo documento specifica le responsabilità di uno sviluppatore
di sistemi informatici nel rispetto della società civile in generale e dell’orga-
nizzazione per cui lavorano in particolare. Per esempio, si richiede che con-
tribuiscano al benessere della società e dell’uomo, evitino di arrecare danno
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agli altri, siano onesti, rispettino la privacy, la confidenzialità, e la “proprietà
intellettuale” altrui. Essi dovrebbero sforzarsi di produrre il proprio lavoro
professionalmente, efficacemente e al massimo della qualità; dovrebbero edu-
care gli altri sulle implicazioni che comporta l’uso di sistemi informatici, oltre
a far progredire l’educazione tecnica personale. I manager dovrebbero creare
un ambiente di lavoro che renda agevole agli impiegati il compito di andare
dietro al codice, e devono essere sicuri che siano prese in considerazione le
necessità di tutte le persone coinvolte dal prodotto.

Un altro problema riguarda la certificazione. I professionisti del settore
devono essere certificati da una società professionista, e le certificazioni devo-
no essere un requisito fondamentale per lavorare a progetti critici? La IEEE
Computer Society ha un programma di certificazione volontaria per i suoi
membri che, oltre ai requisiti tecnici per la certificazione, richiede anche la
conoscenza del codice etico. Ci si aspetta che tali programmi, insieme ai corsi
di etica nel curriculum tecnico informatico, portino a più alti standard etici e
quindi a prodotti di maggiore qualità.

La ricerca nell’ingegneria del software

Alla fine degli anni ’70, un candidato per una posizione di lavoro si presentò
al centro di ricerche dell’IBM per un seminario ed un colloquio di lavoro.
I concetti che illustrò avevano a che fare con il confronto tra linguaggi di
programmazione. Dopo 15 minuti fu abbastanza chiaro che stava presentando
un metodo per confrontare la sintassi dei linguaggi di programmazione. Una
delle persone presenti nella sala, un esperto di linguaggi formali, alzò la mano
e disse: “Ma questo problema è indecidibile!”. La persona in cerca di lavoro
rispose: “Ma quello è solo un risultato teorico; quello che vi sto presentando
è invece un algoritmo pratico”. Ovviamente non ebbe mai il lavoro . . .

Nelle discipline ingegneristiche c’è la tendenza ad avere attriti continui
tra teoria e pratica, e ci vuole parecchio tempo prima che le idee teoriche
vengano assorbite dai professionisti del settore. Certe idee sono assimilate
immediatamente, altre richiedono più tempo, mentre alcune rimangono pura
teoria (la cui importanza non viene comunque dimenticata).

Nella algoritmica considerazioni di efficienza (Capitolo 6) attirano mag-
giormente i professionisti, rispetto alla correttezza (Capitolo 5). Questo è pro-
babilmente causato da due motivi. Primo, un programma particolarmente
inefficiente è inusabile, mentre un programma con alcuni bug che si mani-
festano raramente può essere comunque utilizzato (anche se con un po’ di
frustrazione). Secondo, la scoperta di un nuovo algoritmo da parte dei teorici,
magari più efficiente, è solitamente semplice da tradurre in codice, ed una vol-
ta fatto, il codice può essere usato in molte altre applicazioni. D’altro canto,
provare la correttezza di un programma è notoriamente un’attività complessa
e deve essere compiuta in modo differente da un programma a l’altro.
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La ricerca sulla correttezza degli algoritmi ha influenzato l’ingegneria del
software in molti modi. L’uso più comune dei metodi formali nell’industria è
per la verifica, che prova formalmente che un programma soddisfa le specifiche
per cui è stato realizzato. Vedremo questi aspetti nel Capitolo 14. Esistono
anche strumenti più sofisticati che possono aiutare a verificare una prova schiz-
zata da un esperto. Questi strumenti hanno un duplice vantaggio. Prima di
tutto sono in grado di costruire prove formali ad un livello di dettaglio non
raggiungibile da un uomo, non perché sia irraggiungibile in se, ma semplice-
mente perché è un lavoro lungo e tedioso. Secondariamente, essi permettono
ai loro utenti di concentrarsi su concetti e strategie di alto livello, lasciando i
dettagli allo strumento stesso. Ancora, la verifica richiede un sacco di tempo
e di risorse, ed è per questo che è stata ampiamente applicata principalmen-
te dalle aziende di hardware, visto che gli errori hardware sono più difficili
da risolvere rispetto a quelli software. Per esempio, nei microprocessori della
AMD Athlon tutte le operazioni elementari con operandi in virgola mobile
sono state verificate affinché rispettassero le specifiche. Il lavoro fu eseguito
alla AMD ancora prima che il processore Athlon fosse stato fabbricato, e ven-
nero scoperti parecchi bug. Anche Motorola e Intel hanno avuto risultati di
particolare rilevanza utilizzando strumenti di verifica formale.

Un importante contributo dei metodi formali nella pratica è il progetto by
contract, menzionato nel Capitolo 5. Le asserzioni che possono essere scritte
in linguaggi come Eiffel non sono sufficientemente forti da esprimere tutte le
proprietà matematiche di un programma che sono necessarie per la verifica.
Resta comunque il fatto che esse sono eseguibili, nel senso che un computer
può verificare durante l’esecuzione la loro verità. Di conseguenza il progetto
by contract è un buon esempio di un formalismo utile per ragionare attorno
ad una applicazione. Inoltre, esso incoraggia gli sviluppatori a pensare alle
proprietà formali del loro codice, e quindi a dimostrare a loro stessi (senza
l’assistenza automatizzata, per il momento) che quello che stanno sviluppan-
do è corretto. Non appena gli strumenti di dimostrazione diventeranno più
sofisticati, saranno in grado di offrire più aiuto in questo processo.

La ricerca si è anche data da fare per sviluppare linguaggi per descrive-
re requisiti e specifiche, in particolare linguaggi formali che siano sia visua-
li che matematici, e che possano essere usati per specificare comportamenti
complessi. Il prossimo capitolo discuterà questo argomento.
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Sistemi reattivi
ovvero, riuscire a farlo funzionare a
dovere nel tempo

Quando ti invoco: presto, rispondimi.
Salmi 102:3

Io gli indicai un termine di tempo {...}
Neemia 2:6

Il capitolo precedente ha discusso di problemi generali che si devono affrontare
quando si ha a che fare non solo con algoritmi o con programmi, ma con sistemi
di una certa complessità e dimensione. In questo capitolo ci concentreremo su
una tipologia di sistemi particolarmente problematica, e in particolare sulle
sue sfaccettature più complesse. I tipi di sistemi che abbiamo in mente sono
prevalentemente reattivi, e le difficoltà consistono nella specifica, analisi e
implementazione del loro comportamento nel tempo.

Alcuni sistemi sono davvero complessi, ma per fortuna sono di natura tra-
sformativa; sono del tipo input/processamento/output, ed eseguono il loro
compito predefinito ogni volta che viene inserito in ingresso un nuovo insieme
di dati. Questo significa che la loro complessità è dovuta alle computazioni e
al flusso dei dati. In questi casi, dobbiamo sapere che il nostro piccolo ami-
co Runaround ha molte cose a cui pensare e molte altre da portarsi dietro.
Un tipico componente di tali sistemi attende che arrivino tutti gli input, li
processa, e invia i propri risultati agli altri componenti per poi tornare nello
stato di attesa di nuovi input. Sistemi di questo tipo possono essere descritti
e analizzati in modo soddisfacente attraverso tecniche di analisi del flusso
dei dati, che identificano, oltre allo scambio di dati tra i vari componenti,
anche il comportamento interno dei componenti coinvolti1. Di conseguenza il
comportamento dinamico di un sistema trasformazionale è determinato dalle
connessioni tra i componenti e gli oggetti.

Sono molto più problematici quei sistemi complessi e di grosse dimen-
sioni che sono pesantemente control-driven (ovvero legati al controllo) e
event-driven (ovvero legati agli eventi). Tali sistemi vengono classificati co-

1 Buona parte delle figure a nuvoletta del libro sono qualche tipo di diagrammi di
flusso dei dati. Tipicamente, usiamo nuvolette per le attività, rettangoli per i dati,
e frecce per indicare il flusso stesso dei dati. Il significato di questi diagrammi è
solitamente chiaro, anche se non si impongono convenzioni rigorose su quando e
perché i dati si spostano.
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me reattivi. Il loro ruolo è quello di reagire a differenti tipologie di eventi,
segnali e condizioni secondo relazioni complesse. I sistemi reattivi non devono
essere necessariamente concorrenti e distribuiti, sebbene molti di essi lo siano.
Sicuramente devono rispondere all’arrivo di nuovi eventi in maniera rapida;
per questo vengono classificati come time-critical. Qui, il piccolo processore
Runaround, o molti di essi se il sistema è anche concorrente, deve essere sem-
pre sull’attenti e veloce a rispondere. Infatti, non è una esagerazione dire che
una vasta porzione dei sistemi informatici sono reattivi o hanno delle parti
dominanti che sono reattive. Esempio di questi sistemi comprendono sistemi
relativamente piccoli come videoregistratori, telefoni cellulari e terminali del
bancomat, e sistemi anche più complessi quali sistemi su automobili e velivoli,
impianti chimici, sistemi di controllo per le telecomunicazioni, robot industria-
li e applicazioni interattive come gli editor di testo e i fogli elettronici. Questi
sistemi hanno una relazione intricata con il loro ambiente, devono reagire cor-
rettamente e rapidamente ad eventi come pressione di tasti, temperature che
superano soglie predefinite, cursori mossi sullo schermo e altro ancora. Soli-
tamente questi sistemi comprendono anche internamente un’ampia dinamica
reattiva. Inoltre, nell’era di Internet, sempre più sistemi web sono reattivi, con
manipolazioni che magari interessano una parte del sistema, ma che poi cau-
sano una reazione da parte di altri componenti; inoltre spesso molte reazioni
devono scattare contemporaneamente.

Di conseguenza, i componenti dominanti nel determinare la complessità di
un sistema reattivo non sono quelli che hanno una certa complessità compu-
tazionale o quelli che hanno un flusso di dati complesso, ma quelli governati
da intricati modelli di causa/effetto, che spesso sono anche caratterizzati da
un alto grado di concorrenza e aspetti temporali.

Il problema maggiore introdotto dalla reattività è la specifica del compor-
tamento del sistema durante il suo ciclo di vita e il modo con cui lo stesso
sistema può essere implementato, analizzato e verificato. Che cosa accadrà e
quando? Perché questi eventi dovrebbero accadere? Quali altri fenomeni pos-
sono emergere nel momento in cui accadono? Possono accadere altri fenomeni
nel frattempo? Tutti questi eventi sono obbligatori oppure ne accadono solo
alcuni in modo non predefinito? Esistono dei vincoli temporali tra due eventi
differenti? Qual è il risultato che si ottiene quando ci si aspetta un evento e
questo non accade? Quali eventi non devono verificarsi e in quali circostanze?
E molte altre domande possono sorgere durante l’analisi di sistemi reattivi.

È interessante che la reattività non è una caratteristica dei soli sistemi
computerizzati. Questo fenomeno è presente nei sistemi biologici i quali, no-
nostante siano molto più piccoli di qualunque altro artefatto umano, possono
essere molto più complicati. Esempi di sistemi reattivi si trovano anche in
sistemi sociali ed economici. Anche questi sistemi hanno una natura reatti-
va intricata ed essere in grado di comprenderli ed analizzarli completamente
per poterne anche predire il comportamento futuro richiede una certa dose di
intelligenza. Questo conduce alla convinzione che alcune delle soluzioni offer-
te dall’informatica e dai sistemi ingegneristici possano essere usate anche nei
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sistemi reattivi non computerizzati. In modo duale, si potrebbe anche impa-
rare molto dal comportamento tenuto da Madre Natura con i propri sistemi
reattivi, e poi cercare di trasferire tali conoscenze nei sistemi computerizzati.

Formalismi visuali per comportamenti reattivi

Il principale artefatto necessario allo sviluppo di un sistema reattivo affidabile
è un modello generale del sistema, il quale consiste di una rappresentazione
comprensibile dei suoi aspetti strutturali e comportamentali. Esso è utile co-
me veicolo per i membri del gruppo che si occupano delle specifiche e della
progettazione, per catturare i loro pensieri e incorporarli nelle specifiche in
modo da ottenere una successiva corretta implementazione. In molti casi, un
modello è come un insieme di progetti redatti da un architetto per descrivere
una casa o un ponte. La differenza sta comunque nella dinamica, visto che i
sistemi reattivi cambiano nel tempo, eseguono azioni e si comportano in base
agli eventi. Queste considerazioni non valgono per quanto riguarda le case o i
ponti. Di conseguenza, mentre la descrizione strutturale di un sistema reattivo
può essere considerata come la sua ossatura portante, il suo comportamento è
assimilabile, per similitudine, al cuore e allo spirito. Il comportamento in un
sistema reattivo è come il motore di un’automobile, senza di esso l’auto non
si muove. Inoltre, il comportamento nel tempo è molto meno tangibile della
stessa funzionalità complessiva di una sistema reattivo, o della sua struttura
fisica, ed è questo che rende lo sviluppo di un sistema reattivo cos̀ı difficile e
propenso all’errore.

Un approccio alla specifica del comportamento di tali sistemi sono i for-
malismi visuali, particolari linguaggi che sono sia intuitivi che rigorosi. Le
figure sono solitamente più comprensibili del testo e dei simboli, e se usate cor-
rettamente, permettono di pensare ad un livello di astrazione più alto rispetto
a quanto accade con il semplice testo. Ma questi linguaggi non sono solamente
grafici. Proprio come un linguaggio di programmazione di alto livello, anche
questi linguaggi non richiedono solamente editor ma anche compilatori, inter-
preti e strumenti di debug; quindi i linguaggi per modellare il comportamento
di un sistema reattivo richiedono molto più di un insieme di diagrammi e di
un editor grafico. Quello di cui abbiamo bisogno sono strumenti per esegui-
re i modelli e per compilarli in un linguaggio convenzionale; tale attività è
chiamata generazione o sintesi del codice.

Di conseguenza, i formalismi visuali per i comportamenti reattivi, cos̀ı co-
me linguaggi convenzionali per la programmazione, devono essere rilasciati
con una sintassi che permetta di determinare ciò che è permesso, e con una
semantica che ne definisca il significato. I linguaggi grafici sono spesso basati
sull’uso di quadrati e frecce, con relazioni topologiche tra loro, come l’incap-
sulamento, la connessioneà e l’adiacenza. Tali linguaggi sono spesso gerarchici
e modulari.
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Esistono molti linguaggi per specificare i comportamenti reattivi, molti dei
quali possono essere etichettati come formalismi visuali. Tra i più interessanti
troviamo le reti di Petri e i diagrammi SDL (che sono entrambi linguaggi
visuali), e Esterel, Signal e Lustre, che sono più vicini ad un linguaggio di
programmazione classico, ma che presentano un’interfaccia grafica. Scegliamo
di cominciare la discussione descrivendo un particolare esempio di formalismo
visuale per comportamenti reattivi, detto statechart.

Statechart per comportamenti reattivi

Le macchine a stati finiti e i loro diagrammi sembrano essere un punto di
partenza soddisfacente per specificare i comportamenti reattivi. Identifichiamo
gli stati del sistema, o i modi operativi, e procediamo specificando gli eventi e le
condizioni che causano una transizione tra stati, e le azioni (ad esempio, l’invio
e la ricezione di dati, l’inizio e la fine di attività, e cos̀ı via) che appartengono al
sistema. Il Capitolo 9 contiene un semplice esempio di diagramma che descrive
parte del comportamento di un orologio digitale (vedere Figura 9.14).

Comunque, ci sono diversi problemi nell’uso banale delle macchine a stati
per la modellazione di casi complessi. Per prima cosa, i diagrammi sono “piat-
ti”, mentre i comportamenti reattivi di sistemi anche relativamente piccoli
tendono per natura ad avere diversi livelli di dettaglio. (Togliere la corrente
elettrica è un evento di alto livello, mentre muovere il cursore su un’icona è
di basso livello). Questi livelli sono utili non solo per la chiarezza e la com-
pletezza, ma anche durante il processo di sviluppo; si consideri l’orologio di
Figura 9.14. Ci piacerebbe poter continuare la specifica descrivendo il com-
portamento del cronometro (per esempio, come e quando esso si avvia e si
spegne), e le varie possibilità di aggiornamento come specifiche separate. Tut-
to ciò che dobbiamo aggiornare è lo stato chiamato update-watch, il quale
presumibilmente denota o contiene un numero di sottostati che si occupano
dell’aggiornamento dei secondi, minuti, ore, e mesi, cos̀ı come ci saranno altri
tre stati per l’aggiornamento della sveglia.

In secondo luogo, i diagrammi a stati sono sequenziali e non forniscono in
maniera naturale supporto alla concorrenza. Per esempio, si supponga che il
nostro orologio abbia una piccola lampadina per l’illuminazione notturna del
quadrante che può essere accesa e spenta indipendentemente dal meccanismo
dell’orologio. Se la lampadina fosse controllata come entità completamente
separata, ad esempio attraverso un bottone indipendente, tutto ciò di cui
avremmo bisogno avrebbe un diagramma a due stati, separato dal diagramma
del resto del sistema. In verità, comunque, la funzionalità luce del quadrante
in un orologio non è cos̀ı evidente. Potrebbe non essere sempre applicabile -
come ad esempio nel momento in cui l’orologio si dovesse trovare nello stato
stopwatch.

Possiamo sicuramente combinare le informazioni relative alla lampadina
con il resto della descrizione rappresentando ciascuno dei vecchi stati con un
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nuovo stato; uno nel caso in cui la luce sia accesa, ed uno per quando è spenta
2. Comunque, se questo approccio fosse adottato in generale per gestire la
concorrenza, il risultato sarebbe una crescita esponenziale del numero degli
stati che devono essere esplicitamente descritti. (Perché?) Ovviamente, questi
problemi, che già si presentano in piccoli sistemi come l’orologio digitale, sono
molto evidenti in sistemi complessi in cui il numero degli stati è elevato.

Nel tentativo di risolvere questi difetti, il formalismo del diagramma de-
gli stati è stato esteso, arrivando ad un linguaggio chiamato statechart. La
Figura 14.1 mostra uno statechart per una versione più dettagliata della spe-
cifica dell’orologio di Figura 9.14, che include oltre al componente lampadina,
anche nuovi raffinamenti degli stati stopwatch e update, e addirittura un nuovo
stato beeping. (Per brevità, sono state omesse le parole pressed per l’evento
button-pressing).
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Figura 14.1. Statechart di una versione più dettagliata dell’orologio digitale di
Figura 9.14.

2 È anche possibile specificare la lampadina come un oggetto separato e quin-
di programmare l’interazione tra gli oggetti. Ritorneremo su questa possibilità
successivamente.
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Il formalismo degli statechart permette la definizione di stati multi-livello,
decomponibili attraverso operatori and/or, il che consente una specifica più
compatta. Per catturare la gerarchia degli stati, i rettangoli con gli angoli
smussati possono essere raggruppati. Lo stato update-watch di Figura 14.1,
per esempio, consiste nella composizione di sei sottostati, posti in relazione
tra loro mediante l’operatore “or esclusivo”; a questo punto il singolo stato
update-watch ha il significato di uno dei sei sottostati. Per maggiore chiarezza,
o per favorire uno sviluppo graduale, si potrebbero raggruppare insieme i sei
sottostati. Potevamo anche decidere che ci sarebbe stato un solo stato per
l’update (come infatti avevamo fatto, basti vedere Figura 9.14), e solamente
in seguito proseguire ad effettuare il suo raffinamento. Inoltre, tutti e sei gli
stati hanno al più una proprietà in comune: tutti rispondono alla pressione
di b, fermando il processo di update e ritornando allo stato display-time. Se
fosse stato usato il diagramma piatto sarebbero stati necessarie sei differenti
frecce, una uscente per ciascuno stato. Se fossimo nello stato update-watch e
venisse premuto il tasto b, si rientrerebbe nello stato display-time. Comunque,
siccome essere nello stato update-watch è come essere in uno qualunque dei
sei sottostati, l’effetto desiderato è quello corretto. Allo stesso tempo, se la
batteria venisse rimossa oppure si scaricasse, avverrebbe una transizione verso
lo stato dead, senza dare alcuna importanza allo stato in cui ci si trova. Questi
fenomeni vengono solitamente chiamati interrupt.3

Per specificare componenti con stati concorrenti, gli statechart usano
linee di partizionamento tratteggiate. Queste aggiungono la dimensione di
simultaneità e sono chiamati componenti ortogonali dello statechart. La re-
lazione tra componenti ortogonali non è mai un operatore “or” ma è sempre
un “and”. Per esempio, se ci trovassimo nello stato stopwatch illustrato in
Figura 14.1, ma non nello stato zero, ci dovremmo trovare simultaneamente
sia nello stato display che in quello running-status. All’interno di ciascuno di
questi ci sono due possibilità, collegate con un operatore or e risultanti in
un totale di quattro possibili configurazioni di stato. In contrasto con queste
quattro, si consideri la componente light, dove abbiamo aggiunto due stati
invece dei 12 che avevamo precedentemente considerato senza l’uso dei com-
ponenti ortogonali, e lo stato beeping-status, dove ci sono due stati anzichè
29. (Da dove arrivano questi 12 + 29 stati?) Questa riduzione di dimensione
aiuta a superare il problema dell’esplosione del numero degli stati discusso
precedentemente.

Le piccole frecce che denotano gli stati iniziali nei classici diagrammi degli
stati possono apparire in un qualunque livello di uno statechart. Qui sono
chiamati default. All’interno dello stato main-component di alto livello, per
esempio, gli stati combinati sono i componenti ortogonali contenuti in watch-

3 Si noti che non è stato fornito alcuna descrizione per i sei stati di update, e il
metodo usato per effettuare questi aggiornamenti non è specificato. È presumi-
bile che queste informazioni di basso livello possano essere fornite in un secondo
momento dal progettista, o delegate a qualcun’altro.
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and-alarm, e quello di default è light. In questo modo, se la batteria venisse
inserita nello stato dead, si entrerebbe in questa combinazione e non nello
stato stop-watch. (Naturalmente si entrerebbe nello stato quite in beeping-
status.) Ora, all’interno di ciascuno di questi componenti ortogonali c’è anche
una freccia di default - deve essercene almeno una, altrimenti non si potrebbe
sapere in quale sottostato entrare - in modo da finire nella configurazione
<display-time, light-off, quite>.

Gli statechart hanno anche delle caratteristiche aggiuntive, come la possi-
bilità di definire vincoli temporali, e la possibilità di basare le transizioni sui
comportamenti precedenti. Dovremmo ricordarci, comunque, che formalismi
come gli statechart sono capaci di descrivere solamente la parte di controllo
dei sistemi reattivi, e non il suo flusso di dati o gli aspetti strutturali. Le
specifiche comportamentali devono essere combinate con una specifica della
struttura del sistema, cos̀ı come le parti di una macchina che non fanno par-
te del motore devono essere combinate con il motore, e queste connessioni
non sono cos̀ı chiare. Uno degli approcci più usati è quello di combinare un
linguaggio per comportamenti reattivi, come gli statechart, con i principi di
progettazione orientato agli oggetti. Affronteremo questo aspetto più avanti.

Esecuzione del modello

Uno delle più interessanti nozioni della ricerca nell’ingegneria dei sistemi e
del software, è quella delle specifiche eseguibili o per essere più vicini alla
terminologia usata, quella dei modelli eseguibili. Eseguire un modello può
essere fatto direttamente, in una modalità simile all’esecuzione interpretata
di un programma convenzionale, oppure indirettamente, eseguendo il modello
dopo che è stato trasformato e compilato in codice eseguibile. è disponibile
un cospicuo insieme di strumenti che supportano tali esecuzioni.

Il cuore dell’esecuzione dei modelli è l’abilità di effettuare un singolo passo
delle operazioni dinamiche del sistemi, prendendosi carico di tutti gli effetti
che ne conseguono. Durante un passo l’ambiente può generare eventi esterni,
modificare i valori delle condizioni e delle variabili, ecc. Tali cambiamenti
possono influire sullo stato del sistema: essi innescano nuovi eventi, attivano e
disattivano attività, modificano condizioni e variabili, e cos̀ı via. Ovviamente,
ciascuno di questi cambiamenti a sua volta può causarne molti altri, spesso
producendo una intricata reazione a catena. In molte tipologie di sistemi il
tempo e i vincoli temporali giocano un ruolo importante nella determinazione
di quale passo debba essere eseguito.

La semantica del formalismo usato per specificare il comportamento deve
contenere tutte le informazioni necessarie a catturare questi cambiamenti in
modo preciso. Il calcolo dell’effetto di un passo a partire dallo stato corrente, e
i cambiamenti fatti dall’ambiente, solitamente coinvolgono procedure di com-
putazione complicate, che sono derivate da, e si riflettono su, tale semantica.
Nel caso degli statechart, il meccanismo di esecuzione deve essere capace di
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seguire le dinamiche di tutti i componenti ortogonali in tutti gli statechart
attivi 4, prendendo in considerazione le reazioni a catena di cambiamenti di
eventi e di cambiamento di stato, e svolgendo tutti i cambiamenti prescritti,
inclusa qualunque azione associata agli stati e alle transazioni.

Il modo più semplice di eseguire il modello usando strumenti computeriz-
zati è la modalità passo-passo. Per ogni passo, l’utente simula l’ambiente del
sistema generando eventi e cambiando valori. Il tool, a sua volta, risponde
trasformando il sistema nel nuovo stato risultante. Se il modello ha anche
una rappresentazione visuale, i cambiamenti di stato si riflettono anche vi-
sualmente, per esempio cambiando di colore oppure enfatizzando parte del
diagramma.

Per meglio illustrare la situazione, torniamo per un momento all’esempio
dell’orologio di Figura 14.1. Un osservatore potrebbe facilmente concludere,
osservando le proprietà topologiche del diagramma, che il comportamento del-
la luce non è applicabile allo stato stopwatch, dato che è ortogonale allo stato
watch-and-alarm, ed esclusivo rispetto a stopwatch. Comunque questa relazio-
ne tra la luce e lo stato watch-and-alarm ha molte implicazioni che non posso-
no essere facilmente comprese senza l’esecuzione del modello. In particolare,
supponiamo di essere nella configurazione <hour,light-off,beeping>, che signi-
fica che l’ora si sta aggiornando, la luce è spenta e che il cicalino sta suonando
perché è scattata la sveglia. (questo vuol dire che abbiamo l’orologio nelle
nostre mani e lo stiamo eseguendo, partendo dalla situazione identificata.).
Ora supponiamo di premere il pulsante b. Cosa succederà? Bene, inevitabil-
mente, tre differenti reazioni saranno scatenate simultaneamente. Il cicalino
smetterà di suonare(in virtà delle transizioni b e c verso lo stato quite), la luce
rimarrà accesa finchè il pulsante b non verrà rilasciato, e l’aggiornamento del-
l’ora si concluderà, con l’orologio che ritorna nello stato display-time!. Quando
questa sequenza verrà eseguita utilizzando un tool in grado di eseguire uno
statechart, tali cambiamenti verranno visualizzati nello statechart attraverso
un’animazione, solitamente colorando gli stati del sistema in cui lo statechart
si trova, ricapitolando le condizioni recentemente attraversate.

Eseguendo interattivamente gli scenari che riflettono il modo in cui ci
aspettiamo che il nostro sistema si comporti, siamo in grado di verificare
se il sistema si comporterà in quel modo prima dell’implementazione finale.
Se ci accorgiamo che il sistema non risponde nel modo desiderato, possiamo
tornare indietro, cambiare il modello, ed eseguire nuovamente lo scenario.
Questa analisi è simile all’esecuzione passo-passo che avviene nella fase di
debugging dei programmi convenzionali. Durante un’esecuzione, l’utente gioca
il ruolo di tutte le parti del modello che sono esterne alla porzione eseguita,
anche se queste parti saranno alla fine specificate e perciò diverranno interne.

Una volta che abbiamo l’abilità base di eseguire un passo, il nostro appeti-
to aumenta. Vorremmo ora vedere il nostro modello eseguito non interattiva-

4 Come vedremo in seguito, un sistema tipicamente avrà molti statechart attivi
simultaneamente, uno per ciascun componente o oggetto che vive nel sistema.
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mente. Per verificare, per esempio, che una chiamata telefonica accada quando
voluto, dovremmo preparare in un file batch la sequenza corretta di eventi e
segnali, inizializzare il modello per iniziare nello stato iniziale, e chiedere al
nostro tool di eseguire iterativamente i vari step, leggendoli dal file. I resoconti
grafici di tali esecuzioni batch appaiono come animazioni del diagramma. In-
fatti, non dovremmo limitarci all’esecuzione di uno scenario prestabilito, ma
analizzeremo il nostro sistema eseguito in circostanze che non abbiamo pensa-
to precedentemente. Vorremmo vedere le prestazioni del modello in condizioni
casuali, ed in situazioni più o meno tipiche. Vorremmo poi poter incorporare
nel modello dei breakpoint nel meccanismo di esecuzione, causando la sua
sospensione e facendo in modo che il tool reagisca quando avvengono parti-
colari situazioni. Queste azioni possono vacillare da modalità temporanee di
inserimento interattiva di eventi per il monitoraggio accurato dei progressi
passo-passo, all’esecuzione di codice già pronto che descrive una attività di
basso livello.

Queste abilità caratterizzano in modo forte la necessità di avere un modello
eseguibile, per minimizzare l’impredicibilità nello sviluppo di sistemi reattivi
complessi.

Tutto ciò può essere ulteriormente sviluppato, programmando le stesse
esecuzioni dei modello, o meta-programmandole, usando mezzi esterni. Di
conseguenza, il tool di esecuzione di modelli può essere predisposto per stare
bene attento ai breakpoint predefiniti e per accumulare informazioni in me-
rito ai progressi del sistema. Per esempio, potremmo voler conoscere quante
volte, nella specifica di un volo di un velivolo, il radar perde il contatto con
un obiettivo. Dato che potrebbe essere difficile per un ingegnere realizzare
uno scenario reale per la verifica del proprio software, possiamo sfruttare il
nostro tool di modellazione istruendolo affichè possa simulare al meglio molte
tipologie di scenari, usando le informazioni accumulate per calcolare le nuo-
ve informazioni che caratterizzano un particolare scenario. Il tool potrebbe
quindi simulare uno scenario tipico generando dei valori numerici casuali, per
selezionare un evento, in base a una distribuzione di probabilità predefinita.
I dati statistici sono quindi raccolti usando breakpoint appropriati e sempli-
ci calcoli. Le idee alla base di tali tecniche sono riconducibili a tecniche ben
conosciute nel testing e nel debugging. Comunque, è qui necessario estendere
tali tecniche per applicarle a formalismi visuali di alto livello usati per mo-
dellare comportamenti reattivi complessi, molto prima di entrare nelle fasi di
implementazione e rilascio del sistema finale.

L’esecuzione di un modello potrebbe portare alla scoperta di un bug, cioè di
un comportamento che è differente da quello che ci aspettavamo. Ovviamente,
se ciò dovesse accadere, ci piacerebbe scoprire la causa dell’anomalia. Perché
si è verificato questo evento inaspettato? Perché non è accaduto qualcos’altro,
nonostante si pensasse dovesse accadere qualcosa? Cosa sarebbe accaduto se si
fosse verificato qualche altro evento esterno, o prima o dopo? E cos̀ı via. Molte
di queste domande si riferiscono al comportamento di un modello appena
prima che un bug venga scoperto. Per poter rispondere a tali domande, il tool
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deve tenere traccia della storia delle azioni passate, insieme agli eventi che
hanno portato a tale evoluzione temporale. In assenza di tali informazioni, il
lavoro porterebbe a continue ri-esecuzioni del modello dall’inizio, con pause
nei vari momenti necessari per osservare gli stati intermedi e per vedere dove
il comportamento del modello diverge da quanto ci si aspetta. 5

Il prossimo passo, alla ricerca di sempre maggiori capacità di analisi di com-
portamenti reattivi, è certamente la verifica, nel senso introdotto nel Capitolo
5. Una proprietà tipica che vorremmo sempre verificare è la raggiungibilità,
la quale determina se, quando si parte da una particolare situazione inizia-
le, il sistema può sempre raggiungere una situazione in cui alcune condizioni
specificate diventano vere. Questa condizione può essere fatta per analizzare
sia situazioni desiderate che indesiderate. Inoltre, potremmo immaginarci che
venga impostato un test per darci informazioni sul primo scenario incontrato
in grado di condurci verso una specifica condizione, o per darci informazioni
su tutti gli scenari possibili, producendo i dettagli degli scenari stessi. Questi
scenari sono realistici? Possiamo sottoporre il modello a un test di raggiun-
gibilità, in modo da sapere poi con certezza se c’è anche una sola possibilità
che accada, indipendentemente dalle circostanze?

La risposta è simile a quella data nel capitolo 5 quando è stata discussa
la verifica, e quando abbiamo discusso le limitazioni della computabilità nei
Capitoli 7 e 8; in linea di principio non sarebbe possibile, anche se lo è in molte
situazioni reali. Infatti, gli ultimi anni hanno visto una considerevole quan-
tità di lavoro dedicato a migliorare la verifica dei programmi, conducendo alla
possibilità di verificare modelli visuali per comportamenti reattivi complessi.
Si crede che la verifica automatica di proprietà critiche nei sistemi reattivi
diventerà comune, e che i metodi e gli strumenti per modellare i comporta-
menti diventeranno molto, molto più potenti, offrendo approcci per verificare
le proprietà di un modello appena prodotto.

Sintesi del codice

Come appena spiegato, l’esecuzione diretta di un modello è analoga all’esecu-
zione di codice utilizzando un interprete. Molti tool, in più, generano codice,
scritto in un linguaggio convenzionale come il C++ o Java, automaticamente
dal modello e lo eseguono. Questo è analogo alla compilazione. Quando si ve-
de il modello in esecuzione non è possibile trovare delle differenze6. Uno dei
5 L’abilità di rispondere alle domande perché, perché non, cosa...se è utile per
qualunque tipologia di programma, ma in modo particolare per i sistemi reattivi,
il cui comportamento nel tempo è sempre un po’ più complicato di quello dei
sistemi trasformazionali e dei programmi sequenziali.

6 Il codice generato da tali modelli non deve essere per forza software; potrebbe
essere codice in un qualche linguaggio di descrizione hardware. Inoltre, il codi-
ce può essere predisposto per una qualche implementazione specifica, come nel
caso, ad esempio, dei sistemi real-time, in cui ci sono alcuni tool che sono in gra-
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principali usi del codice generato consiste nell’osservazione del comportamen-
to del sistema sotto certe circostanze che sono molto vicine a situazioni del
mondo reale. Per esempio, il codice può essere portato, ed eseguito, nel reale
ambiente di esecuzione o, come spesso accade nelle fasi iniziali, in una versione
simulata dell’ambiente reale. Il codice può essere quindi collegato ad una in-
terfaccia grafica utente (GUI) del sistema -un modello visivo di controllo
dell’ambiente, con schermi, interruttori, regolatori e sonde- che rappresenta
la reale interfaccia utente verso il sistema finale. La GUI può quindi essere
manipolata con il mouse e la tastiera in modo realistico. Un punto importante
sta nel fatto che il comportamento del sistema simulato non è guidato da codi-
ce appositamente scritto in maniera affrettata per la sola prototipazione, ma
da codice che è stato generato automaticamente dal modello accuratamen-
te testato e analizzato. Inoltre, quando le parti dell’ambiente reale saranno
effettivamente disponibili, potranno essere collegate anch’esse al codice, e le
esecuzioni diventeranno sempre più realistiche.

La generazione di codice da modelli di sistemi reattivi costruiti con for-
malismi visuali possono quindi essere usati per obiettivi che vanno al di là
del gruppo di sviluppo. L’interfaccia grafica classica per i sistemi può essere
usata come parte dello standard di comunicazione tra il cliente e l’appaltatore
del software. È ragionevole avere una versione funzionante del modello del
sistema come documentazione intermedia in certi passi dello sviluppo.

Una buona caratteristica per uno strumento di generazione di codice è
un meccanismo di debugging, con cui l’utente può tenere traccia delle parti
del codice in esecuzione, che si appoggia sul modello grafico. Dei breakpoint
possono essere inseriti per fermare l’esecuzione quando accade un particolare
evento, in modo da permettere l’analisi dello stato del modello, e la modifica
al volo del modello stesso prima che venga re-inizializzato. Se si presentano
problemi sostanziali, possono essere fatti cambiamenti sul modello originale,
il quale viene ricompilato in codice e ri-eseguito. Potrebbero essere richiesti
file contenenti tracce di esecuzione, informazioni cruciali per le future analisi,
e cos̀ı via.

Due stili di comportamento

Come si specifica la struttura di un sistema reattivo, e come si combina tale
specifica con il suo comportamento? Sono stati proposti differenti metodi per
affrontare questo problema, e uno dei più usati consiste nel basare l’intero
processo di modellazione e sviluppo sul paradigma object-oriented. Ciò con-
duce alla cosiddetta specifica e analisi object-oriented. L’idea principale
consiste nel prendere alcuni concetti chiave presenti al livello della program-
mazione object oriented, come descritta nel Capitolo 3, e portarli al livello

do di generare codice ottimizzato per l’esecuzione su sistemi operativi real-time
particolari.
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di modellazione e all’uso di formalismi visuali. Per la struttura dei sistemi,
un linguaggio diagrammatico chiamato diagrammi di modelli di oggetti
viene comunemente utilizzato per specificare classi e le loro relazioni. Allo
stesso modo in cui si specifica il comportamento, molti approcci di modella-
zione orientata a oggetti basano il comportamento dell’oggetto su macchine a
stati, e molti richiedono che venga costruito uno statechart per ciascuna clas-
se, catturando il comportamento desiderato per tutte le sue istanze. Quando
viene creata una istanza di una classe, una copia dello statechart associato
alla classe inizia la gestione del comportamento di quella istanza.

Struttura 

Comportamento 

Modello del sistema 

Generazione 
di codice Codice

Associatività 
modello/codice 

Figura 14.2. La modellazione di un sistema reattivo.

I dettagli di questa connessione tra struttura e comportamento sono molto
più complicati di quello che potremmo illustrare in questa sede. Le classi rap-
presentano collezioni di oggetti concreti che cambiano dinamicamente, mentre
la modellazione comportamentale deve occuparsi dei problemi collegati con la
creazione e la distruzione di oggetti, la delega di messaggi, la modifica e il man-
tenimento di relazioni, le code di eventi, l’aggregazione di classi, l’ereditarietà,
il multi-threading, e cos̀ı via. Questi collegamenti tra comportamento e strut-
tura devono essere definiti in dettaglio e con sufficiente rigore da supportare
la costruzione di strumenti che permettano l’esecuzione di queste tipologie di
modelli e la generazione di codice. 7 La Figura 14.2 illustra queste parti base
della modellazione di un sistema.
7 Quando un tool genera il codice per un modello di questo tipo, ogni statechart
è tradotto in codice in un linguaggio di programmazione ad oggetti, per esempio
C++ o Java, e questi pezzi di codice sono inseriti in una parte astratta del
codice della struttura del sistema che viene generalmente generata a partire dai
diagrammi delle classi e dei componenti del sistema.
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In altre parole, il comportamento è specificato all’inizio basandosi sugli
stati, oggetto per oggetto, fornendo cos̀ı una specifica della reattività di cia-
scun oggetto usando, per esempio, uno statechart. Se stessimo progettando
una squadra di football, questo approccio richiederebbe di programmare ogni
singolo giocatore in dettaglio -cos̀ı come gli arbitri, la palla, i pali delle porte,
e cos̀ı via- specificando il modo con cui rispondono e reagiscono a ciascun
evento. Una volta che è stato fatto, possiamo “eseguire” il sistema, o simulare
il gioco, dato che abbiamo tutte le informazioni necessarie a ciascun possibile
coppia stimolo/reazione disponibile per ciascun oggetto.

Comunque, quando le persone pensano ai sistemi reattivi, tendono a pen-
sare in termini di scenari di comportamento. È difficile trovare qualcuno che
dica: “Bene, il meccanismo di registrazione del mio videoregistratore può es-
sere inoperante (idle-mode) oppure in modalità di registrazione, oppure in
modalità di selezione; nel primo caso, questi sono i possibili input e le conse-
guenti reazioni del videoregistratore, . . .; nel secondo caso, questo è quello che
accade, ecc”. Invece si troveranno persone che dicono qualcosa del tipo:“Se
premo questo pulsante sul display appare questa scritta” oppure in maniera
meno dettagliata “Selezionando la data e l’ora, e quindi premendo il tasto
Registra, il videoregistratore fa la seguente cosa”. Inoltre si parla anche di
scenari vietati, come “Mentre è connesso alla presa elettrica, il videoregi-
stratore non si spegnerà mai mente la testina della cassetta è in rotazione”.
Molte persone trovano sia più naturale descrivere e discutere il comportamen-
to di un sistema reattivo attraverso i suoi scenari invece che con un modello
basato sugli stati e sulla reattività di ciascuno dei suoi componenti. Ciò è vero
specialmente nei momenti iniziali e finali del processo di sviluppo del sistema
- per esempio, durante la raccolta e l’analisi dei requisiti e durante le fasi di
test e manutenzione.

Di conseguenza, si presenta un’interessante e sottile dicotomia. Da una
parte abbiamo le descrizioni comportamentali basate sugli stati, i quali ri-
mangono all’interno degli oggetti, e si basano sulla disponibilità di descrizioni
complete della reattività di ciascuno degli oggetti. Una sorta di approccio
intra-oggetto: “tutti i pezzi di storia per ciascun oggetto”. Dall’altra parte
abbiamo le descrizioni comportamentali basate su scenari che attraversano i
confini degli oggetti del sistema in modo da fornire una descrizione dei com-
portamenti validi (o vietati). Una sorta di approccio inter-oggetto: “ciascuna
storia data attraverso un insieme di oggetti”. L’ultimo approccio è più intui-
tivo e naturale per le persone e quindi è particolarmente utile nelle fasi di
raccolta e analisi dei requisiti e di test, mentre il primo è più adatto per la
fase di implementazione. Infatti, sembra che l’implementazione di un sistema
richieda che ciascuno degli oggetti sia supportato da una completa descrizio-
ne delle reazioni che supporta, cos̀ı che possa essere eseguito direttamente,
o essere soggetto a un processo di generazione di codice che implementi tali
descrizioni.

La Figura 14.3 è un tentativo di illustrare graficamente questi due ap-
procci. A sinistra abbiamo ciascun oggetto riempito con tutti i suoi piccoli
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pezzi di comportamento - il comportamento globale dell’intero sistema deriva
dalla combinazione di tutti questi - e a destra abbiamo che ciascuna sequen-
za di comportamento si muove in modo da toccare tutti gli oggetti che lo
interessano.

Comportamento intra-oggetto Comportamento inter-oggetto 

Figura 14.3. Modellazione della reattività intra-oggetto e inter-oggetti.

Se volessimo descrivere il comportamento di un tipico ufficio, per esempio,
sarebbe molto più naturale descrivere gli scenari inter-oggetto. Ad esempio,
descrivere un impiegato che spedisce 50 copie di un documento (questo po-
trebbe coinvolgere l’impiegato, la segretaria, la fotocopiatrice, ecc); le attività
dell’ufficio che non possono iniziare se non con il consenso del capo; o come so-
no organizzate e rilasciate dall’apposito ufficio le informazioni relative ai giorni
di ferie e di malattia. A differenza del modello intra-object, dove vorremmo
fornire in maniera completa le informazioni riguardanti i modi di operare e
reagire del capo, della segretaria, degli impiegati, della fotocopiatrice, ecc.

Di conseguenza, in contrasto con gli scenari, tipicamente usati per specifi-
care i requisiti nei primi passi del processo di sviluppo del sistema, la modella-
zione con statechart, o direttamente con il codice, è tipica delle fasi successive
del processo (solitamente del progetto), e risulta in una specifica comporta-
mentale per ciascuna delle istanze dell’oggetto (o task, o processo), fornendo
dettagli del suo comportamento sotto tutte le possibili condizioni e in tutte le
possibili “storie”. Questa specifica oggetto-per-oggetto sarà successivamente
testata all’interno degli scenari ed evolverà fino a diventare l’implementazio-
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ne del sistema, dato che alla fine il sistema complessivo consisterà di codice
(o hardware) che è consistente con il comportamento dinamico di ciascun
oggetto.

Alla base di questo processo c’è l’assunzione -che metteremo presto in
discussione- che il comportamento inter-oggetto basato sugli scenari non sia
eseguibile o implementabile. Infatti, come potrebbe essere eseguito un sistema
che è descritto dalle operazioni compiute in uno scenario? Cosa potrebbe
accadere in circostanze dinamiche generali? Come potremmo sapere in ciascun
punto quali scenari possono subentrare e far partire le operazioni associate?
Come potremmo essere certi che le cose che devono accadere accadano, che
le cose che potrebbero accadere accadono qualche volta, e che le cose che
potrebbero non accadere non accadranno? Come possiamo applicare tutto
ciò, e cosa dobbiamo fare quando siamo di fronte a specifiche incomplete
(informazioni mancanti), non determinismo, e contraddizioni (contrasti tra
“deve” e “non deve”)?

LSC per comportamenti inter-oggetto

Un formalismo visuale che è stato utilizzato per molti anni per specificare
scenari, e che ha avuto origine nell’industria delle telecomunicazioni, è il lin-
guaggio dei diagrammi di sequenza di messaggi (message sequence chart -
MSC) .Gli scenari sono specificati attraverso un MSC come una sequenza di
messaggi tra istanze di oggetti. I diagrammi MSC sono popolari nel mondo
object-oriented nella fase di raccolta ed analisi dei requisiti, dove gli ingegneri
identificano i casi d’uso (generalmente come modelli di comportamenti di
alto livello) e quindi specificano uno scenario che li istanzia. Ciò cattura le re-
lazioni desiderate tra le istanze degli oggetti, e tra essi e l’ambiente circostante
(per esempio l’utente).

Le istanze di oggetti sono rappresentati in MSC da linee verticali, e i mes-
saggi tra queste istanze da frecce orizzontali (talvolta orientate un po’ verso
il basso). Le condizioni di attraversamento, identificate da esagoni allungati,
specificano condizioni che devono essere vere quando sono raggiunte. L’effetto
globale di tali diagrammi è la specifica di uno scenario di comportamento,
che consiste di messaggi scambiati tra oggetti e condizioni che saranno vere
durante la vita dello scenario. La Figura 14.4 mostra un semplice esempio di
un MSC per la funzionalità di chiamata veloce per un telefono cellulare. La
sequenza di messaggi descritta è la seguente: l’utente preme il tasto * seguito
da una cifra e dal tasto Invia; la pressione dell’ultimo tasto invia il coman-
do Send al chip interno, il quale a sua volta, invia il codice numerico alla
Memoria per ottenere il numero di telefono associato. Il chip invia il numero
all’ambiente (per esempio all’antenna ricevente della compagnia telefonica) in
attesa di un segnale di risposta proveniente dall’ambiente stesso. Alla fine il
diagramma contiene una condizione che afferma che il segnale che si riceve
dall’ambiente non deve essere di numero occupato.
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Tastiera Spedire
chiave

Chip Memoria Ambiente 

Click 

Click 

Spedito

Ricevere 
(cifra)

Numero 

Segnale 

Chiamare 
(numero)

Click (cifra) 

Segnale occupato

* 

Figura 14.4. Un diagramma di sequenza di messaggi.

La semantica di un diagramma MSC è esistenziale: un diagramma asserisce
che lo scenario che descrive rappresenta una possibile sequenza di occorrenze
nella vita del sistema. La dipendenza dal tempo è auto-determinata dal dia-
gramma stesso attraverso due semplici regole. La prima afferma che il tempo
progredisce su una linea verticale dall’alto verso il basso. La seconda che l’e-
vento di un messaggio progredisce temporalmente da chi invia il messaggio a
chi lo riceve 8. Quindi, i diagrammi MSC, in realtà, non dicono molto sulla
reale storia del sistema che li implementerà. Possono essere usati per segnalare
possibili eventi, ma non eventi che avvengono per certo. Nel diagramma di Fi-
gura 14.4, per esempio, ci dovremmo chiedere cosa accadrebbe se la Memoria
“decidesse” di non restituire al chip il numero di telefono corrispondente. La
condizione che asserisce che il segnale di risposta non deve essere “occupato”
deve per forza essere vera? Cosa accadrebbe se non lo fosse?

Tali diagrammi possono infatti essere usati per catturare semplici scenari
di comportamenti desiderati per essere poi verificati quando il sistema è sta-
to realizzato. Comunque, non sono sufficienti se volessimo usarli per asserire
realmente quello che il sistema è in grado di fare. Vorremmo essere in grado di

8 Ci possono essere anche messaggi sincroni, per cui i due eventi sono considerati
simultanei.
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dire cosa può accadere e cosa deve accadere, e - come menzionato precedente-
mente - anche quello che non dovrebbe accadere. Tali comportamenti vietati
sono talvolta chiamati anti-scenari. Se essi accadono durante l’esecuzione
del sistema c’è qualcosa di veramente sbagliato: o qualcosa nelle specifiche
comportamentali non era corretto, oppure è il sistema implementato che non
soddisfa le specifiche. Vorremmo inoltre essere in grado di specificare scenari
multipli che si combinano con altri, o anche con loro stessi. Vorremmo essere
in grado di specificare scenari generali, cioè che sono comuni a molti altri sce-
nari specifici, e che possono essere istanziati da differenti oggetti della stessa
classe. Vorremmo variabili e modalità per specificare vincoli temporali e cos̀ı
via.

I diagrammi MSC sono stati estesi in differenti modi per porre rimedio
a questi problemi. Una recente estensione, chiamata diagrammi di sequenze
di vita (live sequence chart - LSC), prendono il nome dalla loro capacità
di specificare evoluzioni della vita del sistema, cioè cose che devono accade-
re. I diagrammi LSC permettono la distinzione tra comportamenti possibili
e comportamenti necessari sia globalmente, a livello dell’intero diagramma,
che localmente, quando specifichiamo eventi, condizioni di attraversamento, e
progressi temporali all’interno del diagramma.

Di conseguenza ci sono due tipologie di diagrammi nel linguaggio LSC:
universale (annotato con una linea continua) e esistenziale (annotata con
una linea tratteggiata). I diagrammi universali sono i più interessanti e sono
usati per specificare comportamenti basati su scenari che si applicano a tutti
i possibili sistemi in esecuzione. Un diagramma universale è composto da due
parti, alla maniera di un costrutto if-then: un pre-chart, che specifica lo
scenario che, se soddisfatto, obbliga il sistema a soddisfare anche al seconda
parte, e un diagramma principale. Una collezione di LSC universali fornisce
quindi un insieme di scenari formati da coppie azione/reazione, che devono
essere soddisfatti sempre durante l’esecuzione del sistema.

All’interno di un LSC gli elementi vivi (formalmente chiamati hot) identi-
ficano cose che devono accadere, mentre gli altri (gli elementi cold) mostrano
cose che possono accadere. Gli elementi hot rendono possibile l’esecuzione for-
zata di comportamento (o di anti-comportamenti), mentre gli elementi cold
possono essere usati per specificare strutture di controllo come iterazioni e
rami di selezioni. La Figura 14.5 mostra un diagramma LSC universale che è
una versione arricchita del diagramma MSC presentato in Figura 14.4. I primi
tre eventi sono nel pre-chart, e i restanti nel diagramma principale. Per que-
sto motivo, il diagramma LSC dichiara che ogni volta che l’utente inserisce il
codice *, seguito da un numero e dalla pressione del tasto Invia, il resto dello
scenario deve essere soddisfatto. (In particolare, se i tre eventi del pre-chart
non sono completati, per esempio l’utente non preme correttamente il pulsan-
te Invia, nulla viene eseguito e nulla ci si aspetta in risposta dal sistema.) I
messaggi nel diagramma principale sono “hot” (identificati da frecce a linea
continua, in contrasto con quelle a linea tratteggiata presenti nel pre-chart),
cos̀ı come le linee verticali. Quindi, il progresso del sistema deve avvenire lun-
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Tastiera Spedire 
chiave

Chip Memoria Ambiente

Click 

Click 

Ricevere 
(cifra)

Numero 

Chiamare 
(numero)

Click (cifra) 

Segnale 
occupato

* 

Segnale

3

Figura 14.5. Un LSC.

go tutte le linee nel diagramma principale, e i messaggi devono essere inviati
e ricevuti in modo da soddisfare le specifiche descritte nel diagramma. In ag-
giunta, è stato aggiunto un ciclo, all’interno del quale il chip ha tre possibilità
per ricevere dall’ambiente un segnale che non sia quello di “occupato”. Il ci-
clo è controllato dalla condizione cold (linea tratteggiata): mentre il segnale è
“occupato” il ciclo continua al più per tre volte, altrimenti il ciclo si conclude
(ciò significa che l’intero diagramma è stato soddisfatto).

In questo esempio abbiamo sfruttato la semantica di una condizione cold:
se la condizione è vera quando viene raggiunta durante l’esecuzione del sistema
va tutto bene, altrimenti non accade nulla di inaspettato e l’esecuzione si
muove semplicemente al livello superiore, o in uno dei diagrammi innestati.
Differentemente, una condizione hot deve essere vera quando viene raggiunta.
Se è falsa è accaduto qualcosa di grave al sistema; infatti, potrebbe essere
un errore imprevisto o una violazione, e il sistema dovrebbe essere fermato.
Per esempio, un modo opportuno per la creazione di un anti-scenario che usa
condizioni hot (per esempio, la porta di un ascensore che si apre quando non
dovrebbe, o un missile che viene sparato quando il bersaglio non è ancora
stato agganciato dal radar) è quello di includere tutti gli scenari non voluti
nel pre-chart, seguito da un diagramma principale che contiene una singola
hot condition che è sempre falsa. Si lascia al lettore il compito di capire per
quale motivo questa ultima scelta è corretta.
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.ID=Caller 

Chiamante:= Canale.ID

Canale.Allocato=0

Canale.Allocato>0

Switch.Allocato1=0

Allocare(1)

Allocare(0)

Allocare(0)

Allocare(2)

.ID=Receiver 

Chiamare 
(Numero)

ChiamareNum := Telefono.Numero

Telefono:: Switch DB Telefono Canale:: Canale:: 

DBTelefono.QResult=

DBTelefono.QResult=Chiamante

Ricevente:= DBTelefono.QResult

Mostrare errore (numero illegale!)

Mostrare errore 
(Non puoi chiamare te stesso!)

Mostrare errore (chiamando...)

Impostare QResult 
(Ottenere chiave (num))

Chiamare 
(Numero chiamata)

Figura 14.6. Un LSC più complessa.
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Gli LSC supportano molte caratteristiche aggiuntive che non verranno però
descritte in questa sede. Il linguaggio è sufficientemente potente per specificare
molti aspetti dei comportamenti reattivi. La Figura 14.6 è parte di una spe-
cifica completa di una conferenza telefonica, che comunque non descriveremo
nel dettaglio. Tra le altre cose, il diagramma contiene istanze simboliche che
si riferiscono ad ogni telefono o canale, condizioni di collegamento, costrutti
if-then-else, una condizione hot, e molto altro ancora.

La Figura 14.7 mostra un semplice uso del tempo in un LSC accoppiato con
delle operazioni di assegnamento e una condizione cold. Il pre-chart mostra la
Regina di Cuori che insegna al Bianconiglio come raggiungere la stessa regina
in soli 5 secondi, per poi guardare il suo orologio controllando il tempo. Come
risultato il Bianconiglio incontra Alice e le dice che lui è in ritardo (il messaggio
è cold, il che vuole dire che non deve per forza trovarsi l̀ı, ma che può). Alice
incita il Bianconiglio a muoversi, in modo che lui possa raggiungere in tempo
la regina. A questo punto la Regina di Cuori deve controllare se sono passati
più di 5 secondi. In questo caso sfortunato, darà l’ordine di tagliare la testa
del Bianconiglio, altrimenti (se, cioè la condizione cold è falsa) lo scenario
terminerà e il Bianconiglio manterrà intatto il suo corpo...

 Venire in 5 secondi!() 

T: = Tempo 

Sono in ritardo!!!() 

Sono qui () 

Tagliategli la testa!() 

Sbrigati!() 

Tempo > T + 5

Figura 14.7. Alice nel paese delle LSC.
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L’approccio Play-In/Play-Out

A partire dai diagrammi LSC è stata sviluppata anche un’altra metodologia, il
metodo play-in/play-out. Questa tecnica permette all’utente di specificare
ed eseguire direttamente comportamenti inter-oggetto basati su scenari. Cioè,
è come programmare un sistema reale usando gli LSC come linguaggio. La
prima tecnica utilizza degli strumenti user-friendly per definire i comporta-
menti “play-in” direttamente dall’interfaccia grafica del sistema (o una versio-
ne astratta, come un diagramma ad oggetti), mentre i diagrammi LSC sono
generati automaticamente. La seconda tecnica permette di interpretare i com-
portamenti (play-out), cioè di eseguire il sistema come se fosse vincolato dalle
informazioni dello scenario; di conseguenza il comportamento del sistema vie-
ne simulato come se fosse stato specificato con un diagramma inter-oggetto
basato sugli stati. Queste tecniche sono supportate da strumenti chiamati
Play-Engine.

L’idea principale del processo play-in è quella di alzare il livello di astrazio-
ne nelle specifiche comportamentali, e di lavorare con una versione del sistema
in sviluppo, non solo facendolo eseguire ma anche usandolo per aiutarsi nello
sviluppo del modello. Questo permette alle persone che non hanno familiarità
con gli LSC, o a chi non vuole lavorare direttamente con linguaggi formali,
di specificare i requisiti comportamentali dei sistemi usando un meccanismo
intuitivo e di alto livello. Ciò è possibile sia per gli esperti di dominio, che per
gli ingegneri che si occupano dei requisiti e dello sviluppo, oltre che per molti
altri potenziali utenti.

Precisamente “play-in” significa che gli sviluppatori del sistema, innan-
zitutto, costruiscono l’interfaccia grafica (GUI) del sistema senza includere
alcun comportamento, ma con una netta divisione tra oggetti e capacità di
ogni singolo oggetto. Per esempio, un interruttore è realizzato con la sua ca-
pacità di essere aperto o chiuso, e lo schermo di un calcolatore con la capacità
di mostrare una qualunque sequenza di 10 caratteri. Per sistemi senza inter-
faccia grafica, o per l’insieme degli oggetti interni, possiamo semplicemente
usare una rappresentazione strutturata e usare un diagramma degli oggetti
come GUI. In ogni caso, l’utente gioca con l’interfaccia grafica cliccando dei
bottoni, ruotando delle manopole e mandando messaggi agli oggetti attraverso
una semplice modalità drag-and-drop. L’utente descrive le reazioni desiderate
per il sistema e le condizioni che possono o devono essere soddisfatte giocando
ancora con la GUI e utilizzando il mouse per selezionare le varie possibilità.
Mentre avviene tutto ciò dei diagrammi LSC vengono costruiti automatica-
mente. Le modalità desiderate per il diagramma che si sta generando e per
i suoi elementi (universale/esistenziale e hot/cold) possono essere selezionate
nel processo.

Nella fase di play-out, l’utente gioca semplicemente con l’interfaccia grafica
dell’applicazione come se usasse un modello basato sugli stati intra-oggetto,
ma limitandosi alle azioni tra cui può scegliere l’utente finale, e a quelle
dell’ambiente circostante.
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Il processo play-out richiede al play-engine di monitorare i pre-chart appli-
cabili di tutti i diagrammi universali, e di eseguire i loro diagrammi principali
nel caso vengano completati con successo, il tutto facendo attenzione alle
possibili violazioni. Il meccanismo sottostante può essere visto come un cit-
tadino ligio al dovere che cammina con il “Grande libro delle regole” tutto il
tempo. Tali persone non fanno nulla finchè non viene loro richiesto esplicita-
mente, e non fanno nient’altro se una regola non viene violata. Per poter fare
ciò, essi leggono tutte le regole in ogni momento, e ogni qualvolta che viene
eseguita una qualunque azione, eseguono l’effetto associato. Chiaramente in
questo modo, devono essere compiute delle scelte e possono essere scoperte
delle inconsistenze tra le regole.

Un approccio forte per eseguire i diagrammi LSC è quello di usare una
tecnica chiamata smart play-out, in cui potenti tecniche di model checking
(provenienti dalle tecniche di verifica dei programmi) vengono utilizzate per
computare il modo migliore per il sistema di rispondere alle azioni dell’utente,
in modo da evitare molti degli errori introdotti dalle esecuzioni banali. Non
verranno comunque descritti qui i dettagli.

Ci sono due modi per sfruttare l’abilità di esecuzione dei diagrammi LSC.
Il primo consiste nel vedere i diagrammi LSC come un arricchimento del ciclo
di sviluppo dei sistemi convenzionali, e il secondo è quello di usarli come spe-
cifiche comportamentali implementabili, che potrebbe condurre ad una nuova
tipologia di ciclo di sviluppo. Nel primo approccio, comportamenti eseguibili
basati sugli scenari offrono miglioramenti ad alcuni dei passi standard dello
sviluppo di sistemi: la capacità di catturare i requisiti in maniera più conve-
niente, l’abilità di specificare requisiti comportamentali più potenti, un modo
per eseguire casi d’uso, degli strumenti per il test dinamico di requisiti da
effettuare prima di costruire il modello reale del sistema o prima dell’imple-
mentazione, e un modo per testare i sistemi attraverso il confronto dinamico
di due sistemi eseguibili differenti.

Il secondo approccio è comunque il più radicale. Esso impone di considera-
re la possibilità di avere un modo alternativo per il design dei comportamenti
reali di un sistema, che è di sua natura basato sugli scenari e inter-oggetto.
Questa visione propone l’idea che i diagrammi LSC (o linguaggi inter-oggetto
simili, come la logica temporale e i diagrammi temporali) possano real-
mente costituire l’implementazione di un sistema. Il meccanismo play-out po-
trebbe quindi costituire una sorta di “sistema reattivo universale” che esegue
una collezione di diagrammi LSC in maniera interpretata, come se fosse un’im-
plementazione convenzionale. In questo modo, le specifiche comportamentali
di un sistema reattivo potrebbero non dover coinvolgere molte modellazioni
intra-oggetto (per esempio attraverso macchine a stati, statechart o codice).
Questa idea è ancora alquanto preliminare, ma appare molto promettente,
dato che i comportamenti basati sugli scenari sono il modo con cui le persone
pensano ai sistemi reattivi. Quando diventerà possibile catturare tali concetti
in modo naturale ed eseguirli direttamente, avremo un modo per specificare
il comportamento implementabile del nostro sistema che è meglio di quan-
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to possiamo pensare. Ciò potrebbe realmente fare la differenza nella qualità,
affidabilità e nello sviluppo di sistemi complessi.

Lo sviluppo di sistemi real-time

Alcuni sistemi reattivi, chiamati sistemi real-time, sono caratterizzati dal
fatto che il tempo gioca un ruolo cruciale nel loro comportamento. Non è suf-
ficiente che tali sistemi reagiscano correttamente agli stimoli introdotti, ma è
necessario che le risposte siano ottenute entro vincoli temporali molto stretti.
Per esempio, un sistema per evitare le collisioni tra velivoli deve emettere un
segnale di pericolo abbastanza in fretta in modo che il pilota possa compiere
le azioni necessarie ad evitare la collisione, e il sistema anti-bloccaggio delle
ruote su un’automobile (ABS) deve rispondere prontamente in modo da evi-
tare un incidente. In modo simile, un sistema anti-missile deve identificare in
tempo la traiettoria del missile in avvicinamento per inviare il missile che deve
intercettarlo.

Lo sviluppo di sistemi real-time è particolarmente difficile, dato che il tem-
po che ciascun elemento del sistema impiega per fare il proprio dovere deve
essere preso in considerazione nel calcolo dei tempi di reazione del sistema
globale. In particolare, i sistemi operativi convenzionali non sono, di solito,
appropriati per lo sviluppo di sistemi real-time, dato che non forniscono le
necessarie garanzie di tempo. A questo proposito esistono dei sistemi ope-
rativi real-time speciali: essi offrono tipicamente dei servizi limitati rispetto
ai sistemi operativi classici, però con tempi di risposta che offrono particolari
garanzie.

Anche specificare il comportamento di sistemi real-time è particolarmente
complesso, dato che oltre ai problemi di reattività e computazione convenzio-
nale, essi devono soddisfare determinati vincoli di tempo critici. Mentre molti
approcci alla specifica dei sistemi reattivi possono avere a che fare anche con
aspetti relativi al tempo reale, di recente è stata fatta una proposta specifi-
catamente per sistemi reattivi che dipendono dal tempo. Essi sono chiamati
linguaggi MASS, acronimo per marionettes activation scheme specification
(linguaggio per la specifica dello schema di attivazione delle marionette). La
metafora delle marionette suggerisce la separazione tra il meccanismo di at-
tivazione dalle azioni dei singoli pupazzi. Nel linguaggio MASS, gli aspetti
non reattivi del sistema possono essere specificati usando uno qualunque dei
formalismi per la specifica di sistemi trasformazionali per programmi sequen-
ziali. Gli aspetti reattivi, in modo particolare quelli dipendenti dal tempo,
sono catturati da un insieme di reazioni, ciascuna delle quali specifica la ri-
sposta del sistema ad alcuni eventi, con un possibile limite di tempo associato.
Per esempio, la reazione

[Interruttore > On→Attivare forno] < 2 s
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significa che dall’attivazione dell’interruttore all’accensione della fornace de-
vono passare al più due secondi. I dettagli di come avvengano queste operazio-
ni sono descritti separatamente, dato che non si interagisce con nessun’altra
attività del sistema.

Le reazioni possono anche avere azioni di cancellazione; per esempio la
reazione

[Treno è passato → Sbarre del passaggio a livello(aperte)] : Treno in arrivo <

15 s

specifica che le sbarre del passaggio a livello devono completare l’operazione
di apertura non più tardi di 15 secondi da quanto il treno ha oltrepassato
l’incrocio; comunque, se un altro treno passa per l’incrocio prima che l’azione
sia conclusa, essa viene annullata. Un’altra reazione come

[Treno attraversa → Sbarre del passaggio a livello(chiuse)] < 10 s

specifica che il passaggio a livello dovrebbe finire l’abbassamento delle sbarre
prima di 10 secondi dall’evento Train-in. Qui la prima reazione deve essere
annullata, altrimenti esisteranno dei conflitti tra i requisiti.

Anche in questo esempio i dettagli di come il passaggio a livello alzi o
abbassi le sbarre possono essere specificati in altri momenti e possono essere
implementati in qualunque linguaggio di programmazione per il quale i vinco-
li temporali possono essere derivati; in pratica, questo limita la selezione tra
linguaggi assembly, o linguaggi di basso livello quali il C. Quindi, i linguag-
gi MASS permettono al progettista di un sistema real-time di concentrarsi
sugli aspetti di attivazione senza preoccuparsi dei dettagli dei compiti attivi
contemporaneamente.

Ricerca nei sistemi reattivi

Molti degli argomenti menzionati nella sezione “ricerca” del capitolo preceden-
te si applicano a sistemi computerizzati di tutti i tipi, e i sistemi reattivi non
fanno eccezione. Lo stesso principio si applica ai problemi di ricerca riguar-
danti la correttezza e la verifica introdotti nel Capitolo 5. Pensandoci molti
problemi si acutizzano se vengono considerati nel mondo dei sistemi reattivi,
specialmente quando si devono affrontare sistemi real-time.

In aggiunta, c’è un cospicuo numero di studi rivolti ai formalismi visuali,
alla loro comodità e al loro potere d’espressione, alla loro implementazione e
alla loro analisi. Un risultato prestigioso è il linguaggio unificato di modellazio-
ne (unified modeling language, UML) il cui scopo è quello di raggruppare
sotto lo stesso tetto molte notazioni diagrammatiche tra loro relazionate per
lo sviluppo dei sistemi (non necessariamente reattivi). Il cuore comportamen-
tale di UML è la versione object-oriented degli statechart. Anche i diagrammi
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MSC sono parte di UML e sono usati per specificare requisiti e sequenze di
test, e sono chiamati diagrammi di sequenza. UML è uno standard ufficiale
per lo sviluppo di sistemi, coordinato e gestito dall’OMG (Object Manage-
ment Group). Esso rappresenta un lavoro in continua evoluzione, con continue
proposte di estensione e con nuove versioni pubblicate di volta in volta.

Il team UML ha fatto parecchi tentativi di definire il significato dei differen-
ti linguaggi che lo costituiscono, e le loro interconnessioni, ma questi contributi
sono informali e spesso incompleti. Un altro aspetto interessante di UML è il
suo vasto raggio d’azione, che coinvolge differenti linguaggi usati per differenti
scopi. In particolare, il linguaggio UML fornisce differenti linguaggi per speci-
ficare comportamenti reattivi, e questi possono essere inavvertitamente usati
per specificare lo stesso concetto in modi differenti. Questo solleva problemi di
inconsistenza che non sono ancora stati adeguatamente risolti. Dato che UML
è uno standard largamente accettato e probabilmente sarà sempre più usato,
i ricercatori nell’ambito della semantica cercano di definire alcune delle parti
centrali di UML in maniera rigorosa, rendendo il linguaggio aperto all’analisi
computerizzata e a modi per assicurare la consistenza tra modelli UML.

Struttura di base 

Test 
e 

verifica 

Requisiti 
(inter-oggetto) Metodologie 

e 
sintesi 

Generazione 
del codice 

Codice 
finale 

Modello del sistema

Struttura

Comportamento
(inter-oggetto)

Figura 14.8. Il modello di sistema vis-à-vis con i requisiti.

La verifica di sistemi reattivi è un tema che è sottoposto a un intenso la-
voro di ricerca; alcune tecniche di verifica sono già state adottate per lavorare
con modelli reattivi visuali e sono state incorporati in strumenti di svilup-
po di livello industriale. Con tutta probabilità, questa tendenza continuerà e
il futuro dovrebbe portare con sè la capacità di verificare automaticamente
proprietà critiche di sistemi complessi.

La relazione tra comportamento inter-oggetto e intra-oggetto e l’emergere
di linguaggi come i diagrammi LSC sollevano molti problemi legati alla dif-
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ferenza tra requisiti sui comportamenti e comportamenti implementabili in
maniera convenzionale. Mentre le tecniche di verifica mirano a verificare che
i primi sono veri dati i secondi, un differente tema di ricerca si occupa di
sintetizzare il secondo partendo dal primo. Si faccia attenzione alla Figura
14.8 che mostra la relazione tra il modello del sistema a destra in Figura 14.2
e i requisiti a sinistra. Le relazioni sono (1) assicurarsi che il secondo venga
mantenuto rispetto al primo (attraverso le tecniche di test e di verifica) e (2)
costruire il primo partendo dal secondo (attraverso metodologie di sintesi).
Per esempio, sarebbe interessante se potessimo fornire un algoritmo efficiente
per sintetizzare statechart compatti partendo da diagrammi LSC. Sfortunata-
mente, la complessità nel caso pessimo di molte versioni dei problemi di sintesi
per sistemi a stati finiti è davvero pessima, almeno esponenziale. La buona
notizia, comunque, è che sebbene ciò sia vero per problemi di verifica di tali
sistemi, ciò non impedisce lo sviluppo di strumenti di verifica estremamente
utili. In ogni caso, anche il problema della sintesi è un tema al centro di molte
ricerche.

Struttura 
del sistema 

Comportamento
del sistema

Comportamento
inter-oggetto

Play-Out
Play-In 

Figura 14.9. Basare lo sviluppo del sistema sul comportamento inter-oggetti.

La Figura 14.9 è una variante della Figura 14.2, che ha l’intenzione di
illustrare la possibilità di usare comportamenti inter-oggetto come implemen-
tazione reale di sistemi reattivi. Questa idea richiede ulteriori ricerche, come
lo sviluppo di metodologie ed euristiche per calcolare quali tipologie di siste-
mi potrebbero essere più adatte all’approccio; lo sviluppo di criteri e linee
guida per stabilire la completezza di tali specifiche; e lo sviluppo di algoritmi
per determinare la consistenza interna di una specifica basata sugli scenari
e l’equivalenza di tale specifica con una specifica convenzionale. In aggiunta,
play-out intelligenti sembrano essere linee interessanti per il lavoro futuro, do-
ve le tecniche di verifica non vengono usate per provare qualcosa su un modello
o un programma, ma per aiutare la sua esecuzione, in modo da evitare viola-
zioni e rischi, e contribuendo ad una corretta esecuzione. Sembra che questa
e altre tematiche occuperanno i ricercatori in questa area per molto tempo.

Concludendo, una nuova intrigante area di ricerca coinvolge l’uso di tec-
niche, linguaggi e strumenti per lo sviluppo di sistemi reattivi in modo da
creare modelli della natura. Sembra che molte tipologie di sistemi biologici
esibiscano reattività di alto grado e a molti livelli di dettaglio, incluso il li-
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vello molecolare e cellulare, cos̀ı come il livello di un intero organismo. Gli
ultimi anni hanno visto un aumento improvviso di lavoro in quest’area, ed
è possibile che si cominceranno a vedere intricati modelli di sistemi biologici
costruiti usando tecniche provenienti dall’informatica. Tali modelli verranno
utilizzati non solo per aiutare i biologi nella visualizzazione e comprensione di
sistemi biologici mediante di animazioni, ma anche per coprire alcune lacune
nella conoscenza della biologia stessa, e per contribuire alle scoperte facendo
predizioni che guideranno gli esperimenti di laboratorio.
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Esercizi

14.1 Perché l’approccio banale alla combinazione di stati per la gestione della con-
correnza nei sistemi reattivi porta a un’esplosione esponenziale del numero degli
stati?

14.2 Si prenda in considerazione Figura 14.1 e il testo che la accompagna. Spiegare
da dove vengono i numeri 12 e 29 menzionati nel testo.

14.3 Costruire gli statechart per un semplice videoregistratore e una semplice casella
del bancomat.

14.4 Costruire un LSC per un semplice videoregistratore e una semplice casella del
bancomat.



Ti rendo grazie, perché mi hai esaudito {...}
Salmi 118:21
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Algoritmi e Intelligenza
ovvero, lo fanno meglio di noi?

Fonte di vita è la prudenza per chi la possiede,
castigo degli stolti è la stoltezza {...}
Proverbi 16:22

Figlio dell’uomo, potranno queste ossa rivivere?
Ezechiele 37:3

Qualcuno dice che domandarsi se i computer possano pensare è come chieder-
si se i sottomarini possano nuotare. L’analogia è appropriata. Sebbene tutti
sappiano, più o meno, cosa sono in grado di fare i sottomarini - e sono effet-
tivamente in grado di fare qualcosa di simile a nuotare, nuotare “veramente”
è qualcosa che associamo con entità di natura organica, come gli uomini e
i pesci. Analogamente, sebbene ora il lettore sappia bene di cosa sia capace
un algoritmo, e quindi conosca le capacità di un calcolatore, il concetto di
pensiero è associato nelle nostre menti alla natura umana, e forse anche a
quella delle api e dei delfini, ma certamente non alla collezione di bit e byte
all’interno di un chip di silicio.

Questo capitolo, un po’ meno tecnico, tratta le relazioni che possono esi-
stere tra la computazione di un calcolatore e la mente umana. L’argomento è
particolarmente delicato e ogni volta che qualcuno ne parla si scatenano sem-
pre delle controversie. In questo capitolo si cercherà di evitare il più possibile
queste controversie. Invece, verrà discussa l’importanza del campo degli algo-
ritmi, come descritti in questo libro, per la simulazione computerizzata della
mente umana. Porremmo maggiore attenzione sui problemi legati a questo
ambito, invece che sulle soluzioni.

L’area di ricerca più importante per questo capitolo è l’Intelligenza Ar-
tificiale. L’intelligenza artificiale viene spesso studiata all’interno dei dipar-
timenti di informatica, anche se in alcuni luoghi esiste un dipartimento di
Intelligenza artificiale, oppure un gruppo inter-dipartimentale collegato ai di-
partimenti di informatica, psicologia e neurobiologia. Oggigiorno, in molte
università tutte queste discipline sono state riunite nei centri di scienze co-
gnitive. Il fatto che questo sia il capitolo conclusivo non dovrebbe condurre
il lettore alla conclusione che l’unica ragione per studiare gli algoritmi sia
radicata nella possibilità che un giorno saremo in grado di automatizzare
l’intelligenza. Nonostante il fatto che questa idea possa sembrare sensata, l’o-
biettivo di questo libro non è di discutere le basi scientifiche dell’intelligenza
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artificiale. Che si prenda in considerazione o meno la materia di questo capi-
tolo, è facile vedere che gli algoritmi hanno una loro importanza, profondità e
applicabilità. Qui tratteremo di una nuova dimensione, più semplice. Trattasi
di una dimensione affascinante e eccitante, ma è anche controversa e specu-
lativa. Soprattutto, come avremo modo di vedere, è piuttosto differente dalle
altre.

In termini puramente tecnici, potremmo dire che il presente capitolo si fo-
calizza su una nuova libertà che è possibile prendersi quando si implementano
gli algoritmi, da aggiungere a quelle che hanno portato al parallelismo e al
lancio della moneta nei capitoli 10 e 11. Questa libertà ha a che vedere con
l’introduzione di regole empiriche approssimative, guidate congetture o, per
usare un termine largamente accettato, euristiche. La natura di queste nuo-
ve tecniche e gli esempi associati mettono da parte tutti i problemi discussi
finora, e questa è una delle ragioni per cui questi algoritmi sono stati trattati
alla fine del libro. Mentre le euristiche rappresentano la natura speciale del-
la parte di controllo dei programmi intelligenti, ci sono anche delle difficoltà
che nascono nella rappresentazione e nella manipolazione dei dati che sono
rilevanti per tali algoritmi, ovvero la conoscenza.

Alcune storie di robot

Parlando di nuoto, ecco ciò che accadde negli anni ’70, quando, in uno dei più
rispettabili centri di informatica statunitense, ci fu molto entusiasmo attor-
no alla possibilità di costruire robot veramente intelligenti. Una delegazione
della marina statunitense visitò il centro per capire se fosse possibile usare la
conoscenza accumulata per costruire un robot che da solo potesse essere in
grado di tuffarsi al di sotto delle imbarcazioni e svolgere attività di manuten-
zione subacquea. Gli scienziati illustrarono prudentemente a queste persone i
risultati ottenuti nel campo della robotica - un braccio robotizzato connesso
ad una videocamera che poteva leggere e eseguire comandi del tipo “costruisci
una torre formata da tre cubi” oppure “metti la piramide sul cubo azzurro”.
Senza un minimo di cortesia, i membri della delegazione ascoltarono, osser-
varono, e quindi se ne andarono profondamente delusi. Queste persone non
avevano idea delle incredibili difficoltà affrontate per raggiungere un cos̀ı ba-
nale comportamento in un sistema computerizzato. Nella prima versione del
suo sistema di controllo, il braccio robotizzato aveva provato a costruire la
torre partendo dall’alto! Non è assolutamente facile insegnare al robot il con-
cetto di “gravità” anche all’interno di un mondo limitato come quello fatto di
cubi e di piramidi.

Un altro aneddoto dello stesso gruppo di ricercatori racconta di una azien-
da che aveva dichiarato di aver costruito un robot in grado di pulire casa in
risposta a comandi impartiti in inglese, come “lava i piatti” oppure “prepara
il pranzo per quattro persone”. L’azienda dimostrò in pubblico, nelle propria
sede, le capacità del robot. Gli scienziati del gruppo, che conoscevano mol-
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to bene lo stato dell’arte della disciplina, erano sicuri che fosse una truffa.
Quindi, mentre gli altri spettatori guardavano meravigliati il miracolo offerto
dal robot, gli scienziati erano impegnati dietro la scena a scoprire il trucco.
Dopo poco trovarono la persona che comandava il robot a distanza con un
telecomando, dando l’impressione che il robot rispondesse autonomamente ai
comandi.

Queste storie sembrano in contraddizione con le affermazioni del Capitolo
1, dove si dichiarava che i computer sono in grado di gestire robot industriali
estremamente sofisticati in grado di costruire prodotti complessi costituiti da
numerosi componenti. Ma non c’è contraddizione alcuna. Questi robot sono
programmati per svolgere lunghe ed intricate sequenze di operazioni attraver-
so una ricetta preconfezionata. In generale, possono essere riprogrammati per
eseguire differenti compiti, e qualche volta sono capaci di adattare i loro com-
portamenti di fronte a situazioni particolari. Non sono comunque in grado di
guardarsi attorno e decidere cosa debba essere fatto, fare un piano e eseguirlo.
Per questo motivo nessuno conosce come programmare un robot per costrui-
re un nido di uccello partendo da un po’ di ramoscelli. Ci sono stati molti
successi con un numero limitato di cubi e piramidi, ma non con ramoscelli di
qualunque forma e dimensione, o con un grosso insieme di componenti mec-
canici. Per potere fare ciò sarebbero richiesti livelli di intelligenza ben lontani
dalle capacità attuali. Anche la semplice abilità di guardare l’immagine di un
normale salotto (attraverso un sistema di sensori visivi) e “capirla”, cosa che
qualunque bambino è in grado di fare, è ben lontana dalle attuali possibilità.

Un altro esempio del Capitolo 1 riguarda il contrasto tra la tomografia
(la ricostruzione di una sezione del cervello a partire da un alto numero di
immagini ottenute con i raggi X da angolazioni differenti) e la capacità di
dedurre la reale età di una persona a partire da una fotografia. Anche qui non
ci sono contraddizioni. Mentre il primo obiettivo è raggiungibile con l’aiuto di
algoritmi complessi ma ben definiti, il secondo richiede una reale intelligenza.
L’intelligenza computerizzata è qualcosa che conosciamo ancora poco.

Un’intelligenza algoritmica?

Cosa è l’intelligenza? Non c’è nulla da guadagnare mettendosi in competizio-
ne con filosofi, psicologi cognitivi e ricercatori di intelligenza artificiale circa
questa domanda. Comunque, dal punto di vista di un profano della materia
potrebbe apparire che la nozione di intelligenza artificiale, rinominata qui in
modo più appropriato con intelligenza algoritmica, sia una contraddizione
in termini. Noi tendiamo a vedere l’intelligenza come la nostra quintessenza
caratteristica non programmabile, e quindi non-algoritmica. A molte persone
l’idea di macchine intelligenti non appare neanche sensata.

Vari argomenti sono stati avanzati per rendere impensabile il concetto di
una macchina pensante intelligente. Alcuni dicono che il concetto di “pensiero”
debba coinvolgere necessariamente emozioni e sentimenti e nessun computer
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può amare, odiare o arrabbiarsi. Altri sostengono che il pensiero intelligen-
te coinvolga necessariamente il concetto di originalità, e nessun computer è
in grado di dare origine ad alcunché di creativo senza che sia stato prima
programmato, e in questo caso ciò che produce non sarebbe più originale.
In questa visione nessun computer può essere detto “intelligente”. Dall’altra
parte molte persone credono che il cervello umano sia solamente una mac-
china, anche se molto complessa. Di conseguenza, in accordo con la tesi di
Church/Turing (vedere il Capitolo 9), un computer può in principio simu-
lare la mente umana e agire come se fosse intelligente. Questo è chiama-
ta l’affermazione debole dell’intelligenza artificiale. Andando un pas-
so oltre, i sostenitori dell’affermazione forte dell’intelligenza artificiale
dichiarano che un computer fatto cos̀ı sarebbe consapevole.

Avremmo molto da discutere a proposito di quanto detto sopra. Sembra
comunque che una macchina che si ritiene essere intelligente deve alla fine
essere in grado di esibire un comportamento intellettuale simile a quello uma-
no. Perciò non richiediamo che una macchina cammini, veda o parli come un
uomo, ma solo che ragioni e risponda come un uomo. Inoltre, qualunque sia il
criterio adottato per accettare che una macchina è intelligente, qualcuno do-
vrebbe essere in grado di dire se la macchina soddisfa questo criterio. E chi è
qualificato per effettuare questo test? Questo porta all’idea che una macchina
possa essere etichettata come intelligente se è in grado di convincere un uomo
medio che la propria intelligenza non è differente da quella di qualunque altro
uomo medio.

Il test di Turing

Come possiamo impostare le cose per rendere possibile un esperimento del
genere? Nel 1950 Alan Turing1 propose il seguente metodo, comunemente
conosciuto con il nome di Test di Turing. Il test si svolge in tre stanze.
Nella prima stanza c’è un umano interrogatore, chiamato Alice, nella seconda
stanza un altro umano, e nella terza il computer. Alice conosce gli altri due
partecipanti con il nome di Bob e Carol, ma non sa qual è l’uomo e quale
il computer. Le stanze sono attrezzate con terminali, e il terminale di Alice
è connesso a quelli di Bob e Carol (come in Figura 15.1). Alice ha un’ora
per determinare la corretta identità di Bob e Carol. Alice è libera di porre
qualsiasi domanda ad entrambi, e il computer ha l’obiettivo di illudere Alice
dandole l’impressione di essere un umano. Il computer passa il test se Alice
non è in grado di dire chi sia il computer tra Bob e Carol dopo che è scaduto
il tempo. (In realtà, viene richiesto al computer di passare un certo numero
di test, con interrogatori differenti, in modo da minimizzare la possibilità che
Alice tiri ad indovinare chi sia il computer).

1 È lo stesso Turing della tesi di Turing e della macchina di Turing
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B: umano o computer C: umano o computer

A: interrogatore umano

Figura 15.1. Il test di Turing (A, B e C sono Alice, Bob e Carol.)

Cerchiamo di capire meglio quali siano le difficoltà che si possono incon-
trare. Si provi a considerare come un programma intelligente possa rispondere
a queste domande di Alice:

1. Sei un computer?
2. Che ore sono?
3. Quando fu assassinato il presidente Kennedy?
4. Quanto fa 2 276 448 · 7896?
5. Può il Bianco vincere in una mossa partendo da questa posizione degli

scacchi: ... ?
6. Descrivimi i tuoi genitori.
7. Come ti fa sentire la lettura di questa poesia: ... ?
8. Cosa pensi di Charles Dickens?
9. Quale è la tua opinione nei confronti dei programmi di esplorazione dello

spazio, alla luce del fatto che milioni di persone muoiono di fame?

Da notare come il computer debba essere in grado di rispondere in un
linguaggio naturale come l’inglese. Rinunciamo al fatto che debba ascoltare e
parlare, e per questo motivo vengono usati dei terminali elettronici. Comun-
que, capire e sintetizzare il linguaggio sono considerati essere due dei capi-
saldi della intelligenza umana, e quindi sono in questo caso due importanti
prerequisiti.

Le prime due domande sono abbastanza semplici. La risposta alla pri-
ma potrebbe essere “no”, e per la seconda il programma potrebbe utilizzare
l’orologio presente all’interno del calcolatori. La domanda (3) richiede che il
programma sia in grado di accedere ad un’elevata quantità di informazione,
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comparabile alla conoscenza di un qualunque umano. La domanda (4) sembra
semplice - i computer sembrano i migliori strumenti per rispondere a tali do-
mande - ma è comunque un problema, perché il computer dovrebbe aspettare
un po’ prima di rispondere, infatti una risposta immediata potrebbe svelare
l’identità del computer. La domanda (5), ovviamente, richiede di avere una
certa conoscenza del gioco degli scacchi, oltre all’abilità di pensare ad una
nuova posizione. Siccome risposte a domande come la (6) potrebbero essere
preparate in anticipo, Alice potrebbe richiedere successivamente al computer
dettagli inaspettati relativi alla risposta che lo stesso computer ha dato. Le
domande (7), (8) e (9) sono molto più difficili, poiché richiedono di esprime-
re preferenze, opinioni, posizioni, ed emozioni, spiegandole e relazionandole
con altre. In breve, il computer deve essere costruito con una personalità
intrinseca.

Una delle difficoltà nella programmazione di un computer che sia in grado
di passare il test di Turing è la grande diversità di aree che possono essere
toccate durante la conversazione. Ci sono stati comunque alcuni apparenti
successi nell’imitazione delle conversazioni umane in aree di discorso vera-
mente limitate. Un programma chiamato Eliza, scritto nel 1966, fu in grado
di dare dei risultati impressionanti nell’imitare uno psicanalista. Fu talmente
impressionante che le persone che si facevano analizzare dal programma si
confidavano con il programma in un modo che non avrebbero mai fatto con
un qualunque altro umano! Questa è una tipica conversazione:

Persona: Mia moglie mi dice che sono sempre depresso.
ELIZA: Mi spiace sentir dire che tu sia depresso.
Persona: La verità è che sono un po’ infelice.
ELIZA: Pensi che venire qui ti faccia sentire un po’ meno infelice?
Persona: Bene, forse parlando con te troverò il perché odio mio fratello.
ELIZA: Dimmi qualcosa della tua famiglia.

La particolarità interessante di Eliza è il fatto che non può essere consi-
derata intelligente secondo qualunque ragionevole misura. Infatti, nonostante
appaia sofisticata, Eliza è abbastanza stupida, infatti lo è nella misura in cui
dà l’impressione di essere una terapista gentile quando in realtà è un astuta
truffatrice. Talvolta, sceglie una delle parole della frase, individuando quelle
per cui è programmata, ed in base a questa scelta viene selezionata, con un
processo quasi casuale, una delle risposte preconfezionate. Un esempio eccel-
lente è la domanda “Dimmi qualcosa della tua famiglia” innescata dalla parola
“fratello”. Altre volte Eliza trasforma una frase in una domanda, oppure in
una frase senza contesto, come per esempio nella discussione relativa all’infe-
licità dell’analizzato. Per fare ciò utilizza un semplice meccanismo per capire
a grandi linee la struttura della frase in ingresso.

Delle cose inusuali accadono quando si cerca di testare l’intelligenza di
Eliza, invece di analizzare un solo problema. Infatti, se il paziente dicesse
“Io sono stata una sorella nel monastero di Burma” il programma potrebbe
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rispondere con una domanda irrilevante, quale “Dimmi qualcosa della tua fa-
miglia”. La sua risposta alla domanda dipende dallo spazio di esplorazione del
programma e talvolta le risposte di Eliza possono sembrare molto divertenti.
Ovviamente Eliza non ha speranze di passare il test di Turing. Infatti, non
fu costruita a tale scopo. La motivazione dietro lo sviluppo di Eliza fu quella
di mostrare che è semplice apparire intelligente, anche solo per poco tempo,
ad un osservatore comprensivo, e all’interno di un dominio ristretto. Essere
realmente intelligenti è comunque tutt’altro problema.

Per meglio apprezzare la differenza tra l’intelligenza genuina richiesta per
passare il test di Turing, e la superficiale e ingannevole natura delle conversa-
zioni con Eliza, questo è un ipotetico colloquio tra Alice (l’interrogatrice del
test di Turing) e il candidato umano del test (Bob):

Alice: Che cosa è uno zupchok?
Bob: Non ne ho idea.
Alice: Uno zupchok è un cetaceo volante che scrive romanzi. È stato allevato

con particolare cura in laboratorio affinché potesse mutare le proprie pinne
in ali, per poter volare. Inoltre gli è stato insegnato a leggere e scrivere. Ha
inoltre una accurata conoscenza della letteratura moderna e ha la capacità
di scrivere libri gialli.

Bob: Che strano!
Alice: Pensi che esistano gli zupchok?
Bob: Assolutamente no!
Alice: Perché?
Bob: Per molti motivi. Innanzitutto, le capacità dei nostri esperti di ge-

netica non sono sufficienti per far trasformare le pinne dei pesci in ali,
per non parlare dell’impossibilità di fare volare animali, che pesano decine
di tonnellate, muovendo semplicemente delle pinne. In secondo luogo, il
fatto che uno zapchok sappia scrivere delle storie non merita nemmeno
una risposta, visto che non sono sufficienti le abilità di lettura e scrittu-
ra per poter produrre un testo letterario. Questa idea sembra abbastanza
ridicola. Non hai nient’altro di interessante di cui poter discutere?

Per affrontare questa conversazione Bob, che sia umano o elettronico, deve
mostrare delle abilità veramente sofisticate. Deve possedere una ampia cono-
scenza a proposito di argomenti specifici, per esempio i cetacei, il volo, la
scrittura di storie. Deve poter imparare concetti completamente nuovi, a par-
tire da definizioni e mettendole in relazione con quanto già conosce. Alla fine
deve essere in grado di fare deduzioni partendo da tutto ciò, come il fatto che
gli esperti in genetica siano più rilevanti dei matematici o dei filosofi cinesi
quando si parla di zupchok. (In questo particolare caso deve anche avere un
certo senso dell’humor.)
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L’intelligenza artificiale forte e la stanza cinese

Supponiamo di avere un programma che sia in grado di passare il test di
Turing. In accordo con l’affermazione forte dell’intelligenza artificiale, questo
programma potrebbe essere considerato essere intelligente e conscio. Un fa-
moso esperimento, chiamato l’argomentazione della stanza cinese, cerca di
respingere questa affermazione. Ecco come. Consideriamo una versione modi-
ficata del programma, che parla in cinese invece che in inglese. Esso è formato
essenzialmente da un insieme di istruzioni precise, che possono essere tradotte
in una serie di istruzioni in lingua inglese che un umano è in grado di seguire
in modo semplice. (Potrebbe essere un lavoro lungo e tedioso ma comunque
fattibile, e l’input/output del cinese potrebbe contenere istruzioni stupide del
tipo “se stai cercando questo carattere cinese e la casella numero 159 contie-
ne contiene il valore 1, allora scrivi 0 nella casella 243 e muoviti al prossimo
carattere sulla destra”.) Supponiamo ora che un libro contenga tutte queste
istruzioni in lingua inglese, e che sia dato ad una persona che capisce e parla
l’inglese ma non il cinese, e che è rinchiuso in una stanza che ha una fessura
per la comunicazione con l’esterno. Le domande, scritte in cinese, sono inseri-
te attraverso questa fessura, e la persona rinchiusa nella stanza, utilizzando il
libro con le regole, produce una risposta sempre in cinese. Dato che la persona
sta seguendo il programma originale, le sue risposte possono essere conside-
rate intelligenti in accordo con il test di Turing. Comunque, l’occupante della
stanza cinese non ha conoscenza del contenuto della conversazione ma segue
solamente le regole del libro. Di conseguenza, la stanza cinese e il suo occu-
pante non possono essere considerati consci e nemmeno intelligenti, quindi
neanche il programma iniziale.

Sono stati pubblicati molti articoli che sostengono una tesi piuttosto che
l’altra, ma non ne discuteremo oltre in questa sede. Mentre i filosofi dibatto-
no e discutono, i ricercatori dell’area dell’intelligenza artificiale stanno ancora
cercando di sviluppare programmi realmente intelligenti. Ancora, è da notare
come, anche si riuscisse a produrre un programma che è in grado di passare
il test di Turing, esso non porrebbe fine alla questione; invece, probabilmente
finirebbe per intensificarla. Se tale programma insistesse di essere veramen-
te conscio, ci crederemmo? Potremmo inoltre porci la stessa domande circa
gli uomini: siamo veramente intelligenti, oppure stiamo solamente simulando
l’intelligenza in virtù della programmazione del nostro cervello?

Programmi che sanno giocare

Il test di Turing sembra fornire una condizione sufficiente affinché si possa
dire che un computer possiede una intelligenza simile a quella umana. Co-
munque, molti ricercatori dell’area dell’intelligenza artificiale non si sono dati
come obiettivo la sola scrittura di programmi in grado di passare tale test,
dato che richiede tante conoscenze che non hanno nulla a che vedere con il
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puro concetto di intelligenza. Per esempio, per poter passare il test di Turing,
il computer dovrebbe essere programmato per nascondere la sua competenza
super-umana, come visto nella domanda (4) precedentemente riportata. Que-
sto è simile a quanto accade in altri campi. Per esempio, per molti anni le
persone hanno cercato di ottenere il volo artificiale cercando di imitare gli
uccelli. I successi si sono ottenuti usando metodi completamente diversi, ed
ora possiamo attribuire ai moderni aeroplani l’abilità di volare, nonostante
nessuno potrebbe pensare anche solo per un minuto che siano degli uccelli.

La ricerca moderna può essere divisa in ricerca di analisi e di sintesi. L’o-
biettivo della prima è quello di capire la natura dell’intelligenza; spesso ciò
coinvolge lo studio di come gli umani capiscano, ragionino, deducano e fac-
ciano piani, e la ricerca di riprodurre tali capacità in programmi. Questa
linea di ricerca ha molto in comune con altri campi quali la psicologia e la
neurobiologia, oltre alla matematica e allo studio degli algoritmi. Il secon-
do approccio ha l’obiettivo di costruire programmi “intelligenti” che possono
effettuare operazioni utili. Come questi siano simili all’intelligenza umana è
meno importante.

Il lavoro iniziale degli anni ’50 e ’60 puntava alla costruzione di metodi
generali per risolvere una grande varietà di problemi. Si è scoperto che ciò
è molto più difficile di quanto paventato inizialmente, e lavori successivi si
rivolsero a campi più ristretti in modo da sfruttare conoscenze specializzate
associate ad un particolare argomento. I giochi sono una delle aree specializza-
te in cui l’intelligenza artificiale ha ottenuto risultati significativi. È opportuno
iniziare la discussione con un resoconto storico.

• Nel 1979 un programma battè il campione del mondo di Backgammon.
(Questo non fece del programma il nuovo campione, poiché non partecipò
ad alcun torneo ufficiale, ma vinse comunque.) Dobbiamo renderci conto
che una partita a backgammon si compone di tanti piccoli scontri e il
fattore fortuna, introdotto dal lancio dei dadi, è minimo e la qualità del
gioco è più importante.

• Nel 1994, il campione del mondo di dama, Marion Tinsley, cedette il titolo
al programma Chinook. Questo programma vinse il Man-Machine Chec-
kers Championship, a cui presero parte il miglior giocatore umano e il
miglior giocatore elettronico. (Questo speciale titolo fu creato in modo da
avere sia il campione del mondo umano che quello elettronico.)

• Nel 1997, il campione del mondo di scacchi, Gary Kasparov, perse contro
il computer Deep Blue per 3.5 a 2.5 in 6 partite. A questo incontro segùı
una vittoria per 4-2 di Kasparov nel 1996. Agli inizi del 2003, Kasparov
pareggiò 3-3 con Deep Junior, il programma che vinse il titolo di World
Computer Chess Championship nel 2002.

Mentre i programmi possono ora giocare superbe partite a backgammon
e scacchi, non sono ancora perfetti. Ci sono altri giochi, come il Go, in cui i
computer non danno ancora il meglio. Perché i computer non sempre posso-
no giocare un gioco perfetto? Perché un computer non può di volta in volta
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selezionare tra tutte le possibilità quale sia la migliore? La risposta la tro-
viamo nell’albero di gioco, menzionato nel Capitolo 2 (vedere Figura 15.2).
Nel gioco del tris, per esempio, non ci sono difficoltà. Il primo giocatore ha
a disposizione 9 differenti mosse, a cui l’altro giocatore può rispondere con
una delle restanti 8 mosse, dopo di che il primo può a sua volta rispondere
con una delle restanti 7 mosse, e cos̀ı via. L’albero di gioco quindi consiste
di una radice da cui dipartono le nove possibilità, per ciascuna delle quali
dipartono le restanti 8 mosse, ecc. Alcuni nodi sono chiamati terminali e
rappresentano la vittoria di uno dei due giocatori, oppure una partita conclu-
sa con un pareggio. Comunque vada, ciascuna sequenza di nove mosse conduce
ad un nodo terminale. L’albero ha quindi una profondità massima di 9, con
un’ampiezza massima di 9, alla radice. Nel complesso, non ci sono più di 9!, o
362880, possibilità di avanzamento del gioco; perciò un programma potrebbe
semplicemente essere scritto per giocare una partita perfetta di tris.

Pareggio Vince A 

Vince A 

Vince A Vince B 

Pareggio

Posizione iniziale 

Mosse del giocatore A 

Mosse del giocatore B  

Mosse del giocatore A  

Mosse del giocatore B  

Figura 15.2. Un albero di gioco.

Negli scacchi la faccenda è differente. Il bianco ha 20 prime mosse possibili
e il numero medio delle possibili mosse successive partendo da una posizio-
ne arbitraria è 35. Quindi l’outdegree medio dell’albero delle mosse è ancora
di 35. La profondità dell’albero è il numero di mosse (doppia del numero di
round di una partita), e può facilmente diventare 80 o addirittura 100. Questo
significa che il numero di possibilità da verificare in una partita tipica, sono
nell’ordine di 35100. Nel Capitolo 7 abbiamo visto tali numeri, e possiamo dire
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che 35100 sono molti, ma molti ordini di grandezza più grande del numero di
protoni dell’universo, o il numero di nanosecondi passati dal Big Bang. Di
conseguenza, anche se ignoriamo lo spazio di memoria coinvolto nell’analisi
esaustiva di tutte le possibilità e assumiamo che ciascuna di queste possa es-
sere analizzata in un nanosecondo, nessun programma potrà mai giocare una
partita perfetta. I numeri che caratterizzano l’albero per il gioco del Go sono
molto più elevati di quello degli scacchi; per esempio, il numero di possibi-
li mosse in ciascuna posizione sono circa 200 invece che 35, e il gioco può
proseguire fino a 300 mosse!

Allora, come può operare un buon programma di scacchi? Esso compie
ricerche massicce attraverso grosse parti dell’albero delle mosse utilizzando
però delle euristiche. Nel contesto dei giochi, le euristiche sono usate per aiu-
tare a decidere quali parti dell’albero delle mosse debbano essere considerate
nel tentativo di scegliere una buona mossa. Una tipica euristica cerca di usare
regole intuitive, incorporate nel programma dal programmatore, per ignorare
parti dell’albero. Per esempio, il programma potrebbe decidere che, nelle ul-
time cinque mosse nulla è cambiato all’interno di un particolare quadrato di
quattro caselle attorno ad un pedone, il pedone non dovrà essere mosso, e per
questo motivo la ricerca può ignorare tutte le parti dell’albero che interessano
il movimento di quel pedone. Tali regole tendono ad essere particolarmente
intuitive e portano ad avere un albero delle mosse particolarmente ridotto, ma
possono portare anche alla perdita della partita; Gary Kasparov avrebbe po-
tuto vincere con tre sole mosse di un pedone. Questo è un esempio abbastanza
banale e le euristiche inserite in programmi di scacchi reali sono solitamente
molto più sofisticate. Comunque, sono nonostante tutto euristiche e il loro
utilizzo potrebbe portare alla perdita della mossa migliore.

Ancora euristiche

Una modalità carina per spiegare le euristiche di ricerca è quella di pensare
a una persona che ha perso le lenti a contatto. Una possibilà è quella di
usare una ricerca cieca e di cercare a carponi, e alla cieca, le lenti perdute.
Un’altra possibilità è la ricerca sistematica che ha a che vedere con la
continua estensione dell’area di ricerca in maniera organizzata e metodica (per
esempio attraverso un’area circolare che continua ad allargarsi da un punto
prefissato). Questa modalità porta ad una alta probabilità di successo, ma
potrebbe occupare troppo tempo. Una terza possibilità è quella della ricerca
analitica, dove delle precise equazioni matematiche descrivono il moto di
caduta delle lenti, prendendo in considerazione il vento, la gravità, l’attrito
dell’aria e la precisa natura della superficie di caduta. Anche questo, se fatto
correttamente, porta ad un buon risultato ma nella maggioranza dei casi è
impraticabile.

Al contrario, molti di noi approccerebbero il problema usando una ricer-
ca euristica. Innanzitutto, vorremmo identificare la direzione approssimativa
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della caduta e supporre in modo qualitativo la distanza a cui le lenti potreb-
bero essere cadute e limitare quindi la ricerca a una particolare area. Con
questo metodo la ricerca potrebbe non portare ad un buon risultato, ma ci
sono comunque buone probabilità di riuscita. (Esiste comunque un ulteriore
quinto approccio, la ricerca lazy (ovvero pigro) che ricerca l’ottico più vicino
per acquistare un altro paio di lenti...).

Il principale svantaggio delle euristiche è il fatto che non garantiscono il
successo. È sempre possibile che una regola empirica fallisca in un caso parti-
colare. Per quanto i vantaggi progrediscano, oltre ad avere il potere di ridurre
drasticamente il tempo impiegato per arrivare alla soluzione, le euristiche sono
solitamente soggette a miglioramenti quando diventiamo più consci del pro-
blema in analisi. Nel contesto degli algoritmi comunque la caratteristica più
importante di una euristica è il fatto che le sue prestazioni non sono soggette
ad analisi. Potremmo decidere una euristica per gli scacchi, incorporarla nel
nostro programma, e da quel momento in poi valutare le sue prestazioni sola-
mente attraverso osservazioni. Esso potrà giocare 100 partite eccellenti prima
di scoprire che ha una debolezza, che una volta scoperta dall’avversario porta
all’insuccesso completo del programma.

In un certo senso, utilizzare delle euristiche è come il lancio di una mone-
ta, per cui non copriamo necessariamente tutte le possibilità e rischiamo di
tralasciare una buona soluzione. Nel Capitolo 11 abbiamo visto come alcune
cose siano migliorabili seguendo i capricci del lancio casuale di una moneta. In
altre parole, lo spazio di ricerca di tutte le possibilità veniva ridotto, e alcune
direzioni non venivano nemmeno esplorate. Dunque, eravamo disposti a dire
che un numero era primo, sebbene non avessimo controllato tutti i possibili
testimoni che potevano potenzialmente provare che non era primo. Anche qui
il successo non è garantito; quindi si tenta di vedere il lancio di una mone-
ta come una euristica cieca, una sorta di regola empirica. Esiste una grossa
differenza, comunque. Nel mondo degli algoritmi probabilistici l’analisi rim-
piazza l’intuizione. Utilizzando attentamente insiemi predefiniti di possibilità
ignorabili, e usando la causalità per decidere quale ignorare effettivamente,
siamo in grado di analizzare rigorosamente la probabilità di successo, facendo
asserzioni precise circa le prestazioni dell’algoritmo. Con le euristiche questo
lavoro non è possibile.

Sebbene l’algoritmo probabilistico di test di un numero primo possa ap-
parire intelligente (cos̀ı come qualsiasi altro algoritmo, anche una semplice
routine di ordinamento) - in realtà, fa quello che deve meglio di un qualunque
umano medio - non possiamo dire che sia realmente intelligente. Mentre la sua
costruzione potrebbe richiedere un colpo di genio da parte del progettista, le
sue prestazioni non sono basate sull’intuizione e possono essere spiegate anali-
ticamente. Un programma capace di giocare a scacchi, d’altra parte, potrebbe
essere considerato intelligente, anche se usa delle regole empiriche non proba-
bilistiche, poiché il suo risultato non può essere predetto oppure analizzato.
Ciò, quindi, rappresenta un possibile modo di interpretare la nostra sensazione
che l’intelligenza reale sia non programmabile; rimpiazzando semplicemente
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la non programmabilità con la non analizzabilità. L’intelligenza artificiale è
rappresentata da programmi che sono basati su regole che appaiono utili, ma
la cui utilità non è stata analizzata rigorosamente.

Questo tentativo spartano di definire l’intelligenza artificiale attraverso
alcune proprietà dei programmi ottenuti non è sufficientemente ragionevole.
Molti preferirebbero definirla in base ai problemi che risolve. Inoltre alcune
direzioni nella ricerca dell’intelligenza artificiale sono divenute ultimamente
più precise e analitiche. In molti casi le euristiche impiegate sono molto più
di semplici suggerimenti sensati; sono in realtà basate su modelli e formu-
le matematiche ben formulati. Nella visione computerizzata, per esempio, le
euristiche usate per identificare il movimento, e per la comprensione delle im-
magini attraverso la visione stereoscopica sono basate su complicate formule
matematiche, e vengono fatte congetture molto forti su come i programmi
risultanti si comportino in regime di input casuali. Lo stesso ragionamento
può essere fatto nel campo della pianificazione del movimento in robotica. In
tali casi, gli algoritmi euristici sono molto più vicini agli algoritmi di appros-
simazione visti nel Capitolo 7 piuttosto che a quelli probabilistici, dato che le
euristiche usate sono solitamente congetture che servono a garantire media-
mente una buona soluzione, e a produrne una cattiva solo molto raramente.
Possiamo quindi etichettare gli algoritmi risultanti come algoritmi di appros-
simazione basati su congetture – in cui l’unica cosa mancante è la prova
delle proprietà della congettura. Ovviamente, una volta che è stata trovata
una prova non ci aspetteremmo che la disciplina dell’intelligenza artificiale
possa accontentarsi dell’algoritmo solo perché il suo comportamento è stato
analizzato in modo preciso.

Valutazione e ricerca

La discussione fatta circa l’uso delle euristiche negli scacchi computerizzati è
stata portata avanti in maniera anche eccessivamente semplificata. In realtà ci
sono molte più cose in gioco, oltre a poche regole che portano a ignorare par-
ti dell’albero rappresentante l’evoluzione del gioco. Per esempio, deve esserci
un modo per valutare la qualità della posizione all’interno dell’albero. Come
semplice esempio, si consideri un nodo per cui è stato deciso di ignorare due
sole possibili successive mosse del Bianco. Si assuma che la prima di queste
possa condurre a 10 eventuali nodi terminali, tre dei quali rappresentano una
vittoria per il Bianco, uno la vittoria del Nero, e sei pareggi; mentre nell’altra
strada i numeri non sono 10, 3, 1 e 6, ma, per esempio, 8, 4, 3 e 1. Come può
fare il programma, che gioca con il Bianco, a confrontare queste situazioni in
modo da scegliere la mossa successiva? Il problema diventa molto più difficile
quando, anche nelle direzioni che scegliamo come percorribili, vogliamo fer-
mare la nostra ricerca ad una certa profondità. In tale caso, la posizione più
distante raggiunta nella ricerca potrebbe non fornire informazioni relative a
vittoria, sconfitta o pareggio; si ha a disposizione solamente l’informazione che
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è implicita nella configurazione scelta. In tale caso, la funzione di valutazione
è molto meno ovvia.

Il problema secondo il quale si vogliono valutare le situazioni e assegnare
loro dei valori numerici in modo da aiutare il programma a scegliere è uno
dei problemi principali della programmazione euristica, e non si limita al solo
campo dei giochi. Si consideri un programma per eseguire diagnosi mediche.
Anche qui c’è un albero, i cui nodi rappresentano combinazioni di sintomi e
domande fatte ai pazienti, mentre i nodi terminali rappresentano le diagnosi
finali. Anche qui l’albero è enorme; inoltre, alcuni nodi corrispondono a varie
tipologie di test medici che possono avere ulteriori rischi. Quindi, una euristica
di ricerca deve prendere in considerazione i sintomi osservabili del paziente e
le sue risposte alle domande, e prescrivere la direzione che sarà seguita e i
test che verranno effettuati. Il problema di valutazione qui, per cui bisogna
determinare quanto sia rilevante un particolare insieme di possibilità in base
a quello che viene osservato durante l’avanzamento della cura, è ancora più
difficile.

Negli scacchi, in medicina, o anche altrove, una volta che è stata definita
la funzione di valutazione per la ricerca sull’albero, rimane ancora da capire
come usare i valori dei nodi nell’albero per capire quali parti dell’albero sono
importanti per la ricerca. In questo caso, il lavoro nell’ambito dell’intelligenza
artificiale ha condotto a un elevato numero di metodi di ricerca estremamente
potenti, che hanno molte applicazioni anche negli algoritmi non euristici. Molti
di questi sono basati sulla strategia di ricerca fondamentale chiamata il metodo
minimax, che è ben spiegato nel contesto degli alberi dei giochi.

La Figura 15.3(a) mostra parte di un albero di gioco per un gioco che
prevede due giocatori, come il tris o gli scacchi, in cui ciascun nodo terminale
ha associato un valore numerico. (I nodi terminali in figura sono posizioni reali
di conclusione del gioco oppure posizioni intermedie oltre le quali abbiamo
deciso di non proseguire la ricerca.) La radice rappresenta la posizione in cui
si trova Alice, mentre i valori rappresentano il guadagno dal punto di vista di
Alice. Quindi, 999 rappresenta una vittoria da parte di Alice, 0 una vittoria
di Bob. I valori intermedi riflettono le possibilità relative di vittoria da parte
di Alice per la posizione in cui si trova, come descritta da alcune funzioni di
valutazione dell’euristica. Deve essere scelta una possibile mossa per Alice, la
quale deve massimizzare la propria possibilità di vincere.

L’idea di base è di propagare valori verso l’alto nell’albero, iniziando dal
basso. Se il nodo radice rappresenta una mossa di Alice, allora il valore massi-
mo tra i nodi discendenti viene attaccato al nodo padre, e se rappresenta una
mossa di Bob allora viene preso il valore minimo. La spiegazione di tale scelta
è semplice: si assume che Bob giochi in maniera ragionevole e quindi che cerchi
sempre di massimizzare le proprie possibilità di vittoria, il che si ripercuote
sulla minimizzazione delle possibilità di Alice di vincere. In altre parole, Alice
dovrebbe fare la mossa migliore (che è quella con il valore massimo) sotto
l’assunzione che, seguendo questa strategia, Bob faccia la sua mossa migliore
(cioè quella che minimizza la funzione di Alice), seguendo la quale Alice farà
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Figura 15.3. La propagazione dei valori mediante il metodo minimax.

successivamente la sua mossa migliore, e cos̀ı via. La Figura 15.3(b) mostra
l’albero in cui sono stati inseriti questi valori minimi e massimi.

Questo processo potrebbe essere velocizzato se osserviamo che in molti casi
è sufficiente avere informazioni parziali circa i valori di un nodo discendente di
seconda generazione (che è il nipote) per determinare il suo valore finale. Nella
Figura 15.4, per esempio, non ha senso calcolare il valore di destra dei cinque
sotto-alberi di seconda generazione, visto che il minimo dei tre di sinistra è 42,
che è più grande di 27, il valore conosciuto a destra. Il minimo tra 27 e ogni
possibile valore della radice del sotto-albero di destra non sarà maggiore di
27, e di conseguenza il massimo che verrà usato per determinare il valore alla
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Figura 15.4. Un sotto-albero che non deve essere valutato secondo il metodo
minimax.

radice conduce necessariamente al valore 42. Un caso simile accade quando
il nodo in questione rappresenta una mossa di Bob invece che una mossa di
Alice, ma con i massimi e i minimi invertiti. Sono stati trovati metodi per
attraversare l’albero durante il processo di propagazione, in modo da trarre
vantaggio da queste tecniche per ridurre i costi. Uno dei metodi maggiormente
conosciuti tra questi, che non verrà comunque descritto qui, è chiamato alpha-
beta pruning.

Concludendo, una ricerca euristica consiste di:

1. euristiche incorporate in funzioni di valutazione;
2. regole per determinare quale sarà la profondità di esplorazione dell’albero

partendo da una qualunque posizione (che solitamente è una funzione della
posizione in questione); e

3. una procedura di propagazione efficiente per determinare i valori e per
effettuare realmente le scelte.

Rappresentazione della conoscenza

Abbiamo bisogno di molto più delle euristiche per raggiungere l’intelligenza
algoritmica. Dobbiamo trovare un modo per rappresentare la conoscenza
in modo che possa essere manipolata da algoritmi intelligenti. Se le parti di
controllo di un programma dell’intelligenza artificiale sono speciali, in quanto
basate sulla nozione “soft” delle euristiche, allora anche le parti dei dati sono
speciali, in quanto basate sulla nozione “soft” della conoscenza.

Che due volte quattro faccia otto e che la Francia è in Europa è conoscenza,
cos̀ı come il fatto che le giraffe abbiano il collo lungo, che Alan Turing fosse
intelligente e che i ricercatori che non pubblicano rischiano di scomparire.
Ma cosa significano letteralmente lungo, brillante e scomparire? Inoltre come
possiamo rappresentare tali fatti nelle nostre menti o nelle nostre basi di
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conoscenza per gli algoritmi, e come possiamo usarli? Nessun programma
può essere detto intelligente, sia che operi in un dominio ristretto, come i
giochi degli scacchi, dei cubetti e delle piramidi, sia che operi in un dominio
generale e che sia un candidato per passare il test di Turing, a meno che non
abbia un meccanismo appropriato per memorizzare, ricercare e manipolare la
conoscenza. Il problema della rappresentazione della conoscenza è infatti
uno dei problemi centrali dell’intelligenza artificiale.

La difficoltà è radicata nel fatto che la conoscenza non consiste solamente
di un’ampia collezione di fatti, ma anche di molte intricate relazioni tra loro.
Queste relazioni hanno numerosi aspetti e attributi, che a loro volta producono
altre relazioni di più alto livello con altri elementi di conoscenza. Conosciamo
veramente poco di come noi stessi memorizziamo e manipoliamo l’immensa
quantità di conoscenza accumulata nella nostra vita. Infatti, è evidente che
la base di conoscenza umana è dinamica ed associativa, e non lavora neces-
sariamente in modi che evocano il modo di lavorare degli attuali elaboratori
digitali.

Sono stati suggeriti molti modelli di conoscenza per i programmi intel-
ligenti. Alcuni sono basati su concetti puri della scienza dell’informazione,
come le basi di dati relazionali e gerarchiche, e altri su formalismi logici, come
predicati e logica modale. Alcuni linguaggi di programmazione, come LISP e
PROLOG, discussi nel Capitolo 3, sono molto più adatti per la manipolazione
dell’intelligenza rispetto ad altri. PROLOG per esempio è molto appropriato
quando tratta elementi di conoscenza che coinvolgono semplici relazioni co-
me “John è il padre di Mary”, o anche “un genitore di ogni progenitore di
Mary è ancora un progenitore di Mary”. Comunque, una volta che si è al di
fuori di un dominio ben definito, le relazioni richieste diventano molto più
intricate e tali modelli diventano vasti e inadeguati. Recuperare i concetti di
conoscenza che sono rilevanti alle decisioni che un programma deve prendere
diventa una mansione formidabile. Si sta ancora cercando il modello giusto
per la rappresentazione algoritmica della conoscenza.

Sistemi basati sulla conoscenza

Un approccio al problema è quello delle regole di produzione. Una regola
di produzione semplice deve asserire che se X è una società e Y gestisce tale
compagnia, allora Y lavora per X. Una regola più complessa, forse rilevante
per un programma che comprende immagini, potrebbe asserire che se tre li-
nee convergono verso lo stesso punto allora è possibile che esse rappresentino
il vertice di un cubo tridimensionale, a meno che uno degli angoli sia mino-
re di 45◦ e un altro maggiore di 90◦. Alcuni programmi speciali sono stati
detti sistemi knowledge-based (ovvero basati sulla conoscenza), o sistemi
esperti2, dato che sono basati su regole che un mano esperto utilizzerebbe
2 Il termine sistema esperto è impreciso, sebbene accattivante, dato che si focalizza
sulle prestazioni anzichè sui meccanismi. I programmi per computer possono com-
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nella risoluzione del problema. Un tipico sistema knowledge-based è costruito
attraverso domande ad esperti circa i modi con cui loro risolverebbero a ma-
no determinati problemi. L’intervistatore, alcune volte chiamato ingegnere
della conoscenza, cerca di scoprire e formulare le regole usate dagli esperti,
e i sistemi knowledge-base quindi usano queste regole per guidare la ricer-
ca di una soluzione di una data istanza del problema. Il cuore di un sistema
knowledge-based è l’insieme di regole, dato in un certo formato, e un meccani-
smo di ricerca per trovare le regole che sono in un certo momento applicabili.
I sistemi risultanti sono anche chiamati sistemi di produzione o sistemi
basati su regole.

Sistemi knowledge-based con livelli di performance accettabili sono sta-
ti costruiti per svolgere forme limitate di diagnosi medica, l’allocazione delle
risorse come i gate degli aeroporti per i voli in arrivo, la pianificazione e l’orga-
nizzazione delle operazioni per i voli spaziali e le pianificazioni della logistica.
Tali sistemi fanno risparmiare milioni di dollari alle aziende che li utilizzano.
Infatti, la statunitense DARPA (Defence Research Projets Agency), per molti
anni la maggiore agenzia finanziatrice della ricerca nell’intelligenza artificiale
negli Stati Uniti, ha dichiarato che i sistemi per la pianificazione e l’orga-
nizzazione dei trasporti usati nel 1991 nella guerra del Golfo hanno ripagato
oltre 30 anni di investimenti da parte di DARPA nella ricerca sull’intelligenza
artificiale.

Dobbiamo comunque renderci conto che oltre alla dipendenza dalla ricerca
euristica, le regole che controllano la ricerca sono create dagli intervistatori
esperti che non devono sempre operare in accordo con regole rigide. Le pro-
babilità di comportamenti inaspettati, e a volte catastrofici, in un sistema
knowledge-based non sono quindi insignificanti. Alcune persone lo dicono in
questo modo: “Vorreste essere curati da un sistema computerizzato di unità di
cura intensiva programmato con il paradigma dei sistemi knowledge-based?”.
Sotto un insieme raro di circostanze, l’unità potrebbe somministrare le me-
dicine sbagliate oppure chiudere una valvola vitale nel momento sbagliato.
Il suo comportamento è governato da regole che sono formulate attraverso
interviste a dottori esperti i quali potrebbero non necessariamente agire, in
un caso particolare, in accordo con le regole definite. (Certamente, cose simili
possono anche accadere con programmi non euristici a causa di pratiche in-
gegneristiche non adeguate, come abbiamo visto nel caso del Therac-25 nel
Capitolo 5.)

Potrebbe essere possibile cercare di usare tecniche analitiche su sistemi
knowledge-based critici, permettendoci di verificare formalmente che certe
proprietà di sicurezza reggano per qualunque applicazione basata sulle regole

piere alcuni compiti meglio di qualunque umano, come l’ordinamento di grosse
quantità di dati. Comunque questi non sono considerati sistemi esperti, perché
non sono basati sulla conoscenza. D’altra parte, alcuni sistemi knowledge-based
sono molto utili in pratica, anche nonostante il fatto che non raggiungano il livello
di prestazioni di un esperto umano.



15 Algoritmica e Intelligenza 481

sottostanti. Dato che, come spiegato nel Capitolo 10, le proprietà di sicurezza
solitamente asseriscono che non accadranno determinati problemi, potreb-
be apparire che sistemi basati su regole possano essere più aperti verso tali
approcci.

La conoscenza nell’apprendimento, nella pianificazione, e
nella deduzione

Il problema della rappresentazione della conoscenza è sicuramente fondamen-
tale in qualunque tipologia di intelligenza e riappare nelle pratiche di appren-
dimento, pianificazione e deduzione. Questi sono solo alcuni esempi tipici
che illustrano ulteriormente la necessità di una rappresentazione sofisticata
della conoscenza.

Nessun programma può essere detto realmente intelligente se non impara
mai, essendo sempre condannato a ripetere gli errori precedenti, e a non far
mai meglio le cose. Si consideri un programma di scacchi che sia in grado
di imparare. Si potrebbe assumere che conosca le regole e che semplicemente
impari come evitare i problemi incontrati nelle partite giocate nel passato.
Comunque, anche qui, dal punto di vista dell’algoritmo, si presentano seri
problemi di rappresentazione. Dobbiamo semplicemente fare una lista delle
posizioni e delle mosse che dimostrano che la mossa sia fallimentare, e poi
analizzarle ripetutamente per evitare di fare ancora gli stessi errori? Oppure
dobbiamo cercare di ricordare e aggiornare regole generali, che saranno poi
utilizzate per modificare le euristiche del programma? Le risposte a queste
domande diventano ancora più difficili più l’area di applicazione è ampia.
Come imparano i bambini? Come rappresentano la conoscenza che consente
loro di riconoscere i familiari o sintetizzare nuove frasi che non hanno sentito in
precedenza? Come fa un adulto a ricordare e recuperare la conoscenza che gli
permette di imparare a scrivere un tema, ad organizzare le finanze personali,
o ad adattarsi ad un ambiente nuovo?

Prima abbiamo menzionato il concetto di deduzione come una tipologia di
intelligenza richiesta per passare il test di Turing. Sono stati scritti programmi
che forniscono risultati ragionevoli nella dimostrazione di teoremi di geometria
a livello di scuola superiore. Sono capaci di accumulare fatti rilevanti e dedurne
uno nuovo a partire da questi. Come fanno? Questi programmi semplicemente
prendono una lista di teoremi conosciuti e poche regole di inferenza logica
(come per esempio “se P è vero e P implica sempre Q allora anche Q è
vero”)? O sono a conoscenza di molte catene complesse di ragionamenti che
portano alla produzione di teoremi interessanti? Di nuovo, queste domande
diventano tutte molto difficili quando la conoscenza rilevante non è ristretta
a un dominio limitato. Come può la conoscenza di una persona permetterle
di concludere che domani probabilmente pioverà, di decidere a quale scuola
iscrivere il proprio figlio, o di dimostrare un teorema complesso di topologia
algebrica?
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Finora molte delle nostre discussioni sono state relative alle attività inter-
ne di programmi intelligenti. La loro necessità di parlare, camminare o vedere
sono state ripetutamente abbandonate, concentrandoci invece sulla compren-
sione, apprendimento e deduzione. Però, una vista più ampia dell’intelligenza
per le macchine richiede che abbiano la capacità di imitare fisicamente gli
umani. Nella loro forma più generale, devono essere in grado di capire e sin-
tetizzare i discorsi delle persone, cos̀ı come compiere dei compiti fisici nel
classico spirito dei robot. Anche qui, il problema della rappresentazione della
conoscenza è fondamentale. Alcuni sistemi di intelligenza artificiale possono
capire semplici disposizioni di blocchi e piramidi usando un equipaggiamento
appropriato di sensori visivi, e altri possono capire l’inglese parlato in modo
semplice usando un equipaggiamento audio. Come fanno? I programmi di vi-
sione sono in grado di riconoscere ogni possibile configurazione delle linee di
congiunzione e di utilizzare regole per dedurre la loro disposizione globale?
Cosa succede se viene introdotta una nuova tipologia di oggetti, per esempio
i cilindri? I programmi di riconoscimento vocale hanno una base di dati che
contiene ogni profilo acustico di tutte le possibili pronunce di ogni singola
parola? Oppure hanno incorporate delle regole che permettono di combinare
segmenti di parole in un’unica parola? Ancora, se il dominio è molto ampio,
come quello di un umano che guarda un paesaggio sconosciuto oppure sen-
te una nuova conversazione, le cose diventano ancora più complicate. Come
possono gli uomini comprendere la varietà dei colori, delle linee e delle forme
che costituiscono l’interno di un salotto? Come identificano i movimenti e le
distanze a partire da una breve osservazione delle cose, e come fanno a capire
gli accenti stranieri?

La capacità di pianificare è un’altra abilità dell’intelligenza. Alcuni robot
che operano in ambienti limitati sono in grado di pianificare una sequenza
di movimenti che verranno eseguiti per raggiungere una destinazione. Come
fanno? Compiono queste azioni effettuando una ricerca, euristica o non, che
attraversa diverse possibilità? Oppure utilizzano molta intelligenza impercet-
tibile che permette loro di fare piani con l’obiettivo di raggiungere un obiettivo
generale? Anche qui, un dominio allargato rende le cose più difficili. Come fa
una persona a pianificare un viaggio, a delineare uno schema per chiudere
l’anno con un bilancio positivo, o a escogitare una strategia per vincere una
guerra?

Se l’intelligenza è la sorgente della vita, come dice il libro dei Proverbi,
allora il problema della rappresentazione della conoscenza è senz’altro la sua
pietra angolare, e scoprire se possiamo -per cos̀ı dire- infondere vita a un
computer richiede innanzitutto una soluzione idonea al problema.

Intelligenza senza rappresentazione della conoscenza?

L’approccio “classico” all’intelligenza artificiale, basato sulla ipotesi della
rappresentazione della conoscenza, assume che la cognizione basata sulla
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rappresentazione interna della conoscenza sia la chiave dell’intelligenza. Que-
sta ipotesi permette ai ricercatori di concentrarsi sugli algoritmi per impara-
re, pianificare, dedurre, ecc., mentre si ignora largamente l’ambiente in cui si
suppone che viva l’agente intelligente. Anche la ricerca sulla visione e sulla
robotica fu concepita per puntare allo sviluppo di meccanismi che permettes-
sero agli agenti intelligenti di percepire il loro ambiente e interagire con esso,
e allo stesso tempo di essere input e output per qualche altro componente
cognitivo centrale.

Questo modello base fu messa in discussione a metà degli anni 80. Si so-
stiene che l’interazione tra percezione e azione potesse creare comportamenti
complessi, che non c’era la necessità di un componente “cognitivo” basato
sulla rappresentazione interna della conoscenza, e che avesse capacità di ra-
gionamento simbolico. La percezione affiora da questa interazione ma non è
programmata al suo interno. In questa visione, la decomposizione “classica”
di intelligenza seguita da molti ricercatori dell’intelligenza artificiale è venuta
troppo presto. L’intelligenza a livello umano è troppo complessa, e ne cono-
sciamo talmente poco da non essere capaci di identificare con successo i suoi
componenti. Invece, i ricercatori, seguendo questa nuova visione, cercano di
costruire sistemi complessi che interagiscano con il loro ambiente, iniziando
con sistemi intelligenti semplici come per esempio insetti, per poi complicare
sempre di più il modello.

Questo approccio decompone il comportamento intelligente secondo le
azioni invece che secondo le loro funzioni. Perciò un sistema intelligente non
dovrebbe essere visto come composto da diverse funzioni che portano dalla
percezione all’azione passando per passi cognitivi intermedi come la modella-
zione e la pianificazione. Invece, esso è costruito da varie capacità, ciascuna
delle quali porta interamente dalla percezione all’azione. In un robot, per
esempio, tali capacità potrebbero includere le capacità di evitare le collisioni,
di esplorare ed analizzare lo spazio visibile, di cercare un determinato oggetto
(per esempio una presa elettrica per potersi ricaricare), e cos̀ı via.

Infatti, sono stati costruiti un elevato numero di robot (inclusi quelli do-
mestici che raccolgono autonomamente la polvere) in questo modo. Il loro
livello di intelligenza può essere confrontato con quello di alcuni insetti (che
non è affatto male!) ma è ancora lontano dal livello di intelligenza umano.
Rimane da scoprire se questo approccio all’intelligenza artificiale, basato sul
comportamento, si dimostrerà scalabile nel futuro.

Prospettive per l’intelligenza artificiale

Il termine “intelligenza artificiale” fu coniato per la prima volta nel 1956 al-
la Dartmouth Conference. Fu un incontro tra importanti ricercatori di vari
settori scientifici, che cercarono di definire un programma di ricerca per i pros-
simi anni nei rispettivi campi. Furono molto ottimisti visto che si aspettavano
di ottenere risultati molto importanti nei successivi 10 anni. Il risultato più



484 15 Algoritmica e Intelligenza

significativo che segùı tale evento fu la comprensione di come tale problema
fosse più difficile di quanto si pensasse. La reputazione di tale campo diminùı
inevitabilmente.

Cosa è stato fatto nel mezzo secolo successivo? Non è stato sviluppato
nessun reale approccio all’intelligenza artificiale, e ci si è mossi verso problemi
maggiormente specializzati dove sono stati ottenuti successi impressionanti,
sia da un punto di vista scientifico che da un punto di vista commerciale.
Per esempio, gli attuali computer possono capire comandi vocali, riconoscere
volti e oggetti in fotografie, e produrre traduzioni accettabili di documenti
tecnici. Come menzionato precedentemente, i sistemi basati sulla conoscenza
sono usati in molte imprese commerciali e ingegneristiche, spesso dietro le
quinte.

Infatti, molte cose che abbiamo letto nei racconti di fantascienza3 comin-
ciano ad apparire ora nei giornali che descrivono ricerche in atto, e a volte
anche sistemi già esistenti. Esse includono computer indossabili che sono co-
stantemente connessi ad una rete mondiale; realtà virtuale; “polvere intelli-
gente” cioè piccoli sensori intelligenti che funzionano insieme come fossero un
computer distribuito; “stanze intelligenti” che rispondono a comandi vocali,
gesti ed espressioni facciali attraverso schermi grandi come una parete; e, per
essere un po’ più cupi, software che permettono ai governi di monitorare tutte
le comunicazioni fatte via Internet.

Nonostante queste conquiste, oggigiorno l’intelligenza artificiale è argo-
mento di discussione proprio come lo era quando era appena nata. È divenuto
chiaro che sistemi costruiti utilizzando queste tecniche possono essere alquanto
utili nella pratica, anche senza che raggiungano il livello di intelligenza uma-
na. Alcune persone (inclusi i ricercatori dell’intelligenza artificiale) credono
che l’obiettivo ultimo di una macchina realmente intelligente sia irraggiungi-
bile. Altri prevedono un futuro in cui l’intelligenza delle macchine supererà
quella umana, magari usando anche una amalgama di persone e computer.
Un inventore e autore famoso predisse, nel 1999, che entro il 2029 ci saran-
no connessioni dirette tra il cervello umano e i computer, e sarà ampiamente
accettata l’idea di avere macchine intelligenti. Entro il 2099, la predizione
continua, non ci sarà una grossa distinzione tra uomini e macchine. Lasciamo
al lettore la possibilità di decidere se tutto ciò è possibile, probabile, o anche
desiderabile . . .

Capire il linguaggio naturale

Per chiudere questo capitolo con un tono più “leggero”, vale la pena illustrare
ulteriormente le difficoltà che si incontrano nel meccanizzare la comprensione
del linguaggio naturale. Il problema è molto più difficile di quanto sembri.

3 La vera fantascienza, che è diversa dalla fantasia, esplora possibili futuri
alternativi che si basano sull’esplorazione scientificamente plausibile del presente.
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Ci concentreremo qui sulla comprensione del linguaggio - e non sul mero
riconoscimento delle parole - visto che è comunque istruttivo vedere inizial-
mente cosa succede quando un programma di riconoscimento dei discorsi fa
degli errori. La frase “His presence made all the difference” (La sua presenza
fece la differenza) può essere facilmente fraintesa e interpretata come “His
presents made all the difference” (i suoi regali fecero la differenza). Allo stesso
modo, “All Japanese car respond well” (Tutte le macchine giapponesi rispon-
dono bene) può essere percepito come “All Japanese correspond well” (Tutti
i giapponesi corrispondono bene), e il noto motto americano “I pledge alle-
giange to the flag” (presto giuramento di fedeltà alla bandiera) quando detto
velocemente può essere capito come “I led the pigeon on the flag” (guido i pic-
cioni sulla bandiera). I programmi di riconoscimento vocale sono il paradiso
degli amanti dei giochi di parole.

Quando si prende in considerazione anche la semantica le sottigliezze sono
ancora di più. Una frase non può sempre essere capita senza conoscere il
contesto in cui ci si trova, e senza conoscere eventuali modi di dire, frasi
o gergo. Alcune volte è anche necessario essere familiari con le idiosincrasie
della persona che sta parlando. Un famoso esempio riguarda l’aforisma “The
spirit is willing but the flesh is weak” (Lo spirito è forte ma la carne è debole).
Questa frase fu sottoposta prima ad un programma che utilizzava una semplice
traduzione basata su dizionario in russo e poi a uno che lo ritraduceva in
inglese. Il risultato fu “The vodka is strong but the meat is rotten” (La vodka
è forte ma il cibo è andato a male). Che ispirazione!

Possono emergere problemi quando parti di una frase sono ambigue. Si
consideri la seguente frase:

Jim sat down at the table and found a large fruit salad on the plate
next to the basket of bread. It took him a while, but he finally managed
to eat and digest it all.
(Jim sedette al tavolo e trovò una grossa macedonia di frutta sul piat-
to vicino al cestino del pane. Ci mise un po’, ma alla fine riusc̀ı a
mangiarlo e a digerirlo tutto.)

Cosa mangiò Jim? La macedonia, il pane o altro? In alcuni contesti potreb-
be essere il piatto, il cestino o anche il tavolo! Qui la sola grammatica è di
poco aiuto; un programma intelligente deve essere in grado di comprendere
il significato delle cose. Le frasi seguenti sono grammaticamente identiche ma
differiscono per le relazioni tra le varie parti.

The lost children were found by the researcher.
The lost children were found by the mountain.
The lost children were found by the afternoon.

(I bambini sperduti furono trovati dal ricercatore.
I bambini sperduti furono trovati vicino alla montagna.
I bambini sperduti furono trovati prima del pomeriggio.)
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Ovviamente, la corretta interpretazione dipende dal significato delle paro-
le “researcher”, “mountain” e “afternoon”. Lo stesso fenomeno accade nelle
seguenti frasi.

The thieves stole the jewels, and some of them were subsequentely
sold.
The thieves stole the jewels, and some of them were subsequentely
caught.
The thieves stole the jewels, and some of them were subsequentely
found.

(I ladri rubarono i gioielli, e alcuni vennero successivamente venduti.
I ladri rubarono i gioielli, e alcuni vennero successivamente presi.
I ladri rubarono i gioielli, e alcuni vennero successivamente trovati.)

In questo caso, la parola “sold” si riferisce ai gioielli, “caught” ai ladri, mentre
“found” può essere riferito ad entrambi. In effetti, anche se non è del tutto
ovvio, è possibile che la storia abbia luogo in un paese dove i ladri sono venduti
come schiavi, rendendo cos̀ı ambigua anche la prima frase. Se la seconda frase
contenesse “threw the jewels out of the window” (lanciarono i gioielli dalla
finestra) invece di “stole the jewels”, anch’essa sarebbe ambigua visto che
“caught” significa anche “prendere al volo”.

Il problema della conoscenza appare in tutto il suo vigore. Utilizziamo un
ampio quantitativo di conoscenze per disambiguare e capire il linguaggio ordi-
nario, oltre alle singole parole e alla grammatica. Identificando tale conoscenze,
e rappresentandole in modo da catturare le loro intricate inter-relazioni, per-
mettendo cos̀ı utili ricerche, la stessa conoscenza ritorna ad essere il problema
principale da affrontare.

Per enfatizzare questo problema, pensate alla traduzione di un libro giallo
dall’inglese allo spagnolo. Certi sostantivi in inglese, come ad esempio ac-
tor/actress (attore/attrice) o waiter/waitress (cameriere/cameriera) dipendo-
no dal sesso della persona a cui si riferiscono, mentre altri, come ad esempio
teacher (maestro/a) o secretary (segretario/a) sono neutri. In spagnolo, invece,
“secretary” ha due forme differenti per i due sessi: “secretario” e “secretaria”.
Ora si supponga che il nostro famoso ma eccentrico investigatore scopra chi è
l’omicida nell’ultimo capitolo del libro, partendo dal presupposto che il segre-
tario sia maschio, mentre per tutto il libro il lettore era stato portato a pensare
che fosse una donna. Un programma di traduzione intelligente potrebbe sco-
prire questa informazione, e procedere con la traduzione di tutti i riferimenti
a “the secretary” nella forma maschile “secretario”. Questo richiederebbe un
bel po’ di intelligenza da parte del programma, dato che dovrebbe riuscire a
correlare informazioni che appaiono sparsi per tutto il libro. Sfortunatamente
questa non è una cosa intelligente da fare, dato che andrebbe a rovinare il libro
al lettore! Traducendo il libro senza rovinarlo totalmente richiederebbe una
comprensione profonda della storia. Una volta raggiuntala, potrebbe essere
possibile trovare altri modi creativi per nascondere il sesso dell’assassino. Tale
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livello di comprensione richiederebbe, oltre tutto, che venga fatto un ragiona-
mento sulla conoscenza del lettore mentre legge il libro, che è molto lontano
dalle attuali capacità dei sistemi di comprendere storie.

Concludiamo la nostra discussione con alcuni ipotetici discorsi tra un
umano e una macchina futuristica in grado di rispondere al telefono.4

Macchina:Pronto, questo è il telefono di Jim.
Voce: Pronto. Vorrei parlare con Jim.
Macchina:Jim non c’è. Posso aiutarti?
Voce: Non è una questione che io possa condividere con una macchina.

Quando ci sarà?
Macchina:Chi sta chiamando?
Voce: Sono Bill Bixlot.
Macchina:Sono spiacente, Mr.Big-Slut5, ma non si sa quando Jim sarà di

nuovo qui. Grazie della telefonata, Bill. (Click.)
Voce: Dannazione!

Macchina:Pronto, questo è il telefono di Jim.
Voce: Oh, ciao, macchina prediletta. Voglio solamente verificare la nostra

prenotazione per la cena e altro.
Macchina:Certo Sue. Ci incontriamo Gioved́ı al solito posto.
Voce: Sono la fidanzata di Jim, Barbara. Chi è Sue?
Macchina:Oh, Barbara. Non avevo riconosciuto la tua voce. Non ho mai

sentito nessuno che si chiamasse Sue prima d’ora.
Voce: Ma se mi hai appena detto che si deve incontrare con Sue gioved̀ı.
Macchina:Oh, quella Sue. Sei sicura di avere il numero giusto? Questo è il

telefono di Bill Finch.
Voce: Non puoi pendermi in giro. Riferisci a Jim che tra noi è finita!
Macchina:Hai raggiunto un numero non funzionante. Per favore verifica e

richiama. (Riappende.)

Macchina:Pronto, questo è il telefono di Jim.
Voce: Oh, sei tu. Senti, sono il suo capo. Devo parlare con Jim immedia-

tamente. Puoi cercarlo e dirgli di chiamarmi?
Macchina:Sono spiacente, Mr.Hizboss6, Jim sta giocando a golf questo pome-

riggio e mi ha lasciato l’ordine di non disturbarlo.
Voce: Davvero? Bene, guarda, già non ho molta pazienza questo pome-

riggio. Sono il suo capo (ovvero his boss), idiota, non Mr.Hizboss. Chiama
Jim, ora!

4 Queste conversazioni sono basate su quelle apparse in un saggio di Robert W.
Lucky del 1986. Sono state modificate e riportate con il suo permesso.

5 N.d.T.gran-sporcaccione
6 N.d.T.da notare il gioco di parole tra I am his boss e HizBoss
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Macchina:Sono contento che lei stia passando molte tempo con i suoi pa-
zienti7 questo pomeriggio, Dr.Thin. Il lavoro deve andare molto bene. Se
vuole chiamare il capo di Jim può chiamare il 553-8861. Certamente non
lo troverà nell’ufficio di Jim; lo abbiamo indicizzato nell’elenco alla voce
“Mostro”.

Voce: Segnati questo messaggio, figlio di un chip, e fallo bene. Digli che
non vale i tasti della tua tastiera. È licenziato! (Click.)

Macchina:Pronto, questo è il telefono di Jim.
Voce: Sei soddisfatto dei tuoi investimenti? Hai mai pensato ai vantaggi

di un bond municipale senza tassazione? Per saperne di più, per favore
lasci il suo nome ed indirizzo dopo il segnale acustico. (Beep)

Macchina:Ehm, ... questo è il telefono di Jim.
Voce: Grazie Mr.Jimzfone (gioco di parole per indicare “telefono di Jim”).

Mi lasci parlare delle nostre possibilità di investimento.

Uno dei più grandi vantaggi degli algoritmi puri rispetto all’intelligenza
artificiale basata su euristiche è la capacità di analizzare il comportamento di
questi algoritmi; cioè, provare che producono sempre il risultato corretto, e
fornire il valore massimo e minimo della loro complessità. Algoritmi euristici
non godono di queste proprietà. Spesso vengono eseguiti un elevato numero
di volte usando solo alcuni dei possibili input, facendo s̀ı che sia impossibile
caratterizzarli appieno. L’utilità di tali algoritmi, quindi, può essere valutata
solamente in maniera empirica, e solo dopo che sono stati eseguiti per molte
volte in situazioni reali. L’uso sicuro degli algoritmi euristici è attualmente
definito come in una situazione in cui viene permesso all’algoritmo di fallire.
Possono essere usati in modo da fornire dei suggerimenti, e non si dovrebbe
dare loro la possibilità di prendere una decisione finale da soli; deve essere
sempre applicato il giudizio umano. Se un algoritmo euristico è considerato
necessario per l’operazione di un sistema critico quale un reattore nucleare,
questo indica la necessità di semplificare il sistema al punto che ci sarà un
puro algoritmo analitico (o un operatore umano).

Detto questo, dobbiamo tenere a mente che alcuni problemi non possono
essere risolti da un algoritmo completamente analizzabile. Problemi pratici e
di grande interesse sono intrattabili e anche non decidibili (vedere i Capitoli 7
e 8), e non sappiamo bene se l’approssimazione, il parallelismo, e la casualità
possano fare la differenza (vedere i Capitoli 7, 10 e 11). Invece di considerare
insieme questi problemi, possiamo cercare di trovare una soluzione euristica.
Una soluzione che funzioni, per esempio, solo nell’80% dei casi può ancora
essere utile e può salvare molto lavoro manuale, rimanendo comunque soggetta
alla supervisione umana. E questo è vero anche se non abbiamo idea di come
identificare questo 80%.

7 N.d.T. Altro gioco di parole tra “patience” (pazienza) e “patient” (paziente)
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Magari, invece dell’intelligenza artificiale (AI), l’enfasi dovrebbe essere po-
sta sull’IA, intelligence augmentation (ovvero l’accrescimento dell’intelli-
genza), che è lo sviluppo di strumenti computerizzati per migliorare l’intelli-
genza umana e le sue funzionalità. Combinare gli aspetti migliori dell’intel-
ligenza dell’uomo e della macchina potrebbe portare a qualcosa che non sia
possibile a nessuno dei due da solo.

Stupenda per me la tua saggezza,
troppo alta, e io non la comprendo.
Salmi 139:6

{...} perché io sono
il più ignorante degli uomini
e non ho intelligenza umana {...}
Proverbi 30:2
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Poscritto

La fine di una cosa è meglio del suo inizio.
Qoelet 7:8

Bene, abbiamo fatto molta strada. Partendo da una nozione base di proble-
ma e soluzione algoritmica, abbiamo discusso le metodologie principali per la
progettazione e la scrittura di algoritmi, cos̀ı come modi per stabilire la loro
correttezza ed efficienza. Abbiamo visto problemi intrattabili e non computa-
bili, e abbiamo dimostrato che queste nozioni non sono sensibili alla scelta del
modello computazionale o del linguaggio in cui una soluzione viene scritta.
Abbiamo anche discusso argomenti come la concorrenza, il probabilismo, la
computazione quantistica, le euristiche, l’ingegneria del software, e i sistemi
complessi.

In retrospettiva abbiamo identificato tre distinte tipologie di complessità
con cui devono vedersela gli algoritmi. In ognuna, permangono seri ostacoli
che sembrano necessitare di nuove idee per essere superati.

La prima è la complessità computazionale, in cui cerchiamo soluzioni
efficienti a problemi algoritmici ben definiti. L’efficienza si basa su risorse come
il tempo di computazione, lo spazio in memoria, e la dimensione dell’hardware.
Nuovi algoritmi pongono nuovi problemi - cercare gli algoritmi più efficienti e
dimostrare i loro limiti inferiori. Il problema è particolarmente acuto quando si
assume, senza saperlo con certezza, che il problema sia intrattabile. Dal punto
di vista fondamentale gli ostacoli principali si riflettono nelle molte domande
ancora aperte circa le classi di complessità e le relazioni esistenti tra loro.
In particolare, i problemi di P vs. NP e P vs. RP si evidenziano in quanto
problemi non molto difficili, ma allo stesso tempo di grande interesse, sia da
un punto di vista teorico che pratico.

La seconda può essere chiamata complessità comportamentale, o
complessità di sistema. In questo caso siamo interessati a progettare sistemi
computerizzati estremamente complessi, come quelli concorrenti, distribuiti e
di natura reattiva. L’efficienza in questi casi è secondaria; il vero problema
consiste nel gestire le complessità legate al comportamento desiderato del si-
stema. Ancora una volta, ogni nuovo sistema presenta nuove sfide - progettare
algoritmi e protocolli che sono chiari e ben strutturati, e che garantiscono il
comportamento desiderato in ogni evenienza. In essenza, il problema consiste
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nel fornire metodologie rigorose, linguaggi, e tool di analisi per facilitare lo
sviluppo di sistemi affidabili.

La terza tipologia di complessità potrebbe essere chiamata complessità
cognitiva. Ha a che fare con problemi pseudo-algoritmici che, per loro stessa
natura, non sono associabili a una definizione precisa, anche se basta guardar-
si intorno un attimo per riconoscere diversi esempi che sono continuamente
risolti da esseri non computerizzati. Hanno a che vedere con la conoscenza
e l’intelligenza, e sono solitamente finalizzati a ottenere effetti simil-umani.
Anche qui, nuovi problemi presentano nuove sfide - progettare sistemi che
esibiranno un comportamento intelligente all’interno di domini ben definiti.
In essenza, il vero problema consiste nel capire come agiscono gli esseri in-
telligenti, e nel rappresentare la complessa base di conoscenza necessaria per
quella operazione in modo che possa essere gestibile mediante manipolazione
algoritmica e analisi.

Ci sono stati grossi progressi in ognuno di questi campi dalla prima versione
di questo libro, preparata circa 20 anni fa. Ciò nonostante, queste tre aree di
complessità continuano a evidenziarsi come quelle fondamentali in natura, e
siamo ancora lontani dal poter dire che siamo in grado di gestirle in maniera
soddisfacente. Possiamo solo sperare che future esposizioni, simili a questo
libro, degli algoritmi sappiano raccontarci di nuove scoperte in grado di gestire
queste tre tipologie di complessità.

Anche il lettore più attento non potrà dirsi un professionista di computer
dopo avere letto questo libro. Si spera, ciò nonostante, che avrà acquisito
una comprensione ragionevolmente dettagliata di alcuni degli argomenti più
fondamentali nel campo giovane e eccitante dell’informatica. Negli anni che
verranno, ci si aspetta che l’algoritmica emergerà come un’area di interesse
ancora più influente, migliorando ed espandendo i modi in cui i computer sono
applicati ai problemi del mondo reale, e in maniera ancora più estensiva alla
comprensione e all’analisi della natura stessa.

Ora, quando avrai finito di leggere questo libro,
vi legherai una pietra e lo getterai in mezzo all’Eufrate
{...} Geremia 51:63
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Soluzioni

A tante parole non si dar risposta?
Giobbe 11:2
Prima che mi invochino, io risponderò.
Isaia 65:24

Capitolo 2

2.5 (a) Il ciclo

per I che va da M a N fare S

è simulata dalla seguente sequenza di istruzioni

I ← M ;
mentre I ≤ N fare:

S;
I ← I + 1

dove I è una nuova variabile intera che non appare in S.
(b) L’istruzione condizionale

se E è true, allora fare S

è simulato dalla seguente sequenza di istruzioni

B ← true;
mentre sia E che B sono true, fare:

S;
B ← false;

dove B è una nuova variabile booleana che non appare nè in E nè in S.
L’istruzione

se E è true, fare S, altrimenti T

è simulato dalla seguente sequenza di istruzioni:

B ← true;
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mentre sia E che B sono true, fare:
S;
B ← false;

mentre B è true fare:
T ;
B ← false

dove B è una nuova variabile booleana che non appare in E, S o T .
(c) Introduciamo due nuove etichette L e M che non appaiono in S. Ora il ciclo

mentre E è true, fare S

è simulato dalla seguente sequenza di istruzioni

L: se E non è true, allora andare all’etichetta M ;
S;
andare all’etichetta L;

M :

(d) Il ciclo

mentre E è vero, fare S

è simulato dalla seguente sequenza di istruzioni.

se E è true, fare
ripetere S fino a quando E è falso

2.8 Possiamo simulare il ciclo

mentre E è true fare S

con una singola chiamata alla procedura ricorsiva

chiama simulate-while

che è definita come:

subroutine simulate-while:

se E è true fare:
S;
chiamare simulate-while;

return.
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2.10 Il seguente algoritmo controlla se il vettore P di lunghezza N rappresenta una
permutazione di AN . Usa un vettore A di lunghezza N che contiene valori boo-
leani (vero o falso) per tenere traccia degli interi già incontrati in P Il risultato
è posto nella variabile E, che vale true se l’algoritmo termina e P rappresenta
una permutazione.

per I che va da 1 a N fare:
A[I]← false;

I ← 1;
E ← true;
mentre E è true e I ≤ N fare:

J ← P [I];
se 1 ≤ J ≤ N e A[J ] è false, fare:

A[J ]← true;
I ← I + 1;

altrimenti
E ← false

2.11 Ecco un algoritmo che, dato N , stampa tutte le permutazioni di AN . Usa due
vettori A e P di lunghezza N ciascuno. Il vettore A contiene valori booleani e
rappresenta gli interi che sono già stati considerati nella permutazione che si sta
generando nel vettore P .

per I che va da 1 a N fare:
A[I]← true;

chiamare perms-from 1

dove la subroutine perms-from, che fa uso della variabile locale J , è definita
come:

subroutine perms-from K:
se K > N fare:

print(“ Nuova Permutazione:(”);
per J che va da 1 a N fare print(P [J ]);
print(“)”);

altrimenti (ovvero, K ≤ N) fare:
per J che va da 1 a N fare:

se A[J ] è true, fare:
P [K]← J ;
A[J ]← false;
chiamare perms-from K + 1;
A[J ]← true;

return

2.12
(b) Dimostriamo che le seguenti permutazioni non possono essere ricavate me-

diante una pila:



496 17 Soluzioni

i. La permutazione (3, 1, 2). Per poter stampare prima 3, gli interi 1 e 2
devono essere state precedentemente caricate sulla pila. Ma ciò può suc-
cedere nell’ordine 1, 2, in modo che 2 sia in cima. A questo punto però,
appena tolto dalla pila, 2 deve essere stampato oppure verrà perso.

ii. La permutazione (4, 5, 3, 7, 2, 1, 6). Per poter stampare prima 4, gli interi
1, 2, e 3 devono essere stati precedentemente spinti (in quest’ordine) sulla
pila. Dopo avere stampato 5, deve essere estratto e stampato l’intero 3.
Ora, per poter stampare 7, l’input 6 deve essere stato precedentemente
spinto sulla pila. Dunque, l’intero a questo punto in cima alla pila deve
essere 6, e il numero 2 non può essere stampato prima.

(c) È facile controllare tutte e 4! = 24 permutazioni di A4 e trovarne 10 che non
possono essere ricavate da una pila. In alternativa, il numero di permutazioni
di AN che possono essere ricavate da una pila è dato dalla formula:

(2×N)!
N !×(N+1)!

cosa che non dimostreremo qui. Dunque, A4 ha

(2×4)!
4!×(4+1)!

= 8!
4!×5!

= 14

permutazioni ottenibili da una pila, per cui 24− 14 = 10 non lo sono.

2.15 Il seguente algoritmo stampa la serie di operazioni su una o due pile necessaria
per ottenere una data permutazione. La variabile R è vera alla fine se la per-
mutazione può essere ottenuta da una sola pila. L’algoritmo fa uso di due pile,
S e S′, e delle operazioni di push (per l’inserimento di un elemento), pop (per
l’estrazione di un elemento) e di is-empty (per controllare se la pila è vuota).

E ← true;
I ← 1;
mentre l’input non è vuoto fare:

read(Y );
mentre Y > I fare:

push(I, S);
print(“read(X)”);
print(“push(X, S)”);
I ← I + 1;

se Y = I fare:
print(“read(X)”);
print(“print(X)”);
I ← I + 1;

altrimenti (se Y < I) fare:
pop(Z, S);
print(“pop(X, S)”);
mentre Z 	= Y fare:

E ← false;
push(Z, S′);
print(“push(X, S′)”);
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pop(Z, S);
print(“pop(X, S)”);

print(“print(X)”);
mentre is-empty(S′) è false fare:

pop(Z, S′);
print(“pop(X, S′)”);
push(Z, S);
print(“push(X, S)”)

Capitolo 4

4.2 (b) Il seguente algoritmo calcola il numero di nodi in un albero T che si trovano
a profondità K > 0. Il risultato viene restituito nella variabile S.

S ← 0;
chiamare count-nodes-of T e 0

La subroutine ricorsiva count-nodes-of è definita come:

subroutine count-nodes-of N e D:
se D = K fare:

S ← S + 1;
altrimenti (se D < K) fare:

DX ← D + 1;
I ← 1;
mentre N ha un I-esimo figlio, fare:

NI ← I-esimo figlio di N ;
chiamare count-nodes-of NI e DX ;
I ← I + 1;

return

4.3 (a) Ecco un algoritmo che stampa la somma dei contenuti dei nodi alla stessa
profondità all’interno dell’albero T . Usiamo un oggetto speciale, indicato con
il simbolo $, per separare nodi che si trovano a profondità diverse nella coda
Q. Inizialmente la coda Q è vuota.

L ← 0;
add(T, Q);
ripetere ciò che segue:

L ← L+ 1;
S ← 0;
add($, Q);
remove(V, Q);
mentre V 	= $, fare:

S ← S + contenuti di V ;
I ← 1;
mentre V ha un I-esimo figlio, fare:

VI ← I-esimo figlio di V ;
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add(VI , Q);
I ← I + 1;

remove(V, Q);
print(“ La somma dei contenuti di livello ”, L, “è ”, S);

fino a quando per Q non è true is-empty

4.6 Ecco un algoritmo che controlla se le espressioni rappresentate da E1 e E2 sono
isomorfe, e restituisce la risposta nella variabile R. In realtà l’algoritmo non si li-
mita ad alberi binari, nè a un qualche insieme specifico di operazioni aritmetiche.

R ← true;
chiamare check-isomorphic-of E1 e E2 .

La subroutine ricorsiva check-isomorphic è definita come

subroutine check-isomorphic-of E1 e E2

se o E1 o E2 (o entrambe) hanno figli:
se i contenuti di E1 	= contenuti di E2 allora R ← false;
altrimenti (E1 e E2 hanno gli stessi contenuti), fare:

I ← 1;
ripetere ciò che segue:
se E1 ha un figlio I-esimo, fare:

EI 1 ← I-esimo figlio di E1 ;
R1 ← true;

altrimenti R1 ← false;
se E2 ha un figlio I-esimo:

EI 2 ← I-esimo figlio di E2 ;
R2 ← true;

altrimenti R2 ← false;
se sia R1 sono true allora fare:
chiamare check-isomorphic-of EI 1 e EI 2 ;
I ← I + 1;

altrimenti, se uno tra R1 e R2 è true allora R ← false;
fino a quando uno tra R, R1 o R2 è false;

return

4.7 Ecco un algoritmo che controlla se l’espressione rappresentata dall’albero T è
bilanciata. Si basa sull’osservazione che l’espressione è bilanciata se a ogni pro-
fondità di T , tutti i nodi contengono interi o la stessa operazione aritmetica
(dove le operazioni indicate da “-”, nella versione binaria e unaria, sono conside-
rate diverse). Usiamo una coda Q per eseguire un attraversamento che procede
per livelli dell’albero e il simbolo speciale $ per separare nodi che si trovano a
profondità diverse nella coda. Inizialmente la coda Q è vuota. Il risultato è posto
nella variabile R, che è vera alla fine dell’esecuzione se l’espressione è bilanciata.

R ← true;
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add(T, Q);
mentre R è true e is-empty(Q) è false,fare:

add($, Q);
remove(V, Q);
I ← 1;

mentre V ha un figlio I-esimo, fare:
VI ← I-esimo figlio di V ;
add(VI , Q);
I ← I + 1;

remove(W, Q);
mentre R è true e W 	= $, fare:

se I > 1 e i contenuti di V 	= contenuti di W , allora R ← false;
J ← 1;
mentre R è true e J < I, fare:

se W ha un figlio J-esimo, fare:
WJ ← J-esimo figlio di W ;
add(WJ , Q);
J ← J + 1;

altrimenti R ← false;
remove(W, Q)

4.13
(a) Ecco un algoritmo di pianificazione dinamica per il problema dello zaino di

interi. Opera in N stadi. Sia MT il numero massimo di oggetti disponibili
di tipo T che possono essere messe nello zaino, ovvero MT è il minimo tra
Q[T ] e C div W [T ], dove l’operazione “div” denota la divisione intera che
restituisce la parte intera del quoziente. Lo stadio T -esimo dell’algoritmo
consiste di MT sotto-stadi. Dopo avere eseguito il J-esimo sotto-stadio dello
stadio T -esimo, l’algoritmo avrà calcolato gli riempimenti ottimali per zaini
di capacità K = 1, 2, . . . , C usando solo oggetti di tipi compresi tra 1 e T −1,
e al massimo J oggetti del tipo T .
Questi riempimenti sono rappresentati da un vettore A di lunghezza C + 1
e da un array bidimensionali B di dimensione (C + 1) per N , come segue.
Il profitto dello riempimento ottimale per uno zaino di dimensione K, dove
0 ≤ K ≤ C, è memorizzato in A[K]. Il numero di oggetti del tipo T ′ posti
nello zaino è B[K, T ′].
La seguente regola dinamica viene utilizzata per generare questo riempimen-
to:

A ogni sotto-stadio dello stadio T , A[K] è il massimo tra i seguenti due valori
del precedente sotto-stadio:

A[K] e A[K − W [T ]] + P [T ]

Dunque, dopo avere completato lo stadioN ′-esimo, l’algoritmo avrà calcolato
gli riempimenti ottimali per tutte le capacità minori o uguali a C usando
oggetti disponibili di tutti gli N tipi.
Ecco l’algoritmo:
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per K che va da 0 a C fare:
A[K]← 0;
per T che va da 1 a N fare B[K, T ]← 0;

per T che va da 1 a N fare (N stadi):
M ← minimo tra Q[T ] e C div W [T ];
per J che va da 1 a M fare (M sotto-stadi):

per K′ che va da 0 a C − 1× W [T ] fare:
K ← C − K ′;
KX ← K − W [T ];
AX ← A[KX ] + P [T ]; (profitto alternativo)
se A[K] < AX , fare:

A[K]← AX ;
B[K, T ]← B[KX , T ] + 1;

per T ′ che va da 1 a T − 1 fare B[K, T ′]← B[KX , T ′];
per T che va da 1 a N fare F [T ]← B[K, T ].

Si noti che i cicli non fanno niente se il valore iniziale della variabile eccede
il limite superiore.

(b) L’output dell’algoritmo di pianificazione dinamica per l’input è F = [0, 1, 3, 2, 1]
con un profitto totale di 194.

4.14
(a) Ecco un algoritmo greedy per il problema dello riempimento dello zaino. Si

basa sull’osservazione che uno riempimento ottimale dello zaino consiste di
uno riempimento in cui si usa il numero più grande possibile di elementi
del tipo “migliore”, seguito dal numero più grande possibile di elementi del
secondo tipo “migliore”, ecc., dove la “qualità” del tipo I è misurata dal
suo profitto specifico (per unità di peso) definito da P [I]/W [I]. Il profitto
specifico del tipo I è calcolato e memorizzato nel vettore S in S[I].

per I che va da 1 a N fare:
S[I]← P [I]/W [I];
F [I]← 0;

I ← 0;
T ← 0;
ripetere ciò che segue:

I ← I + 1;
chiamare find-max-of S into K;
S[K]← 0;
FK ← W [K]× Q[K];
se T + FK ≤ C,fare:

F [K]← Q[K];
T ← T + FK;
altrimenti (se T + FK > C) fare:
F [K]← (C − T )/W [K];
T ← C;

fino a quando o T = C o I = N .

La subroutine find-max imposta K all’indice dell’elemento massimo nel
vettore S. La sua implementazione è banale e quindi non viene riportata.

(b) L’output dell’algoritmo greedy è F = [0, 1, 1.8, 5, 1], con un profitto totale di
200.
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Capitolo 5

5.2 Se un algoritmo da verificare non termina per un dato input, anche il verificatore
non si fermerà. Dunque, per seguire la strategia descritta dobbiamo assumere
che gli algoritmi dati in ingresso al verificatore terminino su tutti i loro input
validi. Questa assunzione non può, in generale, essere testata.

5.9 Ecco una possibile implementazione di equal(X, Y ). Abbiamo inserito invarianti
in luoghi appropriati, in modo che possano essere utilizzati come base di una
prova di parziale correttezza, e un convergente per la prova di terminazione.

subroutine equal(X, Y ):
{ Invariante: “X = S1 e Y = S2 per simboli di stringhe S1, S2” }
E ← true;
mentre X 	= Λ e E è true, fare:

{ Invariante: “ S1 = S2 se e solo se X = Y e E è true” }
{ Convergente: Numero di simboli in X }
se Y = Λ, allora E ← false;
altrimenti (se Y non è vuoto)

se eq(head(X),head(Y )) allora
X ←tail(X);
Y ←tail(Y );

altrimenti E ← false;
se Y 	= Λ allora E ← false;
{ Invariante: “S1 = S2 se e solo se E è true” }
return

5.12
(a) Pal2 è parzialmente corretto. Ecco un invariante che, se posto prima dell’i-

nizio dell’esecuzione del ciclo, può essere utilizzato per provare la correttezza
parziale: “S è un palindromo se e solo se X è un palindromo ed E è true”.

(b) Pal2 non termina con stringhe in ingresso che non sono palindromi. Si prenda
S non palindromo, diciamo “ab”. L’algoritmo Pal2, quando riceve in ingresso
S, raggiungerà a un certo punto uno stato in cui E è false ma X non è vuoto,
e ci rimarrà per sempre.

5.13
(a) Pal3 non è parzialmente corretto. Si prenda S in modo che sia un palindromo

composto da un numero dispari di simboli, diciamo il singolo simbolo “a”.
L’algoritmo Pal3, quando riceve in ingresso S, terminerà con la risposta
sbagliata, ovvero che E è false.

(b) Pal3 termina per ogni stringa in ingresso, visto che X decresce a ogni
iterazione del ciclo, eccetto l’ultima volta.

5.15 Per i primi tre algoritmi presentiamo brevemente gli invarianti e i convergenti
che possono essere utilizzati per le dimostrazioni.
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– Algoritmo Pwr1: Assumiamo di aggiungere un contatore C all’algoritmo che
conti il numero di volte che viene eseguito il ciclo. L’invariante da utilizzare
è PW = mC . Inoltre, la differenza tra n, il numero totale di iterazioni da
eseguire, e il valore corrente di C è un convergente.

– Algoritmo Pwr2: L’asserzione PW = BE è invariante ogni volta che si ritorna
da una chiamata alla subroutine compute-power. La profondità delle chia-
mate ricorsive è limitata dal parametro E, il quale decresce a ogni chiamata
alla subroutine, per cui l’algoritmo termina.

– Algoritmo Pwr3: L’asserzione PW = BE = m è invariante quando si entra
nel ciclo. La variabile E in questa stessa posizione è un buon convergente.

– Algoritmo Pwr4: Ecco la versione annotata:

subroutine times-power-of Q, B e E :
{ Invariante: Q × BE = mn}
{ Convergente: E }
se E = 0 allora PW ← Q;
altrimenti, se E è un numero pari

chiamate times-power-of Q, B × B e E/2;
altrimenti (se E è un numero dispari)
chiamare times-power-of Q × B, B e E − 1;
{ Invariante:PW = mn}
return

chiamare times-power-of 1, m e n
{ Invariante: PW = mn}

Per dimostrare la terminazione di Pwr4 si osservi che il valore del parametro E
decresce a ogni chiamata ricorsiva di times-power, per cui la profondità delle
chiamate è limitata da n, il valore di E nella chiamata iniziale a times-power.

5.19 (a)Definire due programmi equivalenti in base a delle variabili in uscita concor-
date, se è vero che “per ogni input legale o entrambi i programmi divergono, o
entrambi terminano e producono lo stesso risultato nelle variabili di uscita”.

(b) Una prova di correttezza parziale dei due algoritmi (rispetto a una qualche
specifica) non stabilisce necessariamente l’equivalenza in base a questa de-
finizione. Per esempio, gli algoritmi Pal1 e Pal3 dati prima sono entrambi
parzialmente corretti, anche se non sono equivalenti secondo questa defini-
zione particolarmente forte, visto che Pal1 termina per qualsiasi input legale
mentre Pal3 no. Ecco una nozione più debole di equivalenza, che gode della
proprietà per cui la prova di correttezza di due algoritmi rispetto a una speci-
fica comunque stabilisce che sono in effetti equivalenti: “per ogni input valido
su cui terminano entrambi i programmi, essi producono lo stesso risultato
nelle variabili di uscita”.

(c) È un argomento che è aperto a discussione. Da un punto di vista, la rispo-
sta dovrebbe essere “no”. Se ci vengono dati due algoritmi arbitrari, e non
conosciamo niente dei loro scopi, non esiste un criterio per misurare la loro
equivalenza, soprattutto se hanno diversi insiemi di variabili interne. Non
esiste neanche un modo per capire quali variabili in ogni programma s̀ı occu-
pano di memorizzare i risultati. Dall’altra parte, sarebbe possibile rispondere
anche “si”. Si assuma che un algoritmo è incorporato come sottoprogramma
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all’interno di un sistema più grande (il quale potrebbe avere accesso a tutte
le sue variabili), e che l’altro algoritmo (magari perché più efficiente) debba
sostituirlo. Per garantire che il comportamento del sistema più grande non
venga perturbato da questo cambiamento, dobbiamo dimostrare che i due
algoritmi sono equivalenti, senza dover specificare quale sia il loro scopo, e
senza dover specificare quali siano le variabili di uscita. Ciò può essere fatto
insistendo sul fatto che entrambi gli algoritmi usano esattamente le stesse
variabili, e poi definendo che sono equivalenti se per ogni insieme di valori
iniziali di queste variabili, o gli algoritmi divergono, o entrambi terminano
con gli stessi valori in tutte le variabili. Per via dell’assenza di una specifica
di correttezza, questo tipo di equivalenza è molto più difficile da dimostrare.

Capitolo 6

6.2 Gli interi più piccoli sono rispettivamente: 44, 997, 7, 7, 22 e 6.

6.6 Per semplicità, assumiamo che l’input N allo schema del programma sia una
potenza di 5, ovvero N è uguale a 5L per un qualche intero L ≥ 0 (il che vuole
dire che L è essenzialmente log5N . Siano K1 e K2 i numeri costante di unità di
tempo richiesti per eseguire il primo e il secondo “...” rispettivamente. Possiamo
anche assumere che K1 includa il tempo richiesto per la divisione di N per 5.
Quando N > 0, lo schema richiede K1 unità di tempo per eseguire il primo “...”,
e poi esegue il ciclo interno perK2×N unità di tempo. Ripete poi il processo con
N ridotto a N/5, e cos̀ı via. Ciò da origine alle seguenti due equazioni ricorsive,
dove C(N) indica il numero di unità di tempo richieste per eseguire lo schema
con l’ingresso N :

C(1) = K1 +K2

C(N) = K1 + (K2 × N) + C(N/5) per N > 1

La soluzione di queste due equazioni per N potenza di 5 è

C(N) = C(5L) = K1 × (L+ 1) +K2 × (5× N − 1)/4

ovvero

C(N) = O(log5 N +N) = O(N)

È di interesse dunque che, sebbene lo schema contenga due cicli annidati, la
complessità temporale è lineare, non quadratica. La ragione, ovviamente, è la
riduzione di N di una costante moltiplicativa prima di rieseguire il ciclo esterno.
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6.9 (a) Come spiegato nel testo, treesort prima trasforma il suo input in un albero
per la ricerca binaria, e poi lo percorre da sinistra a destra, mandando i
contenuti di ogni nodo in output la seconda volta che viene visitato. La
complessità dell’algoritmo è dominata dal primo stadio, visto che la discesa
richiede solo una quantità di tempo costante per ogni nodo, ed è quindi
lineare in totale.
Per quanto riguarda la costruzione dell’albero di ricerca, osserviamo che nel
processo di inserimento di un valore in ingresso nella sua posizione finale
all’interno dell’albero, viene confrontato con ognuno degli antenati del nodo
(ovvero quei nodi che si trovano sul percorso che unisce la radice dell’albero
alla nuova posizione). Tutti i confronti sono associati al particolare valore
in ingresso. Segue che il numero totale di confronti necessari per i nodi che
si trovano su un dato percorso dell’albero può essere calcolato nel seguente
modo: 0 confronti per la radice, più un confronto per il successore della radice,
più due confronti per il prossimo nodo, e cos̀ı via. In generale la somma è
O(M2), dove M è la lunghezza del percorso. Il numero totale di confronti
eseguiti per tutti i nodi nell’albero è la somma di questi totali, presi tutti i
percorsi dell’albero.
Piuttosto che provare a calcolare questa somma per vari tipi di alberi, dimo-
striamo che tra tutti i nodi di ricerca con N nodi (chiamiamoli alberi-(N))
quello più costoso in termini di numero di confronti richiesti per la sua co-
struzione è un albero “magro”, ovvero uno che contiene un unico ramo di
lunghezza N . Lo dimostriamo ora per induzione. Chiaramente l’unico albero-
(1) è quello che contiene un unico nodo –la radice– ed è anche un albero
“magro”. Ora assumendo che l’albero-(N) più costoso sia un albero magro
lungo N nodi, mostriamo che l’albero-(N + 1) più costoso è quello magro
lungo N + 1. Supponiamo di volere aggiungere l’ultimo intero di una lista
di lunghezza N + 1 in un albero costruito nel primo stadio dell’algoritmo di
treesort. Il numero totale di confronti eseguiti posizionando i precedenti N
interi non può essere maggiore del costo di un albero magro di N nodi, per
via dell’ipotesi induttiva. Dunque il costo dell’albero-(N +1) non può essere
maggiore del costo di un albero-(N) più il costo necessario per posizionare
l’ultimo intero al posto giusto. Ovviamente, il costo è massimo quando l’ul-
timo intero deve essere confrontato con tutti i precedenti N ; e questo, per
via del secondo stadio dell’algoritmo di treesort, può succedere solo quan-
do l’albero temporaneo costruito per i primi N interi è un albero magro, e
l’ultimo nodo deve essere posizionato in fondo dell’unico ramo, formando un
albero-(N + 1).
Dunque, come abbiamo detto, gli alberi magri sono quelli più costosi. Per via
di quello che abbiamo detto circa la costruzione di un unico ramo nell’albero
di ricerca, segue che la complessità totale della costruzione dell’albero nel
secondo stadio dell’algoritmo di treesort, e dunque anche la complessità
temporale nel caso pessimo dell’intero algoritmo, è limitato da O(N2).

(b) Come mostrato in (a), un caso pessimo di input per l’algoritmo di treesort
è una lista che fornisce un albero magro, ovvero uno che contiene un unico
ramo, quando sottoposto al primo stadio dell’algoritmo. È facile vedere che
ciò accadrà se l’input è già ordinato (in ordine crescente o decrescente).

(c) Dobbiamo solo contare i confronti, e questi sono tutti eseguiti nello stadio
di “fusione” dell’algoritmo di mergesort. Una lista input di lunghezza N
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può essere ripetutamente spezzata in metà al più 1 + log2N volte. Dunque
ci sono al massimo O(logN) stadi all’algoritmo. Possiamo affermare che il
numero totale di confronti eseguiti in ogni stadio è al più N . La ragione è che
ogni confronto fa s̀ı che uno dei numeri venga messo in lista, e, inoltre, dopo
che un numero è stato posto sulla lista esso non partecipa più ad altri con-
fronti durante quello stadio. Dunque, la complessità temporale complessiva
dell’algoritmo è O(N × logN).

(d) Dato una lista di input per l’algoritmo di mergesort di lunghezza N , verrà
divisa al più logN volte. Si può facilmente vedere che il numero di con-
fronti eseguiti durante questo stadio dell’algoritmo è almeno N/2 (acca-
de quando l’input è già ordinato). Dunque, l’algoritmo richiede un tempo
O(N × logN) per ogni input di lunghezza N , che è dunque un limite anche
per la complessità temporale nel caso medio.

6.15
(a) L’analisi temporale nel caso pessimo di entrambi gli algoritmi fornisce un

limite superiore di O(n), dove n è la lunghezza della stringa. Questo limite
si incontra, per esempio, per una stringa in ingresso che è palindroma.

(b) I palindromi di lunghezza n non possono essere trovati con meno di n/2
confronti di simboli nel caso pessimo, altrimenti saremmo in grado di trova-
re stringhe non palindrome ma etichettate dall’algoritmo come palindrome.
Dunque abbiamo un limite inferiore di n/2.

(c) L’algoritmo Pal1 richiede O(n) confronti per ogni stringa, dunque è anche
la complessità nel caso medio.
L’analisi nel caso medio di Pal4 è più difficile. Si fissi un intero n, e per
semplicità si assuma che n sia pari, ovvero n = 2k per qualche k > 0.
Sia s = a1a2 . . . akbk . . . b2b1 una tipica stringa di lunghezza n. Si chiami s
un nonpalindromo-i, per un i ∈ 1, 2, . . . , k, se aj = bj per tutti i j < i,
ma ai 	= bi. Ovviamente ogni stringa di lunghezza n è o palindroma o è un
nonpalindromo per precisamente un i. Ora, ricordandoci del fatto che stiamo
parlando di un alfabeto a due simboli, possiamo notare che per ogni i ∈
1, 2, . . . , k ci sono precisamente 2n−i nonpalindromo-i, mentre Pal4 esegue
i operazioni quando riceve una tale stringa. Inoltre, ci sono 2k palindrome
di lunghezza n e Pal4 esegue k operazioni per ciascuna. Dunque, siccome
assumiamo una distribuzione uniforme di stringhe, il numero di operazioni
che l’algoritmo Pal4 esegue in media per stringhe di lunghezza n è

(k × 2k) +
Pk

i=1(i × 2n−i)

2n
=
(k × 2k) +

Pk
i=1

Pn−i
j=k 2

j

2n

=
(k × 2k) +

Pk
i=1(2

n−i+1 − 2k)

2n
=
2n+1 − 2k+1

2n
< 2

In modo simile si può dimostrare che se n è dispari il numero medio di
operazioni è meno di 4. Dunque, sorprendentemente, la complessità nel caso
medio di Pal4 è O(1), ovvero, costante.
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6.18 Ecco un’implementazione di LG1:

{ Invariante: “m, n > 1” }
M ← m;
K ← 0;
mentre M ≤ n, fare:

{ Invariante: M = mK+1 ≤ n}
{ Convergente: lgm n − K }
M ← M × m;
K ← K + 1;

{ Invariante: mK ≤ n < mK+1}

Si può vedere facilmente che questo algoritmo necessita di O(logmn) tempo e
O(1) spazio.

6.19 L’algoritmo LG2 può essere implementato nel seguente modo:

{ Invariante: “m, n > 1” }
M ← 1;
M1 ← m;
K ← 0;
mentre M1 ≤ n, fare:

{ Invariante: K = 2l1 + . . .+ 2li con l1 > . . . > li ≥ 0, tale per cui
M = mK ≤ n < mK+2li

e M1 = M × m”}
{ Convergente: lgm n − K }
M ← M1;
M1 ← M1 × m;
M2 ← m × m;
K2 ← 1;
mentre M1 ≤ n, fare:

{ Invariante: K = 2l1 + . . .+ 2li con l1 > . . . > li ≥ 0 e
K2 = 2

l con l < li − 1, tale per cui
mK+2×K2 ≤ n < mK+2li

e
M = mK+K2 e M1 = mK+2×K2 e M2 = m2×K2 }

{ Convergente: lgm n − K − K2 }
M ← M1;
M1 ← M1 × M2;
M2 ← M2 × M2;
K2 ← K2 +K2;

M1 ← M × m;
K ← K +K2;

{ Invariante: mK ≤ n < mK+1 }

Per l’analisi della complessità temporale indichiamo con L il valore di logmn−K
in qualsiasi punto della computazione. Sia C1(L) la complessità temporale del
ciclo esterno con un valore iniziale di L, e C2(L, K2) la complessità temporale
del ciclo interno con valori iniziali di L e K2. Con l’aiuto degli invarianti e dei
convergenti annotati nell’algoritmo, ricaviamo le seguenti equazioni ricorsive:
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C1(L) =

j
O(1) se L = 0
O(1) + C2(L, 1) + C1(L/2) se L > 0

C2(L, K2) =

j
O(1) se L < 2× K2

(O(1) + C2(L, 2× K2) altrimenti

Si può facilmente dimostrare che C2(L, 1) = O(log2L) e che C1(L) = O((log2L)
2).

Dunque, se ignoriamo le basi dei logaritmi possiamo concludere che la comples-
sità temporale totale è limitata da O((log(logn))2).
Siccome l’algoritmo usa solo un numero fisso di variabili, secondo la conven-
zione per cui memorizzare un intero richiede un’unità di spazio di memoria, la
complessità spaziale è costante, ovvero O(1).

Capitolo 7

7.2 (a) Assumiamo che le carte del puzzle delle scimmie possano essere ruotate, e
ricalcoliamo il numero di disposizioni possibili in una griglie di 5 per 5. Sicco-
me ci sono 25 carte, ognuna ruotabile in modo da assumere 4 orientamenti,
abbiamo 25 possibili carte tra cui scegliere per la prima posizione, e per ogni
carta abbiamo 4 possibili orientamenti. Dunque, abbiamo 25× 4 possibilità
per la prima posizione. Allo stesso modo abbiamo 24 × 4 possibilità per la
seconda posizione, 23× 4 per la terza, e cos̀ı via. Alla fine ci sono

(25× 4)× (24× 4)× . . . × (1× 4) = 25!× 425

disposizioni nel caso pessimo. (Questo numero, scritto in notazione decimale,
ha 41 cifre!)

(b) Una ricerca esaustiva richiederebbe più di 1.7464× 1034 secondi, ovvero più
di 5.5× 1026 anni!

(c) Dimostreremo la seguente affermazione ancora più forte, la quale implica che
il numero di carte distinte non può essere il fattore che determina l’esistenza
di una disposizione:

Per ogni intero positivo N
· è possibile scegliere tra N2 carte distinte per formare una disposizione

valida di N per N ; e
· è possibile scegliere tra (N + 1)2 carte distinte che non possono essere

disposte in un quadrato di N + 1 per N + 1.

La dimostrazione per N carte viene fatta per induzione. Chiaramente, una
singola carta può essere disposta in un quadrato di 1 per 1, ed è facile tro-
vare quattro carte distinte che non possono essere disposte in un quadrato
di 2 per 2. Assumiamo che l’affermazione valga per un qualche N , e la di-
mostriamo per N +1. La seconda parte dell’affermazione è banale, visto che
possiamo prendere qualsiasi (N + 2)2 carte distinte, ove una ha colori che
non sono compatibili con le altre carte. Per la prima parte dell’affermazione,
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consideriamo un’istanza di disposizione N per N , la quale esiste per ipotesi
induttiva. Possiamo trovar N+N+1 carte nuove che possono essere associa-
te alle carte che si trovano sul lato destro e sul lato superiore. Si noti che per
qualsiasi nuova carta non posti vincoli suo lato desto e sul suo lato superiore.
Possiamo usare questi lati “liberi” per garantire che tutte le nuove carte nel
prossimo passo dell’induzione siano distinte, assegnando loro nuovi colori in
maniera univoca.

7.3 Gli interi più piccoli sono rispettivamente 9, 3, 12, 7, 3 e 2.

7.5 (a) La soluzione banale al problema del commesso viaggiatore che considera
tutti i possibili tour ha complessità temporale nell’ordine del numero di tour
possibili in un dato grafo, visto che è possibile verificare in un tempo lineare
se un tour soddisfa il requisito imposto. Il numero di tour che partono da
un nodo n0 di un grafo è uguale, nel caso pessimo, al numero di possibili
disposizioni in sequenza degli altri N−1 nodi del grafo, cioè (N−1)!. Siccome
tutti i tour sono in realtà aciclici, non c’è perdita di generalità nel cominciare
da n0; per questo (N −1)! è il numero di tutti i tour anche nel caso generale.
La complessità temporale della soluzione è dunque una funzione lineare di
N moltiplicata per (N − 1)!, che è O(N !).

(b) Per un percorso euleriano, bisogna considerare le disposizioni degli archi in
un grafo, invece che dei nodi. Siccome il numero degli archi è al più N2

(un arco ogni due nodi), la complessità temporale della soluzione banale al
problema dei percorsi euleriani è O((N2)!).

(c) L’algoritmo di Eulero controlla se il grafo soddisfa due proprietà:
· Connettività –ogni due nodi che sono i punti terminali di un arco sono

raggiungibili l’uno dall’altro.
· Il numero di archi che emanano da un qualsiasi punto (eccetto al più due

punti) è pari.
È facile vedere che l’esistenza di un percorso euleriano implica le due pro-
prietà. In un qualsiasi punto interno al percorso (ovvero, in qualsiasi punto
del percorso che non è un terminale) devono esserci un numero pari di archi
che emanano da esso, visto che ognuno di tali archi appare solo una volta
sul percorso, e ogni arco ha un punto in comune con esattamente un arco
adiacente. Se i punti terminali sono distinti (ovvero il percorso euleriano non
è un ciclo) allora per lo stesso discorso fatto, ogni punto terminale ha un
numero pari di archi interni, più un singolo arco terminale.
L’affermazione che un grafo che soddisfa le due proprietà di cui sopra ha
un percorso euleriano è dimostrata per induzione sul numero di archi in un
grafo, come segue. Un grafo con un arco ovviamente soddisfa entrambe le
proprietà, e possiede un percorso euleriano –l’arco stesso. Assumiamo ora che
l’affermazione valga per tutti i grafi che hanno al più K archi, per qualche K
intero positivo, e dimostriamo che vale per grafi con K + 1 archi. Sia G un
grafo con K+1 archi, che soddisfa le sue proprietà. Se ci sono due punti in G
da cui emanano un numero dispari di archi, si scelga un arco e che emana da
uno qualsiasi di questi due punti, altrimenti si consideri un arco qualsiasi e di
G. Indichiamo con G′ il grafo che risulta dall’eliminazione di e da G. È facile
vedere che G′ soddisfa la seconda proprietà, e che o è connesso o consiste
di due sotto-grafi connessi. Se G′ è connesso, allora per ipotesi induttiva, G′
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possiede un percorso euleriano con un punto terminale che appartiene a e.
Siccome il percorso può essere esteso aggiungendo a e il punto terminale di
G, anche G può avere un percorso euleriano. Se G′ non è connesso, consisterà
di due sotto-grafi connessi, ognuno dei quali avrà un percorso euleriano per
via dell’ipotesi induttiva. Siccome entrambi i punti terminali di e sono punti
terminali di questi due percorsi in G′, possono essere fusi mediante e in un
singolo percorso euleriano per G.

7.8 Come nell’esercizio, “numero” qui sta per “intero positivo”.
(a) Significato e verità delle formule.

χ1 : “Ogni numero diverso da 1 è successore di un qualche numero.”
La formula è sempre vera.

χ2 : “La somma di qualsiasi due numeri è anch’essa un numero”
La formula è sempre vera.

χ3 : “Non tutti i numeri sono la somma di altri due numeri.”
Questa formula è sempre vera –1 non è la somma di due numeri.

χ4 : “Alcuni numeri equivalgono al doppio di loro stessi”
Questa formula è falsa –non esiste un tale numero. (Si ricordi che in
questo esempio lo 0 non viene considerato.)

χ5 : “La somma di due numeri pari è un numero pari.”
Questa formula è sempre vera.

χ6 : “Esiste un numero X che è più grande di qualsiasi numero dispari.”
Questa formulaè falsa –qualsiasi numero X è sempre più piccolo del
numero dispari X +X + 1.

(b) Formalizzazione nella logica di Presburger.
i. “forallX forallY forallZ

(∼existsU (X = U + U ∨ Y = U + U ∨ Z = U + U)→
existsV (X + Y + Z = V + V ))”

Questa formula è falsa. In realtà la somma di tre numeri dispari qualsiasi
è anch’esso dispari.

ii. “forallX (X = 1 ∨ existsY existsZ (X = Y + Z))”
Questa formula è sempre vera.

iii. “forallX existsY existsZ (X + Y = Z + Z + Z + Z)”
Questa formula è sempre vera – i numeri 4, 8, 12, 16, . . . sono tutti
divisibili per 4.

iv. “∼forallX existsY
(existsZ (X + Y = Z + Z + Z) &∼existsZ′ (X + Y = Z′ + Z′))”

Questa formula è falsa –i numeri dispari 3, 9, 15, 21, . . . , sono tutti
divisibili per 3.

7.9 Definiamo l’ordine di un punto di confine della mappa come il numero di nazioni
da esso toccato. L’ordine dell’intera mappa è l’ordine massimo dei suoi punti che
si trovano su un confine. È facile vedere che in una qualsiasi mappa colorabile
da due colori, l’ordine di ogni punto che si trova su un confine è pari. Per l’altra
direzione, dimostriamo, per induzione sull’ordine delle mappe, che se l’ordine
di tutti i punti che si trovano su un confine è pari, allora la mappa può essere
colorata con due colori.
SiaM una mappa di ordine 2. Possiamo certamente colorare il “resto del mondo”,
diciamo, in bianco. Allora, ogni nazione che ha un confine che tocca il “resto del
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mondo” è colorata di nero. Due nazioni cos̀ı fatte non possono avere confini in
comune, altrimenti dovremmo avere un punto del confine che tocca entrambe e
anche il resto del mondo, portando ad avere un ordine tre, che non è possibile
per via della nostra assunzione di ordine massimo due. Continuiamo dunque a
colorare di bianco tutte le nazioni che toccano una nazione colorata di bianco, e
di nuovo, non possono esistere confini tra queste nazioni. Il processo di alternare
la colorazione continua fino a quando l’intera mappa M non è colorata.
Assumiamo ora che l’affermazione valga per tutte le mappe che hanno al più
ordine K, e lo dimostriamo per le mappe di ordine K + 1. Se K è pari allora
l’affermazione vale banalmente per K + 1. Consideriamo, dunque, il caso in cui
K è dispari, per cui K + 1 è pari. Sia M una mappa di ordine K + 1, i cui
punti che si trovano su un confine sono tutti di ordine dispari. Scegliamo un
punto P di M di ordine K +1. Siano C1, C2 e C3 tre nazioni toccate da P , tale
per cui C1 è adiacente a C2, con un confine che termina in P , e per cui C2 è
adiacente a C3. Uniamo ora C1 e C3 a formare un’unica nazione mediante una
sottile zona di C2 che tocca P . Ora P ha ordine K − 1. Visto che consideriamo
mappe con un numero finito di nazioni, ci sono un numero finito di punti con
ordine K + 1 in M . Eseguiamo modifiche simili su tutti i punti e costruiamo
una mappa M ′. L’ordine di M ′ è K − 1, e tutti i suoi punti che si trovano su
un confine hanno un ordine pari, per cui, per via dell’ipotesi induttiva, M ′ può
essere colorata con due colori. Si noti che, per costruzione, C2 deve essere colorato
con un colore diverso rispetto alla nazione congiunta composta da C1 e C2, e
dalla striscia utilizzata. Dunque, se ripristiniamo la situazione della mappa M
originale, togliendo tutte le zone utilizzate, ma lasciando la colorazione (eccetto
le zone utilizzate che riprendono il colore delle loro nazioni originali), la mappa
sarà colorata correttamente con due colori.

7.12
(a) Visto che sappiamo già della difficoltà NP del problema della copertura dei

vertici, dobbiamo solo mostrare che si trova in NP . Forniamo un algorit-
mo non deterministico polinomiale. Dato un grafo G e un intero positivo
N l’algoritmo indovina un sottoinsieme N ′ di N di dimensione al più K,
e poi verifica in un tempo polinomiale se N ′ è una copertura dei vertici
semplicemente eliminando tutti gli archi di G.

(b) Il problema della cricca è in NP , visto che qualsiasi sottoinsieme N ′ dei
nodi di un grafo puèssere testato in un tempo polinomiale. Per la direzione
della difficoltà NP usiamo una riduzione polinomiale a partire dal problema
della copertura dei vertici. Ovvero, forniamo una trasformazione polinomiale
di istanze < G, K > del problema della copertura dei vertici in istanze <
G′, K′ > del problema del clique, tale per cui G ha una copertura dei vertici
di dimensione al più K quando G′ ha un clique di dimensione almeno K′,
dimostrando che il problema del clique è almeno difficile quanto quello della
copertura dei vertici (con un’approssimazione al più polinomiale). Infatti,
la dimostrazione mostra che, in un certo senso tecnico, i due problemi sono
mutuamente duali.
Dato il grafo G con nodi N e archi E, costruiamo G′ i cui nodi N ′ sono
esattamente N , e i cui archi E′ sono il complemento di E, ovvero E′ contiene
un arco tra n e n′ precisamente quando N non lo contiene. Senza perdita di
generalità possiamo assumere che K è più piccolo di J , la dimensione di N .
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Sia dunque K′ = J − K. Assumiamo che N ′ sia una copertura dei vertici
per G di dimensione al più K e lasciamo che N ′′ = N − N ′ sia l’insieme di
tutti i nodi di N non presenti in N ′. Ogni due nodi in N ′′ hanno un arco
che li collega in E′, visto che altrimenti, per come è costruito E′, questi nodi
avrebbero un arco che li collega in E, in contraddizione con il fatto che N ′ è
una copertura dei vertici di G. Dunque, N ′′ è un clique in G′ di dimensione
almeno K′. Allo stesso modo, se N ′′ è un clique in G′ di dimensione almeno
K′, l’insieme N ′ = N − N ′′ di tutti i nodi di N non in N ′′ è una copertura
dei vertici di G di dimensione al più K.

7.16
(a) i. Un algoritmo deterministico che impiega al più un tempo logaritmico

non può utilizzare più di una quntità logaritmica di spazio, visto che può
richiedere al più un’unità di spazio per ogni passo di computazione.

ii. Un algoritmo che usa uno spazio logaritmico ha un numero di possibili
configurazioni (ovvero “istantanee” dell’intera situazione corrente) che è
al più di dimensione esponenziale nello spazi, ovvero polinomiale. Ecco
perché. Ipotizziamo di considerare una macchina di Turing fissata che
utilizza K celle del suo nastro. Il numero di possibili simboli (inclusi
l’assenza di simbolo) che possono essere memorizzati in una cella è fissa,
diciamo C1. Il numero di stati interni della macchina è fisso, diciamo C2,
e la testa può trovarsi su una qualsiasi delle K celle. Il numero totale di
configurazioni è dunque C2×CK

1 . Visto che K è una funzione logaritmica
di N , la dimensione dell’input, questa espressione è polinomiale in N .
Ora, siccome l’algoritmo è deterministico, non ripete alcuna configurazio-
ne due volte (altrimenti entrerebbe in un ciclo infinito). Dunque, esegue
in un tempo polinomiale.

iii. Un algoritmo deterministico che necessita al più di un tempo polinomia-
le non può usare più di una quantità polinomiale di spazio; si veda la
soluzione della prima parte qui sopra.

iv. Un algoritmo non deterministico polinomiale usa una quantità di spazio
polinomiale, visto che lo spazio è contato come la quantità massima usata
in una qualsiasi delle computazioni. Possiamo deterministicamente trac-
ciare tutte le possibili computazioni di un tale algoritmo attraversando
il suo albero di configurazioni senza alcuna aggiunta di spazio, a parte
una piccola quantità necessaria per tenere traccia dell’attraversamento.

v. Secondo l’esercizio 7.15(a), PSPACE = NPSPACE, quindi è suffi-
ciente considerare gli algoritmi deterministici che usano una quantità di
spazio limitata da un polinomio. Un tale algoritmo avrà al massimo un
numero esponenziale di configurazioni. Dunque, come nella soluzione del-
la seconda parte qui sopra, l’algoritmo esegue in un tempo esponenziale.
In alternativa, potremmo considerare direttamente algoritmi non deter-
ministici che usano una quantità di spazio limitata da un polinomio. Il
numero di possibili configurazioni di un tale algoritmo è esponenziale.
Siccome nessuna configurazione deve essere ripetuta in una computazio-
ne che termina, possiamo attraversare in maniera deterministica il suo
albero delle configurazioni in un tempo esponenziale.

(b) Nello spirito delle soluzioni della parte (a), se un problema è risolvibile da
un algoritmo che esegue in un tempo limitato da un’esponenziale che ha
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esponente K, allora il suo spazio sarà limitato da un’esponenziale che ha
esponente K. Allo stesso modo, se un algoritmo usa un quantità di spazio
limitato da un’esponenziale che ha esponente K, allora può essere simulato
da un algoritmo che esegue in un tempo limitato da un’esponenziale che ha
esponente K+1. Dunque, un problema può essere dimostrato essere tempo-
ralmente non-elementare, ovvero non esiste un algoritmo la cui complessità
temporale è un’esponenziale con esponente K, quando il problema non ha
un algoritmo la cui complessità spaziale è un’esponenziale con esponente J ,
ovvero quando non ha un algoritmo che è dimostrabile essere spazialmente
non elementare.

7.17 Supponiamo che il problema di determinare la verità di un’espressione scritta
in aritmetica di Presburger abbia un algoritmo che richiede O(f(N)) spazio,
dove f(N) è meno che esponenziale. Questo algoritmo avrebbe una complessità
temporale di 2O(f(N)), visto che nessuna configurazione deve essere ripetuta.
Dunque il problema è risolvibile in un tempo meno che doppiamente esponen-
ziale, il che è una contraddizione. Dunque, il problema ha un limite spaziale
inferiore esponenziale.

Capitolo 8

8.3 (a) Una direzione del lemma è banale, visto che un percorso infinito contiene
infiniti nodi. Per l’altra direzione, assumiamo che un albero dalla ramifica-
zione finita abbia infiniti nodi. Esibiremo un percorso infinito n0, n1, . . . in T .
Ogni nodo n in questo percorso avrà la seguente proprietà di infinitezza: Il
sotto-albero di T che ha radice in n ha infiniti nodi. Per costruire il percorso
cominciamo permettendo a n0 di essere la radice di T . Siccome T ha infiniti
nodi, n0 gode della proprietà, e siccome i figli di n0 sono finiti, ha almeno un
figlio che gode della proprietà. Indichiamo questo figlio con n1. Allo stesso
modo per ogni intero i, una volta che abbiamo mostrato l’esistenza di un
percorso finito n0, n1, . . . , ni, tale per cui ogni nodo gode della proprietà, se-
gue dalla ramificazione finita di T che ni ha un figlio ni+1 che gode anch’essa
della proprietà. Dunque, questo percorso finito può essere esteso in maniera
indefinita, fino ad ottenere un percorso infinito.

(b) L’esistenza di un piastrellamento dell’intera griglia di interi implica l’esi-
stenza di un piastrellamento di ogni quadrato finito (griglia N × N). Per
l’altra direzione, assumiamo l’esistenza di piastrellamento per ogni quadrato
finito. Consideriamo l’albero i cui nodi rappresentano piastrellamenti validi,
costruiti nel seguente modo: la radice dell’albero è il piastrellamento della
griglia (vuota) 0 × 0. Se un nodo dell’albero rappresenta un piastrellamen-
to N × N , allora i suoi figli sono tutti i piastrellamenti (N + 2) × (N + 2)
che possono essere formati prendendo il piastrellamento del padre e circon-
dandolo con un ulteriore “strato” di piastrelle. (Ovvero, il figlio contiene il
piastrellamento del padre come piastrellamento della sua sotto-griglia interna
N ×N .) Ora, siccome ogni nodo rappresenta un piastrellamento di una parte
finita dell’intera griglia e ci sono solo un numero finito di tipi di piastrelle,
l’albero cos̀ı costruito è a ramificazione finita (anche se non necessariamente
limitato). Inoltre, ogni piastrellamento finito legale deve trovarsi da qualche
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parte nell’albero. Ora, siccome ci sono infiniti quadrati finiti piastrellabili,
l’albero avrà infiniti nodi. Dunque, per il Lemma di Konig, esiste un percorso
infinito nell’albero. Ma un tale percorso è facilmente interpretabile come un
piastrellamento dell’intera griglia infinita di interi.

8.5 (a) Mostriamo l’indecidibilità del problema presentato nell’esercizio (chiamiamo-
lo problema (a)) mediante di una riduzione a partire dal problema indecidi-
bile del serpente sulla metà superiore del piano (chiamiamolo semplicemente
problema del serpente). Ecco un algoritmo che risolve il problema del ser-
pente usando un oracolo Q per il problema (a). Dato un input < T, V, W >
per il problema del serpente, l’algoritmo chiede all’oracolo Q le sue risposte
per gli input della forma < T, V, W, W ′ > doveW ′ è un punto adiacente aW
nella metà superiore del piano. L’algoritmo risponde “s̀ı” quando Q risponde
“s̀ı” per almeno uno di questi input. (Ci sono tre o quattro possibilità per
W ′, a seconda se W è adiacente al limite della metà della griglia o meno.) È
facile mostrare che questo algoritmo è corretto, visto che qualsiasi serpente
accettabile da V a W deve passare per un tale W ′.

(d) Dimostriamo che il problema (d) è indecidibile mediante riduzione dal pro-
blema ordinario del serpente. Assumendo di avere un oracolo per il proble-
ma (d), il seguente algoritmo risolve il problema del serpente dato un input
< T, V, W >. Scegliamo in maniera arbitraria un nuovo punto distinto W ′

nella metà superiore del piano, e creiamo T ′ a partire da T con l’aggiunta di
un nuovo tipo di piastrella t′, definito in modo da avere nuovi colori distinti
su ciascuno dei suoi lati. Dunque, nessun serpente potrà mai raggiungere un
punto piastrellato con una piastrella di tipo t′. Per ogni tipo t di T , l’algorit-
mo chiede all’oracolo Q se o W o W ′ è raggiungibile da V con un serpente
costruito usando i tipi di piastrelle contenuti in T ′, e con o una piastrella
di tipo t in W o una piastrella di tipo t′ in W ′. Siccome nessun serpente
valido di lunghezza maggiore a 1 può contenere il tipo t′, segue che W è
raggiungibile da V usando piastrelle dei tipi in T se esiste una piastrella t in
T tale per cui la corrispondente domanda posta all’oracolo ha risposta “s̀ı”.
Dunque, l’algoritmo risponde “s̀ı” quando Q risponde “s̀ı” almeno una volta.

(e) Dimostriamo l’indecidibilità del problema (e) mediante riduzione dal proble-
ma ordinario del serpente. Assumiamo di avere un oracolo Q al problema
(e), e costruiamo un algoritmo per il problema del serpente nel seguente mo-
do. Dato un input < T, V, W >, l’algoritmo usa Q per controllare se esiste
un serpente accettabile di lunghezza almeno 5 da V in W che passa su uno
dei punti W ′ adiacenti a W . Se esiste, l’algoritmo risponde “s̀ı”. Altrimenti
controlla se esiste un serpente più corto da V in W eseguendo una ricerca
esaustiva tra tutti i serpenti più corti, e rispondendo “s̀ı” se un tale serpente
viene trovato e “no” altrimenti.

(f) Visto che per ogni N ci sono un numero finito di serpenti di lunghezza al
più N che partono da un qualsiasi punto della griglia, il problema può essere
dimostrato decidibile usando un algoritmo di ricerca esaustiva. L’algoritmo
dovrà semplicemente iterare su tutti i serpenti di lunghezza limitata che
partono da V , e rispondere “s̀ı” se esistono due serpenti nella metà superiore
della griglia che raggiungono W e W ′.
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8.8 Dimostriamo l’indecidibilità mediante riduzione dal problema ordinario di cor-
rispondenza delle parole. Assumiamo un oracolo Q per il problema arricchito,
e costruiamo un algoritmo per il problema ordinario nel seguente modo: Dati i
gruppi di parole X e Y , costruiamo il gruppo Z tale per cui ogni parola Z è più
lunga della corrispondente parola di X, diciamo aggiungendo una lettera alla
parola in X. Ora l’algoritmo esegue l’oracolo Q con questi X, Y e Z, e fornisce
la stessa risposta di Q. Ovviamente, esiste una sequenza di indici tale per cui
X = Y se esiste una sequenza di indici tale per cui X = Y e X 	= Z, visto che
nessuna sequenza di indici soddisferà mai X = Z.

8.10
(b) La seguente tabella contiene i risultati dei calcoli richiesti.

Input Numero più grande Numero di iterazioni

256 256 8
101 304 25
55 9232 112
103 9232 87
151 1024 15
383 13 120 45

71 209 3 079 780 174

8.11
(a) No, è facile vedere che tra gli interi positivi il programma “2 × X + 1” si

ferma sulle potenze di 2 (ovvero sugli input 1, 2, 4, 8, . . .). Dunque, non si
ferma su interi che hanno divisori dispari, come 3, 5, 6, . . .

(b) Per un intero positivo N , indichiamo con disparità(N) la lunghezza della
sotto-stringa di 1 alla destra della rappresentazione binaria di N , se N è di-
spari e 0 altrimenti. (Per esempio, disparità(183) = 3, visto che la rappresen-
tazione binaria di 183 è 10110111, disparità(36) = 0, e disparità(15) = 4.) È
facile vedere che per ogni intero dispariX, disparità(X) = 1+disparità((3×
X+1)/2) e dunque “disparità(X)” è un convergente appropriato per il dato
programma.

8.13
(a) Se i programmi non hanno il permesso di eseguire sul loro stesso testo, una

dimostrazione dell’indecidibilità del problema della terminazione può proce-
dere in maniera simile alla dimostrazione presentata nel testo, eccetto che
quando la dimostrazione originale assume che un programma P venga esegui-
to sullo stesso testo di P , dobbiamo seguirlo sul testo di un altro programma
P ′, che è P stesso con l’aggiunta all’inizio dell’istruzione inutile “X ← X”.

(b) Se i programmi non possono essere eseguiti sul testo di programma in L,
possiamo cambiare la dimostrazione di indecidibilità del problema della ter-
minazione nel seguente modo: Quando nella dimostrazione originale si assu-
me che il programma P esegue sul proprio testo, eseguiamo un programma
P ′ su un testoP ′′. P ′′ è il testo di P con l’aggiunta all’inizio di un simbolo,
diciamo ◦, tale per cui il nuovo testo P ′′ = ◦P non è un programma valido
in L. P ′, dall’altra parte, è un programma valido in L che ignora qualsiasi
simbolo ◦ che è posto all’inizio del programma, e poi procede esattamente
come P .
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(c) La dimostrazione dell’indecidibilità del problema della terminazione che fa
uso di diagonalizzazione (si veda Figura 8.9) può essere applicata anche a
programmi L (programmi che accettano solo input interi). Dobbiamo solo
mostrare come i numeri interi possano effettivamente rappresentare tutti i
programmi in L. In particolare, dobbiamo mostrare che esiste una corrispon-
denza uno a uno, computabile, tra l’insieme di tutti i programmi L e l’insieme
degli interi positivi. Ciò significa che dobbiamo dare un ordine ai programmi
L in qualche modo, e poi esibire due procedure. La prima prende in ingresso
un intero i, termina e produce l’i-esimo programma dell’ordinamento di L,
e la seconda (che non può trovarsi essa stessa in L!) che prende in input un
programma L e restituisce i se il programma è l’i-esimo dell’ordinamento.
Per ordinare L si consideri l’ordinamento lessicografico tra programmi. Ov-
vero, assumiamo che tutti i programmi di L siano elencati in un dizionario
infinito in cui ogni programma non è altro che una parola lunghissima (ma
finita), composta di simboli presi da un alfabeto finito. L’alfabeto contiene
lettere, cifre, simboli speciali, spazi, ecc. (Si veda la discussione sulla semplifi-
cazione dei dati proposta nel Capitolo 9.) I programmi sono ordinati secondo
l’ordine lessicografico standard, con un’estensione appropriata per i simboli
speciali. Siccome l’alfabeto è finito, è possibile computare, per un qualsiasi
i, quale sia l’i-esimo programma del dizionario e vice versa. Dunque, la cor-
rispondenza tra programmi L e i loro indici nel dizionario è effettivamente
computabile, come volevamo.

8.17
(a) P è decidibile. La dimostrazione è la stessa che per i problemi con certificati

a due vie presentata nel testo, eccetto che invece di cercare un certificato s̀ı
o no per l’input, la ricerca viene fatta per 7 certificati s̀ı o 3 certificati no.

(b) Dato l’input, la sua dimensione N è determinata, e dunque la ricerca di 7×N
certificati si o 3 certificati no è sicuro che termini, per cui anche il problema
è decidibile.

(c) Il problema non è necessariamente decidibile, visto che non ci sono abba-
stanza informazioni per decidere che un input è un input no, semplicemente
cercando nell’elenco dei certificati. A un qualsiasi stadio del processo, po-
trebbero essere trovati nuovi certificati no se la ricerca è ancora in corso, per
cui non possiamo mai essere sicuri di poterci fermare e rispondere “no”.

8.18Dato un oracolo Q per il problema del domino ricorrente, il problema ordinario
del domino può essere risolto chiedendo all’oracolo se esiste un piastrellamento
con il tipo ricorrente t, per ogni t tra i tipi di piastrelle presenti in T . Siccome un
qualsiasi piastrellamento deve avere un qualche tipo t che ricorre in esso, esiste
un piastrellamento quando l’oracolo risponde “s̀ı” per un qualche t. E siccome è
necessario fare solo un numero finito di tali domande all’oracolo Q, il processo,
dato Q, terminerà.

8.20
(a) Il problema è decidibile. Dato T , possiamo costruire tutti i piastrellamenti

rettangolari legali 1 × K. Diciamo che ci sono n piastrellamenti fatti cos̀ı.
Allora, una ricerca esaustiva tra tutti i rettangoli di larghezza K e altezza
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massima n+1 può determinare se esiste un modo per impilare questi rettan-
goli uno sopra l’altro, in modo che uno appaia due volte. Una tale ripetizione
è una condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di un piastrellamento
di un rettangolo infinito di larghezza K.

Capitolo 9

9.3 (a) La somma unaria di M e N comporta semplicemente il concatenamento di
due stringhe di M e N simboli “1” rispettivamente. Assumiamo che l’input
della macchina di Turing consista di questi due numeri unari posti su un
nastro con un qualche simbolo delimitatore in mezzo. Per ottenere la loro
somma la macchina deve solo rimpiazzare il delimitatore con un “1” e poi
cancellare l’ultimo “1” a destra.

(d) Dato un intero N > 1 l’algoritmo costruisce una macchina di Turing i cui
ingressi sono X e Y , due interi N -ari, e la cui uscita è la loro somma X +Y .
Tutti i numeri sono scritti usando le N cifre appropriate. L’input è posto sul
nastro da sinistra a destra nel seguente modo: il numero X, il delimitatore
speciale $, il numero Y , e il delimitatore #. Assumiamo che X e Y abbiano
lo stesso numero di cifre, per via dell’aggiunta eventuale di “0” alla sinistra
del numero più piccolo.
La macchina di Turing è costruito in modo da eseguire un ciclo in cui viene
eseguita la seguente sequenza di operazioni, se sono applicabili. All’entrare
nel ciclo, la macchina registra un cifra per il riporto C, e lo pone inizialmente
a 0.
· Spostarsi sulla cella adiacente a sinistra del primo simbolo $. Esso con-

tiene la cifra D1 di X. Registrare la somma T1 = C + D1 nello stato
interno (questa somma può solo assumere un numero finito di valori) e
scrivere $ su questa cella.

· Spostarsi sulla cella adiacente alla sinistra del primo simbolo #. Essa
contiene la cifra D2 di Y . Registrare la somma T2 = T1 +D2 nello stato
interno e scrivere # su questa cella. Notare che T2 potrebbe essere un
numero a due cifre.

· Spostarsi al simbolo # più a destra. Scrivere la cifra più a destra di T2

su questa cella, e registrare la cifra più a sinistra di T2 (o 0 se la cifra
non c’è) in C per il prossimo ciclo.

Quando la macchina uscirà dal ciclo di cui sopra, il suo nastro conterrà
un blocco di diversi simboli $ e #, seguiti dalla rappresentazione N -aria di
X + Y . I delimitatori a questo punto possono essere rimpiazzati da simboli
di “0” o nulli.

9.6 La tesi CT non risulta vera per un computer con una quantità limitata di me-
moria. Ciò può essere dimostrato con l’esistenza di problemi che sono diffici-
li in classi di complessità spaziali. Si prenda ad esempio un problema che è
EXPSPACE-difficile, come determinare la verità di una formula scritta in arit-
metica di Presburger. Siccome il problema è temporalmente completo per il
doppio esponenziale, è anche spazialmente esponenzialmente difficile. Dunque,
esistono infinite formule scritte nell’aritmetica di Presburger che richiedono più
spazio di lavoro di quanto sia disponibile nella memoria principale del computer
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più il disco da 40MB. Ciò nonostante, tutte le formule sono presentabili al com-
puter per via del suo macchinario per gli input illimitato. Dunque, il problema
della decidibilità della verità delle formule scritte nell’aritmetica di Presburger
è irrisolvibile su questo computer limitato.

9.7 (b) Data una macchina di Turing standard M , costruire una macchina equiva-
lente M ′ che scrive su una qualsiasi cella di nastro al più cinque volte. I
simboli della macchina M ′ sono quelli della macchina M eccetto che con-
tengono un “contatore” addizionale che conta il numero di volte che una
cella è stata scritta. (Per esempio, per qualsiasi simbolo a di M , la macchina
M ′ ha i simboli a.1, a.2, a.3, a.4 e a.5.) M ′ opera in maniera simile a M ma
aggiorna questo contatore ogni volta che scrive sul nastro. Una volta che un
contatore raggiunge quattro, M ′ pone un delimitatore speciale # alla destra
della parte scritta del nastro, e copia tutto il nastro alla destra del delimi-
tatore, convertendo tutti i simboli nelle loro versioni “.1”. Riprende poi la
simulazione di M senza mai tornare alla sinistra del simbolo #.

9.8 (c) Per via della parte (b), una macchina di Turing con più nastri è equivalente a
una standard. Data una macchina M con due nastri che possono invertire le
testine, possiamo costruire una macchina equivalenteM ′ a due nastri che non
possono invertire le testine. La tabella di transizione diM ′ contiene due copie
della tabella di transizione di M , dove nella seconda tabella le operazioni del
primo e del secondo nastro sono invertite. M ′ opera in maniera simile a M ,
eccetto che quando M inverte i nastri, il controllo interno di M ′ passa da
uno stato di una delle tabelle di transizione al corrispondente stato dell’altra
tabella.

(d) Simuliamo una macchina di TuringM che opera su un nastro bidimensionale
con una macchina M ′ che opera su un nastro monodimensionale normale nel
seguente modo. Ogni cella di M è rappresentata da una cella di M ′ che con-
tiene lo stesso simbolo e che è preceduta da un numero illimitato (ma finito)
di celle con simboli che codificano le coordinate della cella diM rispetto a una
griglia; per esempio usando due numeri decimali e delimitatori appropriati.
Ovviamente l’insieme di simboli usati per codificare le coordinate deve essere
disgiunto dall’insieme originale di simboli per M . Nell’eseguire una mossa di
M , M ′ calcola dapprima le coordinate della cella sulla quale si deve spostare
usando un nastro separato, e poi lo cerca sul nastro monodimensionale. Se
una tale cella non esiste allora viene aggiunta in fondo a destra.

9.9 Descriviamo una macchina di Turing non deterministica che risolve il problema
della corrispondenza delle parole ma che potrebbe non terminare. Ovvero, se
esiste una corrispondenza per una data istanza del problema, allora la macchina
ha una computazione che determina il fatto, ma altre computazioni legali della
macchina su questa istanza potrebbero divergere (ovvero, la macchina potrebbe
non terminare). Per istanze senza corrispondenza, la macchina diverge sempre.
La macchina ha le parole Xi e Yi scritte in maniera appropriata sul nastro.
Inoltre, ha un nastro di lavoro su cui cerca di scrivere una parola che esibisce la
corrispondenza dell’istanza fornita in ingresso. (Per via delle considerazioni fatte
nell’Esercizio 9.8 ciò non aggiunge potere computazionale.) Il nastro di lavoro
potrebbe contenere simboli presi dall’alfabeto e spazi vuoti nulli, eventualmente
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marcati da uno dei simboli speciali $X o $Y che indicano la fine delle parole
formate da X e Y rispettivamente. La macchina esegue la seguente sequenza di
operazioni ripetutamente:
– Indovinare (mediante una scelta nondeterministica) un intero i tra 1 e 3.
– Spostarsi alla cella indicata da $X (inizialmente l’inizio del nastro) e cancel-

lare il simbolo $X .
– Scrivere Xi a partire dalla cella precedentemente marcata, ma nel farlo, se

una cella è già scritta e contiene un simbolo di parola, verificare se il simbolo
scritto e Xi sono identici. Se non lo sono divergere.

– Marcare la cella che segue l’ultimo simbolo di Xi con $X .
– Eseguire le operazioni di cui sopra co Yi e $Y .
– Fermarsi e produrre “s̀ı” se entrambi i simboli $X e $Y si trovano sulla stessa

cella.

9.11 Ecco una versione modificata del programma contatore che controlla se la rap-
presentazione decimale di X è palindroma. Il risultato viene prodotto nella va-
riabile U , dove il valore 0 è interpretato come “no” e 1 è interpretato come
“s̀ı”. I commenti sulla destra forniscono una descrizione di più alto livello del
programma.

U ← 0
¯

U ← 0 (17.1)

Y ← 0
¯

Y ← 0 (17.2)

Z ← X + 1

Z ← Z − 1

ff
Z ← X (17.3)

ripetere (17.4)

A : V ← Z + 1

V ← V − 1
V ← V/10

V ← V × 10
W ← Z + 1

W ← W − 1
B : se V = 0 andarea C

W ← W − 1
V ← V − 1
se U = 0 andarea B

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

W ← Z mod 10

(17.5)

C : Y ← Y × 10
D : se W = 0 andarea E

W ← W − 1
Y ← Y + 1

se U = 0 andarea D

9>>>>>>>=
>>>>>>>;

Y ← Y × 10 +W

(17.6)
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E : Z ← Z/10
¯

Z ← Z/10

se Z = 0 andarea F

se U = 0 andarea A

ff
finquando Z = 0

F : se Y = 0 andarea G

se X = 0 andarea J

Y ← Y − 1
X ← X − 1
se U = 0 andarea F

G : se X = 0 andarea H

se U = 0 andarea J

9>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>;

se X = Y

H : U ← U + 1
¯

allora U ← 1

Si invita il lettore a produrre una versione più efficiente del programma in
maniera simile a quanto fatto nell’Esercizio 5.14.

9.15
(a) Segue dalle regole dell’aritmetica che una funzione polinomiale applicata a

una funzione esponenziale è anch’essa una funzione esponenziale. (Per esem-
pio, la quarta potenza di 2N è (2N )4 = 24×N .) Ciò si applica anche alle
notazioni a O grandi. Dunque, un algoritmo che ha un tempo esponenziale
in un modello di computazione avrà un tempo esponenziale in un qualsiasi
altro modello computazionale che sia polinomialmente equivalente.

(b) L’equivalenza polinomiale dei modelli non è, da sola, sufficiente a dimostrare
la robustezza di NP e PSPACE. Per dimostrare la robustezza di NP , ab-
biamo bisogno di un’equivalenza polinomiale non deterministica dei modelli
di computazione, il che richiederebbe che un algoritmo non deterministico in
un modello abbia un algoritmo equivalente in un qualsiasi altro modello il cui
tempo nondeterministico è al pù polinomiale rispetto a quello del primo algo-
ritmo. In maniera simile, per dimostrare la robustezza di PSPACE abbiamo
bisogno di un’equivalenza polinomiale spaziale dei modelli di computazione.

Dovremmo aggiungere che entrambi i tipi di riduzioni esistono, e dunque sia
NP che PSPACE sono robuste.

9.21 Un automa deterministico è semplicemente un caso particolare di uno non de-
terministico. Per l’altra direzione, assumiamo che A sia un automa nondetermi-
nistico (un accettore). Dimostreremo come costruire un automa deterministico
A′ che accetta in ingresso una sequenza quando lo fa anche A. La dimostrazione
potrà essere facilmente estesa ad automi che non sono accettori.
Sia S un insieme di stati di A. L’insieme di stati T di A′ consisterà di (rappre-
sentazioni di) tutti i sottoinsiemi di S. Per un sottoinsieme t1 in T e un simbolo
in ingresso a, sia t2 il sottoinsieme di T che consiste di tutti gli stati s2 in S
per cui esistono uno stato s1 in t1 e una transizione dell’automa A da s1 in s2

etichettata con a. Possiamo costruire una transizione in A′ da t1 a t2 etichettata
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a. Il singolo stato iniziale di A′ consisterà del sottoinsieme che contiene lo stato
iniziale di A. Uno stato t in T è terminale se contiene almeno uno stato terminale
s di A. Si noti che questa costruzione fornisce un automa deterministico A′.
È ora possibile dimostrare che una sequenza in ingresso x è accettato da A′

quando viene accettato anche da A.

9.24Per una direzione, il modello degli automi accettori finiti è solo un caso speciale
di macchina di Turing che non è in grado di scrivere. Per l’altra direzione, sia M
una macchina di Turing (deterministica) che non scrive. Abbozziamo la costru-
zione di un automa finito M ′ (non deterministico) che accetta esattamente le
stesse sequenze in ingresso di M . Per via delle considerazioni fatte nell’Esercizio
9.21, l’automa M ′, e quindi anche la macchina M , è equivalente a un automa
finito deterministico. Piccole modifiche alla dimostrazioni dimostrano che l’af-
fermazione è valida anche per macchine di Turing non deterministiche che non
possono scrivere.
Sia Q l’insieme di stati diM e q0 lo stato iniziale. L’insieme di stati Q

′ diM ′ con-
siste di (rappresentazioni di) tutte le sequenze della forma p1, q1, p2, q2, . . . , pk, qk, pk+1,
di 2 × k + 1 elementi di Q, per un qualche k ≥ 0, tale per cui non ci sono due
p o due q identici. Siccome Q è finito, segue che anche Q′ è finito. La sequenza
p1, q1, p2, q2, . . . , pk, qk, pk+1 rappresenta, per determinati confini entro due celle
consecutive, una qualsiasi computazione di M che “attraversa” i confini, come
segue:
– Nel primo attraversamento, M attraversa da sinistra a destra (un attraver-

samento a destra) mentre entra nello stato interno p1.
– Nel secondo attraversamento, M attraversa da destra a sinistra (un attra-

versamento a sinistra) mentre cambia il suo stato interno a q1.
·
·
·

– Nell’ultimo attraversamento, M attraversa a destra il confine specifica-
to mentre cambia il suo stato interno a pk+1. Si noti che questo è il
(2× k+ 1)-esimo attraversamento, ma solo il (k+ 1)-esimo attraversamento
a destra.

Dunque, le p indicano gli attraversamenti a destra del confine specificato, mentre
le q indicano gli attraversamenti a sinistra. La lunghezza dispari della sequenza
garantisce che la computazione a un certo punto passerà a destra senza più
ripassare a sinistra, ovvero, che la testa “rimarrà” sulla porzione del nastro a
destra del confine specificato.
Possiamo ora costruire una transizione di M ′ da una sequenza in Q′ a una
altra sequenza in Q′ indicata da a, se queste due sequenze possono essere unite
in modo che gli stati consecutivi nella sequenza finale siano consistenti con le
transizioni di M etichettate con a, e se tutti gli spostamenti a destra sono da
un p a un q e tutti gli spostamenti a sinistra sono da un q a un p. Lasciamo al
lettore il compito di dettagliare meglio la costruzione delle transizioni.
Infine impostiamo la sequenza singola q0 in modo che sia lo stato iniziale di M

′,
e tutte le sequenze singole q, dove q è uno stato terminale di M , in modo che
siano stati finali di M ′. Si può ora dimostrare che qualsiasi computazione (che
accetta) di M può essere simulata da una computazione (che accetta) di M ′ e
viceversa.



17 Soluzioni 521

9.25 Siano date le X e le Y . Per una i qualsiasi, è facile costruire un automa de-
terministico Ai che riconosce una sola parola –Xi. Per via delle considerazioni
fatte nell’Esercizio 9.20(a), possiamo costruire un automa deterministico A che
accetta una sequenza se è una delle X. Per via delle considerazioni fatte nel-
l’Esercizio 9.20(d) possiamo costruire un automa deterministico A+ che accetta
una sequenza se consiste del concatenamento di uno o più X. In maniera simile
possiamo costruire un automa deterministico B+ che accetta ripetizioni di Y .
Infine, l’esistenza di una corrispondenza senza imposizioni tra le X e le Y è
rappresentata da una parola che è accettata sia da A+ che da B+. Perciò co-
struiamo un automa A+∩B+ che accetta la loro intersezione (Esercizio 9.20(b))
e controlliamo che sia vuota (Esercizio 9.23(a)).

9.27
(c) Descriviamo un automa a pila M che riconosce formule proposizionali

totalmente parentizzate. Una formula ben formata è una delle seguenti:
i. una variabile proposizionale formata da una lettera seguita da zero o più

lettere e cifre;
ii. la negazione “(∼ ϕ)” di una formula ben formata ϕ;
iii. un applicazione “(ϕ ∨ ψ)”, “(ϕ&ψ)”, “ϕ → ψ” o “(ϕ ≡ ψ)” di un

operatore binario tra due formule ϕ e ψ ben formate.
L’automa ha nove stati: q0 , q1 , q2 , q3 , q4 , q5 , q6 , q7 e q8 . Lo stato iniziale
è q0 , mentre q7 e q8 sono stati terminali. L’alfabeto di pila consiste di tre
simboli: “ {” “ [” e “(”.
La seguente tabella contiene le transizioni di M .

Condizioni Operazioni

Stato corrente Input Cima della pila Prossimo stato Operazione

q0 lettera q7

q0 “(” q1 push “{”
q1 lettera q2

q1 “(” q1 push “[”
q1 “∼” q3

q2 lettera/cifra q2

q2 operatore binario q3

q3 lettera q4

q3 “(” q1 push “(”
q4 lettera/cifra q4

q4 “)” “(” q5 pop “(”
q4 “)” “[” q6 pop “[”
q4 “)” “{” q8 pop “{”
q5 “)” “(” q5 pop “(”
q5 “)” “[” q6 pop “(”
q5 “)” “{” q8 pop “{”
q6 operatore binario q3

q7 lettera/cifra q7

Gli scopi degli stati sono i seguenti:
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· In q0 M registra la prima parentesi di sinistra eseguendo un push di “{”
sulla pila.

· In q1 M controlla il primo simbolo di una sotto-formula di sinistra. Una
parentesi di sinistra in questo stadio viene registrata eseguendo il push
di “[” sulla pila.

· In q2 M cerca un operatore binario che segue una variabile proposizio-
nale.

· In q3 M controlla il primo simbolo di una sotto-formula di destra. Una
parentesi sinistra in questo stadio viene registrata eseguendo un push di
“(” sulla pila.

· In q4 e q5 M controlla che le parentesi di destra siano coerenti con quelle
di sinistra registrate sulla pila.

· In q6 M cerca un operatore binario che segue una parentesi di destra.
· In q7 e q8 M è pronto ad accettare l’input.
Si può ora dimostrare che M accetta un input quando la sequenza è una
formula ben formata.

9.29Gli automi a pila con due pile possono essere facilmente simulate mediante una
macchina di Turing con due nastri per la memorizzazione delle due pile. Per
l’altra direzione, abbozziamo l’idea della simulazione di una macchina di Turing
M mediante di un automa A con due pile: una pila “di sinistra” e una pila “di
destra”.
Una configurazione di M è rappresentata nel seguente modo:
– Lo stato di A memorizza lo stato di M e il simbolo corrente sulla cella del

nastro puntato dalla testina di M .
– La pila di sinistra contiene la porzione di nastro alla sinistra della testina di

M , con il simbolo più a destra in cima alla pila.
– La pila di destra contiene la posizione di nastro alla destra della testina, con

il simbolo più a sinistra in cima.

Una mossa a sinistra di M è simulata estraendo un simbolo dalla pila di sinistra
e aggiungendo il simbolo scritto da M sulla cella corrente della pila di destra,
e aggiornando in maniera appropriata lo stato interno di A. una mossa a de-
stra è simulata in maniera simile eseguendo un’estrazione dalla pila di destra e
un’aggiunta alla pila di sinistra.
L’automa A comincia leggendo il suo nastro in ingresso da sinistra a destra e
eseguendo il push di tutti i simboli che incontra sulla pila di sinistra. Trasferisce
poi tutti questi simboli (in ordine inverso) alla pila di destra, fino a trovarsi in
una situazione che rappresenta la configurazione iniziale di M . Ora A procede
semplicemente con la simulazione delle operazioni di M come spiegato sopra.

Capitolo 10

10.1L’algoritmo fa uso di
√

N processori, e i suoi N stipendi in ingresso sono ugual-
mente distribuiti tra i processori,

√
N stipendi ciascuno. Nel primo stadio, in

parallelo, ogni processore somma i suoi
√

N stipendi. Ogni processore avrà biso-
gno di un tempo O(

√
N), per cui il primo stadio necessita di un tempo parallelo

O(
√

N). Nel secondo stadio uno dei processori somma i
√

N risultati ottenuti
nel primo stadio. L’intera esecuzione richiede un tempo parallelo O(

√
N).
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10.4
(a) Il numero di processori di cui si ha bisogno è esponenziale nel numero di

variabili proposizionali distinte nella formula, ovvero, esponenziale nella di-
mensione generale dell’input. Ogni processore considera un assegnamento di
verità differente alle variabili e valuta il valore di verità dell’intera formula se-
condo questo assegnamento. Ciò avviene in un tempo parallelo polinomiale.
L’algoritmo risponde “s̀ı” se la formula è soddisfatta, ovvero quando alme-
no uno dei processori risponde “true”. Un tempo addizionale polinomiale
è richiesto perché i processori si mettano d’accordo sul risultato, visto che
possono essere distribuiti come le foglie di un albero dalla profondità polino-
miale, il che vuol dire che i loro risultati devono essere spediti verso la radice
in alto.

(b) Ciò di cui c’è bisogno è un limite inferiore esponenziale per le soluzioni se-
quenziali del problema, visto che ciò implicherebbe che non può essere ri-
solto in un tempo polinomiale usando meno di un numero esponenziale di
processori. La ragione è che una soluzione che impiega meno di un numero
esponenziale di processori può essere simulata con un singolo processore in
meno di un tempo esponenziale (la complessità prodotto), contraddicendo il
limite inferiore.

(c) Il problema della soddisfacibilità della PDL è esponenzialmente completo,
dunque, come spiegato nella parte (b), il suo limite inferiore esponenziale
implica che non può essere risolto in un tempo parallelo polinomiale con un
numero polinomiale di processori. In particolare, non può essere risolto in un
tempo parallelo O(N) e in uno spazio O(N).

10.7Un problema risolvibile in un tempo esponenziale non deterministico ha un al-
goritmo che esegue in un tempo esponenziale ma che può fare al più un numero
esponenziale di scelte non deterministiche. Ogni decisione viene fatta a partire
da al più un numero polinomiale di alternative. Un tale algoritmo può essere
simulato in maniera deterministica impiegando un numero polinomiale di pro-
cessori a ogni punto in cui andrebbe presa una decisione, facendo s̀ı che ognuno
di questi simuli la computazione che risulterebbe da una particolare decisione.
Il numero di processori richiesti per questa simulazione è al più il numero di nodi
di un albero dalla profondità esponenziale e dalla ramificazione polinomiale, cioè
doppiamente esponenziale.

10.8
(a) Il problema della ricerca può essere risolto in un tempo parallelo costante

O(1). Ciò può essere fatto assegnando un processore a ognuno degli N og-
getti nella lista in ingresso. Ora, ogni processore il cui oggetto ha valore X
controlla se ha l’indice più alto nell’intera lista tra quelli che hanno valore
X, esaminando il prossimo oggetto della lista. Il processore con l’indice più
alto il cui oggetto ha valore X (e ci può essere al più un solo tale processore)
fornisce in uscita il proprio indice. Ora, se l’oggetto di un processore non è
X, allora il processore cerca di capire se X non appare del tutto nella lista
controllando se il proprio oggetto ha valore inferiore a X e se il prossimo ha
un valore maggiore di X. Se determina che è cos̀ı (e ci può essere al più un
processore cos̀ı) fornisce in uscita “no”. Trattasi di un algoritmo a tempo
parallelo costante che usa N processori.
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(b) Il seguente algoritmo usa l’idea della ricerca binaria, ma invece di dividere
la lista a metà la divide in logN parti. L’algoritmo funziona nel seguente
modo: nel primo stadio divide la lista ordinata in ingresso che contiene N
elementi in logN regioni di pari lunghezza, e alloca ciascuno dei processori
a una regione. Questi processori determinano (in parallelo) se il valore X
appare nella loro regione guardando solo gli elementi che sono al confine
della regione. Poi, il processore J , nella cui regione si trova l’elemento X,
o che ha già trovato l’elemento, scrive il suo indice in una zona di memoria
speciale M .
Nel secondo stadio, tutti i logN processori leggono simultaneamente i con-
tenuti della zona di memoria M . Se X è già stato trovato terminano. Altri-
menti, l’algoritmo suddivide ulteriormente la J-esima regione in logN sotto-
regioni, assegnando ciascun processore come prima. Questo stadio avrebbe
richiesto un tempo parallelo O(log(logN)) se i processori non avessero po-
tuto leggere contemporaneamente la memoria M . Nel modello più forte qui
considerato entrambi gli stadi necessitano di un tempo parallelo costante
Questi stadi vengono ripetuti fino a quando X viene trovato o ogni sotto-
regione ha lunghezza 1 e X non è stato trovato. Il numero di divisioni su una
lista di lunghezza N per logN è al più

log
log N

N = log N
log(log N)

Dunque, la complessità temporale parallela dell’algoritmo èO(logN/log(log(N)).

10.12
(a) Estendiamo la soluzione al problema della mutua esclusione nel caso di due

processori presentata nel testo a una soluzione al problema della mutua esclu-
sione nel caso di tre processori, in cui la sezione critica può accomodare al
più due processori simultaneamente.
I processori sono P1, P2 e P3. Ogni processore PI può scrivere nella propria
variabile X[I], il cui valore può essere s̀ı o no. Usiamo una variabile condivisa
Z che può essere 1, 2, o 3. Inizialmente tutti gli X[I] sono posti a no. I
protocolli per i tre processori sono simmetrici.

protocollo per l’I-esimo processore PI :
ripetere all’infinito

eseguire le attività private fino a quando non si desidera entrare
nella sezione critica

X[I]← s̀ı;
Z ← I;
aspettare fino a quando o X[K] = no oppure Z = K (oppure

entrambi) per un qualche K 	= I;
eseguire la sezione critica;
X[I]← no.
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(b) Prima dimostriamo la mutua esclusione. Assumiamo che il requisito di mutua
esclusione non sia soddisfatto, ovvero che tutti e tre i processori siano nelle
loro zone critiche contemporaneamente. Quando entri in una zona critica, il
processore PI ha già impostato la variabile X[I] a si. Assumiamo che z = K
per un qualche K tra 1, 2, o 3. L’avere impostato Z a K è stato ovviamente
fatto dal processore PK prima di continuare nella sua fase di attesa, e nessun
processore ha potuto cambiarlo da quel momento in poi. Dunque, PK deve
essere entrato nella sua zona critica in virtù di un altro processore PL, il quale
non avrà ancora impostato il suo valore di X[L] a s̀ı. Ma perché PL entri
nella sua zona critica, serve prima impostare Z a L, che è in contraddizione.
Per mostrare l’impossibilità di avere sia starvation che deadlock, è sufficiente
mostrare che nessun processore può rimanere bloccato nella sua fase di attesa,
a patto che nessun processore sia bloccato nella sua zona critica. Nel caso in
cui tutti e tre i processori siano in attesa, visto che Z = K per un qualche
K, i due processori con indici diversi da K potranno entrare nelle loro zone
critiche. Ciò significa che non c’è deadlock. Inoltre, visto che un processore
PK nella propria zona critica è garantito uscirne, qualsiasi altro processore
in attesa PL potrà eventualmente entrare in virtù o di X[K] che diventa no
o di Z che viene impostato a un valore diverso da L. Dunque, non è possibile
avere neanche starvation.

(c) Generalizziamo il protocollo presentato nella parte (a) a N processori e con
al più due processori contemporaneamente nella zona critica. L’idea, come
nell’analoga generalizzazione presentata nel testo, è di avere diversi livelli
di insistenza, con un processore che passa di livello in livello fino a quando
non entra nella sua zona critica. Siccome, però, due processori possono essere
contemporaneamente nella propria zona critica, abbiamo bisogno di un livello
in meno, ovvero N − 1 livelli (incluso il livello zero per le attività private).
Ancora una volta, ogni processore PI ha una variabile distribuita X[I] che
può essere un intero compreso tra 0 e N − 2, e il cui valore iniziale è 0. Il
vettore Z consiste di variabili condivise Z(1) . . . Z(N −2), ognuna delle quali
può essere un intero tra 1 e N .

protocollo per l’I-esimo processore PI ;
ripetere all’infinito:

eseguire le attività private fino a quando non si desidera entrare
nella sezione critica,

per J che va da 1 a N − 2:
X[I]← J ;
Z[J ]← I;
aspettare fino a quando o X[K] < J per N − 2 indici di

processore K oppure Z[J ] 	= I;
eseguire la sezione critica;
X[I]← 0.

(d) La soluzione fornita nella parte (c) può essere estesa a N processori con al
più L contemporaneamente nella propria zona critica, semplicemente avendo
N − L+ 1 livelli di insistenza nel protocollo.

10.14
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(a) Per ogni filosofo I definiamo due formule. La prima, ϕ1, afferma che una
volta che al filosofo viene data la possibilità di mangiare, riesce a termi-
nare di mangiare (ovvero, riesce a tornare alle proprie attività private). È
formalizzata da

ϕI : EatingI → eventually(PrivateI )

La seconda formula, ϕ2, afferma che una volta che al filosofo viene fame,
prima o poi mangerà. Essa è formalizzata da

ψI : HungryI → eventually(EatingI )

Infine, la mancanza di starvation per un sistema a N filosofi è formalizzata
da

henceforth(ϕ1 & . . .& ϕN ) → henceforth(ψ1 & . . .& ψN )

(b) Qualsiasi filosofo che non può mangiare deve avere almeno un vicino con una
forchetta in mano. Supponiamo, senza perdita di generalità, che il vicino di
destra tenga nella sua mano sinistra una forchetta. Se neanche questo filosofo
può mangiare, allora il suo vicino di destra deve avere in mano la propria
forchetta sinistra, e cos̀ı via. Infine, si può mostrare che il primo filosofo deve
avere anche lui la sua forchetta sinistra in mano. Dunque, una situazione in
cui nessuno può mangiare è una situazione in cui o tutti e N i filosofi hanno
la loro forchetta sinistra in mano oppure tutti hanno la loro forchetta destra
in mano. Ma se ci sono al più N − 1 filosofi contemporaneamente al tavolo
e N forchette, una tale situazione è impossibile, e almeno un filosofo potrà
mangiare.

Capitolo 11

11.3 Segue un algoritmo per la generazione casuale di un intero N per cui A ≤ N ≤
B. Esso usa la funzione aritmetica lg2X, che indica la parte intera del logaritmo
in base 2 di X. (Si vedano gli esercizi 6.18-6.20 per il calcolo di questa funzione).

H ← B − A;
N ← 0;
mentre H > 0

L ← lg2(H + 1);
H ← H + 1− 2L;
M ← 0;
eseguire ciò che segue L volte:

R ← scegliere in maniera casuale 0 o 1;
M ← 2× M +R;

N ← N +M ;
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N ← N +A.

Il numero di monete lanciate dall’algoritmo è

lg2 H + 1 + lg2(H + 1− 2lg2(H+1)) + . . .+ 1 ≤ log2 H×(1+log2 H)

2

ovvero O((log(B − A))2).
Una costruzione attenta di una macchina di Turing che esegue questo algoritmo
richiede solo log2(B − A) bit per la generazione di un numero casuale compreso
tra 0 e B − A. Siccome questo numero deve essere aggiunto ad A, il numero di
bit totali è log2B. Ora, per i casi speciali (a) e (b):

(a) Quando A = 0 e B = 2K − 1 l’algoritmo lancia esattamente K monete e
utilizza K bit.

(b) Quando 0 = A < B l’algoritmo lancia al più log2 B×(1+log2 B)

2
e usa al più

log2 B bit.

11.7 Impieghiamo l’algoritmo dell’esercizio 11.3 come subroutine e lo indichiamo
con il nome random-int-between A and B, che in italiano sta a significare
“intero casuale compreso tra A e B”. Esso genera un intero casuale N per cui
A ≤ N ≤ B. Definiamo una subroutine random che, dati tre numeri L, H, e E,
con L < H e E > 0, genera un numero casuale X preso dall’insieme

{L, L+ E, L+ 2× E, . . . , L+K × E}

dove K è l’intero più grande per cui L+K × E ≤ H.

subroutine random-of L, H and E:
C ← parte intera di (H − L)/E;
chiamare random-int-between 0 and C;
X ← L+X/E;
return

(a) Il seguente programma produce in S un’approssimazione dell’area richiesta.
Esso genera ripetutamente punti casuali (X, Y ) all’interno del rettangolo
rappresentato da 0 ≤ X ≤ A + D e 0 ≤ T ≤ D. La variabile T conta
il numero totale di punti generati, mentre F conta il numero di punti che
cadono all’interno della figura, ovvero quelli che soddisfano Y ≥ X2/A. La
variabile R memorizza il rapporto tra F e T . L’algoritmo inizialmente pone
questo rapporto a 1/2 e termina quando l’ultimo punto generato ha cambiato
il rapporto in modo da non avere un effetto superiore a un dato errore E
sul calcolo finale dell’area. Infine, l’area è calcolata in S come il rapporto R
dell’area della figura e quella del rettangolo che le sta intorno. Si noti che la
figura richiesta è simmetrica rispetto all’asse y, dunque è necessario calcolare
solo il rapporto della sua metà di destra.
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E ← E/(2× (A+D)× D);
T ← 2;
F ← 1;
ripetere:

R ← F/T ;
chiamare random-of 0, D and E;
Y ← X;
chiamare random-of 0, A+D and E;
T ← T + 1;
se Y ≥ X2/A allora F ← F + 1;

fino a quando R − F/T ≤ E;
S ← 2× (A+D)× D × R.

(b) Il seguente programma produce in P un’approssimazione di π. L’idea è che
un quarto d cerchio di raggio 1 può essere rinchiuso da un quadrato di di-
mensione 1 per 1 i cui lati cadono sugli assi e sulle linee x = 1 e y = 1. L’area
del cerchio sarà precisamente π.

E ← (0.1)N+1;
T ← 2;
F ← 1;
ripetere:

R ← F/T ;
chiamare random-of 0, 1 and E;
Y ← X;
chiamare random-of 0, 1 and E;
T ← T + 1;
se X2 + Y 2 ≤ 1 allora F ← F + 1;

fino a quando R − F/T ≤ E;
P ← 4× R.

11.10Mostriamo come simulare una macchina di Turing probabilistica M , definita
in modo da accettare un input se termina in uno stato “s̀ı” con una probabilità
superiore a 1/2, con una macchina di Turing convenzionale. Costruiamo una
macchina di Turing M ′ che opera su nastri bidimensionali e accetta un input se
lo accetta anche M . Possiamo dedurre, usando i risultati dell’Esercizio 9.8(d),
che M è equivalente a una macchina di Turing convenzionale.
La macchina M ′ simula una possibile esecuzione di M usando un paio di righe
consecutive, una per la simulazione del nastro monodimensionale di M e una
per registrare la probabilità di una particolare esecuzione. Inizialmente, esistono
solo due righe: la riga in ingresso, e la riga di probabilità che contiene 1. M ′

utilizza un metodo di “condivisione del tempo” per simulare ripetutamente una
mossa di ciascuna delle esecuzioni di M . Quando viene lanciata una moneta, la
simulazione duplica la riga contenente il nastro, una copia per ogni risultato del
lancio della moneta, e associa la probabilità giusta (ovvero, metà della probabi-
lità dell’esecuzione duplicata) a ogni copia. Quando viene raggiunto uno stato
“s̀ı”, M ′ somma tutte le probabilità di tutte le esecuzioni che hanno raggiunto
fino ad allora uno stato “s̀ı”. Se la somma è maggiore di 1/2, M ′ termina in uno
stato di accettazione; altrimenti procede. Chiaramente, M ′ termina in uno stato
di accettazione per un dato ingresso se lo fa anche M .
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Capitolo 12

12.2
(a) Per mostrare che Y è in effetti uno stipendio medio, si consideri la seguente

uguaglianza basata sulle prestazioni dell’algoritmo:

N × Y =
NX

I=1

Y I

=

NX
I=1

NX
J=1

XI
J =

NX
I=1

„
XI

I +

NX
J=1
J �=I

XI
J

«

=
NX

I=1

„
SI −

NX
J=1
J �=I

XJ
I +

NX
J=1
J �=I

XI
J

«

=
NX

I=1

SI −
NX

I=1

NX
J=1
J �=I

XJ
I +

NX
I=1

NX
J=1
J �=I

XI
J

=

NX
I=1

SI

Ovvero

Y =
PN

I=1 SI

N

come richiesto.
(b) Dimostriamo l’affermazione per contraddizione. Assumiamo che l’I-esimo im-

piegato abbia un algoritmo A che, data l’informazione a sua disposizione,
calcola lo stipendio di un altro impiegato –il J-esimo (con I 	= J).

Le informazioni a disposizione dell’I-esimo impiegato includono:
· il suo stipendio SI ,
· N − 1 numeri casuali generati da lui stesso:

X1
I , . . . , XI−1

I , XI+1
I , . . . , XN

I

· N − 1 valori ricevuti:

XI
1 , . . . , XI

I−1, X
I
I+1, . . . , X

I
N

· N valori pubblicati:

Y 1, . . . , Y I−1, Y I+1, . . . , Y N
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Osserviamo dapprima che il risultato dell’algoritmo non può dipendere dal
valore XJ

I mandato dell’impiegato J-esimo. La ragione è che siccome il nu-
mero di impiegati N è più grande di 2, esisterà almeno un altro impiegato,
diciamo il K-esimo, che spedirà un valore XJ

K al J-esimo impiegato, al quale
l’I-esimo impiegato non avrà accesso. Consideriamo la situazione in cui la
somma XJ

K +XJ
I è costante, e tutti gli altri valori non cambiano. In partico-

lare, non cambiano il valore di SJ , che è sconosciuto all’I-esimo impiegato, e
Y J che invece gli è noto. Dunque l’algoritmo A dovrebbe ritornare lo stesso
valore SJ indipendentemente da un cambio in XJ

I .
Consideriamo ora un altro stipendio S′

J del J-esimo impiegato, e un’esecuzio-
ne del nostro algoritmo probabilistico distribuito che genera gli stessi numeri
casuali tranne che per XJ

I . Siccome è un numero casuale siamo liberi di con-
siderare per esso qualsiasi valore, e richiedere che A calcoli correttamente
S′

J . Scegliamo dunque il valore generato dall’I-esimo impiegato e spedito al
J-esimo in modo che sia XJ′

I = XJ
I + SJ − S′

J . È facile vedere che il valo-
re pubblicato dal J-esimo impiegato Y J non cambia e dunque, secondo la
nostra prima osservazione, l’algoritmo A deve restituire il vecchio stipendio
SJ , il che contraddirebbe l’assunzione.

(c) La prova del fatto che quando L < N − 1 non esiste un algoritmo in grado
di calcolare lo stipendio di qualsiasi impiegato al di fuori dal gruppo di L
pettegoli è la stessa fornita nella parte (B). Si basa sul fatto che ci sono
almeno due impiegati non pettegoli e sul fatto che i valori spediti tra di loro
non sono conosciuti ai pettegoli.
Senza perdere di generalità assumiamo che i pettegoli siano gli impiegati
etichettati da 1 a L. Possiamo calcolare lo stipendio medio degli altri N −L
impiegati nel seguente modo. Siccome conoscono l’uno lo stipendio dell’altro,
possono calcolare lo stipendio medio YG dei pettegoli cos̀ı

Yg =

LX
I=1

SI

L

Sia Yn lo stipendio medio dei non pettegoli. È facile vedere che lo stipendio
medio di tutti gli N impiegati soddisfa la seguente equazione:

N × Y = L × Yg + (N − L)× Yn

Dunque, gli L pettegoli possono calcolare lo stipendio medio degli altri
impiegati nel seguente modo:

Yn =
N×Y −L×Yg

N−L
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Capitolo 14

14.2 Il componente luce è collegato come componente ortogonale a orologio-e-
allarme, il quale ha 12 stati interni. Per rappresentare il fatto che i due stati
interni del componente luce sono indipendenti dai questi 12 senza avere stati
ortogonali, dovremmo duplicarli e avere un copia di ciascuno per ognuno dei due
stati di luce. Avremmo quindi 12 stati addizionali.
Abbiamo appena mostrato che senza stati ortogonali il componente principale
avrebbe 24 stati. Allo stesso modo, il cronometro avrebbe 2 × 2 + 1 = 5 stati.
Dunque, il componente di beep, che ha due stati, che è ortogonale a tutti questi,
richiederebbe la duplicazione di 29 stati. In pratica, richiederebbe l’aggiunta di
29 stati nuovi.

Dà un bacio sulle labbra colui che risponde con parole
rette.
Proverbi 24:26
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Ripagali secondo la loro opera
Salmi 28:4

Ancora informe mi hanno visto i tuoi occhi e tutto era
scritto nel tuo libro
Salmi 139:16

Generale

L’obbiettivo di queste note bibliografiche è duplice. Il primo è di fornire al lettore
ulteriore materiale in cui trovare resoconti più dettagliati sugli argomenti discussi.
Il secondo è di dare il giusto credito alle persone responsabili della ricerca di cui si
fa cenno nel libro, e di indirizzare il lettore, ove possibile, alle pubblicazioni originali
in cui sono contenute le loro idee e i loro risultati.

Questa sezione introduttore fornisce informazioni sui libri che riguardano l’intero
campo dell’algoritmica, cośı come i nomi e le case editrici delle più importanti rivi-
ste che pubblicano articoli in questo campo. Le sezioni che seguono forniscono note
bibliografiche dettagliate per ogni capitolo del libro. Queste note sono strutturate
in modo che le informazioni generiche circa i libri e le riviste che hanno a che fare
con la materia del capitolo appaiano per prime. Le note vengono poi ulteriormente
sviluppate in parallelo al capitolo, fornendo riferimenti per i risultati riportati, con
puntatori agli articoli originali. Quando ritenuti appropriati sono stati aggiunti an-
che ulteriori puntatori a pubblicazioni informative, importanti o influenti. Le note,
inoltre, puntano anche alle pagine del capitolo per le quali sono rilevanti, rendendole
più utili.

Ovviamente, è impossibile tentare anche solo di riportare tutto ciò che è rilevante
per il campo dell’algoritmica. Molti risultati profondi e fondamentali non vengono
infatti riportati, visto che per motivi di spazio e di struttura non è stato possibile
includerli neanche nel testo. È possibile comunque scovarli seguendo i riferimenti
che appaiono negli articoli e nei libri da noi citati.

Un ultimo commento. Da quando la prima edizione del libro è apparso nel 1987,
c’è stato un radicale cambiamento in come la gente cerca informazioni, incluse quelle
scientifiche. Intendiamo, ovviamente, Internet. Il cambiamento è profondo e rivolu-
zionario. La gente visita le biblioteche tecniche molto di meno, e preferisce cercare
in Internet le informazioni che servono. Ci sono essenzialmente due modi di cer-
care informazioni in Internet: (1) cercando le informazioni stesse in Internet, e (2)
cercando in Internet a puntatori verso la letteratura pubblicata in maniera conven-
zionale. Il secondo modo potrebbe essere chiamato “meta-browsing”. Infatti, quando
abbiamo revisionato ed esteso queste note bibliografiche per la seconda edizione del
libro, abbiamo fatto un uso esteso di meta-browsing; cercando nuovi libri e articoli,
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e controllando i dettagli stessi dei riferimenti che già avevamo, ecc. Abbiamo, in-
vece, fatto un uso minore del primo modo. Con pochissime eccezioni, informazioni
che appaiono in Internet ma che non sono state pubblicate in maniera scolastica
(dentro libri, articoli o proceeding di conferenze) non sono presenti in queste note
bibliografiche. Ci sono molti motivi dietro questa decisione, e uno dei quali ha a che
vedere con l’affidabilità dei contenuti.

Le citazioni bibliche del libro (nella versione inglese del testo) sono tutte prese da
una traduzione fornita dal padre dell’autore principale, Harold Fish. Possono essere
trovate in:

• The Holy Scriptures,testo inglese revisionato da H. Fisch, Koren Publishers,
Jerusalem, 1969.

Nell’edizione italiana sono state utilizzate le traduzioni fornite dalla CEI nella
sua edizione del 1974.

Come si vedrà esistono ottimi libri di testo per quasi tutti le specifiche sotto-aree
dell’algoritmica. Ciò nonostante, ce ne sono poche (e preziose) che cercano di fornire
un trattamento generale. Ecco tre eccezioni:

• J. G. Brookshear, Computer Science: An Overview, 6th edn, Addison-Wesley,
1999.

• L. Goldshlager and A. Lister, Computer Science: A Modern Introduction, 2nd
edn, Prentice-Hall International, 1988.

• I. Pohl and A. Shaw, The Nature of Computation: An Introduction to Computer
Science, W. H. Freeman & Co., 1981.

Sono libri di testo per corsi di informatica introduttori e trattano in maniera breve
(ma ricca) molti degli argomenti presenti in questo libro. In aggiunta, discutono
un certo numero di altri argomenti, come i sistemi operativi e le architetture dei
computer.

Il libro seguente è un’introduzione all’informatica che tratta molti degli argo-
menti trattati in questo libro, some i paradigmi di programmazione, l’astrazione, la
compilazione e l’interpretazione, e molto altro ancora.

• H. Abelson and G. J. Sussman, Structure and Interpretation of Computer
Programs, 2nd edn, MIT Press, 1996.

Esiste un eccellente libro di testo per gli argomenti più teorici dell’informatica,
anche se oramai alcuni dei suoi capitoli sono alquanto datati. I suoi due volumi
contengono articolo molto dettagliati su molti degli argomenti trattati in questo
libro. Faremo riferimento a diversi di esser in seguito. Segue comunque un riferimento
bibliografico generale:

• Handbook of Theoretical Computer Science, vols A and B, J. van Leeuwen, ed.,
Elsevier and MIT Press, 1990.
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Tralasciando per un momento lo spirito della computazione, per trattare i suoi
aspetti più “carnali” e la relazione esistente tra le due cose, uno dei posti migliori
per leggere dei computer e della difficoltà che la gente ha nel trovarsi a loro agio è:

• J. Shore, The Sachertorte Algorithm and Other Antidotes to Computer Anxiety,
Viking Penguin, 1985.

Esistono diverse riviste che pubblicano articoli in virtualmente tutte le aree
dell’algoritmica:

• Journal of the Association for Computing Machinery, spesso abbreviato come
J. Assoc. Comput. Mach., o semplicemente J. ACM ; pubblicato dall’ACM.

• SIAM Journal on Computing, abbreviato come SIAM J. Comput., o a volte
semplicemente SICOMP ; pubblicato da SIAM, la Society for Industrial and
Applied Mathematics.

• Information and Computation (precedentemente Information and Control),
abbreviato come Inf. and Comput., o Inf. and Cont.; pubblicato da Elsevier.

• Journal of Computer and System Sciences, abbreviato come J. Comput. Syst.
Sci., o a volte semplicemente JCSS ; pubblicato da Elsevier.

• Theoretical Computer Science, abbreviato come Theor. Comput. Sci., o a volte
semplicemente TCS ; pubblicato da Elsevier.

• The Computer Journal, abbreviato come Comput. J.; pubblicato da Oxford
University Press.

• Fundamenta Informaticae, abbreviato come Fund. Inf.; pubblicato da IOS
Press, sotto l’auspicio della European Association for Theoretical Computer
Science (EATCS).

• Information Processing Letters, abbreviato come Inf. Proc. Lett.,o a volte
semplicemente IPL; contiene brevi articoli e comunicazioni ed è pubblicato
da Elsevier.

• Computing Surveys, abbreviato come Comput. Surv.; contiene lunghi survey
ed è pubblicato dall’ACM.

• International Journal of Foundations of Computer Science, abbreviato come
Int. J. Found. Comput. Sci., o a volte semplicemente IJFCS ; pubblicato da
World Scientific.

Le seguenti riviste invece sono più elementari e di natura più ampia, e a volte
contengono articoli interessanti:

• Communications of the Association for Computing Machinery, abbreviato come
Comm. Assoc. Comput. Mach., o a volte semplicemente CACM ; pubblicato
dall’ACM.

• Computer, a volte chiamato IEEE Computer ; publicato dall’IEEE.

I seguenti newsletter non arbitrati contengono brevi articoli, comunicazioni e
annunci rilevanti a molti aspetti dell’algoritmica:

• ACM SIGACT News; pubblicato dal Special Interest Group on Automata and
Computability Theory di ACM.
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• Bulletin of the EATCS ; pubblicato dalla European Association for Theoretical
Computer Science.

In aggiunta a questi, le seguenti riviste pubblicano brevi recensioni di libri e
articoli riguardanti l’informatica e l’algoritmica:

• Computing Reviews, abbreviato come Comput. Rev., o a volte semplicemente
CR; pubblicato dall’ACM.

Esistono diverse conferenze che hanno luogo annualmente o ogni due anni, sim-

posi e colloquia che si dedicano all’algoritmica in senso ampio, e molti altri ancora

che si concentrano su aspetti più mirati. Non li elencheremo tutti in questa sede,

ma verranno citati man mano che si presenta l’occasione. Ciò nonostante, il lettore

dovrebbe tenere a mente che molti di loro sono sponsorizzati da vari sottogruppi del-

l’ACM e della IEEE, e che molte delle loro proceedings appaiono nella serie Lecture

Notes in Computer Science della Springer-Verlag.

Capitolo 1

I seguenti libri potranno illuminare il lettore sulla storia della computazione:

• A History of Computing in the Twentieth Century, N. C. Metropolis et al., eds,
Academic Press, 1980.

• F. G. Ashherst, Pioneers of Computing, Frederick Muller, 1983.
• W. Aspray, John von Neumann and the Origins of Modern Computing (History

of Computing), MIT Press, 1990.
• M. R. Williams, A History of Computing Technology, 2nd edn, Wiley-IEEE

Press, 1997.
• M. Campbell-Kelly and W. Aspray, Computer: A History of the Information

Machine, Basic Books, 1997.
• G. Ifrah, The Universal History of Computing: From the Abacus to the Quantum

Computer, John Wiley & Sons, 2002.
• C. Wurster, Computers: An Illustrated History, TASCHEN America Llc, 2002.

Vale la pena leggere anche le seguenti biografie di due dei pionieri più influenti
dell’informatica:

• A. Hyman, Charles Babbage, Pioneer of the Computer, Princeton University
Press, 2004.

• A. Hodges, Alan Turing: The Enigma, Vintage, 1992.

Le seguenti riviste sono dedicate interamente alla storia della computazione, e
spesso contengono articoli illuminanti circa le origini e le visioni dei primi ricercatori:
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• IEEE Annals of the History of Computing, abbreviato in Ann. Hist. Comput.;
pubblicato da IEEE ogni 3 mesi.

• Journal of the Association for History and Computing, abbreviated J. Assoc.
Hist. Comput.; pubblicato da AAHC, la American Association for History and
Computing.

• History and Computing ; pubblicata da Edinburgh University Press and AHC,
la Association for History and Computing.

L’analogia tra l’informatica e la chirurgia [p. 6] appare in:

• E. W. Dijkstra, “On a Cultural Gap,” The Mathematical Intelligencer 8 (1986),
pp. 48–52.

Un resoconto dettagliato e illustrato della macchina analitica di Babbage [p. 9]
appare in:

• A. G. Bromley, “Charles Babbage’s Analytical Engine, 1838,” Ann. Hist.
Comput. 4 (1982), pp. 196–217.

L’ultima versione del curriculum ACM per l’informatica, insieme ai resoconti
di una task force congiunta IEEE/ACM per la definizione di un curriculum per la
computazione[p. 11], può essere trovata a:

• P. J. Denning et al., “Computing as a Discipline,” Comm. Assoc. Comput.
Mach. 32 (1989), pp. 9–23.

• http://www.acm.org/education/curr91/homepage.html
• http://www.computer.org/education/cc2001

La ricetta della mousse al cioccolato [p. 13] può essere trovata a pagina 73 di:

• P. C. Sinclair and R. K. Malinowski, French Cooking, Weathervane Books, 1978.

Capitolo 2

Ci sono diversi libri di testo eccellenti che trattano algoritmi e strautture dati. Nelle
note dei Capitoli 4, 5 e 6 elencheremo quelli che enfatizzano i metodi di progettazione,
la progettazione mediante prove di correttezza e la progettazione per l’efficienza. Qui
verranno posti quelli che sono più adatti a questo capitolo meno specifico:

• A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman, Data Structures and Algorithms,
Addison-Wesley, 1983.

• E. Horowitz and S. Sahni, Fundamentals of Data Structures in Pascal, 4th edn,
W. H. Freeman & Co., 1999.

• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 1: Fundamental Algori-
thms, 3rd edn, Addison-Wesley, 1997.
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• T. A. Standish, Data Structures, Algorithms and Software Principles, Addison-
Wesley, 1994.

• N. Wirth, Algorithms and Data Structures, Prentice-Hall, 1986.
• T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein, Introduction to

Algorithms, 2nd edn, MIT Press, 2001.

Le seguenti monografie sono state di grande influenza:

• E. W. Dijkstra, “Notes on Structured Programming,” in Structured Program-
ming, Academic Press, 1972.

• C. A. R. Hoare, “Notes on Data Structuring,” in Structured Programming,
Academic Press, 1972.

Seguono diverse esposizioni degli argomenti trattati in questo capitolo:

• D. E. Knuth, “Algorithms,” Scientific American 236:4 (1977), pp. 63–80.
• N. Wirth, “Data Structures and Algorithms,” Scientific American 251:3 (1984),

pp. 60–9.

A parte i giornali generali già elencati, eccone alcuni altri che pubblicano articoli
su algoritmi e strutture dati:

• Journal of Algorithms, abbreviato in J. Algs.; pubblicato da Elsevier.
• Journal of Complexity, abbreviato in J. Complex.; pubblicato da Elsevier.
• Discrete & Computational Geometry, abbreviato in Disc. Comput. Geom.;

pubblicato da Springer-Verlag.
• Combinatorica; pubblicato da Springer-Verlag.
• Journal of Symbolic Computation, abbreviato in J. Symb. Comput.; pubblicato

da Elsevier.
• Computing ; pubblicato da Springer-Verlag.
• BIT ; pubblicato da Kluwer Academic Publishers.

L’algoritmo di BubbleSort [pp. 28–30], come anche gli altri algoritmi di ordinamento,
è descritto in dettaglio nel volume enciclopedico di Knuth:

• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 3: Sorting and Searching,
2nd edn, Addison-Wesley, 1998.

Si ritiente che le controversie che riguardano l’istruzione di “goto” [pp. 30–1]
sono originate nella seguente lettera all’editore:

• E. W. Dijkstra, “Go To Statement Considered Harmful,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 11 (1968), pp. 147–8.

Altre idee, inclusa quella di eliminare certe strutture di controllo in favore di un
insieme minimo [pp 31–2], possono essere trovate nei seguenti articoli:
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• D. E. Knuth, “Structured Programming with go to Statements,” Comput. Surv.
6 (1974), pp. 261–301.

• D. Harel, “On Folk Theorems,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 23 (1980), pp.
379–89.

Il seguente libro è interamente dedicato all’idea (promossa da diversi ricercato-
ri) di scrivere programmi ben strutturati che fanno uso solo di pochi e selezionati
costrutti di controllo:

• R. C. Linger, H. D. Mills und B. I. Witt, Structured Programming: Theory and
Practice, Addison-Wesley, 1979.

Un buon posto per approfondire le varie techniche di diagrammi di flusso e le
notazioni in generale [pp. 31–6] è:

• T. R. G. Green, “Pictures of Programs and Other Processes, or How To Do
Things with Lines,” Behaviour and Information Technology 1 (1982), pp. 3–36.

Ci sono molti posti in cui si pùleggere circa la progettazione top-down di algo-
ritmi e programmi grandi, usando subroutine o mezzi simili [pp. 33–8]. A parte gli
appunti di Dijkstra circa la programmazione strutturata, i seguenti sono stati tutti
particolarmente influenti:

• N. Wirth, “Program Development by Stepwise Refinement,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 14 (1971), pp. 221–7.

• D. L. Parnas, “A Technique for Software Module Specification with Examples,”
Comm. Assoc. Comput. Mach. 15 (1972), pp. 330–6.

• E. Yourdon and L. L. Constantine, Structured Design: Fundamentals of a
Discipline of Computer Program and Systems Design, Prentice-Hall, 1979.

La ricorsione [pp. 38–40] è un argomento affascinante ed è possibile trovare
moltissimo materiale interessante in:

• E. Roberts, Thinking Recursively, John Wiley & Sons, 1986.
• D. R. Hofstadter, Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid, Basic Books,

1979.

La soluzione ricorsiva al problema delle Torri di Hanoi [pp. 40–1] appare
praticamente in qualsiasi libro elementare sugli algoritmi, inclusi molti già citati.

Il Treesort [pp. 51–5] è descritto in dettaglio, e se ne studia le origini visto che
ha avuto molti scopritori indipendenti, nel volume di Knuth sull’ordinamento che
abbiamo già citato, dove prende il nome di tree insertion sort (ovvero, ordinamento
di inserzione in un albero).

Strutture dati che si aggiustano da sole [pp. 55] appaiono spesso in molti degli
algoritmi descritti nei libri generali già elencati per questo capitolo. Forse quelli più
conosciuti sono gli alberi binari bilanciati, i quali sono discussi nel volume di Knuth
sull’ordinamento e sulla ricerca. Il seguente capitolo contiene ulteriore materiale su
questo argomento.
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• K. Mehlhorn and A. Tsakalidis, “Data Structures,” in Handbook of Theoretical
Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 301–41.

Esistono numerosi libri dedicati alle basi di dati [pp. 55–7]. Contengono un tesoro
di informazioni sui modelli di database, i linguaggi, e sui metodi di progettazione.
Eccone alcuni:

• C. J. Date, An Introduction to Database Systems, 8th edn, Addison-Wesley,
2004.

• J. D. Ullman, Principles of Database and Knowledge-Base Systems: The New
Technologies, W. H. Freeman & Co., 1989.

• R. Elmasri and S. B. Navathe, Fundamentals of Database Systems, 3rd edn,
Addison-Wesley, 2002.

• D. Maier, The Theory of Relational Databases, Computer Science Press, 1983.
• A. Silberschatz, H. F. Korth, and S. Sudarshan, Database System Concepts, 3rd

edn, McGraw-Hill, 1999.

Il seguente articolo è considerato uno di quelli più influenti nella formazione degli
approcci principali ai database:

• E. F. Codd, “A Relational Model for Large Shared Data Banks,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 13 (1970), pp. 377–87.

Le seguenti riviste e newsletter pubblicano articoli sulle basi di dati:

• ACM Transactions on Database Systems, abbreviated ACM Trans. Database
Syst., o a volte semplicemente TODS ; pubblicato dall’ACM.

• Data and Knowledge Engineering, abbreviato in Data & Knowl. Eng.; pubbli-
cato da Elsevier.

• Information Systems, abbreviato in Inf. Syst.; pubblicato da Elsevier.
• ACM SIGMOD Record ; pubblicato dal Special Interest Group on Management

of Data dell’ACM.

Il data mining e il data warehousing [p. 55] vengono discussi in:

• T. Hastie, T. Tibshirani, and J. Friedman, The Elements of Statistical Learning:
Data Mining, Inference, and Prediction, Springer-Verlag, 2001.

• J. Han and M. Kamber, Data Mining: Concepts and Techniques, Morgan
Kaufmann, 2000.

• Advances in Knowledge Discovery and Data Mining, U. M. Fayyad, G. Piatetsky-
Shapiro, P. Smyth, and R. Uthurusamy, eds., AAAI Press, 1996.

• B. Devlin, Data Warehouse: From Architecture to Implementation, Addison-
Wesley, 1996.

Le seguenti riviste pubblicano articoli sul data mining e il data warehousing:

• ACM SIGKDD Explorations; pubblicato dal Special Interest Group on Know-
ledge Discovery and Data Mining dell’ACM.
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Capitolo 3

Esistono diversi libri sui principi generali da seguire quando si progetta un linguaggio
di programmazione. Eccone alcuni:

• T. W. Pratt and M. V. Zelkowitz, Programming Languages: Design and
Implementation, 4th edn, Prentice-Hall, 2001.

• H. F. Ledgard and M. Marcotty, The Programming Language Landscape, 2nd
edn, Science Research Associates, 1986.

• J. E. Nicholls, The Structure and Design of Programming Languages, Addison-
Wesley, 1975.

• M. L. Scott, Programming Language Pragmatics, Morgan Kaufmann, 2000.
• R. D. Tennent, Principles of Programming Languages, Prentice-Hall Internatio-

nal, 1981.

Il seguente si concentra in particolare sui tipi di dati astratti

• D. M. Harland, Polymorphic Programming Languages, Halstead Press, 1984.

In aggiunta, il seguente volume contiene una collezione estensiva di articoli cen-
trali dell’area dei linguaggi di programmazione, i quali discutono sia di principi che
di linguaggi specifici:

• Programming Languages: A Grand Tour, 3rd edn, E. Horowitz, ed., W. H.
Freeman & Co., 1995.

La storia dei linguaggi di programmazione è descritta in un articolo di P. Wegner
nel suo “gran tour”, e anche in:

• History of Programming Languages, R. L. Wexelblat, ed., Academic Press, 1981.
• History of Programming Languages, vol. 2, T. J. Bergin and R. G. Gibson, eds.,

Addison-Wesley, 1996.
• J. E. Sammet, Programming Languages: History and Fundamentals, Prentice-

Hall, 1969.

Un’esposizione di diversi argomenti che hanno a che vedere con i linguaggi di
programmazione e la loro struttura si trova in:

• L. G. Tesler, “Programming Languages,” Scientific American 251:3 (1984), pp.
70–8.

Le seguenti riviste contengono articoli circa i principi dei linguaggi di program-
mazione:

• ACM Transactions on Programming Languages and Systems, abbreviated ACM
Trans. Prog. Lang. Syst., o semplicemente TOPLAS ; pubblicato dall’ACM.
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• Computer Languages, Systems and Structures, abbreviato in Comput. Lang.,
Syst. Struc.; pubblicato da Elsevier.

• Science of Computer Programming, abbreviato in Sci. Comput. Prog.; pubbli-
cato da Elsevier.

• ACM SIGPLAN Notices; pubblicato dal Special Interest Group on Program-
ming Languages dell’ACM.

• Formal Aspects of Computing, abbreviato in Form. Aspects Comput.; pubbli-
cato da Springer-Verlag.

La notazione BNF per la definizione della sintassi [p. 65] appare in:

• J. Backus, “The Syntax and Semantics of the Proposed International Alge-
braic Language of the Zurich ACM-GAMM Conference,” Proc. Int. Conf. on
Information Processing, UNESCO, pp. 125–32, 1959.

Venne utilizzata estensivamente nella celebrata, e estremamente inluente, defi-
nizione del linguaggio ALGOL60:

• P. Naur, ed., “Revised Report on the Algorithmic Language Algol 60,” Comm.
Assoc. Comput. Mach. 6 (1963), pp. 1–17.

I diagrammi di sintassi per la definizione della sintassi di un linguaggio di
programmazione [Figure ??, p. 66] appaiono in:

• K. Jensen and N. Wirth, PASCAL User Manual and Report, 3rd edn, Springer-
Verlag, 1984.

Parlando si semantica [pp. 67–8], i seguenti articoli sono stati molto influenti
nella ricerca sulla semantica dei linguaggi di programmazione:

• D. S. Scott and C. Strachey, “Towards a Mathematical Semantics for Computer
Languages,” Proc. Symp. on Computers and Automata, Polytechnic Inst. of
Brooklyn Press, pp. 19–46, 1971.

• D. S. Scott, “Mathematical Concepts in Programming Language Semantics,”
Proc. 1972 Spring Joint Computer Conference, AFIPS Press, Montvale, NJ,
pp. 225–34, 1972.

Diversi libri trattano in maniera approfondita i linguaggi di programmazione,
tra cui:

• J. E. Stoy, Denotational Semantics: The Scott–Strachey Approach to Program-
ming Language Theory, MIT Press, 1977.

• J. W. de Bakker, Mathematical Theory of Program Correctness, Prentice-Hall
International, 1980.

• D. A. Schmidt, Denotational Semantics: A Methodology for Language Develop-
ment,
McGraw-Hill, 1988.
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• L. Allison, A Practical Introduction to Denotational Semantics, Cambridge
University Press, 2002.

Alcuni articoli di sondaggio circa la semantica sono:

• R. D. Tennent, “The Denotational Semantics of Programming Languages,”
Comm. Assoc. Comput. Mach. 19 (1976), pp. 437–53.

• D. S. Scott, “Logic and Programming Languages,” Comm. Assoc. Comput.
Mach. 20 (1977), pp. 634–41.

I seguenti libri discutono del processo di compilazione in dettaglio [pp. 70–2]:

• A. Aho, R. Sethi, and J. D. Ullman, Compilers: Principles, Techniques, and
Tools, Addison-Wesley, 1986.

• S. S. Muchnick, Advanced Compiler Design and Implementation, Morgan
Kaufmann, 1997.

• A. W. Appel and J. Palsberg, Modern Compiler Implementation in Java, 2nd
edn, Cambridge University Press, 2002.

Il seguente articolo molto influente discute della possibilità di definire tipi di dati
astratti speciali [pp. 73]:

• J. V. Guttag and J. J. Horning, “The Algebraic Specification of Abstract Data
Types,” Acta Inf. 10 (1978), pp. 27–52.

Libri che trattano di paradigmi di programmazione specifici verranno citati più
avanti. Ciò nonostante, il seguente libro introduce e confronta diversi paradigmi,
inclusi quello imperativo, quello funzionale e quello logico:

• H. Abelson and G. J. Sussman, Structure and Interpretation of Computer
Programs, 2nd edn, MIT Press, 1996.

Il Fortran [pS. 76] fu progettato da L. Backus e da un team di scienziati dell’IBM
nel 1954. Uno dei tanti libri che lo escrivono è:

• D. D. McCracken, A Guide to FORTRAN Programming, John Wiley & Sons,
1961.

Versioni successive sono trattate in:

• W. Brainerd, “FORTRAN 77,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 21 (1978),
pp. 806–20.

• J. C. Adams, W. S. Brainerd, J. T. Martin, B. T. Smith, and J. L. Wagener,
Fortran 95 Handbook, MIT Press, 1997.

Il Cobol [p. 77] fu progettato nel 1959 da un gruppo tecnico sponsorizzato del
Dipartimento della Difesa Statiunitense. Due dei molti libri che lo descrivono sono:
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• D. D. McCracken and U. Garbassi, A Guide to COBOL Programming, 2nd edn,
John Wiley & Sons, 1970.

• D. M. Collopy, Introduction to COBOL: A Guide to Modular Structured
Programming, Prentice-Hall, 1999.

Ci sono molti libri sul PL/I [pp.77–9], la maggiore parte dei quali non sono più
in stampa. Un classico è:

• G. M. Weinberg, PL/I Programming: A Manual of Style, McGraw-Hill, 1970.

Uno pi’‘u recente è:

• R. A. Vowels, Introduction to PL/I, Algorithms, and Structured Programming,
3rd edn, Vowels, 1997.

Il Pascal [p. 79] fu progettato da N. Wirth e fu per la prima volta descritto in:

• N. Wirth, “The Programming Language PASCAL,” Acta Informatica 1 (1971),
pp. 35–63.

Un articolo molto importante che studia il linguaggio, scritto dal suo inventore,
è:

• N. Wirth, “An Assessment of the Programming Language PASCAL,” IEEE
Trans. Soft. Eng. SE-1 (1975), pp. 192–8.

Il C [p. 79–80] fu progettato da B. W. Kernighan e D. M. Ritchie. Il loro libro
è il punto di riferimento classico per il linguaggio:

• B. W. Kernighan and D. M. Ritchie, The C Programming Language, 2nd edn,
Prentice-Hall, 1988.

Nel seguente articolo molto influente J. Backus (citato prima come sviluppato-
re del Fortran e della notazione BNF) chiese che venissero sviluppati linguaggi di
programmazione funzionali [pp. 81–5], e che fossero basati su un insieme piccolo di
primitive molto potenti, in modo da facilitare il ragionamento su quei programmi e
sulla loro dimostrazione di correttezza:

• J. Backus, “Can Programming Be Liberated from the von Neumann Style? A
Functional Style and Its Algebra of Programs,” Comm. Assoc. Comput. Mach.
21 (1978), pp. 613–41.

Il Lisp [p. 81–4] fu progettato da J. McCarthy nel 1960, basandosi sul lambda
calculus [p. 84] di A. Church e S. C. Kleene. Un eccellente riferimento al lambda
calculus può essere trovato in:
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• H. P. Barendregt, The Lambda Calculus: Its Syntax and Semantics, 2nd edn,
North Holland, 1984.

Il linguaggio Lisp è descritto in molti posti, tra cui:

• J. Allen, The Anatomy of LISP, McGraw-Hill, 1978.
• P. H. Winston and B. K. P. Horn, LISP, 3rd edn, Addison-Wesley, 1989.
• G. L. Steele, Common Lisp, the Language, 2nd edn, Digital Press, 1990.

In aggiunta al libro di Abelson e Sussman sopra menzionato, i seguenti libri
descrivono il dialetto del Lisp, Scheme:

• B. Harvey and M. Wright, Simply Scheme, 2nd edn, MIT Press, 1999.
• R. K. Dybvig, The Scheme Programming Language, 3rd edn, MIT Press, 2003.

Ecco le introduzioni alla programmazione funzionale che usano HASKEL e MIRANDA:

• P. Hudak, The Haskell School of Expression, Cambridge University Press, 2000.
• S. Thompson, Haskell: The Craft of Functional Programming, 2nd edn, Addison-

Wesley, 1999.
• S. Thompson, Miranda: The Craft of Functional Programming, Addison-Wesley,

1995.

Il Prolog [p. 85–7] fu progettato da A. Colmerauer nel 1970, basandosi su idee
di R. Kowalski. L’approccio sottostante è descritto in:

• R. Kowalski, “Algorithm = Logic + Control,” Comm. Assoc. Comput. Mach.
22 (1979), pp. 424–36.

• J. W. Lloyd, Foundations of Logic Programming, 2nd edn, Springer-Verlag,
1987.

Buoni libri per leggere del linguaggio sono:

• W. F. Clocksin and C. S. Mellish, Programming in PROLOG, 5th edn, Springer-
Verlag, 2003.

• L. Sterling and E. Shapiro, The Art of Prolog, 2nd edn, MIT Press, 1994.

I seguenti due libri sono buoni per approfondire la programmazione orientata a
oggetti [pp. 88–93]. Il primo si basa su Eiffel (anche se la prola “Eiffel” appare in
esso solo una volta), mentre il secondo su Java:

• B. Meyer, Object-Oriented Software Construction, 2nd edn, Prentice-Hall, 1997.
• B. Liskov with J. Guttag, Program Development in Java: Abstraction, Specifi-

cation, and Object-Oriented Design, Addison-Wesley, 2000.



546 18 Note bibliografiche

Uno sguardo critico ai principi della programmazione orientata a oggetti, che
confronta i suoi vantaggi e i suoi svantaggi prendendo in considerazione tre linguaggi
influenti, è:

• I. Joyner, Objects Unencapsulated: Java, Eiffel, and C++??, Prentice-Hall,
1999.

Il Simula [p. 88] fu progettato da O.-J. Dahl e K. Nygaard. Esso è descritto in:

• O.-J. Dahl and K. Nygaard, “SIMULA—an ALGOL-Based Simulation Langua-
ge,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 9 (1966), pp. 671–8.

• G. M. Birtwistle, O.-J. Dahl, B. Myhrhaug, and K. Nygaard, Simula Begin,
Van Nostrand Reinhold, 1973.

Il Smalltalk [p. 90] fu sviluppato dal Learning Research Group di XEROX PARC
(Palo Alto Research Center) come parte dello sviluppo pionieristico di un personal
computer che includeva un display a bitmap, un mouse e finestre sovrapponibili.
Venne fatto prima che le idee vennero commercializzate da altre aziende. I seguenti
libri descrivono il linguaggio e il suo innovativo ambiente di sviluppo:

• A. Goldberg and D. Robson, Smalltalk-80: The Language, Addison-Wesley,
1989.

• A. Goldberg, Smalltalk-80: The Interactive Programming Environment, Addison-
Wesley, 1984.

Il C++ [p. 90] fu sviluppato da B. Stroustrup a AT&T Labs. Il suo libro definitivo
sul linguaggio è:

• B. Stroustrup, The C++ Programming Language, 3rd edn, Addison-Wesley,
2000.

Java [p. 90-3] venne sviluppato per Sun Microsystems da J. Gosling, e origina-
riamente era inteso per lo sviluppo di prodotti di largo consumo “intelligenti”. La
descrizione ufficiale del linguaggio viene fornita in:

• K. Arnold and J. Gosling, The Java Programming Language, 3rd edn, Addison-
Wesley, 2000.

Eiffel [p. 93] fu sviluppato da B. Meyer, secondo il suo approccio teoretico alla
programmazione orientata a oggetti. L’approccio generale è descritto nel suo libro
di testo citato sopra, mentre il linguaggio stesso è descritto nel seguente libro:

• B. Meyer, Eiffel: The Language, Prentice-Hall, 1992.

La progettazione delle librerie di Eiffel è anch’essa interessante; essa è descritta
in:

• B. Meyer, Reusable Software: The Base Object-Oriented Component Libraries,
Prentice-Hall, 1994.
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Capitolo 4

Esistono diversi libri eccellenti sugli algoritmi che, tra le altre cose, si concentrano
su paradigmi e metodi:

• A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman, The Design and Analysis of
Computer Algorithms, Addison-Wesley, 1974.

• E. Horowitz, S. Sahni and S. Rajasekaran, Computer Algorithms, Computer
Science Press, 1997.

• T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein, Introduction to
Algorithms, 2nd edn, MIT Press, 2001.

• S. Baase and A. Van Gelder, Computer Algorithms: Introduction to Design and
Analysis, 3rd edn, Addison-Wesley, 1999.

• D. Kozen, The Design and Analysis of Algorithms, Springer-Verlag, 1992.
• U. Manber, Introduction to Algorithms: A Creative Approach, Addison-Wesley,

1989.
• A. V. Aho and J. D. Ullman, Foundations of Computer Science, W. H. Freeman

& Co., 1995.
• M. Sipser, Introduction to the Theory of Computation, Brooks Cole, 1996.
• G. Brassard and P. Bratley, Fundamentals of Algorithmics, Prentice-Hall, 1995.

Un libro più elementare è:

• R. G. Dromey, How to Solve it by Computer, Prentice-Hall, 1982.

A parte questi ci sono molti altri libri che si occupano di tipi particolari di algorit-
mi, ma che implicitamente contengono informazioni circa la metodologia algoritmica.
Eccone alcuni:

• S. Even, Graph Algorithms, Computer Science Press, 1979.
• G. H. Gonnet, Handbook of Algorithms and Data Structures, Addison-Wesley,

1984.
• T. C. Hu and M. T. Shing, Combinatorial Algorithms, Dover Publications, 2002.
• K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 1: Sorting and Searching, Springer-

Verlag, 1984.
• K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 2: Graph Algorithms and NP-

Completeness, Springer-Verlag, 1987.
• K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 3: Multi-Dimensional Searching

and Computational Geometry, Springer-Verlag, 1990.
• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 1: Fundamental Algori-

thms, 3rd edn, Addison-Wesley, 1997.
• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2: Seminumerical

Algorithms, 3rd edn, Addison-Wesley, 1997.
• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 3: Sorting and Searching,

2nd edn, Addison-Wesley, 1998.
• E. L. Lawler, Combinatorial Optimization: Networks and Matroids, Dover

Publications, 2001.
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• C. H. Papadimitriou and K. Steiglitz, Combinatorial Optimization: Algorithms
and Complexity, Prentice-Hall, 1982.

• E. M. Reingold Combinatorial Algorithms: Theory and Practice, Prentice-Hall,
1977.

• R. Sedgewick and P. Flajolet, An Introduction to the Analysis of Algorithms,
Addison-Wesley, 1995.

• R. E. Tarjan, Data Structures and Network Algorithms, CBMS-NSF Regional
Conf. Series in Appl. Math., SIAM Press, 1983.

Due libri sulla geometria computazionale [pp. 103–5] sono il terzo volume del
libro di Mehlhorn e:

• F. P. Preparata and M. I. Shamos, Computational Geometry: An Introduction,
Springer-Verlag, 1991.

Un eccellente sondaggio è:

• F. F. Yao, “Computational Geometry,” in Handbook of Theoretical Computer
Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 343–89.

L’algoritmo di Mergesort [pp. 107–8] è descritto in molti dei libri elencati, ma
(come abbiamo già detto per il bubblesort) il volume di Knuth sull’ordinamento e
la ricerca è di gran lunga il più completo.

L’algoritmo greedy per la percorrenza di un albero [pp. 107–10] viene da:

• R. C. Prim, “Shortest Connection Networks and Some Generalizations,” Bell
Syst. Tech. J. 36 (1957), pp. 1389–401.

Un altro importante articolo sugli alberi dalla larghezza minima è:

• J. B. Kruskal, Jr. , “On the Shortest Spanning Subtree of a Graph and the
Traveling Salesman Problem,” Proc. Amer. Math. Soc. 7 (1956), pp. 48–50.

Un articolo che si occupa sia di alberi che di algoritmi di percorso minimo è:

• E. W. Dijkstra, “A Note on Two Problems in Connexion with Graphs,” Nume-
rische Mathematik 1 (1959), pp. 269–71.

La storia degli algoritmi per gli alberi, che evidentemente ebbe inizio prima di
Prim e Kruskal, viene tracciata in:

• R. L. Graham and P. Hell, “On the History of The Minimal Spanning Tree
Problem,” Ann. Hist. Comput. 7 (1985), pp. 43–57.

Ecco alcuni libri in cui la programmazione dinamica (chiamata planning dina-
mico nel nostro testo) [pp. 110–13] viene delineata con maggiore dettaglio:
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• R. E. Bellman, Dynamic Programming, Princeton University Press, 1957 (pa-
perback edition, Dover Publications, 2003).

• S. E. Dreyfus and A. M. Law, The Art and Theory of Dynamic Programming,
Academic Press, 1977.

• D. Bertsekas, Dynamic Programming and Optimal Control, 2nd edn, Athena
Scientific, 2001.

Due articoli molto influenti riguardanti i problemi algoritmici sui grafi sono:

• R. E. Tarjan, “Depth First Search and Linear Graph Algorithms,” SIAM J.
Comput. 1 (1972), pp. 146–60.

• J. E. Hopcroft and R. E. Tarjan, “Efficient Algorithms for Graph Manipulation,”
Comm. Assoc. Comput. Mach. 16 (1973), pp. 372–8.

Alcuni buoni sondaggi sugli algoritmi per i grafi appaiono in:

• T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein, Introduction to
Algorithms, 2nd edn, MIT Press, 2001.

• J. van Leeuwen, “Graph Algorithms,” in Handbook of Theoretical Computer
Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 525–631.

Gli heap [pp. 113–4] vengono discussi in grande dettaglio in quasi tutti i libri
sugli algoritmi e le strutture dati. Si vedano ad esempio i libri elencati all’inizio delle
note del Capitolo 2.

Il seguente libro descrive algoritmi non distruttivi [pp. 114–5] e metodi di analisi
appropriati:

• C. Okasaki, Purely Functional Data Structures, Cambridge University Press,
1998.

Gli algoritmi on-line [pp. 115–7] sono descritti in:

• A. Borodin and R. El-Yaniv, Online Computation and Competitive Analysis,
Cambridge University Press, 1998.

Capitolo 5

Esistono diversi libri che si occupano di metodi e strumenti per la verifica di algoritmi
e programmi. Eccone alcuni:

• Z. Manna, Mathematical Theory of Computation, McGraw-Hill, 1974.
• S. Alagić and M. A. Arbib, The Design of Well-Structured and Correct

Programs, Springer-Verlag, 1978.
• J. W. de Bakker, Mathematical Theory of Program Correctness, Prentice-Hall

International, 1980.
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• J. Loeckx and K. Sieber, The Foundations of Program Verification, 2nd edn,
John Wiley & Sons, 1987.

• N. Francez, Program Verification, Addison-Wesley, 1991.
• K. R. Apt and E.-R. Olderog, Verification of Sequential and Concurrent

Programs, Springer-Verlag, 1991.
• Z. Manna and A. Pnueli, Temporal Verification of Reactive Systems: Safety,

Springer-Verlag, 1995.
• E. M. Clarke, O. Grumberg, and D. A. Peled, Model Checking, MIT Press, 2000.

Inoltre, i seguenti libri contengono capitoli informativi sulla correttezza e sulla
verifica:

• R. Bird, Programs and Machines: An Introduction to the Theory of Computa-
tion, John Wiley & Sons, 1976.

• J. M. Brady, The Theory of Computer Science: A Programming Approach,
Chapman & Hall, 1977.

• S. A. Greibach, Theory of Program Structures: Schemes, Semantics, Verifica-
tion, Springer-Verlag, 1975.

• E. V. Krishnamurthy, Introductory Theory of Computer Science, Springer-
Verlag, 1983.

A parte le riviste generiche già citate, le seguenti riviste più specifiche pubblicano
molti articoli sulla correttezza algoritmica:

• ACM Transactions on Programming Languages and Systems, a volte abbrevia-
to in ACM Trans. Prog. Lang. Syst., o semplicemente TOPLAS ; pubblicato
dall’ACM.

• Acta Informatica, abbreviato in Acta Inf.; pubblicato da Springer-Verlag.
• Science of Computer Programming, abbreviato in Sci. Comput. Prog.; pubbli-

cato da Elsevier.
• Journal of Automated Reasoning, abbreviato in J. Autom. Reas.; pubblicato

da Kluwer Academic Publishers.
• IEEE Transactions on Software Engineering, abbreviato in IEEE Trans. Soft.

Eng.; pubblicato da IEEE.
• Formal Aspects of Computing, abbreviato in Form. Aspects Comput.; pubbli-

cato da Springer-Verlag.
• Software and System Modeling, abbreviato in Soft. Syst. Modeling, o semplice-

mente SoSyM ; pubblicato da Springer-Verlag.

Alcune delle storie sugli errori dei computer [p. 123] sono tra quelle regolarmente
riportate in:

• ACM Software Engineering Notes; pubblicato dal Special Interest Group on
Software Engineering dell’ACM.

Buoni posti dove leggere circa l’analisi sintattica e la gestione degli errori nella
compilazione [pp. 125–7] sono:
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• A. V. Aho, R. Sethi, and J. D. Ullman, Compilers: Principles, Techniques, and
Tools, Addison-Wesley, 1986.

• R. Allen, K. Kennedy, and J. R. Allen, Optimizing Compilers for Modern
Architectures: A Dependence-Based Approach, Morgan Kaufmann, 2001.

• S. S. Muchnick, Advanced Compiler Design and Implementation, Morgan
Kaufmann, 1997.

Buoni letture per approfondire il testing [pp. 128–9] sono:

• C. Kaner, J. Falk, and H. Q. Nguyen, Testing Computer Software, 2nd edn,
John Wiley & Sons, 1999.

• B. Hetzel, The Complete Guide to Software Testing, 2nd edn, John Wiley &
Sons, 1993.

• R. V. Binder, Testing Object-Oriented Systems: Models, Patterns, and Tools,
Addison-Wesley, 1999.

• B. Marick, The Craft of Software Testing: Subsystem Testing, Including Object-
Based and Object-Oriented Testing, Prentice-Hall, 1994.

• G. J. Myers, The Art of Software Testing, John Wiley & Sons, 1979.

L’aforisma della sirena [p. 129] appare a pagina 17 in:

• G. D. Bergland, “A Guided Tour of Program Design Methodologies,” Computer
14 (1981), pp. 13–37.

L’aforisma circa l’assenza/presenza di errori [p. 129] appare a pagina 6 di:

• E. W. Dijkstra, “Notes on Structured Programming,” in Structured Program-
ming, Academic Press, 1972.

La nozione di parziale correttezza [p. 131] appare in:

• Z. Manna, “The Correctness of Programs,” J. Comput. Syst. Sci. 3 (1969),
pp. 119–27.

L’affermazione circa il tempo per il rilascio del software [p. 132] appare a pagina
1330 di:

• D. L. Parnas, “Software Aspects of Strategic Defense Systems,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 28 (1985), pp. 1326–35.

Articoli provocanti ma importanti circa l’(im)possibilità di provare la correttezza
dei programmi sono:

• R. A. De Millo, R. J. Lipton, and A. J. Perlis, “Social Processes and Proofs of
Theorems and Programs,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 22 (1979), pp. 271–80.

• J. H. Fetzer, “Program Verification: The Very Idea,” Comm. Assoc. Comput.
Mach. 31 (1988), pp. 1048–63.
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Sia il metodo dell’asserzione intermedia (invariante) per la prova di parziale
correttezza [p. 133–5], che il metodo del convergente (a volte detto il metodo degli
insiemi ben fondati) per la prova di terminazione sono dovuti a R. W. Floyd. Vennero
descritti per la prima volta come metodi di dimostrazione nel seguente articolo, anche
se le loro radici affondano nei lavori di Turing, von Neumann e altri:

• R. W. Floyd, “Assigning Meanings to Programs,” Proc. Symp. on Applied Math.
(vol. 19: “Mathematical Aspects of Computer Science”), American Math. Soc.,
Providence, RI, pp. 19–32, 1967.

Tre articoli importanti e molto influenti che trattano dei metodi di Floyd sono:

• C. A. R. Hoare, “An Axiomatic Basis for Computer Programming,” Comm.
Assoc. Comput. Mach. 12 (1969), pp. 576–83.

• S. Cook, “Soundness and Completeness of an Axiom System for Program
Verification,” SIAM J. Comput. 7 (1978), pp. 70–90.

• E. M. Clarke, “Programming Language Constructs for which it is Impossible
to Obtain Good Hoare-Like Axioms,” J. Assoc. Comput. Mach. 26 (1979),
pp. 129–47.

A parte i libri di verifica consigliati prima, esistono eccellenti sondaggi sui metodi
e sulle idee che hanno avuto origine nei lavori di Floyd, Hare e Cook:

• K. R. Apt, “Ten Years of Hoare’s Logic: A Survey,” ACM Trans. Prog. Lang.
Syst. 3 (1981), pp. 431–83.

• P. Cousot, “Methods and Logics for Proving Programs,” in Handbook of Theo-
retical Computer Science, vol. B, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press,
1990, pp. 841–993.

Un algoritmo efficiente per trovare l’insieme minimo di checkpoint a cui applicare
asserzioni nelle prove di correttezza [p. 134] appare in:

• A. Shamir, “Finding Minimum Cutsets in Reducible Graphs,” SIAM J. Comput.
8 (1979), p. 645–55.

Il fatto che un programma parzialmente corretto possa, in principio, sempre
essere dimostrato corretto [p. 134] –una specie di risultato di completezza– viene
stabilito nell’articolo di Cook di cui sopra. Il fatto che un programma totalmente
corretto possa anch’esso essere dimostrato venne stabilito in:

• D. Harel, “Arithmetical Completeness in Logics of Programs,” Proc. Int. Colloq.
on
Automata, Lang. and Prog., Lecture Notes in Computer Science, vol. 62, Springer-
Verlag, pp. 268–88, 1978.

Una grande quantità di informazioni su vari risultati di completezza possono
essere trovate in:
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• D. Harel, D. Kozen, and J. Tiuryn, Dynamic Logic, MIT Press, 2000.

Un buon libro per approfondire l’induzione matematica [p. 143] e i modi per
usarla nella verifica dei programmi è:

• M. Wand, Induction, Recursion, and Programming, Elsevier Science, 1980.

La semplice soluzione iterativa del problema delle Torri di Hanoi [p. 145] appare
in:

• R. E. Allardice and A. Y. Fraser, “La tour d’Hanöı ” Proc. Edinburgh Math.
Soc., 2 (1884), pp. 50–3.

I seguenti libri contengono approcci dettagliati alla verifica in corsa [p. 145–6],
fornendo metodologie per costruire programmi ben strutturati e corretti:

• E. W. Dijkstra, A Discipline of Programming, Prentice-Hall, 1976.
• D. Gries, The Science of Programming, Springer-Verlag, 1981.
• J. C. Reynolds, The Craft of Programming, Prentice-Hall International, 1981.
• Z. Manna and R. Waldinger, The Deductive Foundations of Computer Program-

ming, Addison-Wesley, 1993.

La metodologia della progettazione per contratto [p. 147-8] viene spiegata in:

• B. Meyer, Object-Oriented Software Construction, 2nd edn, Prentice-Hall, 1997.
• R. Mitchell and J. McKim, Design by Contract, by Example, Addison-Wesley,

2002.

Ecco alcuni puntatori a lavori sulla verifica aiutata dal computer [p. 148–9]:

• R. S. Boyer and J S. Moore, The Computational Logic Handbook, Academic
Press, 1997.

• R. L. Constable et al., Implementing Mathematics with the Nuprl Proof Deve-
lopment System, Prentice-Hall, 1986.

• M. J. Gordon, A. J. R. G. Milner, and C. P. Wadsworth, Edinburgh LCF: A
Mechanised Logic of Computation, Lecture Notes in Computer Science, vol. 78,
Springer-Verlag, 1979.

Il model checking [p. 151] viene discusso in dettaglio in:

• K. L. McMillan, Symbolic Model Checking: An Approach to the State Explosion
Problem, Kluwer Academic Publishers, 1993.

• E. M. Clarke, O. Grumberg, and D. A. Peled, Model Checking, MIT Press, 2000.

Tre articoli di base sulle logiche dinamiche -[pp 150–1] sono:
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• A. Salwicki, “Formalized Algorithmic Languages,” Bull. Acad. Polon. Sci., Ser.
Sci. Math. Astron. Phys. 18 (1970), pp. 227–32.

• V. R. Pratt, “Semantical Considerations on Floyd-Hoare Logic,” Proc. 17th
IEEE Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 109–21,
1976.

• M. J. Fischer and R. E. Ladner, “Propositional Dynamic Logic of Regular
Programs,” J. Comput. Syst. Sci. 18 (1979), pp. 194–211.

L’intera area è presentata nel seguente sondaggio:

• D. Harel, D. Kozen, and J. Tiuryn, Dynamic Logic, MIT Press, 2000.

Buone letture per approfondire la sintesi dei programmi [p. 151] sono:

• N. Dershowitz, The Evolution of Programs, Birkhäuser, 1983.
• Z. Manna und R. Waldinger, The Deductive Foundations of Computer Program-

ming, Addison-Wesley, 1993.

Due articoli sulle trasformazioni di programmi sono:

• J. Darlington and R. M. Burstall, “A System which Automatically Improves
Programs,” Proc. 3rd Int. Conf. on Artificial Intelligence, pp. 479–85, 1973.

• S. L. Gerhart, “Proof Theory of Partial Correctness Verification Systems” SIAM
J. Comput. 5 (1976), pp. 355–77.

Un sondaggio sui sistemi implementati in grado di aiutare nel testing è:

• H. Partsch and R. Steinbrüggen, “Program Transformation Systems,” Comput.
Surv. 15 (1983), pp. 199–236.

Partendo dai lavori di molti predecessori, il problema dei quattro colori [p. 151–
3] venne finalmente risolto da K. I. Appel e W. Haken, e venne annunciato per la
prima volta in:

• K. I. Appel and W. Haken, “Every Planar Map is Four Colorable,” Bull. Amer.
Math. Soc. 82 (1976), pp. 711–12.

Un resoconto dettagliato del problema e della sua soluzione può essere trovato
in:

• T. L. Saaty and P. C. Kainen, The Four Color Problem: Assaults and Conquest,
Dover, 1986.
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Capitolo 6

Buona parte dei libri consigliati nelle note del Capitolo 4 sono rilevanti anche qui, vi-
sto che tipicamente spendono una considerevole quantità di tempo analizzando l’effi-
cienza degli algoritmi che presentano. Quattro di loro vengono qui ri-citati, seguiti da
altri libri. Contengono tutti una buona presentazione dell’argomento dell’efficienza
algoritmica, con esempi di vari algoritmi:

• T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, and C. Stein, Introduction to
Algorithms, 2nd edn, MIT Press, 2001.

• D. Kozen, The Design and Analysis of Algorithms, Springer-Verlag, 1992.
• A. V. Aho, J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman, The Design and Analysis of

Computer Algorithms, Addison-Wesley, 1974.
• E. Horowitz, S. Sahni, and S. Rajasekaran, Computer Algorithms, Computer

Science Press, 1997.
• M. Hofri, Analysis of Algorithms: Computational Methods & Mathematical

Tools, Oxford University Press, 1995.
• P. W. Purdom, Jr., and C. A. Brown, The Analysis of Algorithms, Holt,

Rinehart & Winston, 1997.
• G. J. E. Rawlings, Compared to What?: An Introduction to the Analysis of

Algorithms, W. H. Freeman & Co., 1991.
• R. Sedgewick and P. Flajolet, An Introduction to the Analysis of Algorithms,

Addison-Wesley, 1995.
• C. H. Papadimitriou, Computational Complexity, Addison-Wesley, 1994.

Un libro molto utile il cui titolo parla da solo è:

• J. L. Bentley, Writing Efficient Programs, Prentice-Hall, 1982.

Il suo autore, J. L. Bentley, ha tenuto una colonna sugli algoritmi efficienti nel
Comm. Assoc. Comput. Mach.. Alcuni di questi appaiono in:

• J. L. Bentley, Programming Pearls, 2nd edn, Addison-Wesley, 1999.
• J. L. Bentley, More Programming Pearls: Confessions of a Coder, Addison-

Wesley, 1988.

Due libri di testi che contengono molta della matematica usata tipicamente
nell’analisi dell’efficienza algoritmica sono:

• D. H. Greene and D. E. Knuth, Mathematics for the Analysis of Algorithms,
3rd edn, Birkhäuser, 1990.

• R. L. Graham, D. E. Knuth, and O. Patashnik, Concrete Mathematics: Foun-
dation for Computer Science, 2nd edn, Addison-Wesley, 1994.

Per quanto concerne le riviste, a parte quelle elencate nella sezione generale delle
note, sono rilevanti anche quelle elencate nelle note del Capitolo 2.

La storia della notazione a grande O (che a essere precisi dovrebbe essere chiamata
a grande Omicron) [p. 163–6] e della sua adozione nell’informatica viene tracciata
in:
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• D. E. Knuth, “Big Omicron and Big Omega and Big Theta,” SIGACT News 8:2
(1976),
pp. 18–24.

Diverse varianti della ricerca binaria [pp. 166–9, 180–2], cos̀ı come la loro analisi
e le loro origini, appaiono nel volume di Knuth sulla ricerca e sull’ordinamento:

• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 3: Sorting and Searching,
2nd edn, Addison-Wesley, 1998.

Il treesort, il mergesort e l’heapsort [pp. 175–6] sono anch’essi analizzati in det-
tagli nel volume di Knuth, come anche il quicksort [p. 178]. Il quicksort fu inventato
da C. A. R. Hoare e apparve per la prima volta in:

• C. A. R. Hoare, “Quicksort,” Comput. J. 5 (1962), pp. 10–15.

Un sondaggio dei metodi per l’analisi nel caso medio [pp. 178–9] è:

• J. S. Vitter and P. Flajolet, “Average-Case Analysis of Algorithms and Da-
ta Structures,” in Handbook of Theoretical Computer Science, vol. A, J. van
Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 431–524.

L’algoritmo dell’involucro convesso [pp. 183–7], a volte detto anche scan di
Graham, appare in:

• R. L. Graham, “An Efficient Algorithm for Determining the Convex Hull of a
Finite Planar Set,” Inf. Proc. Lett. 1 (1972), pp. 132–3.

Due libri dedicati alla geometria computazionale, che tra le altre cose contengono
anche algoritmi per il problema dell’involucro convesso più efficienti, sono:

• F. P. Preparata and M. I. Shamos, Computational Geometry: An Introduction,
Springer-Verlag, 1991.

• K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 3: Multi-Dimensional Searching
and
Computational Geometry, Springer-Verlag, 1990.

Un sondaggio sull’argomento è:

• F. F. Yao, “Computational Geometry,” in Handbook of Theoretical Computer
Science vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 343–89.

Algoritmi quasi lineari per il problema della copertura di un albero [p. 152]
appaiono in:

• M. L. Fredman and R. E. Tarjan, “Fibonacci Heaps and their Uses in Impro-
ved Network Optimization Algorithms,” J. Assoc. Comput. Mach. 34 (1987),
pp. 596–615.

• H. N. Gabow, Z. Galis, T. H. Spencer, and R. E. Tarjan, “Efficient Algori-
thms for Finding Minimal Spanning Trees in Undirected and Directed Graphs,”
Combinatorica 6 (1986) pp. 106–22.
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Capitolo 7

Il seguente libro è dedicato interamente all’intrattabilità. Si concentra sulla classe dei
problemi NP-completi e sulle questioni a essa legate, e contiene una lista dettagliata
dei numerosi problemi che nel 1979 si sapeva fossero NP-completi:

• M. R. Garey and D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to
NP-Completeness, W. H. Freeman & Co., 1979.

Tra il 1981 e il 1992 uno degli autori di questo libro, D. S. Johnson, scrisse perio-
dicamente una colonna nel Journal of Algorithms, chiamata “The NP-Completeness
Column: An Ongoing Guide” (ovvero, “La colonna della NP-completezza: una guida
continua”). Insieme, il libro e la colonna fornirono una lista di centinaia di problemi
che si sapevano essere NP-completi. Nei primi anni novanta era l’elenco più completo
del suo genere.

Molti libri contengono capitoli che discutono dei problemi intrattabili e della
NP-completezza. Essi includono:

• M. D. Davis, R. Sigal, and E. J. Weyuker, Computability, Complexity, and
Languages: Fundamentals of Theoretical Computer Science, 2nd edn, Academic
Press, 1994.

• J. E. Hopcroft, R. Motwani, and J. D. Ullman, Introduction to Automata
Theory, Languages and Computation, 2nd edn, Addison-Wesley, 2001.

• E. Horowitz, S. Sahni, and S. Rajasekaran, Computer Algorithms, Computer
Science Press, 1997.

• E. V. Krishnamurthy, Introductory Theory of Computer Science, Springer-
Verlag, 1983.

• H. R. Lewis and C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation,
2nd edn, Prentice-Hall, 1997.

• M. Machtey and P. Young, An Introduction to the General Theory of Algorithms,
North Holland, Amsterdam, 1978.

• K. Mehlhorn, Data Structures and Algorithms 2: Graph Algorithms and NP-
Completeness, Springer-Verlag, 1984.

• C. H. Papadimitriou and K. Steiglitz, Combinatorial Optimization: Algorithms
and Complexity, Prentice-Hall, 1982.

• C. H. Papadimitriou, Computational Complexity, Addison-Wesley, 1994.

Due eccellenti articoli espositivi sull’argomento dell’intrattabilità, che furono una
sorgente di ispirazione nella preparazione di molte parti del Capitolo 7, sono:

• H. R. Lewis and C. H. Papadimitriou, “The Efficiency of Algorithms,” Scientific
American 238:1 (1978), pp. 96–109.

• L. J. Stockmeyer and A. K. Chandra, “Intrinsically Difficult Problems,” Scien-
tific American 240:5 (1979), pp. 140–59.

I seguenti sondaggi, scritti da tre ricercatori che hanno dato contributi fonda-
mentali alla materia di qeusto capitolo, sono molto informativi:
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• M. O. Rabin, “Complexity of Computations,” Comm. Assoc. Comput. Mach.
20 (1977), pp. 625–33.

• S. A. Cook, “An Overview of Computational Complexity,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 26 (1983), pp. 401–8.

• R. M. Karp, “Combinatorics, Complexity, and Randomness,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 29 (1986), pp. 98–109.

Ecco un ulteriore sondaddio molto esaustivo:

• D. S. Johnson, “A Catalog of Complexity Classes,” in Handbook of Theoretical
Computer Science vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 67–161.

Le tabelle e il grafo che appaiono nelle Figure ??, ??, ?? e ??, [pp. 202–5] sono
basati in parte su quelli che appaiono nel libro di Garey e Johnson e negli articoli
di Scientfic American già citati.

I seguenti articoli sono stati estremamente influenti nel porre le basi della
teoria della complessità e nel riconoscere l’importanza della dicotomia tra tempo
polinomiale e super-polinommiale [pp.202–4].

• M. O. Rabin, “Degree of Difficulty of Computing a Function and a Partial Or-
dering of Recursive Sets,” Technical Report No. 2, Hebrew University, Branch
of Applied Logic, Jerusalem, 1960.

• A. Cobham, “The Intrinsic Computational Difficulty of Functions,” Proc. 1964
Int. Congress for Logic, Methodology, and Phil. of Sci., Y. Bar-Hillel, ed., North
Holland, pp. 24–30, 1965.

• J. Edmonds, “Paths, Trees, and Flowers,” Canad. J. Math. 17 (1965), pp.
449–67.

• J. Hartmanis and R. E. Stearns, “On the Computational Complexity of Algori-
thms,” Trans. Amer. Math. Soc. 117 (1965), pp. 285–306.

• M. Blum, “A Machine Independent Theory of the Complexity of Recursive Func-
tions,”
J. Assoc. Comput. Mach. 14 (1967), pp. 322–36.

L’identificazione della classe di problemi NP-completi [p.204], insieme al risul-
tato storico (Teorema di Cook) che stabil̀ı l’NP-completezza del problema della
soddisfacibilità [pp.170–1, 176] appare in:

• S. A. Cook, “The Complexity of Theorem Proving Procedures,” Proc. 3rd ACM
Symp. on Theory of Computing, ACM Press, pp. 151–8, 1971.

Risultati simili furono ottenuti indipendentemente, ma un pochino più tardi, da
L. A. Levin in:

• L. A. Levin, “Universal Search Problems,” Problemy Peredaci Informacii 9
(1973), pp. 115–16 (in Russian). La traduzione inglese si trova in Problems of
Information Transmission 9 (1973), pp. 265–6.
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L’importanza di queste scoperte fu riconosciuta nel seguente articolo molto im-
portante, in cui diversi altri problemi (incluso quello del commesso viaggiatore, della
colorazione con tre colori e dei percorsi Hamiltoniani [pp. 207-10]) furono dimostrati
essere NP-completi usando riduzioni a tempo polinomiale:

• R. M. Karp, “Reducibility Among Combinatorial Problems,” in Complexity of
Computer Computations, R. E. Miller and J. W. Thatcher, eds., Plenum Press,
pp. 85–104, 1972.

Il fatto che il problema del commesso viaggiatore rimane NP-completo non solo
per grafi generici ma anche per reti di città con distanze euclidee venne dimostrato
in:

• C. H. Papadimitriou, “The Euclidean Traveling Salesman Problem is NP-
Complete,” Theor. Comput. Sci. 4 (1977), pp. 237–44.

Il fatto che il problemma della tabella degli orari fosse NP-completo [p. 210]
venne dimostrato in:

• S. Even, A. Itai, and A. Shamir, “On the Complexity of Timetable and Multi-
commodity Flow Problems,” SIAM J. Comput. 5 (1976), pp. 691–703.

La filastrocca sul vecchio e coraggioso Duca di York (spesso chiamato erro-
neamente del grande Duca di York) [p. 214] può essere trovata a pagina 138 di:

• W. S. Baring-Gould and C. Baring-Gould, Annotated Mother Goose, Clarkson
N. Potter, 1962.

Il fatto che il problema se un numero è primo fosse in NP [p. 219] venne
dimostrato in:

• V. R. Pratt, “Every Prime has a Succint Certificate,” SIAM J. Comput. 4
(1975), pp. 214–20.

L’algoritmo a tempo polinomiale per il problema del numero primo (l’algoritmo
AKS) fu dimostrato in:

• M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena, “PRIMES is in P,” manuscript, August
2002.

Questo articolo non è stato ancora pubblicato, ma può essere facilmente trovato
–cos̀ı come molte sue descrizioni e anche alcune sue semplificazioni– su Internet. (Si
provi a cercare la frase “PRIMES is in P”.)

Algoritmi di approssimazione [pp. 220–1] appaiono in molti dei libri e articoli
sopra citati. I seguenti libri sono dedicati all’argomento:
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• V. V. Vazirani, Approximation Algorithms, Springer-Verlag, 2001.
• G. Ausiello, P. Crescenzi, G. Gambosi, V. Kann, A. Marchetti-Spaccamela, and

M. Protasi, Complexity and Approximation: Combinatorial Optimization Pro-
blems and Their Approximability Properties, Springer-Verlag, 1999.

• Approximation Algorithms for NP-Hard Problems, D. S. Hochbaum, ed., Brooks
Cole, 1996.

L’algoritmo 1.5-volte-l’ottimo per il problema del commesso viaggiatore [p. 221]
è dovuto a N. Christofides. L’algoritmo euristico per lo stesso problema, che è quasi
altrettanto buono [p. 179], appare in:

• R. M. Karp, “The Probabilistic Analysis of Partitioning Algorithms for the
Traveling-Salesman Problem in the Plane,” Math. Oper. Res. 2 (1977), pp.
209–24.

Un’eccellente collezione di articoli sul problema del commesso viaggiatore è:

• The Traveling Salesman Problem: A Guided Tour of Combinatorial Optimiza-
tion, E. L. Lawler et al., eds., John Wiley & Sons, 1985.

Il fatto che certi problemi NP-completi non possono essere approssimati almeno
che P = NP [pp. 220–1] fu dimostrato nella seguente serie di articoli:

• U. Feige, S. Goldwasser, L. Lovász, S. Safra, and M. Szegedy, “Approximating
Clique is Almost NP-Complete,” J. Assoc. Comput. Mach., 43 (1996), pp. 268–
92.

• S. Arora and S. Safra, “Probabilistic Checking of Proofs: A New Characterization
of NP,” J. Assoc. Comput. Mach., 45 (1998), pp. 70–122.

• S. Arora, C. Lund, R. Motwani, M. Sudan, and M. Szegedy, “Proof Verification
and Intractability of Approximation Problems” J. Assoc. Comput. Mach. 45
(1998), pp. 501–55.

La prova che stabilisce questo fatto per la colorazione dei grafi [pp. 222–3] appare
in:

• C. Lund and M. Yannakakis, “On the Hardness of Approximating Minimization
Problems,” J. Assoc. Comput. Mach. 41 (1994), pp. 960–81.

Un risultato di inapprossimabilità influente per la colorazione dei grafi appare
in:

• M. R. Garey and D. S. Johnson, “The Complexity of Near-Optimal Graph
Coloring,” J. Assoc. Comput. Mach. 23 (1976), pp. 43–9.

La prima prova che un problema di interesse ha un limite inferiore temporale
esponenziale [p. 180] apparve in:
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• A. R. Meyer and L. J. Stockmeyer, “The Equivalence Problem for Regular Ex-
pressions with Squaring Requires Exponential Time,” Proc. 13th Ann. Symp.
on Switching and Automata Theory, IEEE Press, pp. 125–9, 1972.

Il fatto che gli scacchi generalizzati possano essere dimostrati essere intrattabili
[p. 220] è stato evidenziato, rispettivamente, in:

• A. S. Fraenkel and D. Lichtenstein, “Computing a Perfect Strategy for n × n
Chess Requires Time Exponential in n,” J. Combinatorial Theory, Series A31
(1981), pp. 199–214.

• J. M. Robson, “N by N Checkers is Exptime Complete,” SIAM J. Comput. 13
(1984),
pp. 252–67.

Il problema dei blocchi stradali [pp. 220–1] fu descritto in un articolo di Stock-
meyer e Chandra in Scientific America già citato e fu dimostrato essere intrattabile
in:

• L. J. Stockmeyer and A. K. Chandra, “Provably Difficult Combinatorial Games,”
SIAM J. Comput. 8 (1979), pp. 151–74.

La logica dinamica proposizionale [p. 224] fu definita e dimostrata essere intrat-
tabile in:

• M. J. Fischer and R. E. Ladner, “Propositional Dynamic Logic of Regular Pro-
grams,”
J. Comput. Syst. Sci. 18 (1979), pp. 194–211.

Il fatto che l’aritmetica di Presburger richieda un tempo doppiamente esponen-
ziale [p. 225] fu mostrato in:

• M. J. Fischer and M. O. Rabin, “Super-Exponential Complexity of Presburger
Arithmetic,” in Complexity of Computation, R. M. Karp, ed., Amer. Math.
Soc., Providence, RI, pp. 27–41, 1974.

Il fatto che il WS1S richieda un tempo non elementare [p. 225] fu mostrato in:

• A. R. Meyer, “Weak Monadic Second Order Theory of Successor is not Ele-
mentary Recursive,” in Logic Colloquium, R. Parikh, ed., Lecture Notes in
Mathematics, vol. 453, Springer-Verlag, pp. 132–54, 1975.

Un buon sondaggio sui limiti superiori e inferiori delle complessità di determinati
problemi di soddisfacibilità è:

• J. Ferrante and C. W. Rackoff, The Computational Complexity of Logical
Theories, Lecture Notes in Mathematics, vol. 718, Springer-Verlag, 1979.
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Il metodo del simplesso per la programmazione lineare [p. 227] fu scoperto nei
primi anni cinquanta da G. B. Dantzig e un suo resoconto dettagliato può essere
trovato in:

• G. B. Dantzig, Linear Programming and Extensions, Princeton University Press,
1963.

Il primo algoritmo a tempo polinomiale per il problema apparve nel seguente
articolo molto influente:

• L. G. Khachiyan, “A Polynomial Algorithm in Linear Programming,” Doklady
Akademiia Nauk SSSR 244 (1979), pp. 1093–6 (in Russian). English translation
in Soviet Mathematics Doklad 20 (1979), pp. 191–4.

Un altro algoritmo a tempo polinomiale per la programmazione lineare, il quale
si comporta meglio di quello di Khachiyan, apparve in:

• N. Karmarkar, “A New Polynomial-Time Algorithm for Linear Programming,”
Combinatorica 4 (1984), pp. 373–95.

Capitolo 8

Storicamente, l’interesse per la non computabilità e l’indecidibilità è dovuto a un
piano del grande matematico David Hilbert. All’inizio del secolo scorso Hilbert pro-
pose che tutti i problemi matematici venissero codificati in un formalismo logico
adeguato, e che venisse trovato un algoritmo per determinare la sua veridicità. Che
ciò fosse essenzialmente impossibile venne dimostrato nel 1932 da K. Gödel nel se-
guente articolo storico, il quale dimostrava che la verità, nel calcolo di primo ordine,
non era neanche parzialmente decidibile (un risultato spesso noto come il Teorema
dell’Incompletezza di Gödel):

• K. Gödel, “Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme, I,” Monatshefte für Mathematik und Physik 38 (1931),
pp. 173–98.

Una traduzione inglese di questo articolo, intitolato “On formally Undecidable
Propositions of Principia Matematica and Related Systems” (ovvero, “Sulla formale
indecidibilità delle proposizioni in Principia Matematica e sistemi correlati”), appare
nel seguente libro, il quale costituisce una collezione di molti articoli pionieristici
sull’argomento di questo capitolo:

• The Undecidable: Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsolvable Pro-
blems and Computable Functions, M. Davis, ed., Raven Press, 1965.

Un chiara esposizione dell’argomento di questo, e del prossimo capitolo, è
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• B. A. Trakhtenbrot, Algorithms and Automatic Computing Machines, D. C.
Heath & Co., 1963.

Molti libri contengono materiale su problemi indecidibili e non computabili.
Eccone alcuni:

• R. Bird, Programs and Machines: An Introduction to the Theory of Computa-
tion, John Wiley & Sons, 1976.

• G. S. Boolos, J. P. Burgess, and R. C. Jeffrey, Computability and Logic, 4th
edn, Cambridge University Press, 2002.

• W. S. Brainerd and L. H. Landweber, Theory of Computation, John Wiley &
Sons, 1974.

• J. M. Brady, The Theory of Computer Science: A Programming Approach,
Chapman & Hall, 1977.

• N. J. Cutland, Computability: An Introduction to Recursive Function Theory,
Cambridge University Press, 1980.

• G. Rozenberg and A. Salomaa, Cornerstones of Undecidability, Prentice-Hall,
1994.

• M. D. Davis, R. Sigal, and E. J. Weyuker, Computability, Complexity, and
Languages: Fundamentals of Theoretical Computer Science, 2nd edn, Academic
Press, 1994.

• F. C. Hennie, Introduction to Computability, Addison-Wesley, 1977.
• J. E. Hopcroft, R. Motwani, and J. D. Ullman, Introduction to Automata

Theory, Languages and Computation, 2nd edn, Addison-Wesley, 2001.
• A. J. Kfoury, R. N. Moll, and M. A. Arbib, A Programming Approach to

Computability, Springer-Verlag, 1982.
• E. V. Krishnamurthy, Introductory Theory of Computer Science, Springer-

Verlag, 1983.
• H. R. Lewis and C. H. Papadimitriou, Elements of the Theory of Computation,

2nd edn, Prentice-Hall, 1997.
• M. Machtey and P. Young, An Introduction to the General Theory of Algorithms,

North Holland, 1978.
• R. Sommerhalder and S. C. van Westrhenen, The Theory of Computability:

Programs, Machines, Effectiveness and Feasibility, Addison-Wesley, 1988.
• R. W. Floyd and R. Beigel, The Language of Machines: An Introduction to

Computability and Formal Languages, W. H. Freeman & Co., 1994.

Il trattamento matematico più dettagliato e completo della teoria delle funzioni
ricorsive, la quale include la non computabilità come sotto-area, è:

• H. Rogers, Theory of Recursive Functions and Effective Computability, McGraw-
Hill, 1967 (reprinted by MIT Press, 1987).

Tre libri molto influenti sono:

• S. C. Kleene, Introduction to Metamathematics, North Holland, 1952 (eighth
reprint, 1980).
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• M. Davis, Computability and Unsolvability, McGraw-Hill, 1958. (Second edition
published by Dover Publications in 1982).

• M. L. Minsky, Computation: Finite and Infinite Machines, Prentice-Hall, 1967.

Il seguente libro contiene un resoconto alquanto inusuale e divertente dell’argo-
mento:

• D. R. Hofstadter, Gödel, Escher, Bach. Ein endloses geflochtenes Band, 17. Au-
flage, Klett-Cotta, 2006.

Oltre alle riviste menzionate nella sezione generale di queste note, le seguen-
ti riviste contengono articoli sulla teoria delle funzioni ricorsive, e quindi anche
sull’indecidibilità e sulla non computabilità’:

• Journal of Symbolic Logic, abbreviato in J. Symb. Logic, o a volte semplice-
mente JSL; pubblicato dall’Association for Symbolic Logic.

• Zeitschrift für Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, abbre-
viato in Zeitschr. Math. Logik und Grundlagen Math., o a volte semplicemente
ZML; pubblicato Berlino da VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften.

La citazione del Time Magazine [p. 237] è di E. Baxter, editore del Personal Software
magazine, e apparve sulle pagine 44-45 del numero del 16 Aprile, 1984.

I problemi di piastrellamento e di domino [pp. 239–42] furono introdotti da H.
Wang nel seguente articolo, il quale contiene anche la dimostrazione dell’indecidibi-
lità della versione con restrizioni:

• H. Wang, “Proving Theorems by Pattern Recognition,” Bell Syst. Tech. J. 40
(1961), pp. 1–42.

La variante senza restrizioni fu provata indecidibile in:

• R. Berger, “The Undecidability of the Domino Problem,” Memoirs Amer. Math.
Soc. 66 (1966).

Un libro affascinante che parla di piastrellamenti del piano è:

• B. Grünbaum and G. C. Shephard, Tilings and Patterns, W. H. Freeman &
Co., 1987.

I due risultati che affermano che il problema del serpente domino è indecidibile
in metà del piano ma decidibile nel piano intero [p. 243], apparvero, rispettivamente,
in:

• H.-D. Ebbinghaus, “Undecidability of Some Domino Connectability Problems,”
Zeitschr. Math. Logik und Grundlagen Math. 28 (1982), pp. 331–6.
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• Y. Etzion-Petrushka, D. Harel, and D. Myers, “On the Solvability of Domino
Snake
Problems,” Theoret. Comput. Sci. 131 (1994), pp. 243–69.

Il secondo articolo elencato contiene anche i risultati di indecidibilità più forti
per i serpenti domino [p. 243], incluso quello che parla della rimozione di un solo
punto.

Il problema della corrispondenza delle parole [pp. 244–5], a volte chiamato Pro-
blema della corrispondenza di Post, o semplicemente PCP, fu introdotto e provato
indecidibile da E. L. Post in:

• E. L. Post, “A Variant of a Recursively Unsolvable Problem,” Bull. Amer. Math.
Soc. 52 (1946), pp. 264–8.

Il problema di decidere l’equivalenza di definizioni sintatiche di linguaggi di
programmazione [pp. 244–5] è meglio conosciuto come il problema dell’equivalenza
di grammatiche liberi da contesto e fu provato indecidibile in:

• Y. Bar-Hillel, M. Perles, and E. Shamir, “On Formal Properties of Simple Phrase
Structure Grammars,” Zeit. Phonetik, Sprachwiss. Kommunikationsforsch. 14
(1961), pp. 143–72.

Il fatto che la verifica dei programmi sia non computabile [pp.245–7] segue dal
fatto che la verità dei predicati espressi nel calcolo di primo ordine è indecidibile, ed
è dunque dovuto, in essenza, a K. Gödel, come detto all’inizio di questa sezione.

Il seguente articolo discute l’algoritmo 3x+ 1 e le sue varianti in dettaglio:

• J. C. Lagarias,
”
The 3x + 1 Problem and its Generalizations,“ Amer. Math.

Monthly 92 (1985), S. 3–23.

L’autore, Lagarias, ha anche scritto un manoscritto non pubblicato intitolato“3x+
1 Problem Annotated Bibliography”.

Il fatto che il problema della terminazione sia indecidibile [pp. 247–9, 250–4] è
dovuto in essenza a A. Turing e al suo articolo estremamente importante:

• A. Turing, “On Computable Numbers with an Application to the Entschei-
dungsproblem,” Proc. London Math. Soc. 42 (1936), pp. 230–65. Corrections
appeared in: ibid., 43 (1937), pp. 544–6.

Il Teorema di Rice [p. 249] viene da:

• H. G. Rice, “Classes of Recursively Enumerable Sets and Their Decision Pro-
blems,” Trans. Amer. Math. Soc. 74 (1953), pp. 358–66.

Il libro di Roger, precedentemente citato, contiene resoconti dettagliati sui risul-
tati ottenuti circa l’enumerabilità ricorsiva [pp.257–9] e sulle gerarchie di problemi
indecidibili, e sul fatto che il problema della totalità non è r.e. [p. 259]. Molti di
questi risultati sono basati su un importante lavoro di S. C. Kleene proposto in:
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• S. C. Kleene, “Recursive Predicates and Quantifiers,” Trans. Amer. Math. Soc.
53 (1943), pp. 41–73.

Il fatto che il PDL con ricorsione sia altamente indecidibile [p. 260–1] fu
dimostrato in:

• D. Harel, A. Pnueli, and J. Stavi, “Propositional Dynamic Logic of Non Regular
Programs,” J. Comput. Syst. Sci. 26 (1983), pp. 222–43.

I problemi di domino ricorrenti sono stati definiti e dimostrati essere altamente
indecidibili in:

• D. Harel, “Effective Transformations on Infinite Trees, with Applications to High
Undecidability, Dominoes, and Fairness,” J. Assoc. Comput. Mach. 33 (1986),
pp. 224–48.

L’alta indecidibilità dell’aritmetica di secondo ordine [pp. 262–4] e di molti fatti

correlati sono stati stabiliti nell’articolo di Kleene citato sopra.

Capitolo 9

Il materiale di questo capitolo viene tradizionalmente trattato insieme a quello del
capitolo precedente. Di conseguenza, l’elenco dei libri e delle riviste menzionato
all’inizio delle note del Capitolo 8 sono utili anche qui.

La macchine di Turing [pp. 276–7] furono inventate da Alan Turing e furono per la
prima volta descritte nell’articolo fondamentale:

• A. Turing, “On Computable Numbers with an Application to the Entschei-
dungsproblem,” Proc. London Math. Soc. 42 (1936), pp. 230–65. Correzioni
apparirono in: ibid., 43 (1937), pp. 544–6.

La Tesi Church-Turing [pp. 282–3] prende il nome da Alonzo Church e Alan Tu-
ring. Le idee di base furono presentate nell’articolo di Turing e nel seguente articolo
fondamentale:

• A. Church, “An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory,” Amer. J.
Math. 58 (1936), pp. 345–63.

Resoconti storici affascinanti raccontano dell’evoluzione del lambda calculus, del-
la teoria delle funzioni ricorsive e della Tesi Church/Turing, e sono presenti in:

• S. C. Kleene, “Origins of Recursive Function Theory,” Ann. Hist. Comput. 3
(1981), pp. 52–67.
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• M. Davis, “Why Gödel Didn’t Have Church’s Thesis,” Inf. and Cont. 54 (1982),
pp. 3–24.

• J. B. Rosser, “Highlights of the History of the Lambda-Calculus,” Ann. Hist.
Comput. 6 (1984), pp. 337–49.

Un approccio interessante alla modifica della tesi per catturare le computazioni
che terminano nei linguaggi di programmazione reali apparve in:

• Y. Gurevich, “Logic and the Challenge of Computer Science,” in Current Trends
in Theoretical Computer Science, E. Börger, ed., Computer Science Press, 1988.

Il seguente articolo propone una definizione di query computabili per database
[pp. 306–7]. In realtà si applica a buona parte dei tipi di strutture, inclusi insiemi,
alberi, grafi e strutture di cartelle gerarchiche. Dunque, implicitamente stabilisce
una tesi CT appropriata per le computazioni su strutture:

• A. K. Chandra and D. Harel, “Computable Queries for Relational Data Bases,”
J. Comput. Syst. Sci. 21 (1980), pp. 156–78.

Il lambda calculus [p 283] fu il risultato del lavoro di Church e Kleene, e apparve
esplicitamente in:

• S. C. Kleene, “A Theory of Positive Integers in Formal Logic,” Amer. J. Math.
57 (1935), pp. 153–73, 219–44.

Venne descritto in grande dettagli in:

• H. P. Barendregt, The Lambda Calculus: Its Syntax and Semantics, 2nd edn,
North Holland, 1984.

I sistemi di produzione di Post [p. 283] apparvero nel seguente articolo molto
importante:

• E. L. Post, “Formal Reductions of the General Combinatorial Decision Problem,”
Amer. J. Math. 65 (1943), pp. 197–215.

La definizione di funzione ricorsive di Kleene [p. 283] si basa su quella di Gödel,
e apparve in:

• S. C. Kleene, “General Recursive Functions of Natural Numbers,” Math. Ann.
112 (1936), pp. 727–42.

Tre dei primi articoli a dimostrare l’equivalenza di questi formalismi furono:

• S. C. Kleene, “λ-Definability and Recursiveness,” Duke Math. J. 2 (1936),
pp. 340–53.
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• E. L. Post, “Finite Combinatory Processes—Formulation 1,” J. Symb. Logic 1
(1936), pp. 103–5.

• A. M. Turing, “Computability and λ-Definability,” J. Symb. Logic 2 (1937),
pp. 153–63.

Come già detto, il riferimento definitivo sulle funzioni ricorsive e sulle loro
proprietà è:

• H. Rogers, Theory of Recursive Functions and Effective Computability, McGraw-
Hill, 1967 (reprinted by MIT Press, 1987).

Molte varianti delle macchine di Turing e , in particolare, le macchine multi
nastro e quelle non deterministiche [pp. 284–5], cos̀ı come la riduzione da nastri
infiniti a due vie a nastri infiniti a una via [pp. 285–6], sono descritti in molto libri,
il più influente dei quali è il seguente (il quale, come già detto, venne pubblicato più
di 20 anni dopo in una seconda edizione):

• J. E. Hopcroft and J. D. Ullman, Introduction to Automata Theory, Languages
and Computation, Addison-Wesley, 1979.

I programmi contatori, a volte detti macchine contatrici [p. 305–6], sono descritti
in molti dei libri già citati, ma costituiscono una parte particolarmente importante
di:

• M. L. Minsky, Computation: Finite and Infinite Machines, Prentice-Hall, 1967.

Il fatto che bastino due contatori [p. 308] viene dimostrato nel libro di Minsky,
e originalmente in:

• M. L. Minsky, “Recursive Unsolvability of Post’s Problem of ‘Tag’ and Other
Topics in the Theory of Tring Machines,” Annals Math. 74 (1961), pp. 437–55.

Una dimostrazione più elegante (la quale ha fornito le basi per il trattamente
dell’argomento in questo testo) venne data in:

• P. C. Fischer, “Turing Machines with Restricted Memory Access,” Inf. and
Cont. 9 (1966), pp. 364–79.

Un articolo importante, correlato a sotto-linguaggi particolarmente interes-
santi del linguaggio dei programmi contatori (una gerarchia di varianti ricorsive
primitive), è:

• A. R. Meyer and R. Ritchie, “The Complexity of Loop Programs,” Proc. ACM
National Conf., ACM Press, pp. 465–9, 1967.
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Il concetto di un programma universale [pp. 292–4] è, ancora una volta, dovuto
ad Alan Turing. Nel suo articolo del 1936 costrùı una macchina di Turing universale
e ne discusse l’importanza.

Ciò che segue è un’esposizione delle macchine di Turing e di argomenti correlati:

• J. E. Hopcroft, “Turing Machines,” Scientific American 250:5 (1984), pp. 70–80.

Un buon sondaggio di macchine e simulazioni tra loro è fornito in:

• P. van Emde Boas, “Machine Models and Simulations,” in Handbook of Theoreti-
cal Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 1–66.

Il collegamento tra le macchine di Turing e le classi di complessità come il PTIME
venne fatto in alcuni lavori sulla teoria della complessità; per esempio, in:

• J. Hartmanis and R. E. Stearns, “On the Computational Complexity of Algori-
thms,” Trans. Amer. Math. Soc. 117 (1965), pp. 285–306.

La classe NP è stata definita usando macchine di Turing non deterministiche
[pp. 297–8] fin dall’articolo originale di Cook:

• S. A. Cook, “The Complexity of Theorem Proving Procedures,” Proc. 3rd ACM
Symp. on Theory of Computing, ACM Press, pp. 151–8, 1971.

La riduzione del problema della terminazione a un problema di piastrellamento
di metà del piano si basa sulla prova originale fornita in:

• H. Wang, “Proving Theorems by Pattern Recognition,” Bell Syst. Tech. J. 40
(1961), pp. 1–42.

Gli automi finiti [pp. 302–4] sembrano avere avuto origine all’interno del lavoro
pionieristico sulla modellazione delle attività nervose contenuto in:

• W. S. McCulloch and W. Pitts, “A Logical Calculus of the Ideas Immanent in
Nervous Activity,” Bull. Math. Biophysics 5 (1943), pp. 115–33.

Due articoli importanti sono:

• S. C. Kleene, “Representation of Events in Nerve Nets and Finite Automata,” in
Automata Studies, C. E. Shannon and J. McCarthy, eds., Ann. Math. Studies
34 (1956), pp. 3–41. (Earlier version: RAND Research Memorandum RM-704,
1951.)

• M. O. Rabin and D. Scott, “Finite Automata and their Decision Problems,”
IBM J. Res. 3 (1959), pp. 115–25.
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La dimostrazione dei limiti degli automi finiti mediante la tecnica del buco
per i piccioni [p. 304] (il che portò al cosiddetto lemma della pompa) si basa su
dimostrazioni presenti in:

• Y. Bar-Hillel, M. Perles, and E. Shamir, “On Formal Properties of Simple Phrase
Structure Grammars,” Zeit. Phonetik, Sprachwiss. Kommunikationsforsch. 14
(1961), pp. 143–72.

Gli automi pushdown [p. 306] apparvero per la prima volta in forma esplicita in:

• A. G. Oettinger, “Automatic Syntactic Analysis and the Pushdown Store,”
Proc. Symp. in Applied Math. 12, Amer. Math. Soc., pp. 104–29, 1961.

Diversi articoli importanti sull’argomento furono scritti negli ultimi anni cin-
quanta da N. Chomsky, tra cui:

• N. Chomsky, “Three Models for the Description of Language,” IRE Trans. Inf.
Theory 2 (1956), pp. 113–24.

• N. Chomsky, “On Certain Formal Properties of Grammars,” Inf. and Cont. 2
(1959), pp. 137–67.

Il fatto che l’equivalenza dei DPDA sia decidibile [p. 306] venne dimostrato in:

• G. Sénizergues, “The Equivalence Problem for Deterministic Pushdown Automa-
ta is
Decidable,” Proc. Int. Colloq. on Automata, Lang. and Prog., Lecture Notes
in Computer Science, vol. 1256, Springer-Verlag, pp. 671–81, 1997.

Un rafforzamento di questo risultato apparve in:

• C. Sterling, “An Introduction to Decidability of DPDA Equivalence,” Proc. 21st
Conf. on Foundations of Software Technology and Theoretical Computer Science,
Lecture Notes in Computer Science, vol. 2245, Springer-Verlag, pp. 42–56, 2001.

• C. Sterling, “Deciding DPDA Equivalence is Primitive Recursive,” Proc. Int.
Colloq. on Automata, Lang. and Prog., Lecture Notes in Computer Science, vol.
2380, Springer-Verlag, pp. 821–32, 2002.

Un sondaggio storico particolarmente dettagliato e illuminante sullo sviluppo dei
linguaggi formali e sulla teoria degli automi è:

• S. A. Greibach, “Formal Languages: Origins and Directions,” Ann. Hist.
Comput. 3 (1981), pp. 14–41.

Molti dei libri citati nelle note per il Capitolo 8 contengono trattamenti appro-
fonditi degli automi finiti, degli automi pushdown e dei relativi formalismi. Ci sono
anche molti altri libri dedicati interamente agli automi e alla teoria dei linguaggi
formali. Essi includono:

• S. Ginsburg, Algebraic and Automata-Theoretic Properties of Formal Languages,
North Holland, 1975.

• M. A. Harrison, Introduction to Formal Language Theory, Addison-Wesley,
1978.

• A. Salomaa, Jewels of Formal Language Theory, Computer Science Press, 1981.
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Capitolo 10

Questo capitolo si divide in diverse parti: il parallelismo (ovvero, il risolvere proble-
mi algoritmici in maniera efficiente usando processi paralleli), la concorrenza (ov-
vero, la progettazione e il comportamento di protocolli e sistemi concorrenti) e la
computazione quantica e molecolare.

Ecco alcuni libri che si occupano di algoritmi paralleli:

• J. JaJa, An Introduction to Parallel Algorithms, Addison-Wesley, 1992.
• F. T. Leighton, Introduction to Parallel Algorithms and Architectures: Arrays,

Trees,
Hypercubes, Morgan Kaufmann, 1992.

• S. G. Akl, Parallel Computation: Models and Methods, Prentice-Hall, 1996.
• M. J. Quinn, Designing Efficient Algorithms for Parallel Computers, McGraw-

Hill, 1987.
• I. Parberry, Parallel Complexity Theory, John Wiley & Sons, 1987.
• A. Gibbons and W. Rytter, Efficient Parallel Algorithms, Cambridge University

Press, 1988.

Ecco alcuni libri che parlano della specifica e progettazione di protocolli concor-
renti:

• M. Ben-Ari, Principles of Concurrent Programming, Prentice-Hall, 1982.
• R. E. Filman and D. P. Friedman, Coordinated Computing: Tools and Techniques

for Distributed Software, McGraw-Hill, 1984.
• G. R. Andrews, Concurrent Programming: Principles and Practice, Pearson

Education, 1991.
• N. Lynch, Distributed Algorithms, Morgan Kaufmann, 1997.
• R. Milner, Communication and Concurrency, Prentice-Hall, 1989.
• C. A. R. Hoare, Communicating Sequential Processes, Prentice-Hall, 1985.
• R. Milner, Communicating and Mobile Systems: The Pi-Calculus, Cambridge

University Press, 1999.
• K. M. Chandy and J. Misra, Parallel Program Design: A Foundation, Addison-

Wesley, 1988.
• F. Andre, D. Herman, and J.-P. Verjus, Synchronization of Parallel Programs,

MIT Press, 1985.
• E. V. Krishnamurthy, Parallel Processing: Principles and Practice, Addison-

Wesley, 1989.

I seguenti libri contengono articoli che hanno a che vedere con il parallelismo e
la concorrenza:

• Concurrency Verification: Introduction to Compositional and Noncompositional
Methods, W.-P. de Roever et al., eds., Cambridge University Press, 2001.

• Algorithms, Software and Hardware of Parallel Computers, V. E. Kotov and J.
Miklosko, eds., Springer-Verlag, 1984.

• Logics and Models of Concurrent Systems, K. R. Apt, ed., NATO ASI Series,
vol. 13, Springer-Verlag, 1985.
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• The Origins of Concurrent Programming: From Semaphores to Remote Proce-
dure Calls, P. Brinch Hansen, ed., Springer-Verlag, 2002.

Un buon libro che discute di computer paralleli è:

• R. W. Hockney and C. R. Jesshope, Parallel Computers 2: Architecture,
Programming and Algorithms, 2nd edn, Adam Hilger Ltd, 1988.

Ecco alcuni libri che discutono di computazione quantica e molecolare:

• C. P. Williams and S. H. Clearwater, Explorations in Quantum Computing,
Springer-Verlag, 1998.

• M. A. Nielsen and I. L. Chuang, Quantum Computation and Quantum Informa-
tion,
Cambridge University Press, 2000.

• M. Hirvensalo, Quantum Computing, Springer-Verlag, 2000.
• C. S. Calude and G. Pãun, Computing with Cells and Atoms: An Introduction

to Quantum, DNA and Membrane Computing, Taylor & Francis, 2001.
• G. Pãun, G. Rozenberg, and A. Salomaa, DNA Computing: New Computing

Paradigms, Springer-Verlag, 1998.
• M. Sipper, Machine Nature: The Coming Age of Bio-Inspired Computing,

McGraw-Hill,
2002.

• A. Ehrenfeucht, T. Harju, I. Petre, D. M. Prescott and G. Rozenberg, Compu-
tation in Living Cells: Gene Assembly in Ciliates, Springer-Verlag, 2004.

Alcuni sondaggi sono:

• D. Aharonov, “Quantum Computation,” Annual Reviews of Computational
Physics VI, D. Stauffer, ed., World Scientific, 1998.

• A. Berthiaume, “Quantum Computation,” in Complexity Theory Retrospective
II, L. A. Hemaspaandra and A. L. Selman, eds., Springer-Verlag, 1997, pp. 23–51.

• D. P. DiVincenzo, “Quantum Computation,” Science 270 (1995), pp. 255–61.
• S. A. Kurtz, S. R. Mahaney, J. S. Royer, and J. Simon, “Biological Computing,”

in Complexity Theory Retrospective II, L. A. Hemaspaandra and A. L. Selman,
eds., Springer-Verlag, 1997, pp. 179–95.

• L. Kari, “DNA Computing: The Arrival of Biological Mathematics,” The
Mathematical Intelligencer 19:2 (1997), pp. 9–22.

A parte le riviste citate nella sezione generale, le seguenti riviste pubblicano
articoli rilevanti agli argomenti di questo capitolo:

• Journal of Parallel and Distributed Computing, abbreviato in J. Par. Dist.
Comput.; pubblicato da Elsevier.

• International Journal of Parallel Programming, abbreviato in Int. J. Parallel
Prog.; pubblicato da Kluwer/Plenum.

• Distributed Computing, abbreviato in Dist. Comput.; pubblicato da Springer.
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• ACM Transactions on Programming Languages and Systems, abbreviato in
ACM Trans. Prog. Lang. Syst., or sometimes simply TOPLAS ; pubblicato da
ACM.

• Science of Computer Programming, abbreviato in Sci. Comput. Prog.; pubbli-
cato da Elsevier.

• Software: Practice and Experience, abbreviato in Softw. Pract. Exp.; pubblicato
da John Wiley & Sons.

• Journal of Systems and Software, abbreviato in J. Syst. Softw.; pubblicato da
Elsevier.

• IEEE Transactions on Software Engineering, abbreviato in IEEE Trans. Soft.
Eng.; pubblicato da the IEEE.

• IEEE Transactions on Computers, abbreviato in IEEE Trans. Comput.;
pubblicato da IEEE.

• IEEE Transactions on Parallel & Distributed Systems, abbreviato in IEEE
Trans. Par. Dist. Syst.; pubblicato da IEEE.

• Concurrency and Computation: Practice & Experience; pubblicato da John
Wiley & Sons.

• Quantum Information & Computation, abbreviato in Quant. Inf. Comput.;
pubblicato da Rinton Press.

• International Journal of Quantum Information, abbreviato in Int. J. Quant.
Inf.; pubblicato da World Scientific.

• Quantum Computers and Computing ; pubblicato dal Russian Academy of
Science.

• Journal of Computational Biology, abbreviato in J. Comput. Biol.; pubblicato
da Mary Ann Liebert, Inc.

L’esempio in cui si scava un fossa [pp. 318–9] è dovuto ad A. Pnueli, mentre quello
in cui si ha un bambino [p. 318:nota a piè di pagina] è basato su una frase che appare
a pagina 17 del seguente libro molto illuminante (segue la versione originale, una
nuova edizione è stata pubblicata nel 1995):

• F. P. Brooks, Jr., The Mythical Man-Month, Addison-Wesley, 1979.

Ci sono tre luoghi in cui si possono ottenere informazioni sugli algoritmi di
ordinamento paralleli [pp. 321–32]. Il primo è ovviamente:

• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 3: Sorting and Searching,
2nd edn, Addison-Wesley, 1998.

Il secondo è il seguente sondaggio:

• D. Bitton, D. J. DeWitt, D. K. Hsaio, and J. Menon, “A Taxonomy of Parallel
Sorting,” Comput. Surv. 16 (1984), pp. 287–318.

Il terzo è l’intero numero di Aprile del 1985 di IEEE Transactions on Computers,
il quale contiene diversi articoli sull’ordinamento parallelo.

Un articolo molto influente sulle reti booleane [pp. 324–5] è:
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• A. Borodin, “On Relating Time and Space to Size and Depth,” SIAM J.
Comput. 6 (1977), pp. 733–44.

La rete di ordinamento dispari-pari [pp. 325–7] fu inventata da K. E. Batcher e
fu descritta in:

• K. E. Batcher, “Sorting Networks and their Applications,” Proc. 1968 Spring
Joint Comput. Conf., AFIPS Press, pp. 307–14, 1968.

La rete di ordinamento in tempo logaritmico con O(N × logN) processori
[pp. 325–7], a volte detta rete AKS per via dei suoi inventori (che non vanno confusi
con gli inventori dell’algoritmo per i numeri primi AKS) apparve in:

• M. Ajtai, J. Komlós, and E. Szemerédi, “Sorting in c logn Parallel Steps,”
Combinatorica 3 (1983), pp. 1–19.

La rete di ordinamento ottimale [pp. 325–7] basata sulla rete AKS apparve in:

• T. Leighton, “Tight Bounds on the Complexity of Parallel Sorting,” IEEE
Trans. Comput. C-34 (1985), pp. 344–54.

Un sondaggio eccellente sulla rete AKS e su argomenti correlati è:

• N. Pippenger, “Communication Networks,” in Handbook of Theoretical Com-
puter Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 805–33.

Un sondaggio sugli algoritmi paralleli sui grafi, il quale include alcuni utili ad
ottenere la copertura minima degli alberi e percorsi per il commesso viaggiatore, è:

• M. J. Quinn and N. Deo, “Parallel Graph Algorithms,” Comput. Surv. 16 (1984),
pp. 319–48.

Le reti sistoliche furono studiate per la prima volta in:

• H. T. Kung, “Let’s Design Algorithms for VLSI Systems,” Proc. Conf. Very
Large Scale Integration: Architecture, Design, Fabrication, California Inst. Tech.,
pp. 65–90, 1979.

• H. T. Kung and C. E. Leiserson, “Algorithms for VLSI Processor Arrays,” in
Introduction to VLSI Systems, C. Mead and L. Conway, eds., Addison-Wesley,
1980, pp. 271–92.

Una buona esposizione viene fornita in:

• H. T. Kung, “Why Systolic Architectures?” Computer 15-1 (1982), pp. 37–46.
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Argomentazioni circa i limiti del parallelismo, quando si tratta di configurare i
processori all’interno di uno spazio tridimensionale, possono essere trovate in:

• P. M. B. Vitányi, “Locality, Communication and Interconnect Length in Multi-
computers,” SIAM J. Comput. 17 (1988), pp. 659–72.

La tesi della computazione parallela [pp. 332–3] fu proposta per la prima volta
in:

• A. K. Chandra and L. J. Stockmyer, “Alternation,” Proc. 17th IEEE Symp. on
Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 98–108, 1976.

Argomentazioni ulteriori a suo favore possono essere trovate in:

• L. M. Goldschlager, “A Universal Interconnection Pattern for Parallel Compu-
ters,” J. Assoc. Comput. Mach. 29 (1982), pp. 1073–86.

Un articolo molto importante che portava verso questa tesi è:

• V. R. Pratt and L. J. Stockmeyer, “A Characterization of the Power of Vector
Machines,” J. Comput. Syst. Sci. 12 (1976), pp. 198–221.

La classe NC [pp. 333–5], la classe di Nick, prende il suo nome da N. Pippenger,
il quale la defiǹı e la studiò per primo. Due articoli rilevanti sono:

• N. Pippenger, “On Simultaneous Resource Bounds (preliminary version),” Proc.
20th IEEE Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 307–11,
1979.

• S. A. Cook, “Towards a Complexity Theory of Synchronous Parallel Computa-
tion,” L’Enseignement Mathématique 27 (1981), pp. 99–124.

Seguono sondaggi dettagliati sui risultati e sulle questioni ancora aperte che
riguardano la classe NC e diverse delle sue sotto-classi:

• S. A. Cook, “A Taxonomy of Problems with Fast Parallel Algorithms,” Inf. and
Cont. 64 (1985), pp. 2–22.

• D. S. Johnson, “A Catalog of Complexity Classes,” in Handbook of Theoretical
Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 67–161.

• R. M. Karp and V. Ramachandran, “Parallel Algorithms for Shared-Memory
Machines,” in Handbook of Theoretical Computer Science, vol. A, J. van
Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 869–941.

Diverse soluzioni ai problemi di mutua esclusione [pp. 337–40] sono presentati
in molti dei libri già citati prima. La soluzione presentata da noi, sia quella a due
processori che quella generale [pp. 339–40], appaiono in:
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• G. L. Peterson, “Myths about the Mutual Exclusion Problem,” Inf. Proc. Lett.
12 (1981), pp. 115–16.

La sicurezza e la “liveness” (ovvero, vitalità) [p. 342] sono discusse in molti dei
libri sui protocolli concorrenti elencati sopra. Alcuni articoli a riguardo sono:

• L. Lamport, “Proving the Correctness of Multiprocess Programs,” IEEE Trans.
Soft. Eng. SE-3 (1977), pp. 125–43.

• S. Owicki and L. Lamport, “Proving Liveness Properties of Concurrent Pro-
grams,” ACM Trans. Prog. Lang. Syst. 4 (1982), pp. 455–95.

Ecco alcuni altri articoli più basilari che discutono delle prove di correttezza di
protocolli concorrenti:

• S. Owicki and D. Gries, “Verifying Properties of Parallel Programs: An Axioma-
tic
Approach,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 19 (1976), pp. 279–85.

• K. R. Apt, N. Francez, and W. P. de Roever, “A Proof System for Commu-
nicating Sequential Processes,” ACM Trans. Prog. Lang. Syst. 2 (1980), pp.
359–85.

• J. Misra and K. M. Chandy, “Proofs of Networks of Processes,” IEEE Trans.
Soft. Eng. SE-7 (1981), pp. 417–26.

Un buon sondaggio è:

• L. Lamport and N. Lynch, “Distributed Computing: Models and Methods,” in
Handbook of Theoretical Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier
and MIT Press, 1990, pp. 1157–99.

La logica temporale [pp. 344–6] fu suggerita per l’uso nei contesti di specifica e
di verifica di algoritmi in:

• A. Pnueli, “The Temporal Semantics of Concurrent Programs,” Theor. Comput.
Sci. 13 (1981), pp. 45–60.

I seguenti libri dicutono in dettaglio della logica temporale:

• Z. Manna and A. Pnueli, The Temporal Logic of Reactive and Concurrent
Systems: Specification, Springer-Verlag, 1992.

• D. M. Gabbay, I. Hodkinson, and M. Reynolds, Temporal Logic: Mathematical
Foundations and Computational Aspects, vol. 1, Oxford University Press, 1994.

• D. M. Gabbay, M. A. Reynolds, and M. Finger, Temporal Logic: Mathematical
Foundations and Computational Aspects, vol. 2, Oxford University Press, 2000.

Ecco alcuni sondaggi molto dettagliati sulla logica temporale e i suoi usi:
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• A. Pnueli, “Applications of Temporal Logic to the Specification and Verification
of Reactive Systems: A Survey of Current Trends,” in Current Trends in Con-
currency, J. de Bakker et al., eds., Lecture Notes in Computer Science, vol. 224,
Springer-Verlag, pp. 510–84, 1986.

• E. A. Emerson, “Temporal and Modal Logic,” in Handbook of Theoretical
Computer Science, vol. B, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 995–1072.

Un approccio recente sula gestione della concorrenza, il quale differisce dalla
logica temporale, può essere trovato in:

• V. R. Pratt, “Modelling Concurrency with Partial Orders,” Int. J. Parallel
Prog. 15 (1986), pp. 33–71.

Ci sono molti posti dove si può leggere della verifica automatica di protocolli a
stati finiti [p. 345]. Eccone alcuni:

• E. M. Clarke, E. A. Emerson, and A. P. Sistla, “Automatic Verification of Finite-
State Concurrent Systems Using Temporal Logic Specifications,” ACM Trans.
Prog. Lang. Syst. 8 (1986), pp. 244–63.

• E. M. Clarke, O. Grumberg, and D. A. Peled, Model Checking, MIT Press, 2000.
• R. P. Kurshan, Computer-Aided Verification of Coordinating Processes: The

Automata-Theoretic Approach, Princeton University Press, 1995

Il punto di riferimento per l’imparzialità è:

• N. Francez, Fairness, Springer-Verlag, 1986.

Il problema dei dining philosophers [pp. 347–50] fu introdotto da E. W. Dijkstra
e viene descritto, per esempio, in:

• E. W. Dijkstra, “Hierarchical Ordering of Sequential Processes,” Acta Inf. 1
(1971), pp. 115–38.

Diverse soluzioni al problema appaiono nei libri già citati per la concorrenza.
Il fatto che non esista alcuna soluzione distribuita, interamente simmetrica senza
l’aggiunta di processori [pp. 349–50] fu osservato in:

• N. A. Lynch, “Fast Allocation of Nearby Resources in a Distributed System,”
Proc. 12th ACM Symp. on Theory of Computing, ACM Press, pp. 70–81, 1980.

Un buon sondaggio sulle caratteristiche presenti in molti dei linguaggi di pro-
grammazione concorrente [pp. 350–1] è:

• G. R. Andrews and F. B. Schneider, “Concepts and Notations for Concurrent
Programming,” Comput. Surv. 15 (1983), pp. 3–43.
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Due libri estremamente influenti sui costrutti linguistici per la concorrenza sono:

• R. Milner, A Calculus of Communicating Systems, Springer-Verlag, 1980.
• C. A. R. Hoare, Communicating Sequential Processes, Prentice-Hall, 1985.

I semafori [pp. 350–1] furono descritti in:

• E. W. Dijkstra, “Cooperating Sequential Processes,” in Programming Langua-
ges, F. Genuys, ed., Academic Press, 1968.

Alcuni dei primi protocolli appartenenti alla computazione quantica [pp. 352–8]
sono stati presentati in:

• C. Bennett, “Logical Reversibility of Computation,” IBM J. Research and
Development 17 (1973), pp. 525–32.

• P. Benioff, “The Computer as a Physical System: A Microscopic Quantum Me-
chanical Hamiltonian Model of Computers as Represented by Turing Machines,”
J. Stat. Phys. 22 (1980), pp. 563–91.

• R. Feynman, “Quantum Mechanical Computers,” Optics News 11 (1985),
pp. 11–20.

• D. Deutsch, “Quantum Theory, the Church-Turing Principle, and the Universal
Quantum Computer,” Proc. R. Soc. London A400 (1985), pp. 97–117.

Alcuni dei primi risultati sui limiti del parallelismo quantico [p. 355: nota a piè
di pagina] apparirono in:

• R. Josza, “Characterizing Classes of Functions Computable by Quantum Paral-
lelism,” Proc. R. Soc. London A435 (1991), pp. 563–74.

L’algoritmo di ricerca quantica
√

N [p. 356] fu descritto in:

• L. Grover, “A Fast Quantum Mechanical Algorithm for Database Search,” Proc.
28th Ann. ACM Symp. on Theory of Computing, ACM Press, pp. 212–19, 1996.

L’aloritmo di fattorizzazione quantica in tempo polinomiale di Shor [pp. 355–6]
viene da:

• P. Shor, “Algorithms for Quantum Computation: Discrete Logarithms and Fac-
toring,” Proc. 35th IEEE Ann. Symp. on Foundations of Computer Science,
IEEE Press, pp. 124–34, 1994.

• P. Shor, “Polynomial-time Algorithms for Prime Factorization and Discrete
Logarithms on a Quantum Computer,” SIAM J. Comp. 26 (1997), pp. 1484–509.

Il lavoro di Shor si basò su:
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• D. Simon, “On the Power of Quantum Computation,” Proc. 35th Ann. IEEE
Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 116–23, 1994.

Esistono molte informazioni sulle difficoltà di costruire un computer quantico
[pp. 357–8] nei libri e nei sondaggi elencati all’inizio delle note per questo capitolo.
La macchina a sette qubit [p. 357] fu descritta in:

• E. Knill, R. Laflamme, R. Martinez, and C.-H. Tseng, “An Algorithmic Bench-
mark for Quantum Information Processing,” Nature 404 (2000), pp. 368–70.

La prima computazione molecolare, la quale risolse un’istanza a sette città
del problema del commesso viaggiatore [p. 357], fu eseguita da L. M. Adelman,
e raccontato in:

• L. M. Adelman, “Molecular Computation of Solutions to Combinatorial Pro-
blems,” Science 266 (1994), pp. 1021–4.

Si veda anche:

• L.M.Adelman, “ComputingwithDNA,” Scientific American 279 :2 (1998), pp. 54–
61.

I risultati più forti riguardanti i problemi NP-completi in generale [p. 358]
apparirono in:

• R. J. Lipton, “DNA Solution of Hard Computational Problems,” Science 268
(1994), pp. 542–5.

Alcuni risultati sul potenziale dei computer molecolari di risparmiare energia
appaiono in:

• E. Baum, “Building an Associative Memory Vastly Larger Than the Brain,”
Science 268 (1995), pp. 583–5.

Capitolo 11

Molti dei libri su algoritmi elencati nelle note dei capitoli precedenti contengono ma-
teriale su algoritmi probabilistici e l’analisi probabilistica di algoritmi convenzionali.
I seguenti si concentrano su questi argomenti:

• R. Motwani and P. Raghavan, Randomized Algorithms, Cambridge University
Press, 1995.

• N. Alon and J. H. Spencer, The Probabilistic Method, 2nd edn, John Wiley &
Sons, 2000.

• M. Hofri, Probabilistic Analysis of Algorithms, Springer-Verlag, 1987.
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Per quanto riguarda le riviste, quelle elencate nella sezione generale e nelle note
del Capitolo 2 sono anche esse qui rilevanti.

Le soluzioni probabilistiche al problema dei dining philosophers [pp. 364–7], cos̀ı
come l’affermazione che la prima soluzione ammette lockout [pp.366–7] appaiono in:

• D. Lehmann and M. O. Rabin, “The Advantages of Free Choice: A Symmetric
and Fully Distributed Solution to the Dining Philosophers Problem,” Proc. 8th
ACM Symp. on Principles of Programming Languages, ACM Press, pp. 133–8,
1981.

Il fatto che il problema della primalità di numero sia in NP [p. 369] viene
dimostrato in:

• V. R. Pratt, “Every Prime has a Succint Certificate,” SIAM J. Comput. 4
(1975),
pp. 214–20.

Il test per vedere se un numero è primo esegue in un tempo polinomiale ma
dipende dall’ipotesi estesa di Riemann [p. 370] che appare in:

• G. L. Miller, “Riemann’s Hypothesis and Tests for Primality,” J. Comput. Syst.
Sci. 13 (1976), pp. 300–17.

L’algoritmo O(NO(log log N)) per il problema [p. 370] appare in:

• L. Adelman, C. Pomerance, and R. S. Rumely, “On Distinguishing Prime
Numbers from Composite Numbers,” Ann. Math. 117 (1983), pp. 173–206.

L’algoritmo per vedere se un numero è primo che esegue in un tempo polinomiale
(l’algoritmo AKS) [p. 370] fu presentato in:

• M. Agrawal, N. Kayal, and N. Saxena, “PRIMES is in P,” manuscript, August
2002.

I primi articoli a contenere algoritmi randomizzati e probabilistici che non fossero
banali sembrano essere i seguenti, i quali contengono due algoritmi indipendenti per
vedere se un numero è primo [pp. 371–5]:

• M. O. Rabin, “Probabilistic Algorithm for Testing Primality,” J. Number Theory
12 (1980), pp. 128–38.

• R. Solovay and V. Strassen, “A Fast Monte-Carlo Test for Primality,” SIAM J.
Comput. 6 (1977), pp. 84–5.
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Una versione preliminare dell’algoritmo di Rabin apparve nel seguente articolo
molto influente:

• M. O. Rabin, “Probabilistic Algorithms,” in Algorithms and Complexity: Recent
Results and New Directions, J. F. Traub, ed., Academic Press, pp. 21–40, 1976.

Due articoli importanti sul pattern matching non probabilistico [p. 381] sono:

• D. E. Knuth, J. H. Morris, and V. R. Pratt, “Fast Pattern Matching in Strings,”
SIAM J. Comput. 6 (1977), pp. 323–50.

• R. S. Boyer and J. S. Moore, “A Fast String Searching Algorithm,” Comm.
Assoc. Comput. Mach. 20 (1977), pp. 762–72.

L’algoritmo di fingerprinting probabilistico [pp. 375–8] apparve in:

• R. M. Karp and M. O. Rabin, “Efficient Randomized Pattern-Matching Algori-
thms,” IBM J. Res. Dev. 31 (1987), pp. 249–60.

Il seguente sondaggio studia gli algoritmi di pattern matching, inclusi i due già
citati sopra:

• A. V. Aho, “Algorithms for Finding Patterns in Strings,” in Handbook of Theo-
retical Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press,
1990, pp. 255–300.

Il seguente articolo contiene un breve, ma informativo, sondaggio sui vari
approcci agli algoritmi probabilistici:

• R. M. Karp, “Combinatorics, Complexity, and Randomness,” Comm. Assoc.
Comput. Mach. 29 (1986), pp. 98–109.

Un articolo influente sulle macchine di Turing probabilistiche e sulla classe di
complessità probabilistica [p. 378] è:

• J. Gill, “Computational Complexity of Probabilistic Turing Machines,” SIAM
J. Comput. 6 (1977), pp. 675–95.

Ci sono tre buoni posti dove leggere delle classi di complessità e delle relazioni
esistenti tra loro:

• D. S. Johnson, “A Catalog of Complexity Classes,” in Handbook of Theoretical
Computer Science, vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990,
pp. 67–161.

• S. Zachos, “Robustness of Probabilistic Computational Complexity Classes
under Definitional Perturbations,” Inf. and Cont. 54 (1982), pp. 143–54.

• U. Schöning, Complexity and Structure, Lecture Notes in Computer Science,
vol. 211, Springer-Verlag, 1986.
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Lavori importanti che forniscono dimostrazioni di algoritmi probabilistici di
verifica [p. 379] appaiono in:

• D. Kozen, “Semantics of Probabilistic Programs,” J. Comput. Syst. Sci. 22
(1981), pp. 328–50.

• D. Lehmann and S. Shelah, “Reasoning with Time and Chance,” Inf. and Cont.
53 (1982), pp. 165–98.

• S. Hart, M. Sharir, and A. Pnueli, “Termination of Probabilistic Concurrent
Programs,” ACM Trans. Prog. Lang. Syst. 5 (1983), pp. 352–80.

• Y. A. Feldman and D. Harel, “A Probabilistic Dynamic Logic,” J. Comput.
Syst. Sci. 28 (1984), pp. 193–215.

• Y. A. Feldman, “A Decidable Propositional Probabilistic Dynamic Logic with
Explicit Probabilities,” Inf. and Cont. 63 (1984), pp. 11–38.

Il fatto che i problemi in RP hanno circuiti booleani di dimensioni polinomiali
[p. 380] fu dimostrato in:

• L. Adleman, “Two Theorems on Random Polynomial Time,” Proc. 19th IEEE
Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 75–83, 1978.

Un articolo interessante che discute i due approcci al probabilismo negli algoritmi
e le relazioni esistenti tra loro [p. 381] è:

• A. C. Yao, “Probabilistic Computations: Towards a Unified Measure of Com-
plexity,” Proc. 18th IEEE Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE
Press, pp. 222–7, 1977.

Un articolo estremamente influente circa i numeri casuali e pseudo-casuali
[pp. 381] può essere trovato in:

• A. Kolmogorov, “Three Approaches to the Concept of the Amount of Informa-
tion,” Probl. Inf. Transm. 1 (1965), pp. 1–7.

Informazioni sui numeri pseudo-casuali nel senso di tempo polinomiale discusso
nel testo [p. 381] possono essere trovate in:

• A. Shamir, “On the Generation of Cryptographically Secure Pseudo-Random
Sequences,” ACM Transactions on Computer Systems 1 (1983), pp. 38–44.

• A. C. Yao, “Theory and Applications of Trapdoor Functions,” Proc. 23rd IEEE
Symp. on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 80–91, 1982.

• M. Blum and S. Micali, “How to Generate Cryptographically Strong Sequences
of Pseudo-Random Bits,” SIAM J. Comput. 13 (1984), pp. 850–64.

Resoconti dettagliati sui numeri casuali e pseudo-casuali appaiono in:

• D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2: Seminumerical
Algorithms, 3rd edn, Addison-Wesley, 1997.

• O. Goldreich and L. Lovasz, Modern Cryptography, Probabilistic Proofs and
Pseudorandomness, Springer-Verlag, 1999.

Un’esposizione interessante su alcune questioni correlate è:

• G. J. Chaitin, “Randomness and Mathematical Proof,” Scientific American
232:5 (1975), pp. 47–52.
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Capitolo 12

Ci sono molti libri che affrontano in maniera dettagliata la crittografia. Eccone alcuni
che forniscono un buon trattamento degli aspetti scientifici dell’argomento:

• A. G. Konheim, Cryptography: A Primer, John Wiley & Sons, 1981.
• D. E. R. Denning, Cryptography and Data Security, Addison-Wesley, 1982.
• O. Goldreich and L. Lovasz, Modern Cryptography, Probabilistic Proofs and

Pseudorandomness , Springer-Verlag, 1999.
• O. Goldreich, Foundations of Cryptography: Basic Tools, Cambridge University

Press, 2001.

Un sondaggio molto utile è:

• R. L. Rivest, “Cryptography,” in Handbook of Theoretical Computer Science,
vol. A, J. van Leeuwen, ed., Elsevier and MIT Press, 1990, pp. 717–55.

Ci sono diverse riviste che pubblicano articoli sulla crittografia. Due che sono
interamente dedicate all’argomento sono:

• Journal of Cryptology, abbreviato in J. Crypt.; pubblicato da Springer-Verlag.
• Cryptologia; pubblicato dal United States Military Academy.

La crittografia a chiave pubblica [pp. 389–92], e l’idea di usare questo schema
per le firme [pp. 392–3], furono proposte nel seguente articolo molto importante:

• W. Diffie and M. Hellman, “New Directions in Cryptography,” IEEE Trans.
Inform. Theory IT-22 (1976), pp. 644–54.

Il sistema crittografico RSA [pp. 392–5] prende il suo nome dai suoi inventori, e
apparve in:

• R. L. Rivest, A. Shamir, and L. M. Adleman, “A Method for Obtaining Digital
Signatures and Public-Key Cryptosystems,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 21
(1978), pp. 120–6.

La versione che è stata dimostrata essere difficile da “craccare” quanto fattoriz-
zare numeri grandi [p. 395] apparve in:

• M. O. Rabin, “Digitalized Signatures and Public-Key Functions as Intractable as
Factorization,” Technical Report MIT/LCS/TR-212, Mass. Inst. of Tech., Cam-
bridge, MA, 1979.

Un sondaggio esplicativo sulla crittografia a chiave pubblica è:

• M. E. Hellman, “The Mathematics of Public-Key Cryptography,” Scientific
American 241:2 (1979), pp. 146–57.
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Il protocollo per la dsitribuzione delle carte di gioco [pp. 395–8] apparve in:

• A. Shamir, R. L. Rivest, and L. M. Adleman, “Mental Poker,” in The Mathe-
matical Gardner, D. A. Klarner, ed., Wadsworth International, Belmont, CA,
1981.

Il fatto che nel protocollo di distribuzione delle carte venisse usata in manie-
ra naive l’idea che alcune informazioni potessero andare perse nell’uso di funzioni
crittografiche, come quelle RSA, fu dimostrato in:

• R. J. Lipton, “How to Cheat at Mental Poker,” Proc. AMS Short Course on
Cryptology, American Mathematical Society, 1981.

Un protocollo più complesso per la distribuzione delle carte, il quale non soffre
di questi difetti, apparve nel seguente articolo:

• S. Goldwasser and S. Micali, “Probabilistic Encryption,” J. Comput. Syst. Sci.
28 (1984), pp. 270–99.

Tre articoli che spiegano i protocolli crittografici, ovvero protocolli che possono
essere utilizzati per mantenere un segreto, e questioni simili sono:

• A. Shamir, “How to Share a Secret,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 22 (1979),
pp. 612–13.

• M. Blum, “How to Exchange (Secret) Keys,” ACM Trans. Comput. Syst. 1
(1983), pp. 175–93.

• A. C. Yao, “How to Generate and Exchange Secrets,” Proc. 27th IEEE Symp.
on Foundations of Computer Science, IEEE Press, pp. 162–7, 1986.

Dimostrazioni interattive e protocolli a conoscenza zero [pp. 400–2] furono
considerati per la prima volta in:

• S. Goldwasser, S. Micali, and C. Rackoff, “The Knowledge Complexity of
Interactive Proof Systems,” SIAM J. Comput. 18 (1989), pp. 186–208.

Per conoscere la dimostrazione che IP = PSPACE [p. 328] è necessario leggere:

• C. Lund, L. Fortnow, H. Karloff, and N. Nisan, “Algebraic Methods for Interac-
tive Proof Systems,” J. Assoc. Comput. Mach. 39 (1992), pp. 859–68.

• A. Shamir, “IP = PSPACE,” J. Assoc. Comput. Mach. 39 (1992), pp. 869–77.

L’approccio a conoscenza zero al gioco di Dove è Waldo? viene da:

• M. Naor, Y. Naor, and O. Reingold, “Applied Kid Cryptography, or How to
Convince Your Children That You Are Not Cheating,” unpublished manuscript,
1999.
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L’approccio a conoscenza zero per la colorazione di un grafo con tre colori
[pp. 402–5] apparve in:

• O. Goldreich, S. Micali, and A. Wigderson, “Proofs that Yield Nothing But
Their Validity, or All Languages in NP Have Zero-Knowledge Proof Systems,”
J. Assoc. Comput. Mach. 38 (1991), pp. 691–729.

Uno degli articoli più importanti sulle dimostrazioni controllabili probabilistica-
mente [pp. 405–6] è:

• U. Feige, S. Goldwasser, L. Lovász, S. Safra, and M. Szegedy, “Approximating
Clique is Almost NP-complete,” J. Assoc. Comput. Mach., 43 (1996), pp. 268–
92.

Il risultato ultimo, ovvero che i problemi in NP possono essere controllati tenendo
d’occhio solo un numero costante di bit di prova, viene da:

• S. Arora and S. Safra, “Probabilistic Checking of Proofs: A New Characterization
of NP,” J. Assoc. Comput. Mach., 45 (1998), pp. 70–122.

Capitolo 13

Ci sono molti libri interamente dedicati ai vari aspetti dell’ingegneria del
software. I due più famosi sono:

• R. S. Pressman, Software Engineering: A Practitioner’s Approach, 5th
edn, McGraw-Hill, 2001.

• I. Sommerville, Software Engineering, 6th edn, Addison-Wesley, 2000.

I seguenti libri si concentrano sull’ingegneria del software orientata a
oggetti:

• B. Liskov with J. Guttag, Program Development in Java: Abstraction,
Specification, and Object-Oriented Design, Addison-Wesley, 2000.

• B. Meyer, Object-Oriented Software Construction, 2nd edn, Prentice-Hall,
1997.

• I. Jacobson, M. Christerson, P. Jonsson, and G. Övergaard, Object-
Oriented Software Engineering: A Use Case Driven Approach, Addison-
Wesley, 1992.

• B. Bruegge and A. H. Dutoit, Object-Oriented Software Engineering:
Conquering Complex and Changing Systems, Prentice-Hall, 2000.

Il seguente libro si concentra sugli aspetti economici dello sviluppo del
software:
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• B. W. Boehm, Software Engineering Economics, Prentice-Hall, 1981.

Per molti anni, F. P. Brooks ha gestito alcuni dei progetti software più
grandi di IBM, incluso il sistema operativo per mainframe OS/360. Le sue
considerazioni su queste esperienze (sia buone che cattive, incluso il famo-
so “errore da diversi milioni di dollari”) sono discusse nel suo libro molro
influente:

• F. P. Brooks, Jr., The Mythical Man-Month: Essays on Software Engi-
neering, special anniversary edn, Addison-Wesley, 1995.

Le seguenti riviste pubblicano articoli sull’ingegneria del software:

• IEEE Transactions on Software Engineering, abbreviato in IEEE Trans.
Soft. Eng.; pubblicato da IEEE.

• ACM Transactions on Software Engineering and Methodology, abbreviato
in ACM Trans. Soft. Eng. Meth., or simply TOSEM ; pubblicato da ACM.

• IEEE Software; pubblicato da IEEE.
• Advances in Engineering Software, abbreviato in Adv. in Eng. Soft.;

pubblicato da Elsevier.
• Information and Software Technology, abbreviato in Inf. Soft. Tech.;

pubblicato da Elsevier.
• Software: Practice and Experience, abbreviato in Softw. Pract. Exp.;

pubblicato da John Wiley & Sons.
• International Journal on Software Tools for Technology Transfer, ab-

breviato in Int. J. Soft. Tools for Tech. Transfer, or simply STTT ;
pubblicato da Springer-Verlag.

• Software and System Modeling, abbreviato in Soft. Syst. Modeling, o
semplicemente SoSyM ; pubblicato da Springer-Verlag.

Una collezione di errori correlati ai computer, categorizzati e analizzati,
appare in:

• P. G. Neumann, Computer-Related Risks, Addison-Wesley, 1995.

Le seguenti colonne su mensili rendono conto dei rischi correlati ai com-
puter:

• “Inside Risks,” Comm. Assoc. Comput. Mach., ACM Press.

Un’analisi degli incidenti correlati alla tecnologia usata per definire una
metodologia per la costruzione di sistemi di sicurezza critici viene presentata
in:
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• N. G. Leveson, Safeware: System Safety and Computers, Addison-Wesley,
1995.

L’aneddoto dei “manager programmatori” [p. 413] è stato tratto da pagina
124 di:

• G. M. Weinberg, The Psychology of Computer Programming: Silver
Anniversary Edition, Dorset House, 1998.

L’extreme programming [pp. 429–30] viene discusso in diversi libri. La
prima introduzione all’argomento venne fornita in:

• K. Beck, Extreme Programming Explained, Addison-Wesley, 2000.

Una valutazione critica dell’extreme programming è fornita in:

• P. McBreen, Questioning Extreme Programming, Addison-Wesley, 2003.

Il concetto di refactoring [pp. 429–30] è introdotto in:

• M. Fowler, Refactoring: Improving the Design of Existing Code, Addison-
Wesley, 2000.

L’idea di confrontare il refactoring al pagamento dei debiti [p. 429] è dovuta
a W. Cunningham, e viene quotata a pagina 222 di:

• A. Cockburn, Agile Software Development, Addison-Wesley, 2002.

La tecnica del pair programming (ovvero, della programmazione in coppia)
[p. 430] è stata discussa in dettaglio in:

• L. Williams and R. Kessler, Pair Programming Illuminated, Addison-
Wesley, 2003.

Le questioni psicologiche furono considerate per la prima volta nello svi-
luppo del software [pp. 431–2] nella prima edizione del libro di Weinberg, già
citato sopra, il quale, sebbene pubblicato nel 1971, è rilevante adesso come lo
era allora. Altri libri che trattano lo stesso argomento sono:

• G. M. Weinberg, Understanding the Professional Programmer, Dorset
House, 1988.

• T. DeMarco and T. Lister, Peopleware: Productive Projects and Teams,
2nd edn, Dorset House, 1999.
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• L. L. Constantine, The Peopleware Papers: Notes on the Human Side of
Software, Prentice-Hall, 2001.

L’anedotto delle “machinette” [p. 432] viene da pagina 49 di:

• G. M. Weinberg, The Psychology of Computer Programming: Silver
Anniversary Edition, Dorset House, 1998.

La filosofia dietro le metodologie agili [p. 432] è stata spiegata nel libro di
Cockburn già citato sopra.

La visione secondo la quale i programmatori debbano essere visti come
artigiani e non elementi intercambiabili in una linea di produzione [p. 432] è:

• P. McBreen, Software Craftsmanship: The New Imperative, Addison-
Wesley, 2000.

Un libro molto influente sugli aspetti etici della programmazione [p. 432],
scritto dopo che J. Weizenbaum si disperò per come la gente antromorfizzasse
il suo programma eliza (discusso nel Capitolo 15), è:

• J. Weizenbaum, Computer Power and Human Reason: From Judgment
to Calculation, W. H. Freeman, 1976.

Un’introduzione molto accattivante e provocante dell’etica professionale
nello sviluppo del software,il quale contiene ulteriori riferimenti bibliografici
su questo argomento, è:

• R. G. Epstein, The Case of the Killer Robot, John Wiley & Sons, 1997.

Capitolo 14

Alcuni dei libri generali sull’ingegneria del software elencati nelle note del Capitolo 13
contengono materiale rilevante ai sistemi reattivi. Eccono alcuni che si concentrano
sulle difficioltà che appaiono nello sviluppo di tali sistemi:

• Z. Manna and A. Pnueli, The Temporal Logic of Reactive and Concurrent
Systems: Specification, Springer-Verlag, 1992.

• N. Halbwachs, Synchronous Programming of Reactive Systems, Kluwer Acade-
mic Publishers, 1993.

• D. Harel and M. Politi, Modeling Reactive Systems with Statecharts: The
Statemate Approach, McGraw-Hill, 1998.

• R. J. Wieringa, Design Methods for Reactive Systems: Yourdon, Statemate, and
the UML, Morgan Kaufmann, 2002.
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• K. Schneider, Verification of Reactive Systems: Formal Methods and Algorithms,
Springer-Verlag, 2003.

Le riviste citate nelle note del Capitolo 13 pubblicano anche articoli sui sistemi
reattivi.

Il termine “sitema reattivo” [pp. 437–9] fu discusso per la prima volta nei seguenti
articoli:

• D. Harel and A. Pnueli, “On the Development of Reactive Systems,” in Logics
and Models of Concurrent Systems, K. R. Apt, ed., NATO ASI Series, vol. F-13,
Springer-Verlag, pp. 477–98, 1985.

• A. Pnueli, “Applications of Temporal Logic to the Specification and Verification
of Reactive Systems: A Survey of Current Trends,” in Current Trends in Con-
currency, J. de Bakker et al., eds., Lecture Notes in Computer Science, vol. 224,
Springer-Verlag, pp. 510–84, 1986.

I formalismi visuali [pp. 439–40] sono discussi in:

• D. Harel, “On Visual Formalisms,” Comm. Assoc. Comput. Mach. 31 (1988),
pp. 514–30.

Le reti di Petri [p. 439] furono inventate da C. A. Petri, e furono descritte per
la prima volta nella sua tesi estremamente influente:

• C. A. Petri, Kommunikation mit Automaten, PhD thesis, Institut für Instrumen-
telle
Mathematik, Bonn, 1962.

Ci sono molti libri e articoli che ne parlano; due dei migliori resoconti sono:

• W. Reisig, Petri Nets: An Introduction, Springer-Verlag, 1985.
• W. Reisig, Elements of Distributed Algorithms: Modeling and Analysis with

Petri Nets, Springer-Verlag, 1998.

I diagrammi SDL [p. 440] furono parte di uno standard del 1976 che nacque
nel contesto dell’International Telecommunication Union (ITU; già precedentemente
CCITT). Per una versione aggiornata si veda:

• “ITU-T Recommendation Z.100: Formal Description Techniques (FDT)—Specification
and Description Language (SDL),” International Telecommunication Union
(ITU), Geneva, 1999.

Esterel [p. 440] fu descritto in:
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• G. Berry and G. Gonthier, “The Esterel Synchronous Programming Language:
Design, Semantics, Implementation,” Sci. Comput. Program. 19 (1992), pp. 87–
152.

Si veda anche:

• G. Berry, “The Foundations of Esterel,” in Proof, Language, and Interaction:
Essays in Honour of Robin Milner, G. Plotkin, C. Stirling, and M. Tofte, eds.,
MIT Press, 2000, pp. 425–54.

Lustre [p. 440] fu descritto in:

• P. Caspi, D. Pilaud, N. Halbwachs, and J. Plaice, “Lustre: A Declarative Lan-
guage for Programming Synchronous Systems,” Proc. 14th Symp. on Principles
of Programming Languages, ACM Press, pp. 178–88, 1987.

• N. Halbwachs, P. Caspi, P. Raymond and D. Pilaud, “The Synchronous Dataflow
Programming Language Lustre,” Proc. of the IEEE 79 (1991), pp. 1305–20.

Un resoconto dettagliato può essere trovato nel libro di Halbwach che abbiamo
già citato.

Signal [p. 440] fu descritto in:

• A. Benveniste and P. Le Guernic, “Hybrid Dynamical Systems Theory and the
Signal Language,” IEEE Trans. on Automatic Control, AC-35 (1990), pp. 535–
46.

Un buon sondaggio può essere trovato in:

• P. Le Guernic, T. Gautier, M. Le Borgne, and C. Le Maire, “Programming
Real-Time Applications with Signal,” Proc. of the IEEE 79 (1991), pp. 1321–36.

Un resoconto interessante dei cosiddetti linguaggi sincroni può essere trovato in:

• A. Benveniste, P. Caspi, S. A. Edwards, N. Halbwachs, P. Le Guernic and R. de
Simone, “The Synchronous Languages Twelve Years Later,” Proc. of the IEEE
91 (2003), pp. 64–83.

Due approcci estremamente influenti alla specifica della concorrenza e delle in-
terazioni (che sono direttamente rilevanti per quanto riguarda la reattivtà) sono il
CSP e il CCS. Sono dovuti rispettivamente a C. A. R. Hoare e R. Milner. Sono de-
scritti in dettaglio nei libri di questi autori, elencati entrambi nelle note del Capitolo
10.

Gli statchart [pp. 440–3] furono introdotti nel seguente articolo, il quale discute
anche gli svantaggi dei classici diagrammi a stati e contiene (in una versione più
intricata) l’esempio dell’orologio digitale [pp. 441–2]:
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• D. Harel, “Statecharts: A Visual Formalism for Complex Systems,” Sci. Com-
put. Prog. 8 (1987) pp. 231–74.

Ci sono diversi strumenti computerizzati completi in grado di eseguire modelli
di sistemi basati su formalismi visuali e di generare codice a partire da loro [p. 440].
Il primo fu rilasciato nel 1987, ed è descritto in:

• D. Harel, H. Lachover, A. Naamad, A. Pnueli, M. Politi, R. Sherman, A. Shtul-
Trauring, and M. Trakhtenbrot, “STATEMATE: A Working Environment for
the Development of Complex Reactive Systems,” IEEE Trans. on Software
Engineering 16 (1990), pp. 403–14.

La discussione sull’esecuzione di modelli e sulla generazione di codice [pp. 443–6]
è stata adattata da:

• D. Harel, “Biting the Silver Bullet: Toward a Brighter Future for System
Development,” Computer 25:1 (1992), IEEE Press, pp. 8–20.

La verifica di un comportamento reattivo complesso [pp. 445–6] è stato discusso
nel libro di Schneider elencato prima. Ecco alcuni articoli che discutono dello stesso
argomento:

• N. Bjorner et al., “STeP: Deductive-Algorithmic Verification of Reactive and
Real-time Systems,” Proc. Int. Conf. on Computer Aided Verification, Lecture
Notes in Computer Science, vol. 1102, Springer-Verlag, pp. 415–18, 1996.

• T. Bienmller, W. Damm, and H. Wittke, “The STATEMATE Verification
Environment—Making it Real,” Proc. 12th Int. Conf. on Computer Aided Ve-
rification, Lecture Notes in Computer Science, vol. 1855, Springer-Verlag, pp.
561–7, 2000.

• F. Levi, “Compositional Verification of Quantitative Properties of Statecharts,”
J. of Logic and Computation 11 (2001), pp. 829–78.

Un sistema che registra storie che includono cause, e che è dunque in grado di
aiutare sistemi di debug fornendo risposte al “perchè”, “perchè no” e ai “se” [p. 446]
è descritto in:

• Y. A. Feldman and H. Schneider, “Simulating Reactive Systems by Deduction,”
ACM Trans. Soft. Eng. Meth. 2 (1993), pp. 128–75.

La modellazione orientata a oggetti, e il suo uso dei diagrammi a oggetti e degli
statechart [pp. 447-51], ricevette una forte spinta in avanti per via dei seguenti due
libri influenti:

• J. Rumbaugh, M. Blaha, W. Premerlani, F. Eddy, and W. Lorenson, Object-
Oriented Modeling and Design, Prentice-Hall, 1990.

• G. Booch, Object-Oriented Analysis and Design with Applications, 2nd edn,
Addison-Wesley, 1993.
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I primi strumenti in grado di eseguire modelli orientati agl oggetti basati su
formalismi visuali e di generare codice furono ObjecTime e Rhapsody. Sono descritti,
rispettivamente, in:

• B. Selic, G. Gullekson, and P. T. Ward, Real-Time Object-Oriented Modeling,
John Wiley & Sons, 1994.

• D. Harel and E. Gery, “Executable Object Modeling with Statecharts,” Com-
puter 30:7 (1997), IEEE Press, pp. 31–42.

I Messgae Sequence Chart (MSC) [pp. 451–2] furono sviluppati dalla Interna-
tional Telecommunication Union (ITU: già precedentemente CCITT). Un resoconto
recente appare in:

• “ITU-TS Recommendation Z.120: Formal Description Techniques (FDT)—Message
Sequence Chart (MSC),” International Telecommunication Union (ITU), Gene-
va, 1996.

Gli use case (ovvero, casi d’uso) furono descritti e discussi in dettaglio in:

• I. Jacobson, M. Christerson, P. Jonsson, and G. Övergaard, Object-Oriented
Software Engineering: A Use Case Driven Approach, Addison-Wesley, 1992.

I Live Sequence Chart (LSC) [pp. 454–6] furono definiti nel seguente articolo, il
quale discute anche degli svantaggi deigli MSC nella specifica comportamentale di
un sistema:

• W. Damm and D. Harel, “LSCs: Breathing Life into Message Sequence Charts,”
Formal Methods in System Design 19 (2001), pp. 45–80.

Play-in, play-out, e il tool Play-Engine tool [pp. 457–9] sono descritti in dettaglio
in:

• D. Harel and R. Marelly, Come, Let’s Play: Scenario-Based Programming Using
LSCs and the Play-Engine, Springer-Verlag, 2003.

Quel libro definisce anche alcune estensioni degli LSC per la gestione di istan-
ze simboliche e del tempo [p. 458], e fornisce una semantica operazionale per il
linguaggio LSC esteso.

Smart play-out [p. 458] fu descritto in:

• D. Harel, H. Kugler, R. Marelly, and A. Pnueli, “Smart Play-Out of Behavioral
Requirements,” Proc. 4th Int. Conf. on Formal Methods in Computer-Aided
Design, Lecture Notes in Computer Science, vol. 2517, Springer-Verlag, pp. 378–
98, 2002.

Ci sono molti altri libri sui sistemi real-time [pp. 459–60]. Eccone alcuni:
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• H. Kopetz, Real-Time Systems: Design Principles for Distributed Embedded
Applications, Kluwer Academic Publishers, 1997.

• J. W. S. Liu, Real-Time Systems, Prentice-Hall, 2000.
• Q. Li with C. Yao, Real-Time Concepts for Embedded Systems, CMP Books,

2003.

Il formalismo di specifica di sistemi real-time MASS [pp. 459–60] viene da:

• V. Gafni, A. Yehudai, and Y. A. Feldman, “Activation-Oriented Specification of
Real-time Systems,” Proc. 3rd Int. School and Symposium on Formal Techniques
in Real Time and Fault Tolerant Systems, pp. 19–23, 1994.

L’UML [pp. 460–1] viene descritto in moltissimi libri e articoli, inclusi i seguenti:

• J. Rumbaugh, I. Jacobson, and G. Booch, The Unified Modeling Language
Reference Manual, Addison-Wesley, 1999.

• M. Fowler with K. Scott, UML Distilled: A Brief Guide to the Standard Object
Modeling Language, 2nd edn, Addison-Wesley, 1999.

Le versioni più aggiornte di UML sono descritto in grande dettaglio sul sito web
del object management group (OMG):

• http://www.omg.org

Alcuni dei moltissimi tentativi di fornire semantiche rigorose per parti di UML
[pp. 460–1] appaiono in:

• R. Eshuis and R. J. Wieringa,“Requirements-Level Semantics for UML Sta-
techarts,” Proc. 4th Int. Conf. on Formal Methods for Open Object-Based
Distributed Systems, Kluwer, pp. 121–40, 2000.

• G. Reggio, M. Cerioli, and E. Astesiano, “Towards a Rigorous Semantics of UML
Supporting its Multiview Approach,” Fundamental Approaches to Software En-
gineering, Lecture Notes in Computer Science, vol. 2029, Springer-Verlag, pp.
171–86, 2001.

• I. Ober, “An ASM Semantics of UML Derived from the Meta-model and In-
corporating Actions,” Proc. 10th Int. Workshop on Abstract State Machines,
Lecture Notes in Computer Science, vol. 2589, Springer-Verlag, pp. 356–71, 2003.

• W. Damm, B. Josko, A. Pnueli, and A. Votintseva, “Understanding UML: A
Formal Semantics of Concurrency and Communication in Real-Time UML,”
Proc. Formal Methods for Components and Objects, Lecture Notes in Computer
Science, vol. 2852, Springer-Verlag, pp. 71–98, 2003.

La sintesi di macchine a stati finiti a partire da descrizioni dei requisiti com-
portamentali ricche –spesso e volentieri a partire da una logica temporale– è un
argomento che è stato discusso a lungo nella letteratura. La sintesi a partire da LSC
[p. 461] fu trattata in:
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• D. Harel and H. Kugler, “Synthesizing State-Based Object Systems from LSC
Specifications,” Int. J. of Foundations of Computer Science 13 (2002), pp. 5–51.

Alcune delle possibilità che nascono dall’idea di vedere sistemi biologici come
sistemi reattivi sono discusse in:

• D. Harel, “A Grand Challenge for Computing: Full Reactive Modeling of a
Multi-Cellular Animal,” EATCS Bulletin, European Association for Theoretical
Computer Science, no. 81, pp. 226–35, 2003.

Capitolo 15

Ci sono diversi libri sull’intelligenza artificiale (IA). Eccone alcuni:

• N. J. Nilsson, Artificial Intelligence: A New Synthesis, Morgan Kaufmann, 1998.
• P. H. Winston, Artificial Intelligence, 3rd edn, Addison-Wesley, 1992.
• E. Rich and R. Knight, Artificial Intelligence, 2nd edn, McGraw-Hill, 1990.
• S. Russel and P. Norvig, Artificial Intelligence: A Modern Approach, 2nd edn,

Prentice-Hall, 2002.
• E. Charniak and D. McDermott, Introduction to Artificial Intelligence, Addison-

Wesley, 1985.
• T. Dean, J. Allen, and Y. Aloimonos, Artificial Intelligence: Theory and

Practice, Pearson Education, 2002.

Due compilation enciclopediche di articoli sull’intelligenza artificiale:

• The Handbook of Artificial Intelligence, 4 vols, A. Barr, P. R. Cohen, and E. A.
Feigenbaum, eds., Addison-Wesley, 1981, 1982, 1989.

• The Encyclopedia of Artificial Intelligence, 2 vols, 2nd edn, S. C. Shapiro, ed.,
John Wiley & Sons, 1992.

Una buona esposizione dell’argomento può essere trovato in:

• D. L. Waltz, “Artificial Intelligence,” Scientific American 247:4 (1982), pp. 118–
33.

Oltre a questi, ci sono diversi libri e articoli che discutono gli aspetti sociali,
filosofici e storici dell’intelligenza artificiale. Alcuni dei più interessanti e provocanti
sono:

• J. R. Lucas, “Minds, Machines, and Gödel,” Philosophy 36 (1961), pp.112–17.
• H. Dreyfus, What Computers Can’t Do: The Limits of Artificial Intelligence,

revised edn, Harper & Row, 1979.
• H. Dreyfus, What Computers Still Can’t Do: A Critique of Artificial Reason,

MIT Press, 1992.
• Y. Wilks, “Dreyfus’s Disproofs,” British J. Philos. Sci. 27 (1976), pp. 177–85.



18 Note bibliografiche 595

• D. R. Hofstadter, Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid, Basic Books,
1979.

• S. Turkle, The Second Self: Computers and the Human Spirit, Simon & Schuster,
1984.

• H. Gardner, Frames of Mind: The Theory of Multiple Intelligences , 10th edn,
Basic Books, 1993.

• J. V. Grabiner, “Computers and The Nature of Man: A Historian’s Perspecti-
ve on Controversies about Artificial Intelligence,” Bull. Amer. Math. Soc. 15
(1986), pp. 113–26.

• R. Penrose, The Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds, and the
Laws of Physics, Penguin Books, 1999.

• J. R. Searle, Minds, Brains, and Science, Harvard University Press, 1984.

I seguenti libri contengono alcuni degli articoli più originali del campo dell’intel-
ligenza artificiale, inclusi alcuni articoli chiave di A. Turing, A. Newell, M. Minsky
e H. A. Simon:

• Computers and Thought, E. A. Feigenbaum and J. Feldman, eds., McGraw-Hill,
1961.

• Semantic Information Processing, M. Minsky, ed., MIT Press, 1968.
• Readings in Artificial Intelligence, B. L. Webber and N. J. Nilsson, eds., Morgan

Kaufmann, 1994.
• Readings in Knowledge Representation, R. J. Brachman and H. J. Levesque,

eds., Morgan Kaufmann, 1985.
• Mind Design II: Philosophy, Psychology, and Artificial Intelligence, J. Hauge-

land, ed., MIT Press, 2000.

Un libro molto influente è:

• A. Newell and H. A. Simon, Human Problem Solving, Prentice-Hall, 1972.

Una teoria molto interessante sull’intelligenza, proposta da uno dei fondatori del
campo, è presentata in:

• M. Minsky, The Society of Mind, Simon & Schuster, 1987.

Un resoconto interessante della storia primitiva dell’IA si trova in:

• P. McCorduck, Machines Who Think, W. H. Freeman & Co., 1979.

Seguono alcune delle riviste che pubblicano articoli sull’IA:

• Artificial Intelligence, abbreviato in Artif. Intel.;pubblicato da Elsevier.
• Cognitive Science, abbreviato in Cogn. Sci.; pubblicato dal Cognitive Science

Society, Inc.
• Computational Intelligence, abbreviato in Comput. Intel.; pubblicato da Blac-

kwell.
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• IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, abbreviato in IEEE
Trans. Syst., Man, Cybern.; pubblicato da IEEE.

• IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, abbreviato
in IEEE Trans. Pat. Anal. Mach. Intel.; pubblicato da IEEE.

• International Journal of Pattern Recognition and AI, abbreviato in Int. J. Patt.
Recog. AI ; pubblicato da World Scientific.

• Computers and Artificial Intelligence, abbreviato in Comput. Art. Intel.;
pubblicato dal Slovak Academy of Sciences.

In aggiunta, le seguenti pubblicano articoli brevi, anedotti e annunci rilevanti
all’IA:

• ACM SIGART Newsletter ; pubblicato dal Special Interest Group on Artificial
Intelligence dell’ACM.

• The AISB Quarterly ; pubblicato dal Society for the Study of Artificial Intelli-
gence and the Simulation of Behaviour (SSAISB).

L’aforisma che mette a confronto i computer pensanti e i sottomarini [p. 467] è
dovuto a E. W. Dijkstra. Si pensa che il termine intelligenza artificiale [p. 467] sia
stato coniato da J. McCarthy nel 1956. Le due storie sui robot [p. 468] sono dovute
a un membro del laboratorio di IA del Massachusetts Institute of Technology.

Il seguente articolo di Alan Turing è considerato uno di quelli più illuminanti
e fondamentali sull’IA. Esso delinea e studia diverse argomentazioni comuni contro
l’IA [p. 469], e propone il famoso test di Turing [pp. 470–3]:

• A. M. Turing, “Computing Machinery and Intelligence,” Mind 59 (1950), pp.
433–60. (Reprinted on pp. 11–35 of the aforementioned book, Computers and
Thought).

Buona parte dei libri sull’IA contengono discussioni e elaborazioni sul test di
Turing.

eliza fu scritto da J. Weizenbaum, ed è descritto nel seguente articolo molto
influente:

• J. Weizenbaum, “ELIZA—A Computer Program for the Study of Natural Lan-
guage Communication between Man and Machine,” Comm. Assoc. Comput.
Mach. 9 (1966),
pp. 36–45.

Lo scambio ipotetico riguardante gli zupchok [pp. 473] fu ispirato da uno simile
(che aveva a che fare con i cyborg) che apparve a pagina 317 di:

• I. Pohl and A. Shaw, The Nature of Computation: An Introduction to Computer
Science, Computer Science Press, 1981.

L’argomentazione della stanza cinese di Searle [p. 474] fu presentata per la prima
volta in:
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• J. Searle, “Minds, Brains, and Programs,” Behavioral and Brain Sciences 3
(1980),
pp. 417–57.

I libri di IA elencati prima discutono in dettaglio di giochi e, in particolare,
di giochi sugli alberi [pp. 474–7]. L’analogia del “volo artificiale” [p. 475] è stata
presa dal primo dei seguenti due libri, e appare in una forma leggermente diversa
nel secondo:

• S. Russel and P. Norvig, Artificial Intelligence: A Modern Approach, 2nd edn,
Prentice-Hall, 2002.

• R. A. Brooks, Cambrian Intelligence, MIT Press, 1999.

Seguono alcune collezioni di articoli sul gioco da parte dei computer, inclusi
articoli sugli scacchi, sulle dame, sul backgammon, sul Go e su altri giochi:

• Chess, Computers, and Cognition, T. Marsland and J. Schaeffer, eds., Springer-
Verlag, 1990.

• Computer Games, 2 vols., D. N. L. Levy, ed., Springer-Verlag, 1988.

Un articolo espositivo interessante sul gioco computerizzato del backgammon
[p. 475] si trova in:

• H. Berliner, “Computer Backgammon,” Scientific American 242:6 (1980), pp.
64–72.

Un resoconto del programma che ha battuto il campione mondiale di backgam-
mon [p. 475] si trova in:

• H. Berliner, “Backgammon Computer Program Beats World Champion,” Artif.
Intel. 14 (1980), pp. 205–20.

I seguenti articoli estremamente importanti sul gioco computerizzato della dama
[p. 475] descrivono un sistema in grado di imparare:

• A. L. Samuel, “Some Studies in Machine Learning using the Game of Checkers,”
IBM J. Res. Develop. 3 (1959), pp. 211–29. (Reprinted on pp. 71–105 of the
aforementioned book, Computers and Thought.)

• A. L. Samuel, “Some Studies in Machine Learning using the Game of Checkers.
II—Recent Progress,” IBM J. Res. Develop. 11 (1967), pp. 601–17.

Un resoconto molto candido della costruzione del programma Chinook e degli
eventi che lo portò a essere il campione mondiale di dama, appare in:

• J. Schaeffer, One Jump Ahead: Challenging Human Supremacy in Checkers,
Springer-Verlag, 1997.
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Alcuni buoni posti dove leggere del gioco computerizzato degli scacchi, incluso
degl incontri molto pubblicizzati tra Kasparov e Deep Blue, sono:

• D. Levy and M. Newborn, How Computers Play Chess, Computer Science Press,
1991.

• B. Pandolfini, Kasparov and Deep Blue: The Historic Chess Match Between
Man and Machine, Fireside, 1997.

• M. Newborn, Deep Blue: An Artificial Intelligence Milestone, Springer-Verlag,
2003.

La storia della ricerca di una lente a contatto [p. 477] fu ispirata da pagina 318
del libro di Pohl e Shaw menzionato sopra.

Alcuni dei libri più influenti sulla visione computerizzata dei robot [p. 479] sono:

• D. Marr, Vision: A Computational Investigation into the Human Representation
and Processing of Visual Information, W. H. Freeman & Co., 1982.

• B. K. P. Horn, Robot Vision, MIT Press, 1986.
• S. Ullman, The Interpretation of Visual Motion, MIT Press, 1979.
• J. J. Craig, Introduction to Robotics: Mechanics and Control, Addison-Wesley,

1985.
• R. P. Paul, Robot Manipulators: Mathematics, Programming, and Control, MIT

Press, 1981.

Altri libri più aggiornati sono:

• D. A. Forsyth and J. Ponce, Computer Vision: A Modern Approach, Prentice-
Hall, 2002.

• S. Ullman, High-Level Vision: Object Recognition and Visual Cognition, MIT
Press, 1996.

• R. Jain, R. Kasturi, and B. G. Schunck, Machine Vision, McGraw-Hill, 1995.
• V. S. Nalwa, A Guided Tour of Computer Vision, Addison-Wesley, 1993.
• O. Faugeras, Three-Dimensional Computer Vision: A Geometric Viewpoint,

MIT Press, 1993.
• P. J. McKerrow, Introduction to Robotics, Addison-Wesley, 1991.
• R. C. Arkin, Behavior-Based Robotics, MIT Press, 1998.
• R. R. Murphy, An Introduction to AI Robotics, MIT Press, 2000.

Ci sono anche molti giornali devoti interamente alla visione e alla robotica. Ecco
alcuni esempi:

• International Journal of Computer Vision, abbreviated Int. J. Comput. Vis.;
published by Kluwer Academic Publishers.

• Computer Vision and Image Understanding; published by Elsevier.
• Journal of Robotic Systems, abbreviated J. Robot. Syst.; published by John

Wiley & Sons.
• International Journal of Robotics Research, abbreviated Int. J. Robot. Res.;

published by Sage Publications.
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Virtualmente ogni libro di testo sull’IA discute dell’idea del minimax e del suo
algoritmo corrispondente –la procedura alpha beta [pp. 480–1]. Il termine “procedura
alpha beta” sembra essere dovuto a J. McCarthy, e l’uso dell’idea del minmax nella
ricerca parte dall’importante articolo di Shannon:

• C. E. Shannon, “Programming of a Computer for Playing Chess,” Phil.
Magazine 41 (1950), pp. 256–75.

Un resoconto completo e dettagliato delle procedure di ricerca euristiche, incluse
le loro analisi e la loro storia, può essere trovato in:

• J. Pearl, Heuristics: Intelligent Search Strategies for Computer Problem Solving,
Addison-Wesley, 1984.

La collezione composta da Brachman e Levesque sopra citata è dovuta al pro-
blema della rappresentazione della conoscenza [pp. 392–3], un argomento discusso
in moltissimi altri libri e articoli.

Il seguente contiene moltissimo materiale su sistemi esperti [pp. 484–5]:

• R. Duda and E. Shortliffe, “Expert Systems Research,” Science 220 (1983), pp.
261–8.

• Building Expert Systems, F. Hayes-Roth et al., eds., Addison-Wesley, 1983.
• D. A. Waterman, A Guide to Expert Systems, Addison-Wesley, 1986.
• P. Jackson, Introduction to Expert Systems, 3rd edn, Addison-Wesley, 1999.
• J. C. Giarratano, Expert Systems: Principles and Programming, 3rd edn, Brooks

Cole, 1998.

I seguenti libri e collezioni di articoli si concentrano sull’apprendimento compu-
terizzato [pp. 485–6]:

• T. Mitchell, Machine Learning, McGraw-Hill, 1987.
• S. M. Weiss and C. A. Kulikowsky, Computer Systems That Learn, Morgan

Kaufmann, 1991.
• M. J. Kearns and U. V. Vazirani, An Introduction to Computational Learning

Theory, MIT Press, 1994.
• Machine Learning: An Artificial Intelligence Approach, R. S. Michalski et al.,

eds., Tioga Publishing Co., 1983.
• Machine Learning: An Artificial Intelligence Approach, vol. II, R. S. Michalski

et al., eds., Morgan Kaufmann Publishers, 1986.

Due articoli influenti sulla deduzione computerizzata [pp. 485–6] sono:

• A. Newell and H. A. Simon, “The Logic Theory Machine,” IRE Trans. Infor.
Theory IT-2 (1956), pp. 61–79.

• H. Gelernter, “Realization of a Geometry Theorem-Proving Machine,” Proc.
Western Joint Computer Conf., WJCC, pp. 273–82, 1959.
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L’approccio all’IA basato sul comportamento [p. 487] è descritto in:

• R. A. Brooks, Cambrian Intelligence, MIT Press, 1999.
• R. A. Brooks, Flesh and Machines: How Robots Will Change Us, Pantheon

Books, 2002.

Le predizioni per il futuro dell’IA [pp. 487–8] sono prese da:

• R. Kurzweil, The Age of Spiritual Machines: When Computers Exceed Human
Intelligence, Penguin, 2000.

Ecco alcuni libri e collezioni di articoli che descrivono i problemi e i risultati
ottenuti nell’intendimento computerizzato del linguaggio naturale [pp. 489–93]:

• J. Allen, Natural Language Understanding, 2nd edn, Addison-Wesley, 1995.
• Natural Language Processing and Knowledge Representation: Language for Kno-

wledge and Knowledge for Language, L. M. Iwanska and S. C. Shapiro, eds.,
AAAI Press, 2000.

• R. Schank, The Cognitive Computer: On Language, Learning, and Artificial
Intelligence, Addison-Wesley, 1984.

• J. F. Sowa, Conceptual Structures: Information Processing in Mind and Machi-
ne, Addison-Wesley, 1983.

Alcuni lavori importanti sull’argomento sono descritti in:

• T. Winograd, Understanding Natural Language, Academic Press, 1972.

Intendere la promessa di fedeltà come qualcosa che avesse a che fare con i piccioni
[p. 489] fu un’idea usata da W. Safire in una delle sue colonne “On Language” nel
New York Times molti anni fa.

Le discussioni con il telefono di Jim [pp. 491–2] sono basate su quelle che sono
apparse nel delizioso componimento:

• R. W. Lucky, “The Phone Surrogate,” IEEE Spectrum 23:5 (1986), p. 6.

Esso fu ristampato in:

• R. W. Lucky, Lucky Strikes . . .Again, IEEE Press, New York, 1993.

Un articolo interessante che ha a che vedere con i commenti fatti circa l’IA
analitica [p. 493] è:

• A. Goldberg and I. Pohl, “Is Complexity Theory of Use to AI?” in Artificial and
Human Intelligence, A. Elithorn and R. Banerji, eds., Elsevier Science, 1984.

Un approccio diverso alla soluzione di alcuni dei problemi apparsi nel capitolo,
denominato connessionismo, e rilevanti per le reti neurali, è descritto in:
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• D. E. Rumelhart, J. L. McClelland, and the PDP Research Group, Parallel
Distributed Processing: Explorations in the Microstructure of Cognition, vol. 1:
Foundations, MIT Press, 1986.

Un’esposizione di alcune delle idee principali può essere trovata in:

• D. W. Tank and J. J. Hopfield, “Collective Computation in Neuronlike Circuits,”
Scientific American 257:6 (1987), pp. 62–70.

Nella creazione di libri non c’è fine.
Ecclesiasti 12:12
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affidabilità, 383, 435

agenti, 88

agenzia Spaziale Europea, 411

aggregazioni di classi, 444

Aiken, Howard, 10

AKS, 216, 366, 367, 370
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errore di comprensione della semantica,

125
errori

a run-time, 126
algoritmici, 125, 126
di linguaggio, 123
di sintassi, 123
hardware, 126
logici, 124, 126
nei tipi di dati, 411
nell’algoritmo, 123
semantici, 125

esecuzione immediata, 72
esecuzione di un modello, 439, 442
esperanto algoritmico, 73
esplosione degli stati, 437
esponente
privato, 389, 390
pubblico, 389, 390

Esterel, 436
etica professionale, 428
euristiche, 164, 216, 464, 473
eventi, 301, 436
extreme programming, 425, 426

fattore di sicurezza, 412
fenomeni discreti vs. fenomeni continui,

411
file, 78, 269
filosofi banchettanti, 363
filosofia, 8
fingerprinting, 371, 380
firma digitale, 383, 385, 390
fisica, 8
fisica quantistica, 348
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grafo, 211
aciclico, 109
connesso, 109
direzionato, 272
etichettato, 107
orientato, 109

grossi progetti, 409
Guerra e Pace, 278
GUI, 442
guscio convesso, 179

hardware, 7, 13
HASKELL, 84
heap, 111
d Fibonacci, 111

heapsort, 172
Hollerith, Herman, 10

IBM, 11, 77, 429
IEEE Computer Society, 428
imparzialità, 342, 346
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